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Resumo

Modelagem mateméatica consiste na representacao de um fenémeno ou descricao do
comportamento de um sistema por meio da linguagem matematica, por exemplo, usando
modelos que podem ser representados por equacoes diferenciais e estatistica matemaética.
Em epidemiologia é uma ferramenta crucial para caracterizar o comportamento de
enfermidades infecciosas ao longo do tempo, bem como na tomada de decisdo por parte
das organizagoes que tratam da Satude Ptublica. Neste trabalho propomos o uso de
modelos compartimentais para a determinacao de indicadores relativos a propagacao
de doencas. Uma aplicacdo com pardmetros artificiais da COVID-19 é realizada para
ilustrar a metodologia no contexto do Ensino Médio. O GeoGebra ¢é utilizado para construir
a representacao grafica das solugoes numéricas dos modelos compartimentais SIR e SIS.
Uma extensa pesquisa bibliografica foi desenvolvida para estudar o tema e enfatizar sua

relevancia.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Epidemiologia, Modelos Compartimentais SIR
e SIS, COVID-19.



Abstract

Mathematical modeling consists of the representation of a phenomenon or description of
the behavior of a system through mathematical language, for example, using models that
can be represented by differential equations and mathematical statistics. In epidemiology
it is a crucial tool to characterize the behavior of infectious diseases over time, as well
as in decision making by organizations that deal with Public Health. In this work, we
propose the use of compartmental models to determine indicators related to the spread of
diseases. An application with artificial parameters of COVID-19 is carried out to illustrate
the methodology in the context of High School. GeoGebra is used to build the graphical
representation of the numerical solutions of the compartmental models SIR and SIS. An
extensive bibliographic research was developed to study the theme and emphasize its

relevance.

Keywords: Mathematical Modeling, Epidemiology, SIR and SIS Compartmental Models,
COVID-19.
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1 Introducao

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é definida pelo Ministério da Educagio
(MEC) como um documento normativo que estabelece o conjunto basico de aprendizagem
progressiva a ser consolidada pelos alunos ao longo das etapas e modalidades do ensino
basico (Educacao Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio), de forma a garantir
o direito de aprender e desenvolver-se de acordo com o disposto no Plano Nacional de
Educagao (PNE). O referido documento ¢é aplicédvel apenas a educagao escolar definida
no Artigo 1°, Pardgrafo 1° da Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB,
Lei n® 9.394/1996), sendo pautado pela ética, politica e estética, objetivando uma
formagao integral das pessoas e a construgao de uma sociedade justa, democratica e

inclusiva, fundamentada pelas Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacao Basica
(DCN) (BRASIL, 2020a).

Tais aspectos, combinados as habilidades gerais, também foram incorporados
aos objetivos de aprendizagem e desenvolvimento da Educac¢do Infantil, bem como as
habilidades e competéncias especificas dos diversos componentes curriculares da Educacao
Basica, respeitando as caracteristicas de cada etapa. Por outro lado, no Ensino Médio, dada
a conexao inerente entre as culturas jovem e digital, é necessario expandir e aprofundar os
conteudos de aprendizagem das etapas anteriores. Afinal, os jovens estao cada vez mais
ativos nos meios digitais nao s6 como consumidores, mas também como protagonistas.
Portanto, na atual BNCC, o foco é perceber o potencial da tecnologia digital relacionada
a diversas areas do conhecimento, definindo competéncias e habilidades que permitirdao ao
estudante do Ensino Médio (BRASIL, 2020b):

a) Pesquisar rigorosamente dados ¢ informagoes em diferentes midias, sobretudo as
midias sociais, explorando as vantagens do uso e evolucao da tecnologia na sociedade

atual e seus potenciais riscos;

b) Usar adequadamente a linguagem da cultura digital, novas literaturas e miltiplas
ferramentas para, assim, explorar e produzir contetidos em diferentes meios de
comunicac¢ao, ampliando a possibilidade de dominio e interesse em ciéncia, tecnologia,

cultura e trabalho;

c) Usar vérias ferramentas computacionais para compreender e gerar contetido em
diferentes midias, simular fendomenos e processos de diferentes areas do conhecimento,

bem como desenvolver e explorar registros de varias representacoes matematicas;

d) Utilizar, sugerir e/ou concretizar solugoes (processos e produtos) envolvendo diferentes

tecnologias para a identificacdo, andlise, modelagem e resolugdo de problemas
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complexos em diferentes ambitos da vida diaria, explorando efetivamente o raciocinio
logico, pensamento computacional, espirito investigativo, além de criatividade e

arbitrio.

O Ensino Médio deve garantir que os alunos compreendam as bases cientificas e
tecnolégicas do processo de produgao, além de vincular a teoria a pratica (BRASIL,
2020a). Portanto, por meio da convergéncia entre diferentes dreas do conhecimento
(interdisciplinaridade), as escolas devem garantir uma formagao critica aos alunos, para
que estes sejam agentes transformadores na sociedade apds a formagado bésica. Sendo
assim, é mister que os docentes estejam devidamente capacitados para atuarem nessa

transformacao inicial.

E nesse contexto que se verifica a grande relevancia do Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, curso semipresencial de pds-graduacao
stricto sensu, reconhecido pela Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES) e Conselho Nacional de Educacao (CNE), e que, de acordo com a
Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), tem como objetivo principal ajudar professores
de matematica que atuam na Educacdo Bésica (principalmente em escolas publicas)
a impulsionarem a formacao profissional, com foco nas arcas de aprofundamento da
matemética relacionadas ao seu ensino (SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA,
2021).

O professor do Ensino Médio deve atuar com o objetivo de fortalecer as bases
cientifico-tecnolégicas, bem como no aprimoramento da linguagem cientifica para uso
na comunicacao e disseminacao de conhecimento pelos alunos. Atualmente, é evidente
a necessidade de dota-los de capacidades multiplas, sendo uma das habilidades mais

importantes, enfatizada pela BNCC, o aprendizado da modelagem matematica.

Niss (1987) apresenta varios argumentos sobre o porqué de a modelagem matemética

dever pertencer ao curriculo da Educacgao Bésica:

« Fomentar atitudes, atividades e competéncias gerais criativas e de resolugao de

problemas entre os alunos;

o Construir e qualificar um carater critico nos alunos sobre o uso (e mau uso) da

matematica em contextos extramatematicos;

o Consolidar uma imagem representativa, abrangendo aspectos essenciais e aplicagoes

da modeclagem de mancira interdisciplinar;

o Auxiliar na compreensao de conceitos matematicos, no¢oes, métodos e resultados,
seja para dar aos alunos uma visao mais holistica ou para aumentar a motivagao

sobre o estudo de disciplinas aplicadas;
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A fim de simular a realidade em que vive, o aluno pode combinar a modelagem
matematica a varias outras disciplinas. Um contexto que simboliza essa interdisciplinaridade
¢ a modelagem da propagacao viral do SARS-CoV-2, virus causador da COVID-19, doenga
declarada pandemia pela Organizacao Mundial da Satide em marco de 2020, cujo estudo
demanda uma conexao entre as disciplinas de biologia, quimica, fisica e matematica, sem

prejuizo de contribuigoes da geografia e histéria.

O ensino-aprendizagem baseado na interdisciplinaridade, para Silva e Tavares
(2005, p. 10), “proporciona uma aprendizagem bem estruturada, pois os conceitos estao
ordenados em torno de unidades mais globais, de estruturas conceituais ¢ metodologicas
compartilhadas por varias disciplinas, cabendo ao aluno a realizacao de sinteses sobre os

temas estudados.”

Segundo Lingefjard (2006), os modelos de crescimento populacional sdo bastante
adequados e relevantes na adaptacao aos exercicios de sala de aula, além de serem excelentes
para a introdugdo de ferramentas computacionais (ex. Excel, Matlab, GeoGebra, R, etc.).
Ao serem modeladas, as relagoes populacionais sao expressas como equagoes diferenciais e
equacoes diferenca, também conhecidas como relagoes de recorréncia. Esse conhecimento
sobre manipulagao de dados e compreensao inicial de tais equagoes desempenham papel
fundamental na construgao de uma visao critica de fenomenos estudados (LINGEFJARD,
2006).

No artigo “Educagdo em Satde Publica: Ensino da Epidemiologia em Salas de
Aula do Ensino Médio”, D’Agostino (2018) destaca que o ensino de epidemiologia deve
ser expandido no Ensino Médio, uma vez que instiga o pensamento critico e alfabetizacao
cientifica, além de promover a percepcao dos discentes sobre satide publica e capacita-los
como pensadores independentes. A autora, entao, levanta o seguinte questionamento:
“Por que mais escolas secundarias nao adotam a epidemiologia em seu curriculo basico?”.
Atualmente, percebe-se que a pergunta é bastante oportuna, tendo em vista a situagao de

pandemia enfrentada pelo mundo.

Deji¢ e Mihajlovi¢ (2014) destacam a importancia de saber o que provocou o
desenvolvimento das ideias matematicas; os métodos de estudo usados no passado ¢ como
os problemas que surgiram foram resolvidos. Tais questoes nao tém apenas significado
cultural e histérico, mas sdo importantes para o desenvolvimento do pensamento cientifico.
Além de conhecer a trajetéria histérica de ideias, conceitos e fatos, que oferecem um
melhor alicerce metodolégico, podem-se criar as bases para uma melhor compreensao dos
conceitos e visoes contemporaneas da matematica (DEJ IC; MIHAJLOVIC, 2014).

Neste trabalho propomos uma abordagem interdisciplinar da modelagem mateméatica
que pode ser desenvolvida no Ensino Médio. Para fazer isso, conduzimos uma vasta pesquisa
bibliografica sobre a modelagem matematica em epidemiologia. Além disso, desenvolvemos

uma aplicacdo da metodologia com uma simulagao de contagio da COVID-19 por meio
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dos modelos compartimentais SIR e SIS.

1.1 Objetivos

1.1.1 Geral

Apresentar uma abordagem de modelagem matematica em epidemiologia no Ensino
Médio mediante o uso dos modelos compartimentais epidemiologicos SIR, SI e SIS na

analise da propagacao de enfermidades infecciosas ao longo do tempo.

1.1.2 Especificos

o Conceituar modelagem matematica, estados de um sistema e epidemiologia basica;

o Examinar modelos de crescimento populacional, epidemiologia matematica e o

contexto atual pandémico a luz da histéria e biomatematica;
e Analisar os modelos compartimentais SIR, SI e SIS;

¢ Conduzir uma simulagao de contagio da COVID-19 no GeoGebra;

1.2 Apresentacao dos Capitulos

O Capitulo 2 trata de um breve apanhado historico sobre modelos e modelagem
matematica, além de explicar sobre os estados de um sistema, analise compartimental e os
modelos de crescimento populacional. No Capitulo 3, expomos brevemente alguns conceitos
em epidemiologia, a matematizacgao de epidemias ao longo da histéria, culminando com
o detalhamento do modelo SIR e suas variantes SI e SIS. No Capitulo 4, brevemente
descrevemos o panorama pandémico mundial, descrevendo virus, em especial o SARS-
CoV-2, causador da COVID-19, além da relevancia da matematica no cenario nacional,
coroando com o exemplo de aplicacao no Ensino Médio da modelagem da propagacgao
viral em um ambiente escolar hipotético (modelo SIR) e um segundo exemplo sobre a

endemizagao de epidemias (modelo SIS). O Capitulo 5 trata das Consideragoes finais.
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2 Alguns Fundamentos em Modelagem

Matematica

O século XVII representou para a Europa uma era de intensa moldagem do
carater humanistico-técnico-cientifico resultante de uma explosao sem precedentes de
ideias inovadoras, com destaque para a matematica, em todo o continente, periodo
conhecido como a “Era da Razao”. Os renascentistas, como eram conhecidos aqueles que se
opunham as “trevas” da Idade Média, desempenharam um papel fundamental no projeto
de modernizacdo e promoc¢ao das obras gregas classicas, enfatizando o empirismo como um
passo crucial na construcao e sistematizacao do conhecimento cientifico e desenvolvimento
de métodos analiticos para a elaboragao de teoremas e resolucao de problemas. Esse contexto
expoOs a necessidade e a possibilidade de um engajamento maior entre as areas da ciéncia
na elucidagao de fendmenos mediante uma abordagem multidisciplinar (GRAYLING, 2002;
MARTINS, 2015; ZANDONAIDI, 2016).

Em meio a essa problemética — na tentativa formal de lidar mais adequadamente
com a realidade através da construcao abstrata de um arquétipo logico — consolidou-se
a modelagem. Nao se pode dizer, contudo, que o tema tenha “nascido” no século XVII,
uma vez que a necessidade de representagdes simbdlicas (reais ou imaginérias) data da
idade da pedra (2.5 milhdes a.C. - 3.000 a.C.), quando os hominideos simbolizavam em
seus desenhos formas de contagem (nimeros), objetos geométricos e outros seres (vivos ou
inanimados), e mais tarde com os intentos do homo-sapiens em prever certos fenémenos
(passagens de cometas, chuvas, eclipses, posi¢ao de corpos celestes, tempos de colheita, ctc.).
Porém, somente no século XVII, com a crescente inovacao técnico-cientifica renascentista e
o desenvolvimento completo do Calculo Diferencial e Integral — que possibilitou o estudo
da taxa de variagdo de grandezas ao longo do tempo — a modelagem matematica de
processos fisicos, quimicos, biolbgicos e sociais sistematizou-se e mostrou-se uma poderosa
ferramenta no manejo e interpretacao de dados coletados a fim de que, a partir de um
estudo de um fato observavel, pudesse se chegar a um resultado quantiqualitativo que
representasse a realidade com alta precisao e acuracia, ou seja, com um grau diminuto de
incerteza (ALMEIDA, 1998; NASCIMENTO, 2007; FERREIRA; SILVEIRA, 2015).

2.1 Modelos Matematicos

O dicionario Michaelis (2015, n/p) elenca 14 significados para o vocabulo, dentre
os quais destacam-se trés: (i) “objeto que se destina a ser reproduzido por imitagao”;

(ii) “protétipo de algo que se destina a producdo industrial em série”; (iii) “esquema de
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representacao de um fendmeno ou conjunto de fendomenos fisicos e eventualmente a previsao
de novos fenémenos, tendo-se como base um determinado nimero de leis fisicas”. Os dois
primeiros conceitos explicam de maneira simplificada que modelos sdo uma tentativa de
representacao fiel de um fendmeno observado mediante o desenvolvimento de um prototipo
(primeiro exemplar de um produto), ou seja, um modelo concreto ou palpavel. J& o terceiro
significado imprime uma concepcao fisica ao termo, em que se ressaltam “representacao
de fendomenos” e “previsao de novos fendmenos”, caracterizando, portanto, um modelo
teérico ou abstrato (MICHAELIS, 2015).

Existem intmeras maneiras de descrever e representar situacgoes, fenomenos e tipos
de comportamentos. Os modelos possibilitam uma representacao da realidade com base em
uma teoria, ou um conjunto delas, analisando inicialmente as caracteristicas observadas e,
entdo, a partir da interpretagao dos dados coletados, fazer abordagens quantitativa (em
que o pesquisador é a peca-chave, buscando elucidar os qués e porqués a partir do dado
imediato, evitando o senso comum) e qualitativa (indo além do dado imediato, buscando

relagoes intermediarias, respaldando a informagao mais profundamente) de seus aspectos
(SAYAO, 2001; FERREIRA, 2015).

Bhattacherjee (2012, p.23, tradugdo nossa) define modelo como “uma representagio
total ou parcial de um sistema, construida para estudar esse sistema (ex. o que o aciona e/ou
como opera)”. O autor estabelece ainda a diferenca entre teoria e modelo ao dizer que uma
teoria tenta explicar um fenémeno, ao passo que um modelo tenta representa-lo por meio
de uma acao executada por tomadores de decisdao com base em um conjunto de entradas
(input). J& para Segel e Edelstein-Keshet (2013), modelo é uma caricatura de um sistema
real, e uma excelente caricatura de um individuo valoriza mais a esséncia do que os detalhes;
isso porque a concentragao no essencial ¢ uma caracteristica central de um bom modelo.
Os autores seguem dizendo que modelos resumem de maneira simplificada informacoes
empiricas, sendo “alvos para as teorias”. Uma definicdo mais simples diz que modelo é
a representacao de um “processo, ideia ou objeto, usado para justificar e caracterizar
fendmenos que nao podem ser diretamente experimentados, sendo essenciais para tomada
de decisdo, comunicagao e elucidagoes cientificas” (COLL; FRANCE; TAYLOR, 2005,

traducao nossa).

De acordo com Schichl (2004), o uso do modelo é determinante para a defini¢ao de
suas caracteristicas, que dependem de sua fun¢do bésica e objetivo de modelagem, sendo

indicadas pelo seu nivel de clareza, formalidade, detalhamento e pertinéncia.

Em um modelo, os objetos do mundo real sdao substituidos por outros
mais simples, geralmente carregando os mesmos nomes. O conhecimento
que possuimos sobre o mundo real é estruturado pelo modelo e tudo se
reduz aos fendmenos e aspectos considerados relevantes. Sendo assim,
um modelo 6 pode descrever uma parte do fendmeno do mundo real e,
portanto, sua utilidade é restrita ao seu escopo de aplicacao (SCHICHL,
2004, p.28, traducdo nossa).
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No artigo “Astronomia e Cosmologia na Grécia Antiga”, publicado pela Livraria
do Congresso Estadunidense, afirma-se que a concepg¢ao sobre formato da terra foi um
mote crucial para o desencadeamento de ideias que resultaram em alguns famosos modelos
matematicos na histéria. Ao contrario do que se imagina, ja no século V a.C., a ideia da
esfericidade da Terra ja era largamente aceita. Por mais que hoje se saiba que o formato
nao é exatamente esférico, e sim geoide (superficie irregular préxima ao elipsoide), ha 2.500
anos, aproximadamente, Empédocles (495 a.C. - 430 a.C.) e Anaxagoras (500 a.C - 428
a.C.) — filésofos gregos pré-Socraticos — j& haviam oferecido argumentos para corroborar
este fato, a partir da observacao de eclipses lunares, quando é possivel identificar o formato
curvo dindmico da sombra da Terra na Lua (ESTADOS UNIDOS DA AMERICA, 2020),
conforme mostra a Figura (1). Além disso, tal fendmeno astronémico serviu de base, dois
séculos mais tarde, para os calculos do raio e comprimento da circunferéncia terrestres
efetuados por Eratdstenes (276 a.C. - 194 a.C.), tendo encontrado os valores de 6.366
km e 40.000 km , além das distancias entre a Lua, a Terra e o Sol, em que Aristarcos
de Samos (310 a.C - 230 a.C.) usando o teorema de Pitdgoras, considerou o dngulo Lua-
Sol-Terra como sendo trés graus e, a partir desse valor, calculou as distancias entre os
astros (Figura 1). Os modelos apresentados pelos dois astronomos e matematicos gregos,
portanto, apresentaram um nivel de precisdo alto, uma vez que o raio e a circunferéncia
da terra valem 6.378 km ¢ 40.070 km, respectivamente, ¢ o angulo lua-sol-terra vale 0,15
grau (BURNET et al., 1908, MASETTI, 2018).

Figura 1 — Representagao geométrica de um eclipse lunar para o célculo da circunferéncia
da terra a partir da sombra da lua.
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Fonte: Bruno (1987, p. 41).
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Aristételes (384 a.C. - 322 a.C.) — um dos mais célebres fildsofos gregos, tendo
sido o primeiro a valorizar do conhecimento empirico para a compreensao da realidade —
havia sugerido um modelo sobre a “natureza da regiao celeste” (CAMPOS; RICARDO,
2014), afirmando que o universo era esférico, composto por esferas celestes que executavam
érbitas circulares. Além disso, Ptomoleu (90-168) — proeminente cientista cldssico cujas
ideias sobre astronomia reinaram durante o fim da idade antiga (séc.VIII a.C. — séc.V d.C)
e toda a idade média (476-1453) — que escreveu uma coletdnea de 13 livros, entitulada
pelos drabes de “Almagest” (150), em que descreveu um modelo geométrico para prever
a localizacdo de planetas ao longo do tempo, utilizando conceitos arcaicos de geometria
analitica (pontos e coordenadas elipticas) (ESTADOS UNIDOS DA AMERICA, 2020). A
obra, segundo Kline (1982), atingiu um alto grau de precisao nas previsdes quantitativas
das posicoes planetarias. Durante mais de 1.300 anos, foi referéncia niimero um na area,

até ser simplificada e melhor desenvolvida por Johannes Kepler no século XVI.

Percebemos, portanto, que a matematica, na antiguidade classica, era utilizada nao
s6 no levantamento de hipdteses e elaboragao de teorias, mas também na representagao
de fenémenos. Os observadores mantinham uma série de crengas sobre a natureza e o
universo, porém estavam, em muitos casos, inclinados a fundamentarem essas opinioes
através de exploragoes empiricas das evidéncias obtidas em diversas areas do conhecimento
a fim de descreverem e representarem a realidade e/ou fazerem previsoes. Hoje, sabe-se
que o pensamento matematico é aplicado nao s6 as Ciéncias Naturais (fisica, quimica e
biologia) e Engenharias (civil, elétrica, mecénica etc.), como também nas Ciéncias Sociais
(sociologia, administracdo, economia etc.). Sendo assim, qual a definigdo e razao para o

uso de modelos matematicos?

Sendo “modelo” uma versao simplificada de algo real (ou releitura da realidade),
um modelo matematico pode ser construido para fazer previsdes e auxiliar na tomada
de decisoes. Haines e Crouch (2007, p. 418, tradugao nossa), explicam a modelagem
matematica como um “processo ciclico em que os problemas da vida real sao traduzidos em
linguagem matematica, resolvido dentro de um sistema simbdlico, e as solugoes testadas

no sistema da vida real", conforme representado pela Figura (2).

Indo além e ressaltando a ciclicidade do processo de modelagem, expressa Lingefjard

(2006, p. 96, traducao nossa) que:

A modelagem matematica é, sem dividas, muito mais do que apenas
considerar uma situacao real, usar variaveis e funcoes elementares que se
ajustam aos fendmenos observados para, entdo, chegar a uma conclusao
que pode entao ser interpretada a luz da situacao original. Ela pode
ser definida como um processo matematico que envolve a observacao
de um fendémeno, a conjectura de relagdes e a aplicacdo de andlises
mateméticas (equacdes, estruturas simbdlicas, etc.), a fim de obter
resultados matematicos e reinterpretar o modelo.
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Figura 2 — Representagao elementar do método cientifico que mostra como modelos
conceituais do mundo estao relacionados as observagoes feitas dentro do mundo
real.

Mundo Real | Mundo Conceitual

———+— Observacoes

|

Fenomenos Modelos (Andlises)
-— Previsoes

Fonte: Adaptado de Dym (2004, p. 5).

Para Lehrer e Schauble (2007), modelos matematicos nao incluem todos os detalhes
das situacOes reais a serem emuladas — ideia abordada anteriormente na definicdo de
modelos como “caricaturas”. Assim, ao nao serem consideradas todas as condi¢oes as quais
estd exposto o sistema a ser reproduzido, cleva-se o grau de incerteza do modelo. Bonisch
et al. (2004) definem incerteza como a discrepancia entre a realidade e sua retratagao,
englobando variagoes, erros e lapsos. Em modelos matematicos, frequentemente ha
desconsideracao de variaveis, devendo-se isso em grande parte ao conhecimento insuficiente
sobre processos, formas de funcoes e valores de pardmetros. Dessa maneira, a “incerteza
sobre relagoes de causa e efeito sdo normalmente dificeis de quantificar” e a definicao
de parametros nao imediatos exige um conhecimento mais avangado de probabilidade e
estatistica (UUSITALO et al., 2015, p. 26, traducao nossa). Tomando-se isso em conta,

classificam-se modelos matematicos em duas categorias:

a) Deterministico: geralmente modelado analiticamente, representa um sistema em
que as relacoes sdo fixas (nao levando em consideragdo incertezas), de modo que o
resultado (output) é determinado previamente a partir dos dados de entrada (input)
(uma entrada produz invariavelmente a mesma saida em qualquer tempo, favorecendo
o estudo evolutivo do processo). Sendo assim, pressupde certeza em todos os aspectos
a0 isolar a realidade considerada, ndo admitindo flutuagoes aleatérias. Como exemplo,
Bogoni et al. (2009, p. 23) cita “o cdlculo do custo dos insumos necessérios a produgao
de um bem, quando todos os seus componentes tém seus precos estabelecidos pelo
mercado”, uma vez que quando hé varidveis acuradas e grau de certeza elevado, uma
pesquisa de pregos é suficiente e necessaria para a realizacao do célculo (ALFONSI
et al., 2005; VIALI, 201-). A Figura (3) ilustra o modelo deterministico.
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Figura 3 — Modelo baseado em uma abordagem deterministica.
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Fonte: Renné (2020, p. 2).

b) Estocastico: ao contrario do deterministico, representa um sistema em que esté
presente a incerteza. A realidade observada é mais fielmente representada e, portanto,
nao é isolada, estando sujeita a quaisquer influéncias externas e aleatoriedades. Isso
quer dizer que um input gerard um output distinto a cada simulagao conduzida, uma
vez que as condigoes iniciais sao instaveis. Assim, demanda-se o uso da probabilidade
para explicar ou antever o estado do processo. Campos e Ricardo (2014, p. 5)
exemplificam esse modelo com uma varidvel aleatéria X (¢) representando “o nivel
de estoque de determinado produto no final da semana ¢”. O modelo baseia-se na
randomicidade para ser desenvolvido, ja que depende de fatores como movimentacao
de clientes, prego praticado no dia, exposigao do produto, avarias etc (FLORESCU,
2014; VIALI, 201-). A Figura (4) ilustra o modelo estocastico.

Figura 4 — Modelo baseado em uma abordagem estocastica.

—_—

Xl

% Y
2 =—>| MODELO —>[ \
X, (v, 0, 4, @, ete)

entrada fixa + modelo estocdstico
Y=2X+3X;, — X5 +¢
€ é um valor aleatdrio

Fonte: Renné (2020, p. 2).

De acordo com Dym (2004), a modelagem matematica é uma atividade baseada
em principios abrangentes (ou metaprincipios) de natureza quase filoséfica que tratam das

intengoes e propositos da modelagem. Tais principios sao listados na Figura (5).
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Figura 5 — Uma visao de primeira ordem da modelagem matematica a partir de uma
abordagem baseada em principios para a construgdo de um modelo.
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Fonte: (DYM, 2004, p. 7, tradugéo nossa).

Os modelos matematicos tém aplicagao interdisciplinar e podem assumir diversas
formas, entre as quais: funcgoes simples, sistemas dindmicos, modelos estatisticos, equagoes
diferenciais ou modelos tedricos de jogos, que utilizam diversas ferramentas para a
sua caracterizacao, interpretacdo e resolucao. Essas ferramentas normalmente exigem
o entendimento de variagoes temporais, ou seja, como o sistema se comporta ao longo do
tempo e como valores instantaneos podem ser obtidos (ZAER, 201-). O Calculo Diferencial
e Integral é um desses mecanismos, base para a compreensao e o equacionamento de alguns

modelos importantes.

Nesse sentido, é importante citar Carrejo e Marshall (2007, p. 48, tradugdo nossa)

que, em artigo sobre educagao matematica em estudos de movimento, afirmam que:

Professores que desconsideram variagdo nos estudos de movimento em
tempo real podem néo estar cientes de que estdao falhando em cumprir
um dos objetivos da fisica: a explicagdo do erro experimental. Da mesma
forma, os professores que nao avan¢am no desenvolvimento conceitual de
seus alunos em modelos puramente lineares (ou seja, livres de erros) [...]
podem ignorar alguns conhecimentos essenciais em fisica e matematica.
Portanto, professores imersos em um ambiente de modelagem requerem
suporte e desenvolvimento profissional no conhecimento pedagdgico do
contetdo.
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2.2 0O Estado de um Sistema

Segundo Garfinkel, Shevtsov e Guo (2017, p. 28, tradugdo nossa), “estado é tao
somente um termo que caracteriza a conjuntura de um processo em um determinado
momento”. Os autores exemplificam o termo nas seguintes situagoes: o estado de uma
conta bancéria é a quantidade de dinheiro presente; o estado de um semaforo é a atual cor

sinalizada e o estado de uma populacao de animais uni ou pluricelulares é o seu tamanho.

Somente apds a decisdo sobre quais varidveis considerar (tida como uma das partes
mais dificeis na construgdo de um modelo), pode-se discutir o estado de um sistema, uma
vez que cabe ao observador descrevé-lo. Deve-se isso ao fato de que um examinador poderia
considerar a posicao em vez da cor do semaforo, o limite do cheque especial, em vez dos
fundos disponiveis em uma conta bancaria e a distribui¢ao de individuos no espaco, em
vez do tamanho de uma populagao de répteis, por exemplo. Sendo assim, a escolha de

variaveis de estado é determinada a partir da estruturacao do sistema e de como se planeja
utilizar o modelo (GARFINKEL; SHEVTSOV; GUO, 2017).

Ao lidarmos com modelos dindmicos, o que buscamos prioritariamente é entender
o comportamento do sistema, seu padrao de mudancga e as causas de suas alteragoes. Em
qualquer momento, o estado de um sistema é dado pelos valores de todas as suas variaveis
de estado nas unidades adequadas. A medida que um sistema varia ao longo do tempo,
os valores atribuidos as variaveis também sofrem alteracao. Ademais, visto que elas s6
podem assumir um valor em determinado tempo ¢, os seus valores sdo dados em funcao do
tempo (ARSHAM, 1995; KUMAT, 201-). Por exemplo, a populagao, P, de individuos em

determinado tempo t ¢é indicado por P(t).

Entende-se “mudanca” como o movimento através do espaco de estado, definido por
Kumat (201-) como o conjunto de todos os valores de varidveis de estado que compoem e
caracterizam um sistema. Podemos observar a ideia de mudanca na figura (6), representado

fluxos de entrada de d4gua em uma banheira e de dinheiro em uma conta bancéaria.

Figura 6 — Dois exemplos de sistemas com uma tUnica variavel de estado que é alterada
pelo fluxo de entrada.
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Fonte: Adaptado de Garfinkel, Shevtsov e Guo (2017, p. 36).
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Consideramos:

X = quantidade de d4gua na banheira (em litros),

S = quantidade de dinheiro na conta (em reais).

No caso da banheira, o que muda o volume de agua é a fluxo de agua da torneira
[litros][minuto] ™. J& a quantidade de dinheiro em uma conta banciria (em reais) varia de
acordo com a renda [reais|[més|™* e despesas [reais][més]~!. Sendo assim, representamos
esses fend6menos por uma “equacdo de mudanca” (ou de variagdo), que consiste em
considerar as variaveis de estado X e S e definir X’ e S’ como as mudangas em X e S,

respectivamente. Dessa forma, escrevemos:

X' = [entes que mudam X| = fluxo de agua,

S’ = [entes que mudam D] = depdsitos e juros.

A ideia é que os niveis de X e S sdo alterados pelos fluxos de entrada, ou seja, as
quantidades sao alteradas por taxas. Supondo, por exemplo, um fluxo constante de 8,75

litros de 4gua por minuto, obtemos:

X' =8,75.

De igual maneira, para um saldo S de uma conta bancaria, da qual nunca se retira

dinheiro, a equacao de mudanca para o saldo é dada por
S'=D+ J,

em que D representa os depoésitos e J, os juros, ambos dados em reais por més.

A Figura (7) ilustra a situacao inversa: o fluxo de saida.

Figura 7 — Ilustracao da alteragdo da variavel de estado por meio do fluxo de saida.
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Fonte: Adaptado de Garfinkel, Shevtsov e Guo (2017, p. 36).

O fluxo de saida vai diminuir os valores das variaveis de estado, significando,

portanto, um decréscimo de quantidade. Tomando-se o exemplo da banheira, temos uma
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situacao interessante: o fluxo de despejo de dgua nao sera constante. Isso se deve ao fato
de que a variavel dependera da quantidade de agua na banheira, ou seja, intuitivamente, a

mudanca do estado depende do estado.

Fisicamente, o nivel da dgua ¢é proporcional a pressao no dreno e ao escoamento. A
medida que a agua é despejada, a pressdo diminui e, consequentemente, a taxa de fluxo
de saida (F') também decresce. Para traduzir dessa descrigdo em um modelo matemético,
representado por uma mudanga, precisamos de uma equagao que represente a relacao fluxo
de saida (F') e nivel da agua (X). Usando a proporcionalidade anteriormente citada, existe

uma constante k, em que
F=kX.

Figura 8 — Constante de proporcionalidade que é o coeficiente angular da reta ¥ = kX.

: | I X
Fonte: Adaptado de Garfinkel, Shevtsov e Guo (2017, p.37).

No caso da banheira, a constante de proporcionalidade é a largura do dreno,
sendo esta proporcional ao fluxo para uma determinada pressdo. Dessa maneira, se X' =
-(fluzo de saida) que, por sua vez, é igual a kX, a equagao de mudanca é dada, deste
modo, por

X' = -kX,

sendo X dado em [litros], X', em [litros|[minutos| ™! e a constante k é, portanto, dimensionada

em [minutos| .

No exemplo da banheira, X ¢é a variavel de estado do sistema que assume valores
com a passagem do tempo. O mesmo ndo se pode dizer de k, uma vez que é uma constante
para o modelo e, portanto, tem valor fixo. Essa constante, que tem “dindmica propria” de

acordo com a situacao observada, recebe o nome de “parametro”.

Nykamp (201-) define “parametros” como termos constantes que influenciam o
output ou o comportamento de um modelo matematico, estando intimamente ligados as

variaveis, sendo que estas estdo na iminéncia de sofrer altera¢oes a cada experimento.

Garfinkel, Shevtsov e Guo (2017) fazem uma explanac¢do muito instrutiva sobre o

uso de um pardmetro em uma equagao de mudanca. Usando a lei do resfriamento de Newton
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cujo enunciado diz que “a taxa de mudanca da temperatura de um objeto é proporcional
a diferenga entre sua prépria temperatura e a temperatura ambiente” (EDELSTEIN-
KESHET et al., 2018, p. 255), considerar-se-4 uma xicara com café quente em uma sala
com temperatura mais baixa. Definindo-se 1" como a varidvel do sistema, correspondente a
temperatura do café (em °C') e r o parAmetro correspondente a temperatura da sala (em
°(), a diferenca entre as temperaturas é dada por T'—r. Dessa forma, a lei de resfriamento

de Newton fornece a equacao de mudanca.:
T =W(T —r),

em que W ¢é a constante de proporcionalidade, classificada como um pardmetro deste
modelo. Antes de analisd-la mais detalhadamente, sabe-se que, como T' > r, entdo T'—r > 0.
O senso comum é capaz de verificar que T' vai diminuir com o passar do tempo, o que
caracteriza uma variavel em decréscimo e, portanto, negativa. Isso afetard a equacao de
mudanca, que também serd negativa, e para que ela reflita a realidade observada, sendo
T —r > 0, a constante W deve ser negativa (EDELSTEIN-KESHET et al., 2018, p. 255).
Assim,
T = -W(T —r).

Sendo assim, a modelagem de um processo envolve uma equacao de mudanca, que
representa as variagoes de um sistema de acordo com os diferentes estados observados.
Depois da introducao sobre o estado de um sistema e a descri¢do das causas de mudanca,
pode-se abordar a equagao de mudanga X’ = f(X) da seguinte maneira: “se algo estd no
estado X, entdo estd mudando na taxa f(X)”. Por meio da funcao f, o modelo nos indica,
para todo valor da varidvel de estado X, a mudanca ou taxa de variacdo X' nesse valor de

estado. Dessa maneira, podemos caracterizar X’ como uma instru¢ao de mudanca, ideia
introdutéria ao estudo de derivada (GARFINKEL; SHEVTSOV; GUO, 2017).

2.3 Modelos de Crescimento Populacional

A especulagoes sobre as origens do planeta terra e da vida datam da histéria antiga,
quando os filésofos gregos levantavam intimeras hipoteses sobre as géneses, sem, contudo,
oferecerem qualquer sustentagdo empirica. A invenc¢ao da biologia, ainda que com um
exagerado carater fisico-filosofico, é atribuida a Aristoteles, em razao de seus trabalhos
considerados muito avancados nas areas de botanica e zoologia. Tais trabalhos nao foram
continuados e, durante muitos séculos, a biologia foi considerada apenas um ramo da
medicina até comecar a ganhar robustez e ser sistematizada no século XVII, ainda com
uma atencao exagerada a anatomia (DANI; LORENZO; MOHEN, 1994). Entretanto,

somente no século XIX, a biologia tornou-se uma ciéncia, apds os estudos nas areas de:
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genética, pelo bidlogo britanico Gregor Mendel (1822-1884); evolugao, pelo naturalista
britdnico Charles Darwin (1809-1882); e fisiologia moderna, pelo fisiologista francés Claude
Bernard (1813-1878) (SIMONETTA, 2009).

Segundo (ENGEL, 1978), podem-se buscar estruturas matematicas que representem
um modelo adequado e comum a diferentes fenomenos biolégicos, estruturas essas que
estdo implicitas nas limitagoes intelectuais e de percepcao referentes a tais fendomenos. A
biologia matematica ou simplesmente biomatematica — ciéncia interdisciplinar nascida no
comeco do século XX — tem como alvo o “levantamento de variaveis, com a elaboragao
modelos, criacao regras operacionais ou estruturas que caracterizem o fenémeno bioldgico

estudado mediante uso da linguagem matematica” (ENGEL, 1978, p. 4, tradugao nossa).

A ideia de aplicacdo da matematica em problemas de ciéncias biologicas foi,
durante muito tempo, vista por cientistas, de diversas areas, com estranheza, insatisfacao
e desconfianca. Como exemplo, citamos Auguste Comte (1798-1857) — filésofo francés
pai da sociologia e do “positivismo” — que, em sua principal obra “Cours de Philosophie
Positive” (“Curso de Filosofia Positiva”), de 1830, dizia enfaticamente que (LEWARS,
2003, p. 7, apud Comte, 1830):

Toda tentativa de empregar métodos mateméaticos no estudo de questoes
biologicas deve ser considerada profundamente irracional e contraria ao
espirito da biologia. Se a andlise matemética algum dia ocupasse um
lugar de destaque na biologia — uma aberracao que, felizmente, é quase
impossivel — ocasionaria uma degeneracgao rapida e generalizada dessa
ciéncia.

A extrema incredulidade de Comte enfrentou uma dura contrariedade do maior
naturalista de todos os tempos, fundamental para a cientificacao da biologia. Segundo
Rockmore (2013, n/p, tradugdo nossa), Charles Darwin, em autobiografia (1876), publicada

postumamente, registrou:

A matematica [...] era repugnante para mim [...] por eu néo ser capaz
de ver qualquer significado nas primeiras etapas da algebra ... Esta
impaciéncia foi muito tola [...] Lamento profundamente néo ter ido longe
o suficiente em pelo menos entender algo dos grandes principios bésicos
de matemadtica, pois os homens dotados deste conhecimento parecem ter
um maior sentido perceptivo.

Burton (201-) ressalta que apesar de tardiamente terem sido formalmente conciliadas
para o estudo de fenomenos, a biologia e a matemaética serviram historicamente de
base, ainda que de forma assistemaéatica, para estudos de crescimento e decrescimento
populacionais no reino animal, incluindo micro-organismos (virus, bactérias, protozodrios
etc.), como uma forma de auxiliar na compreensao de processos dinamicos envolvidos e
conduzir previsoes praticas sobre a realidade observavel. Um exemplo muito conhecido

nessa area ¢ o modelo matemaético criado por Leonardo Pisano Bigollo (1170-1250) —
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matematico italiano mais reconhecido como Fibonacci — em seu livro “Liber Abaci” (“O
livro 4baco” ou “O livro do célculo”), publicado em 1202, no qual apresenta um problema

envolvendo o crescimento de uma populacao de coelhos (BURTON, 201-).

Lewis (2015) descreve o problema: “Imagine que vocé tenha um par de coelhos —
um macho e uma fémea — em um campo. Quantos coelhos eles vao produzir depois de
um ano?”. Para esse problema, o caminho adequado seria pensar biologicamente sobre
as possibilidades de reproducao, quantidade de alimentos, predadores de coelhos, mortes
(causas diversas), etc., ou seja, uma realidade nio isolada, dotada de incertezas (estocastica).
Porém, Fibonacci estabeleceu algumas condigoes (MOLNAR, 201-; LEWIS, 2015):

(i) Nenhum coelho morre ou serve de alimento a predadores;
(ii) Cada fémea se reproduz mensalmente, a partir do segundo més de vida;

(ili) Cada vez que a fémea reproduz, ela d4 a luz um par de coelhos (um macho e uma

fémea);

Figura 9 — Representacao da reproducao de coelhos ao longo do tempo.
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Fonte: Adaptado de PEGASUS FX TRADER (2020, n/p).

Obedecendo as condigbes iniciais impostas, pode-se chegar ao nimero de coelhos
a partir de um modelo matematico expresso por uma recorréncia, que, de acordo com
Everest et al. (2003) é uma sequéncia que fornece uma conexao entre dois ou mais termos
consecutivos, conexao esta que pode ser usada para encontrar termos antecedentes e

subsequentes. A partir da andlise da quantidade de coelhos em cada més, chega-se ao
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seguinte modelo:
Fn+2 = Fn+1 -+ Fn, n Z 1. (2].)

A Equacao (2.1) caracteriza, por meio de uma rela¢ao de recorréncia, um modelo
matematico de simples compreensao, uma vez que ele indica que, a partir do segundo termo,
o valor subsequente é obtido a partir da soma dos dois nimeros antecedentes. Sendo F;, o
numero total de pares de coclho no comego do n-ésimo més, com a condicao inicial de que
Iy = F, =1, a solucao do problema seré, portanto, a quantidade de coelhos no 13° més.
Dessa forma, ao usar-se o modelo, obtém-se uma sequéncia de termos que representam a
quantidade de pares de coclhos a cada mes: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 ¢, apds um
ano, 233 (Fi3 = Fia + F13 = 144 + 89 = 233), ou seja, 466 coelhos, resposta do problema
de Fibonacci. No entanto, caso se prossiga com a sequéncia, chegar-se-4 a um valor muito
maior do que ter-se-ia em realidade, uma vez que foram desprezados fendémenos naturais
diversos (mortes, migragoes, falta de alimento, incapacidade ambiental de suporte, etc.).
Assim, para aumentar o realismo, a qualidade e a precisao de um modelo, é imprescindivel
considerar variaveis de estado que representem agoes naturais limitantes dentro do sistema

observado (GRAVETT, 2009; LEWIS, 2015; GARFINKEL; SHEVTSOV; GUO, 2017).

Um bom modelo biomatematico, ainda que represente a realidade de forma
modesta, captura os elementos fundamentais para simular o comportamento de um
sistema e permite identificar, além de fatores biol6gicos, mecanismos fisicos e/ou processos
quimicos que desempenham um papel crucial na realidade estudada. Além disso, permite a
realizacao de experimentos virtuais por meio de simula¢oes de modelos e fornece previsoes

quantiqualitativas sobre o funcionamento do sistema (WOOLEY et al., 2005).

Um conceito importante para este trabalho, que servira de base para a apresentacao
de trés modelos biomateméticos, é o de ecologia. Segundo Begon e Townsend (2021),
ecologia ¢ o estudo das relagoes entre organismos vivos, incluindo humanos, e seu ambiente
fisico, fornecendo informagdes sobre os beneficios dos ecossistemas e uso de recursos pelas
geragoes futuras. J4 Garfinkel, Shevtsov e Guo (2017) direcionam o tema a partir dos
conceitos de equilibrio, tais como “capacidade de suporte” e “apice climatico”, em que
ha uma variagdo populacional condicionada ao atingimento da capacidade de suporte do
ecossistema e uma mudanca de composicao resultante de agdes climatogeomorfoldgicas,

ponto em que o sistema passa a entrar em "equilibrio ecolégico”.

2.3.1 Modelo Exponencial Malthusiano

De modo geral, as populagoes crescem quando a taxa de natalidade excede a taxa
de mortalidade, sendo em algumas teorias também consideradas as taxas migratorias.
Designando X como a variavel de estado que representa o niimero de animais, os fendémenos

que alteram essa varidvel sdo nascimentos (taxa de natalidade: b) e mortes (taxa de
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mortalidade: d). Assim, escrevemos (GARFINKEL; SHEVTSOV; GUO, 2017):

X' = taza de natalidade - taza de mortalidade = b — d.

Como nao existem ambientes ideais com recursos ilimitados, deve-se considerar o
fato de que a medida que a populagao cresce, tais recursos diminuem, como nutrientes, por
exemplo. Foi a partir dessa visao que o economista e demografo britanico, Thomas Malthus
(1766-1834) escreveu, em 1798, “An Essay on the Principle of Population” (“Um Ensaio
sobre o Principio da Populagao”), em que apontava a superpopulagao como a raiz de diversas
mazelas que acometiam a sociedade industrial europeia, entre as quais: subnutrigdo, pobreza
e doencas derivadas de problemas sanitarios. Malthus denominava esse problema uma
“inevitabilidade matematica”, ao observar que, embora os recursos disponiveis tendessem
a crescer aritmeticamente, as populagoes apresentavam uma tendéncia ao crescimento
geométrico (ou exponencial) (CHASNOV, 2009; MACFARLANE, 2012). Sendo assim, no

devido tempo, os humanos ultrapassariam a capacidade de suporte ambiental.

Para a modelagem da concepcao de crescimento populacional Malthusiana, seja
N(t) o nimero de individuos em uma populagdo no tempo ¢, e sejam b e d a taxa média de
natalidade per capita e taxa de mortalidade, respectivamente. Em uma pequena variacao
de tempo At, o nimero de nascimentos na populagao é indicado por bAtN (), ao passo
que o ntimero de 6bitos é dAtN(t). A equacdo de N no tempo t + At é entao determinada
por (CHASNOV, 2009):

N(t+ At) = N(t) + bAtN(t) — dALN(t).

Dividindo ambos os membros da equagao por At, obtém-se

N(t + At) — N(t)

=(b—d)N(t).
N (b N (1)
Fazendo At — 0, segue que
dN
— = (b—d)N.
dt ( )

Multiplicando ambos os membros por N e integrando-os:
dN (b—d)t ,Co—C
/W: (b—d)dt$1n|N|+Cl:(b—d)t-i‘CQﬁN(t):G e,

Sendo C5 — C} uma constante, e“2~¢1 ¢ definida como a populacdo inicial Ny, sendo

r =b—d, a solu¢do para N = N(t) é dada por

N(t) = Noe™. (2.2)
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Para valores reais de r e t, a fungao pode comportar-se das seguintes maneiras:

b>d=r>0= crescimento exponencial,
b=d=r =0 = crescimento zero,

b <d=r <0 = decrescimento exponencial.

Figura 10 — Solugoes exponenciais para a equacao diferencial linear de primeira ordem.
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Fonte: Adaptado de Segel e Edelstein-Keshet (2013, p. 45).

Esse é o modelo mateméatico mais simples de crescimento populacional, uma vez
que ¢ obtido ao assumir-se que a taxa de aumento da populagao em qualquer momento é
proporcional ao tamanho da populagao naquele momento. Na Equagao (2.2), Ny denota
a populacao em ¢ = 0. Esse modelo prevé um aumento exponencial na popula¢ao com o
tempo, fornecendo uma aproximacao precisa do crescimento, por exemplo, de coldnias virus

e bactérias, culturas de células etc. Em resumo, esse é o chamado modelo de crescimento
Malthusiano (MACFARLANE, 2012).

Chasnov (2009) afirma que a lei do crescimento exponencial para o tamanho da
populacao é irrealista por muito tempo. Isso se deve ao fato de que eventualmente, o
crescimento atingird um ponto maximo, nao podendo ultraprassa-lo em funcao da baixa
quantidade de recursos para a satisfacao das necessidades dos individuos daquela populacao.
Dessa maneira, admite-se que, como mencionado anteriormente, haja uma capacidade de
suporte intrinseca, K, e as populacoes que excedem esse valor experimentam taxas de
mortalidade elevadas. Essa ideia é a base do segundo modelo biomatematico, apresentado

a seguir.
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2.3.2 Modelo Logistico de Verhulst

Relembrando o problema dos coelhos de Fibonacci, vemos que o modelo de
crescimento da populagao é irrealista a longo prazo. O mesmo podemos dizer do modelo de
crescimento populacional Malthusiano, uma vez que ao considerar um cenario fechado, livre
de incertezas e condigoes geograficas perfeitas, a quantidade de individuos jamais deixara
de crescer, o que nao corresponde a realidade. Assim, o modelo precisa de alguns ajustes
que levem em conta efeitos de aglomeragao (ex. competigdo por recursos escassos), que
limitariam o crescimento populacional. Traduzindo esse cenario em termos matematicos,
deve-se multiplicar o fator de crescimento r/N por um fator de aglomeracao, que é um
nimero menor que ou igual a 1 para entao obtermos (GARFINKEL; SHEVTSOV; GUO,
2017):

N’ =rN x fator de aglomeragao.

Brilhante, Gomes e Pestana (2019, p. 147 apud Smith, 1963) afirmam que:

E geralmente aceito que a taxa de crescimento especifico [...] diminui &
medida que a densidade aumenta e, portanto, em um sistema limitado,
a curva populacional, ao longo do tempo, tem uma forma sigmoide. Dos
muitos modelos propostos, apenas um, o Logistico de Verhulst (1838) [...]
é amplamente utilizado. F apresentado na maioria dos textos ecolégicos
atuais e [...] a aceitagdo tdcita provavelmente deriva de sua simplicidade
matematica e clareza bioldgica.

O matematico belga Pierre Frangois Verhulst (1804-1849) foi o primeiro a sugerir,
em 1838, que a taxa de aumento da populagao seria limitada, ou seja, dependeria da

densidade populacional. Assim, para chegar a um fator de aglomeragao, supés que o
N
K
a fracdo da capacidade de carga pela populagao atual N, o que implica em (1 — %) ser a
fragao de recursos disponiveis (SHAROV, 1997; BLASZAK; HU, 2019).

ambiente teria um capacidade de suporte de K seres-vivos. Sendo assim, = representaria

Dessa maneira, para uma populacdo pequena em relacdo a K, os graficos de
Malthus e Verhulst sdo virtualmente idénticos, ou seja, a restricdo nao faz muita diferenca.
Entretanto, para a segunda populagao, a medida que NN se torna uma fracao significativa
de K, as curvas comecam a divergir e, a medida que N se aproxima de K, a taxa de

crescimento cai para 0, situagdo representada pela Figura (11).

Verhulst, entao, determinou que a modelagem do crescimento populacional que
dispoe de uma capacidade de suporte ambiental K parte da equacao diferencial ordinaria
nao-linear

dN

— =rNF(N
= PNF(N),
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em que N é a populagio e F'(N) fornece um modelo para regulacdo ambiental, assumindo

as seguintes condigoes de contorno:

F(0) =1 = N pequeno = crescimento exponencial com taxa r,
F(K)=0= N = K = crescimento interrompido ao atingir K,

F(N) < 0= N> K = decrescimento populacional.

Figura 11 — Superposicao dos graficos de crescimentos popupalacionais exponencial
(Malthusiano) e Logistico (Verhulst).
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Fonte: O Autor (2021).

Dessa forma, chega-se ao modelo logistico (ou de Verhulst):

dN N
A solugdo analitica da Equagédo (2.3) é
N
N(t) = 0 . (2.4)



Capitulo 2. Alguns Fundamentos em Modelagem Matemdtica 36

Esse importante resultado pode ser escrito de varias maneiras. Chasnov (2009)

optou por essa forma (Equagdo 2.4) para mostrar os seguintes resultados limitantes:

N(O) - Ng,
limg o0 N(t) = Nye™™.

A primeira aplicacao desse modelo ocorreu no século XIX, quando, Verhulst, usando
dados dos primeiros cinco censos dos EUA, fez uma previsao, em 1840, da populacao dos
EUA em 1940, um século depois, estando o resultado apenas 1% impreciso. Tal equacao
é usada nao sé nos estudos populacionais, mas em diversas areas (financeira, econémica
etc.) (LIPKIN; SMITH, 2006).

Embora tenha alta popularidade, o modelo logistico de Verhulst tem algumas
limitacoes explicadas, em parte, pelo fato de ser essencialmente deterministico e, portanto,
nao incluir alguns elementos estocasticos inerentes ao ambiente estudado, o que causa um
grau consideravel de incerteza sobre K. Por exemplo, o fato de apenas ser adequado para
modelar crescimento sustentavel ou populagoes estaveis, no sentido de que o tamanho
da populacdo é mantido em niveis sustentaveis. Dessa forma, com o passar do tempo,
o modelo de Verhulst passou a ser usado como um alicerce para outros modelos mais

sofisticados, alguns dos quais possibilitando a modelagem de alguns tipos de crescimento
populacional irrestrito (HILLEN, 2003; BRILHANTE; GOMES; PESTANA, 2019).

2.3.3 Modelo Lotka-Volterra (predador-presa)

Ao considerarmos duas populagdes de animais, que vivem em uma relacdo de
predatismo (predadores se alimentam de presas), designaremos por P a populagdo de
predadores e ) a de presas, tendo assim um sistema (P, ()). Primeiramente, devemos pensar
em P’ e (), ou seja, o que causa(m) as variagoes nos numeros das duas populagoes. Assim,
denotamos a taxa de natalidade das presas por b, a taxa de mortalidade dos predadores por
m e supomos que a taxa de natalidade destes seja proporcional a quantidade de alimento
de que dispoem (BEALS; GROSS; HARRELL, 1999; GARFINKEL; SHEVTSOV; GUO,
2017).

Além disso, consideramos a taxa de natalidade da populacdo de predadores é
proporcional a quantidade de alimento de que dispoe. Essa constante de proporcionalidade
designaremos por a. Para um valor alto de a, a taxa de natalidade de predadores sera
impactada positivamente de maneira considerdvel. Em contrapartida, um valor baixo de
a, significa uma barreira no aumento da populagao de predadores. Além disso, existe
uma certa probabilidade de que o predador vai alimentar-se da presa. Chamaremos essa
probabilidade de 3, que é um parametro que controla a frequéncia de sucesso (para o

predador), sendo muito comum modelagem populacional. Outra maneira de representar
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o encontro predador-presa é através do produto P(@), definido como lei de acao das
massas, expressa da seguinte maneira: “a taxa de uma reagio elementar (definida pela
reducao do reagente ou formagdo do produto) é proporcional a concentragdo de cada
componente envolvido na reagao” (KIRIK; BOZ, 2012, n/p, traducao nossa). Logo, se [3 é
a probabilidade de sucesso do predador, podemos escrever (BEALS; GROSS; HARRELL,
1999; GARFINKEL; SHEVTSOV; GUO, 2017):

P’ = aBPQ — mP.

Através de raciocinio andlogo, escrevemos a equacao de mudanca para a populacao

de presas:

Q'=0bQ — pPQ.
Se considerarmos todos os parametros iguais a 1, teremos
P'=PQ — P,
Q' =—-PQ+Q.

Essa sao as equacoes de Lotka-Volterra, desenvolvidas independentemente em
1925 pelo fisico-quimico e matematico estadunidense Alfred Lotka (1880-1949) e em 1926
pelo fisico e matemético italiano Vito Volterra (1860-1940), para descrever a dindmica
dos sistemas bioldgicos através de modelo matematico denominado predador-presa, ao
observar-se a interagdo entre lebres e linces, descrito por Chasnov (2009, p. 7, tradugao

nossa):

Para desenvolver essas equagoes, suponhamos que uma populacao de
predadores se alimente de uma populagdo de presas. Assumimos que o
ndmero de presas cresce exponencialmente na auséncia de predadores (hé
comida ilimitada disponivel para a presa), e que o niimero de predadores
decai exponencialmente na auséncia de presas (predadores devem comer
presas ou morrer de fome). O contato entre predadores e presas aumenta
o numero de predadores e diminui o nimero de presas.

O modelo predador-presa pode ser caracterizado como um sistema de equacoes
diferenciais ordindrias nao-lineares de primeira ordem cujas solu¢oes sao deterministicas.
Além disso, o tempo é continuo (as geragoes de predadores e presas estdo continuamente
se sobrepondo). Conforme observado em muitos outros modelos biomateméticos, algumas
condic¢oes foram estipuladas na criacao das equacgoes de Lotka-Volterra, entre as quais
(BLASZAK; HU, 2019, n/p, tradugao nossa):

(i) Nao hé escassez de alimentos para a populagao de presas;

(ii)) A quantidade de alimento fornecida as presas estd diretamente relacionada ao

tamanho da sua populacao;
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(iii) A taxa de variagao da populacdo é diretamente proporcional ao seu tamanho;
(iv) As condig¢oes ambientais sdo constantes;
(v) Predadores nunca param de se alimentar.

Figura 12 — Dindmica populacional de predadores e presas obtidas a partir do modelo de
Lotka-Volterra.
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Fonte: WIKIMEDIA COMMONS (2021).

Chasnov (2009) faz uma contextualiza¢do mais completa sobre a modelagem das
equagdes. Sejam U(t) e V(t) os niimeros de presas e predadores no tempo ¢, respectivamente.
A fim de desenvolver um modelo de equacao diferencial, consideram-se as populagoes
no tempo t + At. O crescimento exponencial de presas na auséncia de predadores e o
decréscimo exponencial de predadores na auséncia de presas podem ser modelados pelos
termos lineares comuns. A combinacao das equagoes que relacionam presa e predador deve
ser modelada com dois parametros adicionais. Sendo assim, escrevem-se as populagoes em
t + At da seguinte maneira (CHASNOV, 2009):

U(t+ At) = U(t) + oAtU(t) — pAtU-)V (),
V(t+ At) = V(1) + SAtU LV (1) — wALV (2).

Os parametros ¢ e w designam, respectivamente, as taxas de natalidade média
per capita da presa e de mortalidade dos predadores, na auséncia de outras espécies. O

parametro « é a fragdo da populagao de presas capturada por predadores por unidade de
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tempo, sendo o nimero total de presas capturadas por predadores durante At é pAtUV.
A medida que os predadores se alimentam das presas, novos predadores nascem (percepgao
regida pela conversao de biomassa), de modo que a quantidade de predadores aumenta
0AtUV durante o tempo At. Dessa maneira, regorganizando-se as equacoes e fazendo
At — 0, obtém-se (CHASNOV, 2009; BLASZAK; HU, 2019):

au

o = U —nlv, (2.5)
av

- - — WV 2.
= UV — V. (2.6)

Da Equagao (2.5), depreende-se: (i) a reprodugao exponencial da populacao de
presas (¢U); (ii) o decréscimo populacional é causado pela predagao, que é condicionada a
frequéncia com que as duas populagoes se encontram (pUV'). J& da Equagao (2.6), infere-se:
(i) o crescimento do ntimero de predadores é proporcional & frequéncia de encontro das
duas populagoes, fator que propicia a predagao (JUV); (ii) o decréscimo populacional é
dado pela mortalidade ou emigracao de predadores (wV'), uma vez que ndo hé predagao
inversa (BEALS; GROSS; HARRELL, 1999; BLASZAK; HU, 2019).

Sabe-se que duas populagées podem estar em equilibrio e podemos, portanto,
resolver as equacoes de Lotka-Volterra para determinar essa ocorréncia. Equilibrio implica
na imutabilidade populacional em relagao ao tempo, o que descreve o seguinte sistema de
equagoes (BLASZAK; HU, 2019):

0=oU —pUV
0=0UV —wV

O sistema apresenta duas solu¢oes possiveis:

A solugao (i) indica que, se as duas populagoes forem extintas, assim permanecerao
até que um fator externo atue (ex. imigracao). Ja a segunda solugao descreve um equilibrio
em que a populacdo de predadores é igual a razdo dos parametros ¢ e i, ao passo que a
de presas é uma razao de w e §. Tendo em vista que ambas as equagoes da solugao (ii)
dependem dos parametros biologicamente pré-determinados, a populagao em equilibrio
dependera dos valores parametrizados inicialmente (BLASZAK; HU, 2019).
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2.4 Modelos Compartimentais

Para Hargrove (1998), ndo existe um estado estaciondrio perfeito ou condicao
de equilibrio completa. Entretanto, ainda segundo o autor, assim como a invencao do
nimero zero foi necessaria e marcante, a condicao do estado estacionario é fundamental
para a modelagem. Tal estado ¢é ilustrado pela seguinte situacao: a quantidade total de
material que adentra um sistema ¢ exatamente igual ao total que sai do sistema; além
disso, a quantidade de material que entra em cada compartimento definido deve ser
exatamente igual a quantidade que sai desse compartimento. A importancia do estado
estacionario é permitir que um modelo seja configurado com condic¢oes iniciais invariaveis
(deterministico), de modo que as mudangas que ocorrem apds a perturbagao do sistema
possam ser interpretadas e compreendidas (HARGROVE, 1998).

Um compartimento pode ser definido como qualquer tipo de material nico,
homogéneo e identificavel de interesse para um investigador. Os exemplos incluem um
medicamento especifico que estd presente no plasma sanguineo, uma quantidade de
investimento inicial sob determinado cenario, a proliferacdo de uma populacao especifica
de células, colonia de bactérias, etc (HARGROVE, 1998). Tais materiais, fenémenos
e micro-organismos passam por compartimentos de acordo com a analise inicialmente

estabelecida.

Figura 13 — Modelo Compartimental com trés compartimentos ilustrando o caminho de
um medicamento de quantidade \; e as quantidades a medida que é eliminado
pelos orgaos.

A

Az Ay A

Fonte: Adaptado de (HARGROVE, 1998, p. 160).

A anélise compartimental também representa uma técnica matematica para retratar
a curva que representa a mudanca na quantidade de uma substancia durante ao longo do
tempo, sendo um método utilizado na quantificacdo de taxas de acumulagao, transferéncia
e eliminacao de material ou informagdo em sistemas com um ou mais estados fisicos
ou quimicos uniformes (JACQUEZ, 1985; VAJDA; GODFREY; RABITZ, 1989). Por
exemplo, um medicamento na corrente sanguinea pode ser expurgado pelos rins, o que
criaria uma taxa de eliminagdo; o movimento para o figado criaria uma segunda taxa de
supressao e o metabolismo nos pulmoes pode representar uma terceira taxa. Sendo assim, a

modelagem compartimental descreve cada uma dessas taxas de eliminacao separadamente
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em compartimentos cinéticos, que carrega uma forma e quantidade distintas da substéancia,

cada uma descrita por uma fungdo exponencial diferente (HARGROVE, 1998).

Diversos cientistas investigadores alegam que para determinados modelos, comega-
se com um simples compartimento, porém para aumentar a precisao da andlise e acuracia

de resultados, termina-se com n compartimentos considerados (JACQUEZ, 1985).

Dessa maneira, varios processos de dificil compreensao podem ser segmentados
em etapas distintas e todo o sistema modelado, descrevendo as interagoes entre os varios
estagios. Esses sistemas sdo chamados de compartimentais e sdo representados graficamente
por diagramas de blocos, que consistem em uma fungao x(t) que representa: (i) a quantidade
de uma substancia nesse compartimento em ¢, (ii) a taxa de entrada na qual a substéncia

adentra o compartimento e (iii) a taxa de saida na qual a substancia deixa o compartimento

(NAGLE et al., 2017).

Figura 14 — Representacao de um sistema com um compartimento.

Taxa de entrada Taxa de saida
(input) " X " (output)

Fonte: Adaptado de (NAGLE et al., 2017, p. 92).

Como z'(t) pode ser interpretada como a taxa de variacdo na quantidade da
substancia no compartimento em relagao ao tempo, o sistema de um compartimento sugere

a seguinte modelagem matemética para o processo (ROBINSON, 2004):

dx

pri taxa de entrada (input) - taxa de saida (output)

O melhor método para determinar quantidades de material em compartimentos é
escrever uma equacao de estado estacionario que permitird que os valores sejam calculados.
Um problema para o qual o sistema de um compartimento fornece uma representacao
simples é a mistura de fluidos em um tanque. Seja x(t) a quantidade de uma substéncia em
um tanque (compartimento) no tempo ¢. Para usar o modelo de anélise compartimental,
precisamos determinar as taxas nas quais essa substancia adentra e deixa o tanque. Em
problemas que tratam de mistura, é geralmente indicada a taxa na qual um fluido contendo
a substancia acessa o tanque, junto com a concentracao da substancia nesse fluido. Portanto,
multiplicar o fluxo de entrada (volume/tempo) pela concentracao (quantidade/volume)
resulta na taxa de entrada (quantidade/tempo) (NAGLE et al., 2017).

A taxa de saida da substancia geralmente é mais complexa de se obter. Em nos
sendo dada a taxa de saida da mistura de fluidos no tanque, fazemos a suposicao de que a
concentracao é mantida uniforme na mistura. Assim, podemos calcular a concentragao

da substéncia dividindo a quantidade z(¢) pelo volume da mistura no tanque no tempo ¢.
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Multiplicando essa concentracao (quantidade/volume) pelo fluxo de saida (volume/tempo)
da mistura, obtém-se a taxa de saida da substancia (quantidade/tempo) (NAGLE et al.,
2017).

Dreij et al. (2011) destacam as vantagens do uso de modelos compartimentais:
(i) diminui¢do da complexidade do sistema de equagbes e, consequentemente, o (ii)
custo computacional; sendo uma técnica comum frequentemente usada para descrever o

transporte e a reacao em sistemas biologicos.
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3 Modelos Compartimentais Epidemiologicos

O ano é 430 a.C. e a cidade-Estado Atenas vivia sua “Idade de Ouro” com o
estadista e representante da democracia grega, Péricles (495 a.C. - 429 a.C.), no comando.
O “Século de Péricles”, como ficou conhecida a era de esplendor e de elevagao do padrao
de vida ateniense, foi marcada por disputas bélicas e de supremacia nos mares Egeu e
Mediterraneo com outras cidades, sendo o principal combate a “Guerra do Peloponeso”,
conflito civil travado com a cidade-Estado Esparta que comegara um ano antes e duraria
quase trés décadas (431 a.C. - 404 a.C.) (LITTMAN, 2009). Apesar de inicialmente
estarem em iguais condi¢des de combate, Esparta contou com um aliado que enfraqueceu
Atenas, ao dizimar pelo menos um tergo da popula¢ao (aproximadamente 70 mil pessoas),
incluindo seu lider, Péricles. Esse aliado invisivel causou uma epidemia severamente mortal,
conhecida como a “Grande Peste de Atenas” (LITTMAN, 2009; SILVA, 201-).

Famoso historiador cléssico e soldado ateniense, Tucidides (460 a.C - 400 a.C.)
foi um dos sobreviventes da doenca. Ele forneceu uma das melhores descri¢bes do
periodo epidémico (430 a.C. - 426 a.C.), tida como uma das maiores contribui¢oes
médicas da histéria, ao sugerir um quadro preciso da peste a fim de que a doenca
fosse reconhecida quando houvesse uma nova reincidéncia (RETIEF; CILLIERS, 1998;
SILVA, 201-). Tucidides enfrentou e enfrenta até hoje certo negacionismo, uma vez que nao
tinha treinamento médico e tinha um notorio carater poético na escrita, o que, segundo os
criticos, foi suficiente para criar uma narrativa dramatica para mascarar os eventos da
Guerra do Peloponeso (BUIS, 2018). O certo é que, por mais que o historiador nao fosse
médico, certamente estava familiarizado com as obras de Hipdcrates (460 a.C. - 370 a.C.)
— considerado o pai da medicina — e, por ser um seguidor da escola hipocratica, Tucidides
preocupou-se em descrever o que vivenciou, concentrando-se mais em fatores prognosticos
em detrimento dos diagndsticos, classificagoes ou especulagoes sobre a causa da doenca
(RETIEF; CILLIERS, 1998).

Para Omene e Tiersten (2010), fatores prognésticos podem ser definidos como
varidveis usadas para estimar as probabilidades de recuperagao e/ou de reincidéncia de
uma enfermidade, podendo ser usados na previsao evolutiva de doengas. Alguns graficos
elaborados por Tucidides — que tracaram o percurso da doenca até Atenas, definiram
algumas possibilidades de transmissao, estimaram a taxa de mortalidade (aproximadamente
33%) e definiram alguns padroes de imunidade — configuram, provavelmente, a primeira
tentativa indireta de modelar uma epidemia (RETIEF; CILLIERS, 1998; OMENE;
TIERSTEN, 2010).

Hipécrates (460 a.C - 370 a.C) — médico grego conhecido como “o pai da medicina”
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— foi a primeira pessoa a examinar as relacoes entre a ocorréncia de doengas e as influéncias
ambientais, ao defender que uma enfermidade atingia o corpo, caso este estivesse em
desequilibrio (SARACCI, 2010; MERRILL, 2019). Na coletanea Epidemic (Epidemia)
e On Airs, Waters and Places (Nos ares, aguas e lugares), Hipdcrates tentou descrever
enfermidades sob o ponto de vista racional em vez de sobrenatural. Além disso, observou
que certas doengas eram mais frequentes em determinadas areas em comparacao a outras,

tendo sido o primeiro a definir o conceito de endemias, que se refere a doencas que “residem”

em uma populacdo ou lugar, e epidemias, em referéncia a enfermidades que “visitam”
populacdes. Seus ensinamentos sobre a observacao de fatores diretos e indiretos para um
infecgao ainda sdo conceitos epidemioldgicos sélidos (MERRILL, 2019, tradugao nossa,

grifos nossos).

3.1 Conceitos Epidemiologicos Basicos

LaMorte (2017) define epidemiologia como o estudo da distribuigao ¢ fatores
determinantes da frequéncia de enfermidades nas populagdes humanas, focando nas
relagoes de causa e efeito a fim de avaliar dados e auxiliar na tomada de decisoes para
assim interpretar e aprimorar resultados. De maneira mais simplificada, epidemiologia,
segundo Noah e Ostrowski (2015, n/p, tradugao nossa), é o “estudo das enfermidades em

populagoes e dos fatores que determinam sua ocorréncia ao longo do tempo”.

Turner (2018, p. 201, traducao nossa) explora mais o tema e explica epidemiologia
como o “o estudo dos padroes, causas e efeitos das condicoes de saiide em certas populagoes”,
sendo a base da satude publica, influenciando decisées politicas e a medicina baseada
em evidéncias, “ao identificar fatores de riscos para enfermidades e os alvos da medicina
preventiva”. Além disso, o autor também escreve que os epidemiologistas sao os profissionais
responsaveis pelo levantamento inicial da situacao, a partir da coleta e andlise estatistica
de dados, conducentes & interpretacao e divulgacao dos resultados obtidos (BONITA;
BEAGLEHOLE; KJELLSTROM, 2006; TURNER, 2018).

A Epidemiologia baseia-se em duas asser¢oes primordiais (LAMORTE, 2017):

(i) Nao ha aleatoriedade na ocorréncia de enfermidades; existem fatores ou determinantes
que interferem positiva ou negativamente na probabilidade de desenvolvimento e

incidéncia de doencas;
(ii) Tais fatores (de causa e preven¢iao) — os determinantes das enfermidades — podem

ser detectados mediante investigacao populacional sistematica;

A presenca de uma enfermidade em uma regiao varia consideravelmente, podendo

alcangar niveis inesperados. Dicker et al. (2006) descrevem as enfermidades de acordo com
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o tempo e local de ocorréncias:

a)

Endemias: referem-se a presenga constante e/ou prevaléncia sazonal de enfermidades
ou agentes infecciosos em uma populacao dentro de determinada area geografica.
Podem ser classificadas como esporadicas, quando ocorrem com pouca frequéncia
(irregularmente) e hiperendemias, referindo-se a niveis elevados e persistentes de
ocorréncia. No Brasil, Porto (2006) cita a febre amarela na regidao Norte e a dengue
em algumas partes das regides Nordeste e Sudeste. Em nivel mundial, Shiel (2016)
menciona a maldria em algumas partes da Africa ¢ a hepatite B, endémica em

diversas partes do globo.

Epidemias: dizem respeito a uma alta, normalmente abrupta, do niimero de casos de
uma enfermidade em uma determinada populagdo. Surtos tém a mesma defini¢ao
de epidemias, porém oferecem uma limitacao maior a drea de ocorréncia. Ambos
ocorrem quando ha a presenca expressiva de hospedeiros e parasitas, o que aumenta
a suscetibilidade populacional. Mais precisamente, uma epidemia pode ser resultado

de varios elementos, tais como:

— Aumento recente na populacédo ou viruléncia do parasita;
— Introducao do parasita em um ambiente inédito;

— Modo sofisticado de transmissdo para que pessoas mais suscetiveis sejam

expostas;
— Mudanca na suscetibilidade do hospedeiro;

— Fatores que aumentam a exposicdo do hospedeiro ou propiciam novos meios de

contagio.

Geralmente, epidemias sao o ponto de partida para endemias. A febre amarela e
a maldaria, por exemplo, espalharam-se rapidamente, atingindo um grande ntimero
de individuos em populacoes distintas e, tempos depois, permaneceram presentes
em determinadas dreas geograficas obedecendo a uma sazonalidade (GACHELIN;
OPINEL, 2011).

Pandemias: referem-se a epidemias que se alastraram entre paises, continentes e
tomaram proporc¢ao mundial, afetando um expressivo niimero de pessoas. Algumas
enfermidades que se propagaram além-fronteiras e evoluiram para pandemias: peste
negra (dizimou um quarto da populagdo mundial no século XIV), variola (erradicada
em 1980 apés 3 mil anos), gripe espanhola (causou a morte de mais de 50 milhoes de
pessoas no comeco do século XX), célera (grandes potencial e histérico pandémicos),
AIDS (ja na quarta década), COVID-19 (declarada pandemia em 11 de margo de
2020), entre outras (RODRIGUES, 2020).
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3.2 A Matematizacao de Epidemias

3.2.1 John Graunt e as Tabuas de Mortalidade

A Europa seiscentista, segundo Gil (2017), vivenciou um cendrio bastante favoravel
ao progresso no campo da modelagem matematica de processos fisicos. Em 1662, o pequeno
varejista inglés John Graunt (1620-1674) publicou “Natural and political observations
mentioned in a following index and made upon the bills of mortality” (Observagoes naturais
e politicas feitas com base nas tdbuas de mortalidade), que foi um estudo pioneiro na area
de estatistica demogréfica (SUTHERLAND, 1963, traducao nossa, grifos nossos). Rothman
(2007) destaca que Graunt trouxe & tona uma variedade de ocorréncias envolvendo a vida
humana na época, enfatizando alguns aspectos epidemiolégicos, ao notar: (i) os altos
indices de mortalidade em homens adultos e criangas por volta dos cinco anos; (ii) que a
peste negra vitimou muito mais pessoas que os nimeros oficiais apurados e (iii) a frequéncia

do raquitismo tinha aumentado a um nivel epidémico grave.

Figura 15 — Obra “Tabuas da Mortalidade” de John Graunt (1662).
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Fonte: WIKIMEDIA COMMONS (2020).

O conhecimento analitico de Graunt era essencialmente mercantil e baseava-se em
comparativos nas formas de proporcoes, porcentagens e analises temporais relativas a
previsao de padroes sazonais e ciclicos, obtidos a partir das quatro operagoes fundamentais
da matemética (adigdo, subtracgao, multiplicagao e divisdo) (KLEIN; KLEIN, 1997). Embora
manipulasse dados de séries temporais, abrangendo décadas, sua principal ferramenta
aritmética utilizada era a “Regra de Trés” ou a “Regra do Comerciante”, geralmente nao
associada a andlise de séries de tempo. No entanto, essa técnica de proporcionalidade, em

que uma quarta grandeza pode ser calculada a partir de trés grandezas dadas, é fundamental
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em varios tipos de manipulagoes de dados. Basta dizer que, ainda que muito intuitiva,
forneceu nimeros precisos sobre o tamanho da populacao inglesa, taxas de natalidade e
mortalidade, além da previsao da propagacdo de enfermidades (SUTHERLAND, 1963,;
KLEIN; KLEIN, 1997).

Os calculos de Graunt utilizando a “Regra de Trés” revelaram a notavel estabilidade

de alguns fendmenos sociais ao longo do tempo (KLEIN; KLEIN, 1997, grifos nossos):
(i) agrupamento de observagoes em categorias distintas, como a causa mortis devido a
doengas agudas ou cronicas;
(ii) padronizagao dos ciclos de vida e variagoes sazonais de doencas;
(iii) estimativa das taxas de mortalidade, natalidade e crescimento populacional de

Londres.

Figura 16 — Variagdo semanal de enterros em Londres, em periodos de epidemia da peste
negra, obtida a partir da média de 4 anos (1603, 1625, 1636 e 1665) entre os
meses de junho e dezembro.
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Fonte: Klein e Klein (1997, p. 38).

De acordo com a andlise dos dados levantados por Graunt, a epidemia da peste
negra certamente se qualificava como um fenémeno de massa, sendo a mortalidade semanal
representada na Figura (16), durante o tempo de contagio, estruturada temporalmente
em um padrao simétrico e formal (PALMER, 2000). Graunt e seus contemporaneos
perceberam esse padrao em comparagoes de tabuas de mortalidade semanais, observando:

(i) a existéncia de periodos de pico e vale de mortalidade; (ii) mudanga nos sintomas tipicos
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da doenga durante o curso de uma epidemia; (iii) a flutuagdo da severidade da doenga que
foi determinante para a simetria sazonal da curva de mortalidade (SUTHERLAND), 1963;
KLEIN; KLEIN, 1997).

O uso sistematico, e ao mesmo tempo critico, dos dados populacionais na anélise
de processos demograficos consolidou seus estudos estatisticos sobre o tema, até hoje
utilizados, sendo considerado um dos maiores demégrafos da histéria (HALLENBERG,
2004).

3.2.2 Daniel Bernoulli e os Parametros Epidemiolégicos

No século XVIII, a Europa vivia o iluminismo, época de grandes produgoes
intelectual, social e politica. Além disso, na Inglaterra, a segunda metade da era setecentista
foi marcada pela Revolugao Industrial, periodo de notéria transformacao na Idade Moderna
(1453-1789) que pode ser melhor descrito como “o processo de mudanga de uma economia
agraria e artesanal para uma economia dominada pela industria e fabricacao de maquinas”
(DUIGNAN, 2019, n/p, traducdo nossa). Foi uma fase de intensa urbanizagdo que
transformou os estudos e concepgoes demograficas, resultado do aumento na expectativa
de vida e reducao dos indices de mortalidade, contrastando com o fendmeno da imigracao,
considerado um catalisador do provavel ciclo mais letal de uma das maiores epidemias da

histéria: a variola (DAVENPORT; SCHWARZ; BOULTON, 2011).

Daniel Bernoulli (1700-1782), proeminente matematico holandés, apds anos de
observacao e coleta de dados, fez uma andlise matematica da epidemia, buscando influenciar
a politica de saide publica, incentivando a inoculagdo universal contra a variola (variolac¢ao).
Sheynin (2017) aponta Bernoulli como um dos pioneiros no uso de equagoes diferenciais de
forma sistematica a fim de obter uma série de férmulas que descreviam fenémenos a partir
de hipoteses e dados estatisticos. O principal objetivo de Bernoulli era calcular o ganho

em expectativa de vida ao nascer, fosse a variola eliminada como causa mortis (BLOWER,;
BERNOULLI, 2004).

Os primeiros passos para a vacinac¢io foram marcados pela variolagdo,
que é o uso de tecidos ou fluidos contendo um virus que perdeu sua
viruléncia (grau de patogenicidade de um agente biolégico infeccioso),
para induzir a resposta imune e, portanto, criar imunidade sem causar
a doenca. O primeiro esforgo comprovado e deliberado conhecido para
prevenir doencgas usando tal método foi com a variola, como o nome
sugere. A inoculagdo do virus da varfola bovina para criar uma imunidade
adquirida contra a doenca viral impulsionou a ciéncia da vacinagdo, que
tempos depois foi sistematizada (KORSMAN et al., 2012, p. 46, tradugio
nossa).

De acordo com Dietz e Heesterbeek (2000), a andlise de Bernoulli consistiu na

definicao objetiva de dois pardmetros epidemioldgicos, denominados, atualmente, como a
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forca de infeccdo, A, que define a taxa de contaminacao entre individuos, e ¢, a letalidade, ou
proporgao de infecgdes que resultaram em morte. Sendo r a incidéncia cumulativa (fragio
de um grupo que serd infectada) e L a expectativa de vida, a propor¢ao de individuos
passiveis de contaminagao é dada por (DIETZ; HEESTERBEEK, 2000):

Uma vez que ¢ indica todos os casos que resultam em 6bito, a propor¢ao ¢ de todas

as mortes decorrentes da variola é indicada por

q=cr.

Sendo assim, Bernoulli estimou a propor¢ao de passiveis de contaminacao mediante

a expressao
q

U=z

Os resultados da equacionalizagao da epidemia de variola por Bernoulli mostraram
alguns resultados importantes: (i) apenas 43,5% dos recém-nascidos chegariam aos 25 anos
no século XVIII, durante o periodo endémico da varfola; (ii) se a variola fosse eliminada
da regido, esse nimero subiria para 49,5%; (iii) a expectativa de vida aumentaria de 26
anos e 7 meses para 29 anos e 9 meses (ganho de 12%). Bernoulli usou os resultados para
discutir as vantagens da variolacao, alegando que as duas principais razoes para o fomento
da inoculagao sdo a humanidade e o interesse do Estado, usando o raciocinio matematico
para rebater as criticas a vacinagao, que foi finalmente introduzida em 1796 e tornou-se
obrigatéria para criangas em 1853, tendo reduzido significativamente a amplitude e o
periodo interepidémicos (BLOWER; BERNOULLI, 2004).

3.2.3 John Snow e a Cientificacdo da Epidemiologia

Apesar dos trabalhos de Hipdcrates (considerado o primeiro epidemiologista da
histéria), John Graunt, Daniel Bernoulli, entre outros, a epidemiologia somente foi
sistematizada, tornando-se uma ciéncia formal, no século XIX, apds um processo lento,
instavel e incerto, resultado das diversas tentativas de compreensao e equacionalizacao
de enfermidades que dizimaram boa parte da populagao mundial em diferentes periodos
histéricos (MULLNER, 2020).

Na primeira metade do século XIX, o médico anestesiologista britanico John Snow
(1813-1858) conduziu uma série de investigagoes sobre os surtos de colera (doenga bacteriana
contraida a partir do consumo de dgua e alimentos contaminados) na capital inglesa a fim de
descrobrir a causa da enfermidade e como prevenir sua ocorréncia (epidemiologia descritiva),
além de fazer comparacgoes das taxas de mortalidade em diferentes locais de onde os

individuos retiravam 4gua para o consumo (epidemiologia analitica) (CAMERON; JONES,
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1983). Dessa forma, Snow pode identificar varios modos de transmissao, diferentes tempos
de incubagdo e, em estudos subsequentes, foi capaz de estabelecer mais precisamente uma
associacao de causa e efeito para a ocorréncia de surtos coléricos. Sua obra foi corroborada
décadas mais tarde por um dos fundadores da microbiologia, o médico patologista alemao
Robert Koch (1843-1910). Logo, pela precisao e profundidade de seus estudos, John Snow
¢ considerado o “Pai da Epidemiologia” (ALMEIDA, 1986; MERRILL, 2019).

Historicamente, o ntcleo da epidemiologia era o estudo evolutivo das grandes
epidemias: colera, peste bubdnica, varfola etc. A proporcao que as doencas foram identificadas
e diferenciadas, o foco da epidemiologia mudou para as investigacoes de cunhos descritivo
e analitico da ocorréncia de doencas (CAMERON; JONES, 1983; MERRILL, 2019).

3.3 Modelos Compartimentais Epidemiolégicos: SIR, Sl e SIS

Sherman (2018) aponta que a epidemiologia, no inicio do século XX, foi marcada
pela introducdo de novos métodos matematicos por diversos cientistas, entre os quais
o bioquimico escocés William Kermack (1898-1970) e o médico compatriotra Anderson
McKendrick (1876-1943) que se basearam nos trabalhos do médico inglés Ronald Ross
(1857-1932) — vencedor do Nobel de Medicina em 1902 pelo trabalho na area de transmissao
da maldria — e da matematica inglesa Hilda Hudson (1881-1965) — estudiosa da geometria
algébrica, em especial tansformagdes no plano e no espago — para criar uma hipotese de
previsao do numero e distribuicao dos casos de uma enfermidade infecciosa a proporgao que
¢ disseminada dentro de uma populacao ao longo do tempo. O que Kermack e Mckendrick
almejavam era dotar os modelos compartimentais de mais simplicidade e empirismo ttil,
ao considerar alguns parametros como as taxas de transmissao e remogao (BRAUER;
DRIESSCHE; WU, 2008; SHERMAN, 2018).

No artigo “Epidemiologia Matemética: passado, presente e futuro”, Brauer (2017)
afirma que a propagacao infecciosa de uma enfermidade foi considerada, em 1906, pelo
médico inglés William Hamer (1858-1934), como um fator dependente do ntmero de
individuos suscetiveis e do nimero de individuos infectados. Hamer sugeriu a Lei de Ac¢ao
das Massas para explicar o comportamento epidémico mediante a taxa de novas infecgoes;
ideia, desde entao, fundamental em modelos compartimentais, que pode ser explicada como
uma analogia entre individuos interagindo a medida que se movem no espaco e moléculas
de um gas ou solugdo que se chocam em uma reacao quimica. Tal analogia possibilitou a
construgao de modelos matematicos e a interpretacdo analitica de epidemias (CAMERON;
JONES, 1983; BRAUER, 2017).

Segundo Choisy, Guégan e Rohani (2007), a esséncia dos modelos compartimentais
em epidemiologia é a segmentacao populacional em determinadas classes, de acordo

com uma situacdo de contagio. E importante frisar que algumas enfermidades que
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conferem imunidade permanente apos infeccgao e cura tém uma estrutura compartimental
diferente das doengas que nao oferecem defesa intermitente apds a recuperagao (BRAUER;
CASTILLO-CHAVEZ, 2012).

As descri¢oes sao formuladas a partir da divisao da populagdo estudada em
compartimentos, de suposicoes sobre a natureza e da taxa de tempo de transferéncia de
um compartimento para outro. As taxas de transferéncia entre os compartimentos sao
expressas matematicamente como derivadas em relagao ao tempo de permanéncia nos

compartimentos e, como resultado, os modelos sdo formulados inicialmente como equacoes

diferenciais (BRAUER; CASTILLO-CHAVEZ, 2012).

3.3.1 Lei de Acao das Massas

A Lei da Acao das Massas descreve como a velocidade de uma reagao quimica
esta relacionada as concentragoes moleculares dos reagentes. Tal lei pode ser dividida
em duas partes: (i) a velocidade de uma reagdo depende das concentragées moleculares
dos reagentes, e (ii) quando uma reac¢do quimica atinge o equilibrio, as concentragoes dos
produtos quimicos envolvidos mantém uma relagdo constante um ao outro, que é descrito
por uma constante de equilibrio (ARONSON;, 2015).

A Lei de Guldberg-Waage determina que: “a velocidade de uma reacao é diretamente
proporcional as concentracoes molares dos reagentes, sendo estes elevados aos seus
respectivos coeficientes obtidos na equacdo quimica correspondente” (EQUILfBRIO
QUIMICO, 2016, p. 16). Exemplo de uma reacio quimica (reagente — produto) reversivel

(A e B, C e D ora sao reagentes, ora sao produtos) é dado a seguir:

aA+bB=cC+dD

As velocidade das reagoes quimicas sao, portanto, dadas por
Vi = K\[A]"[B]",

Va = K,[CJ°[D)",

em que K; e K, sao as constantes de velocidade, a e b sao expoentes determinados

experimentalmente, denominados “ordem de reagao”.

Tao logo seja estabelecido o equilibrio, as velocidades das reacoes se igualam
(ARONSON;, 2015):

_ K [C][D)

K\ [A]*[B)" = K,[C)[D)* = K = 7 W{B}b'

Em relacao ao estado de equilibrio, ¢ importante ressaltar que ele pode
corresponder a infinitas combinagoes de concentragoes de produtos e
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reagentes. Diferente do que se poderia pensar, ndo ocorre obrigatoriamente
algum tipo de igualdade de concentrac¢do. A tnica regra é que no estado
de equilibrio as concentragoes de reagentes e produtos colocadas na
expressdo da constante de equilibrio proveja um valor fixo (EQUILIBRIO
QUIMICO, 2016, p. 17) .

Em modelos compartimentais, a Lei de Acao das Massas assume que a taxa
de encontro entre individuos suscetiveis e infectados é proporcional ao produto dessas
subdivisdes populacionais (CHOISY; GUEGAN; ROHANI, 2007). Analogamente & aplicacio
quimica, os individuos suscetiveis “reagem” com os infectados formando uma nova parcela
de infectados, obedecendo a uma constante de “contagio”, que grosso modo indica a chance

de que o contato resulte em uma nova infecgao.

3.3.2 Modelo SIR

Teoria proposta por Kermack e Mckendrick, em um conjunto de trés artigos (de
1927, 1932 e 1933), o modelo Suscetiveis — Infectados — Removidos (SIR) representou um
marco inicial no desenvolvimento de modelos matematicos que descrevem a propagacao de
doencas em situacoes epidémicas. Os artigos estabeleceram uma base para a modelagem
de infecgoes que, apds a recuperacao, conferem imunidade completa ou, no caso de doencas
letais, morte. Outras condigbes sdo (BRAUER, 2017):

¢ O tamanho da populagdo, N, é constante ao longo do tempo t, e os individuos —
todos considerados suscetiveis e com igual probabilidade de infec¢ao — misturam-se

homogeneamente;

e A dnica maneira de uma pessoa deixar o grupo de suscetiveis é adquirindo a

enfermidade ou sendo imunizado;

e A pessoa s6 saira do grupo de infectados ao recuperar-se da doenga, tornando-se
imune permanentemente, ou vindo a ébito (no modelo, todas as mortes registradas

sdo decorrentes da enfermidade considerada).

No modelo SIR, a populagdo é dividia em trés classes distintas (BRAUER, 2017;
TOLLES; LUONG, 2020):

(i) Suscetiveis (S = S(t)): individuos vulneraveis no tempo ¢; aqueles que ainda nao
foram infectados;
(i) Infectados (I = I(t)): individuos contaminados no tempo t; propagadores da doenga;

(iii) Removidos (R = R(t)): individuos que adquiriram imunidade permanente ou vieram

a Obito no tempo ¢ em decorréncia da doenca.
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Sendo N o tamanho da populagdo, tem-se que

N=S+I1+R=S5(t)+1(t) + R(t). (3.1)

Por questoes dimensionais, Collins e Abdelal (2018) sugerem que é mais razoavel
considerar as proporgoes de individuos em vez do niimero populacional em si. Dessa forma,

as novas variaveis siao:

(i) propor¢ao de individuos suscetiveis no tempo t: s(t) =
(ii) proporgao de individuos infectados no tempo t: i(t) =

(iii) proporgao de individuos removidos no tempo t: r(t) = Oy

Ao multiplicarmos a Equagao (3.1) por +, obtemos

S(t) I(t) R
N + N + N

1= = s(t) 4+ i(t) + r(t). (3.2)

As equagoes diferenciais que governam o modelo SIR dependem inicialmente do
numero de individuos que sao infectados durante o tempo At. Dessa forma, seja SAt
a probabilidade de que uma pessoa contaminada infecte uma vulneravel aleatoriamente
durante o tempo At, entao com S suscetiveis e I infectados, o nimero esperado de novos
infectados na populacdo N durante o tempo At serd dado por SAtSI. Portanto, temos
(CHASNOV, 2009):

I(t+ At) = I(t) + BALSI.

De ambos os membros, subtraindo-se I(t), dividindo-se, em seguida por At, segue

I(t+ At) — I(t)
At

= BSI. (3.3)

A taxa de propagacao da enfermidade serd proporcional a S (quanto maior o niimero
de suscetiveis, mais rdpido a doenga pode se espalhar) e também a I (quanto maior o
nimero de infectados, mais rapido a doenga se disseminard). Dessa forma, podemos escrever
a primeira equagao de mudanga, representada por uma equagao diferencial (BRAUER;
DRIESSCHE; WU, 2008):

I'(t) = Bx(tamanho da populagao de suscetiveis) x (tamanho da populacao de infectados).

Mohelis (2002) oferece uma complementagao para o significado do termo 5SI.
Segundo o autor, um individuo infectado médio faz contato suficiente para infectar outros
BN por unidade de tempo; além disso, a probabilidade de que um determinado individuo,

com o qual cada individuo infectado entra em contato, seja suscetivel é % Assim, cada
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individuo infectado causa (GN) (%) = S infeccoes por unidade de tempo. Portanto, [
individuos infectados causam um nimero total de 3SI infecgoes por unidade de tempo
(MOHELIS, 2002).

Assim, na Equacao (3.3), fazendo-se At — 0, temos

dl
I'=— =pBSI. 3.4
5 (34)
Na Equagao (3.4), f é um pardmetro denominado taxa de transmissao, definido
pelo nimero médio diario de novos infectados por cada pessoa ja infectada. Além disso, a

variavel dependente é o niimero de pessoas e a independente é o tempo.

Assumindo-se a probabilidade de que um infectado recupere-se durante o tempo
At seja yAt, tem-se que o numero total de individuos contaminados que se recuperam no
tempo At é dado por IyAt e, portanto (CHASNOV, 2009):

I(t+ At) = I(t) + BALS()I(t) — vALI(t).

De ambos os membros, subtraindo-se /(t), dividindo-se, em seguida por At:

I(t + At) — I(t)

A7 = BSI —~I.

Fazendo At — 0, temos

dI
I'=— = BSI—7l.

Ao fazermos a andlise dimensional da variavel de mudanca I':
[pessoas|[dia] ™ = [dia] ! [pessoas|[pessoas] — [dia] ! [pessoas].

notamos que é necessario trabalharmos com a proporcao de individuos infectados em

(BSI). Dai segue a equagdo que governa a varia¢do do nimero de infectados é dada por
SI
I'=p— —~I. 3.5
Ay =7 (3.5)

O parametro v é denominado taxa de remocao, que se refere a movimentacao de
individuos do compartimento I para o R. Collins (2020) considera v = %, em que r é
o “atraso de recuperagao”, ou mais simplesmente, o tempo que o individuo permanece

infectado antes de passar para a classe de removidos, seja por recuperagao ou morte.

Para o nimero de removidos, consideraremos que a variacao da populacao R ¢é obtida
partir da recuperacao ou morte de individuos infectados, sendo, portanto, representado
por ~vI. Logo,

R =~I. (3.6)
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Como a populagao N é constante em qualquer tempo, tem-se que
N =(S+I+R)=0.
Substituindo os valores de I’ e R’, encontramos S’:
ST S1
! — — Al +~I = "= —B—. 3.7
S+~ =0=5=—-6~ (3.7)

Figura 17 — Modelo compartimental SIR.

51
Py 144

Fonte: O Autor (2021).

Logo, na forma deterministica, o modelo SIR pode ser representado pelo seguinte
sistema de equagdes diferenciais ordinarias:

s ST
a0

dI ST
=TI =B 4T
i BN v,

AR
el
o ~ft=1

A solugao do sistema das Equacgoes diferenciais (3.5) - (3.7) na forma analitica é de

obtenc¢ao bastante trabalhosa. Para o nimero de removidos, a solugao de Braun (1993, p.
462) é dada por

Rt = 2 l& ~ 1+ atanh (O‘%t —¢>)] ,

=SO p
em que:
So \? 25N — 5]
o <_0_1> 250 = 50) |
p p
1
gb:tanh_l—(&—l),
a\ p
_y_ 1
"TET R
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O método de Euler nos da a solugdo numérica das equagoes. Sendo assim, Atkinson,

Han e Stewart (2011) consideram a equagao diferencial ordinaria de primeira ordem

dy

% = f(ﬁlf,y)- (38)

A solucao, portanto, da equacao diferencial ordinaria ¢ dada pela expressao

Ynt1l = Yn + Atf(xm yn) (39)

Na Equagao (3.9), At é um pequeno intervalo de tempo e f(z,,y,) é a inclinagdo
da curva. Aqui, queremos calcular as variaveis dependentes S, I e R para o modelo SIR

proposto. Portanto, a solu¢ao do modelo, usando-se o método de Euler, é dada por

nn

S(n+1) = S(n)—pS(n)i(n)At,
I(n+1) = I(n)+[pS(n)i(n) -1
R(n+1) = R(n)

+ (n)]At,
_|_

Figura 18 — Grafico do modelo SIR a partir das equagoes diferenciais que governam a
variacao populacional em cada compartimento.
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Fonte: O Autor (2021).
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3.3.2.1 Nuamero Reprodutivo Bésico (R)

Em epidemiologia, o parametro R, firmou-se como uma ferramenta indispensavel
na analise de disseminacao de enfermidades na populacao hospedeira, caracterizando o
nimero de individuos infectados por um unico individuo durante todo o seu periodo
infeccioso, sendo este invidivuo membro de uma populagao considerada, dentro do modelo
deterministico, inteiramente suscetivel (HEESTERBEEK; DIETZ, 1996). Em se tratando
da dinadmica corporea interna do hospedeiro, % indica a quantidade de células recém-
contaminadas produzidas por células infectadas durante sua vida util, assumindo que
as outras células sao todas suscetiveis (HEESTERBEEK; DIETZ, 1996; HEFFERNAN;
SMITH; WAHL, 2005).

Para Heesterbeck e Dietz (1996), o nimero reprodutivo basico (ou niimero bésico
de reprodugao) é, sem duvida, uma das mais importantes e vultosas ideias trazidas pelo
pensamento matematico a ciéncia epidemioldgica. Entretanto, o conceito foi desenvolvido
inicialmente para responder a questoes relativas a estudos demograficos, sendo definido
como o nimero esperado de individuos secundarios produzidos por um individuo ao longo
de sua vida, ou seja, caracteriza o sucesso reprodutivo de um membro de determinada
espécie (HEFFERNAN; SMITH; WAHL, 2005).

Do sistema de equagoes do modelo SIR, temos que

(1)

A fim de que, no comego de uma epidemia (S &~ N), haja crescimento no niimero

de contaminados, devemos ter

(6—7)>0¢§—1>0¢§>1¢R0>1.

Y

Driessche e Watmough (2002) apontam que no limiar epidémico: (a) se Ry > 1,
entao cada individuo infectado contamina, em média, mais de um individuo suscetivel,
o que causa um alastramento da doenca na populacao de hospedeiros e, dependendo do
valor, pode tornar-se epidémica e, eventualmente, pandémica; (b) se Ry < 1, entdao, em
média, um individuo infectado contamina menos de um individuo suscetivel ao longo de seu
periodo infeccioso, o que impede o crescimento e disseminacao da enfermidade, atingindo,
segundo Doeschl-Wilson (201-), a extin¢ao deterministica. Anderson (2016) destaca que
se Rop = 1, a enfermidade pode tornar-se endémica, uma vez que nessa situacao, muitos
dos suscetiveis ja foram infectados e agora estao recuperados e imunes (para infecgoes que
induzem imunidade duradoura), ou podendo retornar & condigao de suscetiveis, em nao
havendo imunidade permanente (ANDERSON;, 2016).

Em um modelo deterministico, segundo Goldstein et al. (2009), embora imunizagoes

nao afetem o Ry, as mudangas comportamentais humanas, bem como as geograficas o
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fazem. Sendo assim, é possivel haver uma variacao de niimeros basicos de reproducao para
a mesma doenca, podendo estarem todos corretos de acordo com a realidade observada
ou emulada. Embora o Ry tenha alguma complexidade e controvérsia conceituais, ele
fornece uma maneira simples de entender o quao contagiosa uma doencga pode ser, a
partir da analise inicial de propagagao de uma enfermidade (GOLDSTEIN et al., 2009;
DELAMATER et al., 2019).

O nimero de reproducao béasico, segundo Collins e Abdelal (2018), é afetado por

varios fatores, entre os quais:

(i) A taxa de contato entre individuos na populagao hospedeira;
(ii) A probabilidade de a infecgao ser transmitida durante o contato;
(iii) A duracao da infecciosidade.

Figura 19 — Crescimento exponencial de individuos infectados no comego de uma epidemia
a partir de um individuo.

Geracdo 0
Geracgdo 1

Geracdo 3

Fonte: Weiss (2013, p. 16, traducao nossa).

3.3.2.2 Ndmero Méximo de Infectados (7,,4.)

Embora seja complexo obter uma solu¢ao analitica para o sistema de equagoes
do modelo SIR deterministico, é possivel obter uma férmula que expressa o I,,4,, ou o

nimero maximo de individuos contaminados. Para isso, efetuamos a divisao da Equacao
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(3.5) pela Equacao (3.7), que nos fornece a variacdo do nimero de infectados em relagao
ao nimero total de suscetiveis (WEISS, 2013):

ST
ar Pyt YN
— = =4l
s~ _g5T 35S
N

Reorganizando os termos e integrando ambos os membros, temos que

/d[=/<—1+%%)d5:>l+hh=—S+%N1H|S|+H2-

Como S > 0, H; — Hy, = Hj, segue que

I+5—INWmS = .

g
Tem-se que, para t > 0,
M@+aw—%Nmﬂw=um+ﬂm—%Nmﬂm (3.10)
O I,,4: ocorre quando % = 0, o que da Equagdo (3.5) resulta em S = %N :

Substituindo na Equagao (3.10), segue que

IN—INmIN = 2
Imaa:‘f’/BN BNlnBN I(O)+S(O) /8N1HS(O)

Por fim, temos que

Tas = 1(0) + S(0) — NI S(0) — ZN + INIn LN, (3.11)
8 B g g
Weiss (2013) conclui a prova com um exercicio simples, ao mostrar que, para uma
populacao inteiramente suscetivel no inicio epidémico, o niimero maximo de individuos
infectados é uma fungao de Ry. Ao multiplicarmos ambos os membros da Equagao (3.11)
por % e considerando que S(0) + I(0) = N, ja que nao ha removidos (R(t)) em ¢t = 0,
segue que
e = N 1= (1 + 1 Ry)] . (3.12)
Ro
3.3.2.3 O Fim de uma Epidemia (¢t — o0)

Nao ha davida de que este é um tema controverso e longe de ser 6bvio. Isso se deve
ao fato de que a opinidao comum normalmente associa o fim de uma epidemia a auséncia de

invidivuos suscetiveis, ou seja, S(oo) = 0. Porém, quao precisa e coerente é essa afirmacao?
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Para respondermos a essa questao, resolveremos analiticamente a razao entre as
Equagoes (3.5) e (3.6):
S'  —BSI  —-pBS
R NyI Ny’

A equacao diferencial é separavel e, uma vez que S > 0, pode ser re-escrita como:
1 —B
~dS = / iR
/ S N~y

A solucgao analitica é, portanto, dada por:

S(t) = S(0)e-Ro%), (3.13)

O numero de individuos suscetiveis diminui a propor¢ao que o nimero de individuos
recuperados aumenta. O fato de a taxa RD% aumentar ao longo do tempo faz com que
em qualquer epidemia, acabe sempre existindo uma parte da populagao que nao sera
infectada ao longo do surto epidémico. Outro argumento que podemos usar ¢ que como
0 < R(t) < N, entao, substituindo R(co) = N (ntimero de recuperados ao fim da epidemia)
na Equagao (3.13), e fazendo t — 0, teremos (YONG, 2018):

_ R B(x) _
S(00) = S(0)el"R"F) = S(0)e "R > 0, (3.14)
A medida que uma epidemia avanca, o nimero de individuos suscetiveis diminui e,
por conseguinte, a taxa em que novas infec¢oes surgem também diminui. Eventualmente,
S(t) decrescera e atingird um valor abaixo de Rlo, e a taxa na qual individuos se recuperam
excede a taxa em que novas infecgoes ocorrem. Dessa forma, I(t) comega a diminuir e,

portanto, a epidemia termina em decorréncia da falta de novos infectados e nao em razao
da falta de suscetiveis (WEISS, 2013).

Weiss (2013, p. 25, tradugao nossa), por fim, destaca que “este é um fato fundamental
que nao pode ser discernido por meio de analise de dados, requerendo, portanto, uma

visao matematica para essa conclusao.”

3.3.2.4 Vacina¢do e Imunidade de Rebanho (p,)

De acordo com Simon (2020), no modelo SIR, a administra¢ao de uma vacina que
confere imunidade perfeita e permanente a um individuo susceptivel é modelada pela
introducao da transferéncia S — R, ou seja, a taxa de saida de individuos suscetiveis
diretamente & classe de removidos. Ainda que uma vacina alcance 100% de eficdcia, a
logistica de vacinacao enfrenta alguns problemas, como por exemplo o preco da aplicacao
em toda a populagdo, bem como a impossibilidade de algumas pessoas em receberem o
imunizante, isso porque alguns individuos como sistema imunolégico comprometido podem

enfrentar mais problemas sendo vacinados do que em uma eventual infecgao (WEISS,



Capitulo 3. Modelos Compartimentais Epidemioldgicos 61

2013). Sendo assim, é razoavel afirmar que uma epidemia pode ser enfraquecida ou evitada

pela vacinagdo de apenas uma fracio da classe suscetivel?

A resposta, segundo Weiss (2013), é “sim” e resulta da anélise do modelo SIR,
sendo este fenomeno denominado imunidade de rebanho que, de acordo com (FONTANET;
CAUCHEMEZ, 2020), é um conceito fundamental para o controle de uma epidemia, uma
vez que é necessario que apenas uma parte da populacgao seja imune a um agente infeccioso,

seja por recuperacao pos-infec¢ao ou vacinagao, para que a epidemia perca a forga.

Para Fine, Eames e Heymann (2011), a imunidade de rebanho ocorre quando uma
proporcao critica de uma populagao suscetivel adquire imunidade contra uma enfermidade
contagiosa, conferindo protecao ao restante da comunidade “desprotegida” (rebanho). Isso
minimiza a chance de ocorréncia de um surto epidémico, conferindo aqueles que nao sao
seleciondveis para vacinas, como bebés e mulheres gravidas, prote¢ao contra a doenca. A
imunidade de rebanho funciona porque é mais dificil a disseminac¢ao de uma enfermidade
entre individuos suscetiveis se um grande niimero ja estiver imune, pois isso ocasiona uma
quebra da cadeia de infeccao (FINE; EAMES; HEYMANN, 2011).

E importante ressaltar que para que uma epidemia seja evitada ou mantida em
estado estaciondrio, devemos ter Rg < 1. Sendo assim, considerando uma vacina 100%
efetiva, seja p a fracdo de individuos vacinados, temos que pS(0) representa o niimero
de individuos movidos da classe S para a R e, portanto, o tamanho da classe suscetivel
torna-se (1 — p)S(0). Dessa forma, para impedir uma epidemia, é necessério ter (WEISS,
2013):

(1-p)S00) 5
———=—<1=(1-p)Ry < 1.
N o ( p)Ro <

Isso ocorrera quando p > p., em que p. = 1— R%) denota o limiar critico de vacinagao.

Logo, a vacinagao contra uma enfermidade pode ser totalmente eficaz sem tornar toda a

populagao imune (WEISS, 2013).

Existem situagoes, de acordo com Fine, Eames e Heymann (2011), em que a
imunidade de rebanho pode ser alcangada antes que a imunidade da populacao atinja
pe=1— Rio Por exemplo, alguns individuos sao mais propensos a serem contaminados e
a transmitirem a doenca, uma vez que tém alta interagao social e, portanto, esses “super
propagadores” serdao provavelmente infectados primeiro. O resultado desse fenémeno é
que a populacao de individuos suscetiveis se esgota rapidamente e o ritmo de transmissao
diminui.

Na Figura (20), a regido cinza mostra a fracdo p > 1 — Ry ' da populagdo que
deve ser imune para alcancar a imunidade coletiva. Tal imunidade pode ser conferida por
vacinagao (estratégia I) e/ou por infec¢do e remogao (recuperacao/morte) (estratégia II).
Para efeito comparativo, a linha laranja representa [R] como a fragdo populacional total

que passara pelo processo de infec¢do ao longo do tempo sem ser vacinada (SIMON, 2020).
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Figura 20 — Imunidade de Rebanho tratada graficamente.
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Fonte: Adaptado de Simon (2020, p. 9).

Dessa maneira, considerando a estratégia I, a vacinacao de 1 — Ry"' é condicao
suficiente e necessaria para a imunidade de rebanho. Ja a estratégia I1, ao serem introduzidos
individuos infecciosos e permitindo que a epidemia siga seu curso normal, uma fragao [R]
da populacao sera inevitavelmente infectada ao longo do tempo. A comparacao das duas
estratégias, Figura (20), mostra que uma fracao consideravelmente maior da populagao
serd infectada, caso seja permitido ou optado que a enfermidade siga seu curso em vez

de adotar-se a vacinagao como o plano necessario para o alcance a imunidade de rebanho
(SIMON, 2020).

A utilizacao do modelo compartimental SIR dependera de alguns fatores, entre os
quais, o tipo de enfermidade que se esta considerando. Conforme dito anteriormente, o
individuo adquire imunidade permanente ao longo da vida, o que é uma caracteristica pos-
recuperacao de algumas doencas virais conhecidas: sarampo, rubéola, catapora e caxumba.
Em contrapartida, diversas enfermidades tornam o individuo apenas temporariamente
imune, como € o caso da herpes e gripe, etc. Sendo assim, foram desenvolvidas algumas
variantes do modelo SIR, como por exemplo: SI (Suscetivel - Infectado) e SIS (Suscetivel -
Infectado - Suscetivel) que serdo analisadas a seguir (TOME; OLIVEIRA, 2020).
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3.3.3 Modelo SI

Considerado o mais simples entre todos os modelos matematicos epidemiol6gicos —
variante do modelo SIR — o modelo SI (Suscetiveis - Infectados) considera os individuos
nascidos sem imunidade e, uma vez infectados e sem tratamento, permanecem assim ao
longo da vida, sendo, portanto, portadores e transmissores eternos da enfermidade. Esse

modelo é adequado para descrever o comportamento de doencas virais como a AIDS e a
Herpes (COLLINS; ABDELAL, 2018).

Chasnov (2009) parte da ideia de que as equagoes diferenciais que governam o
modelo SI dependem inicialmente do niimero de individuos que sao infectados durante o
tempo At. Dessa forma, seja SAt a probabilidade de que uma pessoa contaminada infecte
uma vulneravel aleatoriamente durante o tempo At, entdo com S suscetiveis e I infectados,
o numero esperado de novos infectados na populacao N durante o tempo At serd dado
por SAtSI. Portanto, temos

[(t+ At) = I(t) + BALSI.

De ambos os membros, subtraindo-se I(t), dividindo-se, em seguida por At:

I(t+At) —
At

) _ 51

Fazendo At — 0, temos

I
I'= Z—t — 8SI.

A ideia é que a cada tempo t (em dias), dividamos a populagdo em suscetiveis,
S(t), e infectados, I(t). Ao considerarmos N como o tamanho total da populagao (sempre

constante), segue, por conseguinte, que

N =S(t)+ I(t). (3.15)

Diferenciando ambos os membros da equacao (3.15) em relagao ao tempo:

N _ d () art)
it~ dt dt

Uma vez que uma das suposi¢oes para o modelo é que a populagao se mantenha

constante, tem-se que
dN ds(t) dl(t)
— = = — . 1
TR dt (3.16)

Assim, podemos escrever a primeira equacao de mudanca, representada pela equacao

diferencial

I'(t) = Bx(tamanho da populagao de suscetiveis) x (tamanho da populagao de infectados)
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Assim, temos

as
I'= = pSI.
dt = ps

Para que tenhamos a mesma dimensao em ambos os membros, consideraremos

a proporcao de individuos infectados (z(t) = %) Assim, teremos as duas equagoes de

mudangca, conforme a equagao (3.16):

, dS
5= dt _ﬁ
I dI B ﬁ—

Figura 21 — Modelo compartimental SI.
B SI
S N

Fonte: O Autor (2021).

No comego de uma epidemia, o nimero de suscetiveis (S) é aproximadamente
igual ao tamanho da da populac¢do (N), uma vez que o ntimero de infectados () é infimo.

Aplicando-se essa ideia a equacao de mudanca do niimero de contaminados, tem-se que
NI
=p0— — = (1.
S L RLY
Integrando-se ambos os membros e reorganizando-se a equacgao diferencial
:/51: —:/ﬁdt.
1
Resolvendo-se as integrais, segue que

In|l|+Cy =t +Cy = I =% = [(t) = [

em que Iy é a populacdo inicial de infectados, dada por e®.

Essa féormula nos permite afirmar que no comeco da epidemia, o niimero de

infectados cresce exponencialmente. Porém, apés um certo periodo, ela se mostra irreal,
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uma vez que hd um fator limitante: o niimero total de individuos da populacao (N). Sendo
assim, devemos obter um modelo que limite o crescimento, ou seja, uma equacgao logistica

de crescimento populacional.

Da Equagao (3.15), podemos escrever S = N — [ e, portanto, a equacao diferencial

que descreve a mudanga no numero de infectados pode ser reescrita como segue:

dl (N —1) 1
I'=— =3[———~= I(l——).
dt P N p N
Além disso, também podemos escrever a equagao diferencial que governa a variagao

do niimero de suscetiveis, ao considerarmos I = N — S. Dessa forma, temos

yzgﬁz—ﬂs@tﬁﬁzﬁs(§—1)
dt N N

Assim, temos a equagao logistica do modelo SI, sendo N equivalente a capacidade
de carga (ou suporte) da populagdo. No periodo inicial da epidemia, o valor de I é infimo
e, quando t — oo, I — N e, portanto, quase toda a populagao estara infectada. Em
contrapartida, o valor de S no comeco da epidemia é quase o mesmo de N e, quando

t — 00, S — 0 e, por conseguinte, o niimero de suscetiveis serd irrisério. Logo, temos que

Seguindo a solucao analitica da Equagao (2.4) (Equagao Logistica de Verhulst), as

solugoes das equacoes diferenciais ordinarias anteriores sao dadas por

Iy
= £l + <1 - &) P_ﬁt7
v :
Iy
ﬂﬂ_N—&+O_&>%;
N N)°©

em que Iﬁ ¢ a proporgao de infectados; Iy, a populagdo de infectados no inicio epidémico
(t=0).

A Figura (22) mostra uma representacao grafica evolutiva do modelo SI.
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Figura 22 — Grafico do modelo SI a partir da equacao logistica do nimero de infectados.
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Fonte: O Autor (2021).

3.3.4 Modelo SIS

Segundo Chasnov (2009), o modelo SI pode ser estendido ao modelo SIS (Suscetiveis
- Infectados - Suscetiveis), em que um individuo infectado pode recuperar-se, ao adquirir
imunidade temporaria, e novamente tornar-se suscetivel. Sendo assim, este modelo é
apropriado para modelar enfermidades que comumente apresentam infecg¢oes reincidentes,
como por exemplo, o resfriado comum e dengue (virais), malaria e ameba (protozoarias),
hanseniase e coqueluche (bacterianas). Deste modo, é bastante apropriado o uso do modelo
SIS para a modelagem de enfermidades endémicas, ja que a imunidade permanente nao
é conferida aos recuperados, que eventualmente retornam a condicdo de “infectantes

recuperados” da doenca de acordo com a sazonalidade de circulacao do agente causador
(BRAUER; CASTILLO-CHAVEZ, 2012).

Assumindo a probabilidade de que um infectado recupere-se durante o tempo At
seja vAt, tem-se que o numero total de individuos contaminados que se recuperam no
tempo At é dado por I7At e, portanto (CHASNOV, 2009):

I(t + At) = I(t) + BALSH)I(t) — yALI(2).

De ambos os membros, subtraindo-se /(t), dividindo-se, em seguida por At:

I(t+ At) — I(t)
At

= pBST —~I.
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Fazendo At — 0. temos

I
I = flt = BST —~I.

Novamente, ao fazermos a analise dimensional, notamos que é necesséario trabalharmos
com a proporcao de individuos infectados. Dai segue que
Iz dl

ST
_%_BW—WI. (3.17)

Por outro lado, a equacao diferencial que governa a varia¢ao do niimero de individuos
suscetiveis é dada pela quantidade de individuos que se tornam infectados, ou seja, que
deixam a condicao de suscetibilidade, além daqueles que, apds a fase enferma, adquirem
imunidade temporaria e retornam a condi¢ao de suscetiveis. Sendo assim, podemos escrevé-

la como segue:
d I
S = d—f = —BS— + 1. (3.18)

Figura 23 — Modeclo compartimental SIS.
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Fonte: O Autor (2021).

A fim de encontrarmos o modelo logistico do modelo SIS, analogamente ao modelo
SI, consideramos N = S + I. Inicialmente, consideramos S = N — I e substituimos na
Equacao (3.5), temos que

=t () =)

Analogamente ao resultado da Equacao (2.4), a solugao analitica da equagao
diferencial ordinaria, Chitnis (2011), corrobora o resultado e a mudanca do nimero de

infectados no modelo SIS é dado analiticamente por
1
N(1- —)
(-7
s (5 (1- —) ~1) et
Iy
N —

I(t), obtém-se

Logo, uma vez que S(t) =

1
qoon-—"7)

N 1 '
T4 (1= —=—)—=1)e Rt
(5 (-7) )
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A Figura (24) mostra mostra uma representacao grafica evolutiva do modelo SIS.

Figura 24 — Grafico do modelo SIS a partir da equagao logistica do niimero de infectados.
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Fonte: O Autor (2021).

Na solugao analitica da equagdo diferencial ordinaria que rege o ntumero de

infectados, inferimos que, quando t — 0, I(t) — Iy e S(t) = N — Iy; e ao fazermos
t — o0, temos que I(t) = N (1 — E), o que nos faz concluir que
0

Ry > 1 = Estado epidémico,
Ry = 1 = Estado endémico,

Ry < 1 = Estado nao-epidémico.

No modelo compartimental SIS, apos a ocorréncia de uma epidemia, a populacao
atinge um equilibrio entre individuos suscetiveis e infecciosos. A condicdo para essa
estabilidade é que um individuo infectado deve infectar pelo menos um individuo suscetivel
antes de se recuperar (CHASNOV, 2009). Apds a ocorréncia da epidemia, algumas regioes
podem sofrer com a recorréncia sazonal de algumas doencgas, ou seja, as enfermidades

podem tornar-se endémicas (BRAUER; CASTILLO-CHAVEZ, 2012).
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4 Modelos SIR e SIS na Analise da
Propagacdo do SARS-CoV-2 (COVID-19)

Declarada pandemia em 11 de margo de 2020 pela Organizacao Mundial da Saude,
a COVID-19 é uma doenga infecciosa causada pelo SARS-CoV-2, denominado de “novo
coronavirus”, sétimo e tltimo membro (até a data) da familia (CoV), responsavel pela
ocorréncia da SARS (Severe Acute Respiratory Syndrome), “Sindrome Respiratoria Aguda
Grave” principalmente em humanos (ORGANIZACAO MUNDIAL DA SAUDE, 2020).

Virus, palavra latina que significa fluido venenoso ou toxina, caracteriza um
organismo microscopico formado por uma capsula proteica que compreende seu material
genético, podendo ser RNA e/ou DNA a depender do género. E denominado “parasita
intracelular obrigatorio”, uma vez nao dispoe de capacidade de autorreproducao e, portanto,
s6 consegue multiplicar-se apos invadir células suscetiveis para obter energia e nutrientes
a partir do controle da “maquinaria celular” (organelas) e entdo comegar o processo de
replicacdo (FUNDACAO JOAQUIM NABUCO, 2020). Esse mecanismo de multiplicacdo
instiga do debate sobre a classificacdo do virus em ser-vivo ou nao, resultado de variadas
percepgoes do significado da vida. Para uns, a capacidade de reproducao e evolugao de
acordo com as condigoes enfrentadas conferem ao micro-organismo em questao a qualidade
de ser-vivo, porém outros argumentam que pelo fato de nao disporem de metabolismo
préprio, deveriam ser classificados apenas como “particulas infecciosas” (FUNDACAO
JOAQUIM NABUCO, 2020; LODISH et al., 2000).

Membro do género Betacoronavirus, um dos géneros da familia Coronaviridae, o
SARS-CoV-2 ¢ indiretamente zoondtico, ou seja, transmitido a humanos por animais,
sendo a transmissao subsequente, essencialmente, inter-humana. Uma vez que a maioria
dos primeiros casos de COVID-19 foram relacionados a presenca dos infectados no mercado
Huanan, localizado na cidade chinesa de Wuhan, ¢ provavel que uma fonte animal fosse o
agente transmissor da enfermidade inicialmente. Neste caso, dada a semelhanca do virus
com 0s SARS-CoV-2 de morcegos, é bastante provavel e razoavel afirmar que estes sirvam

como hospedeiros para o micro-organismo (ANDERSEN et al., 2020).

Com uma taxa de mortalidade média de 2,2% no mundo, a COVID-19 é marcada
por infecgbes assintomaticas a quadros mais agravados, sendo a maioria dos pacientes
(80%) oligossintomaticos (poucos sintomas) ou assintomaticos (nenhum sintoma); 20%
apresentam dificuldade respiratéria e precisam de maior cuidado, dentre os quais 5%
precisam de auxilio ventilatério (ventilagdo mecanica) (BRASIL, 2020d; ORGANIZACAO
MUNDIAL DA SAUDE, 2020).
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Figura 25 — Componentes estruturais do SARS-CoV-2 (Coronavirus)
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Fonte: Quelselise (2020)

O periodo de incubagao da COVID-19, segundo a Organiza¢ao Mundial da Satde,
definido como o tempo entre a exposi¢ao ao virus e o inicio dos sintomas, ¢ em média de 5
a 6 dias podendo, contudo, estender-se até 14 dias. Em um quadro mais moderado/ameno
(97% dos casos), o tempo de recuperagio é de 14 dias, podendo estender-se a até 6 semanas
para quadros mais graves. Portanto, a quarentena deve ser aplicada por 14 dias a partir da
ultima exposicao até o caso confirmado ou logo apds a apresentacao do primeiro sintoma
caracteristico (febre, dor de cabeca, tosse, falta de ar, perda temporaria das capacidades
olfativa e/ou gustativa etc.). Os anticorpos comecam a aparecer, em média, de uma a
duas semanas apés a caracterizacao dos sintomas, tempo recomendado para o isolamento
(ORGANIZACAO MUNDIAL DA SAUDE, 2020).

Invididuos que obedecem as recomendagoes de distanciamento social, quarentena

e isolamento social desempenham papel fundamental no arrefecimento da propagacao
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viral. Além disso, é indispensavel para a diminuicao da probabilidade de contaminacao
a obediéncia a medidas e recomendacoes sociopoliticas e sanitarias, tais como: uso de
mascaras; frequente higienizagdo das maos; desinfeccao de ambientes e objetos; evitamento
de ambientes fechados com alta concentragdo humana, uma vez que a transmissao pode
acontecer independente da ocorréncia de sintonas (BELL, 2020). O Ry (ndmero de
reprodugao basico) do SARS-CoV-2 foi estimado entre 2 e 4 em uma populacao interagindo
normalmente, ou seja, cada individuo infectado, em média, é responsavel por 2 — 4 novas
infeccoes (BELL, 2020; ORGANIZACAO MUNDIAL DA SAUDE, 2020).

De acordo com Howard (2020), muitos de nés podemos ter uma resisténcia natural
ou imunidade adquirida em funcdo de contato anterior com outro virus da mesma
familia (SARS-CoV). Entretanto, a aborgagem deterministica do modelo SIR considera a

suscetibilidade geral populacional.

Consideraremos, portanto, que todos os individuos da regiao estudada sao suscetiveis.
Além disso, manter-se-a inalterada a média dos periodos de incubacao e recuperacao
(7), podendo-se, porém, controlar a taxa de transmissibilidade () ao respeitar-se as
medidas citadas anteriormente que impedem a propagacao e, consequentemente, a nimero
reprodutivo basico (Rg) também pode ser minimizado, fator responsavel pelo “achatamento”
da curva de infectados, estratégia adotada para desacelerar o contagio e evitar a superocupacao

do sistema de satde, extrapolando a capacidade de suporte, K.

4.1 Epidemiologia na Educacao Basica

Certamente, no ano de 2020, entre os termos mais usados pela midia em geral (rddio,
televisao, redes sociais, jornais, revistas etc.), estdo: pandemia, coronavirus, quantidade
de suscetiveis, nimero de infectados, populacao de recuperados, total de 6bitos, ntimero
reprodutivo béasico, achatamento da curva e modelagem. Nesse contexto de “niimeros”,
“quantidades” e “modelagem” e “achatamento da curva”, os matematicos passaram a ter

novos desafios.

Em matéria publicada pelo Jornal “O Globo”, em maio de 2020, Marcelo Viana,
Diretor Geral do Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) destaca o importante
papel desempenhado pela matematica na projecdo de cendrios e no planejamento de
quais caminhos seguir em meio & pandemia do coronavirus. Artur Avila, primeiro latino-
americano vencedor da Medalha Fields!, reiterou, na mesma reportagem, que “até pouco
tempo atras, era dificil convencer as pessoas da importancia de dominar a leitura de um
grafico. A ideia de achatar a curva foi difundida basicamente com todo mundo olhando
para um grafico. Tem um efeito educador” (BRASIL, 2014; ALFANO, 2020). Entretanto,

1

Conhecida como o Nobel de matematica pela importancia, a premiacao é entregue quadrienalmente de
dois a quatro notérios mateméaticos pesquisadores que tenham até 40 anos de idade.
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o Diretor prossegue afirmando que embora a ciéncia seja relevante para a elucidagao deste
e de outros temas tao relevantes, ainda é uma area preterida por alunos concluintes do
ensino médio, sendo esta realidade passivel de transformagcao, se a educacao basica fosse

incrementada e extrapolasse a parte tedrica, responsavel pelo “afastamento” dos discentes
(ALFANO, 2020).

Apesar de a modelagem matematica ser um tema crucial para o desenvolvimento
dos caracteres critico e investigativo de alunos do ensino médio, a maioria dos livros ainda
falha na apresentacao desse conteido. Se pararmos para analisar os exemplos de aplica¢ao,
veremos que a defasagem ¢ ainda maior. Esse problema ¢ discutido por Soistak (2010), que
afirma que o ensino de Matematica nas escolas passa por uma falta de contextualizacao,

que pode ser abrandado pela abordagem da modelagem matematica.

Dessa forma, o contexto atual requer a inclusao nos livros de mateméatica conceitos
mais solidos em modelagem e, buscando uma maior interidisciplinaridade, uma abordagem
do tema “epidemiologia matematica”, ciéncia consolidada no inicio do século XX, que
marcou a ideia de estratificacdo populacional em trés classes: suscetiveis, infectados e

removidos, o modelo SIR, ao qual aplica-se o conceito de “equagoes diferenciais” para a
obtencao da forca de propagagao viral (COBURN; WAGNER; BLOWER, 2009).

Para McClamroch e Montgomery (2009), a énfase na expansdo do ensino de
epidemiologia entre alunos mais jovens pode aumentar a conscientizacao sobre a area,
uma vez que oferece a eles uma aplicacdo pratica em Matematica e Ciéncias Naturais,
ou seja, uma abordagem interdisciplinar. O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM),
cujo objetivo, segundo o Ministério da Educagao (2020), é “avaliar o desempenho escolar
dos estudantes ao término da Educacdo Béasica”, foi instituido em 1998 e, apos ter a
metodologia aperfeicoada em 2009, passou a ser utilizado como “mecanismo de acesso
ao Ensino Superior”, sendo marcado por uma crescente interdisciplinaridade desde entao
(BRASIL, 2020c). Sendo assim, o conhecimento matematico deve ser visto como uma
integracao entre areas, de maneira aplicada, uma vez que é capaz de oferecer quantificacao

e qualificacao de diferentes fendmenos.

E fundamental a apresentacao dos tépicos epidemiolégicos aos alunos, incluindo
transmissao e controle de enfermidades, além de ética em satde publica. A interagdo em
grupos para tratar do tema também é uma atividade importante no ensino-aprendizagem e,
em semindrios, podem aprender conceitos estatisticos (distribuigao de frequéncia, resumo
de dados e probabilidade), cendrios epidemioldgicos (estudos experimentais e controle de

transmissao), medidas de prevaléncia e incidéncia, avaliagdo de dados coletados, etc.

A compreensao dos parametros epidemioldgicos como: taxa de transmissibilidade
(8), taxa de remogao (), nimero reprodutivo bésico (Ry), capacidade de suporte (K)
é crucial para que os alunos consigam entender e representar graficamente a forca e

o comportamento de uma epidemia ao longo do tempo. Entre os parametros citados,
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consideramos que o mais critico é o §, uma vez que ele mede o poder de propagacao viral

e por ser controlavel, sendo o fator fundamental para o calculo do Ry.

Para ilustrar os cenarios aos alunos, podemos mencionar que paises que adotaram
medidas logo apds os primeiros casos (Australia, Nova Zelandia e Noruega) conseguiram
controlar a propagacdo do patdgeno, ou seja, mantiveram o nimero reprodutivo basico
menor que ou igual a um (Ry < 1) e, consequentemente, garantiram que, em caso de
necessidade, os infectados pudessem ser tratados em unidades basicas de saude, sem
que o sistema ficasse sobrecarregado, resultando, portanto, em poucas vidas perdidas
(PETTERSON; MANLEY; HERNANDEZ, 2021). J4 os paises que nao incentivaram,
no inicio epidémico, a obediéncia as regras béasicas de higiene e distanciamento (Brasil,
Italia e Estados Unidos da América) mantiveram uma alta taxa de transmissdo viral,
descontrole da pandemia, com um nimero reprodutivo basico maior que um (Ry > 1) ¢,
consequentemente, extrapolaram, ou quase, a capacidade de suporte dos seus hospitais,
situagao infausta que causou a morte de milhares de individuos (PETTERSON; MANLEY;
HERNANDEZ, 2021).

A habilidade de construir um gréafico evolutivo da pandemia de COVID-19 utilizando
o modelo SIR é essencial para que os alunos nao s6 consigam representar os fenémenos
do contdgio e movimentagao de individuos entre “compartimentos”, mas também se
empenhem na busca por respostas e oferecimento de solugoes de contencao baseado em
conceitos matematicos. Sendo assim, tomando-se o modelo deterministico SIR, considera-se
uma populacao isolada, no sentido de que nao serao levadas em conta dinamicas vitais
(nascimentos, mortes e imigracoes). Além disso, Harraq, Hattaf e Achtaich (2020) sugerem

alguns pontos a serem enfatizados na abordagem no Ensino Médio:

(i) A populagao N, fixa em qualquer tempo, serd dividida em trés classes: Suscetiveis
(S), Infectados (I) e Removidos (R) e dada por: N = S(t) + I(t) + R(t);

(ii) A classe dos removidos compreende os recuperados, aqueles que adquiram imunidade

vitalicia, e os que foram a dbito, sendo R(0) = 0;

(iii) A taxa de transmissao é e a taxa de remocao é v, dado pelo inverso do tempo de

permanéncia do periodo infeccioso;

(iv) A ideia de “achatar a curva” é que se distribua de forma mais escalonada o niimero
de novos casos em um periodo mais longo, a fim de que as todos tenham acesso

garantido a atendimento.

Para modelar a evolucao da pandemia, é importante oferecer uma nog¢ao de equagoes
diferenciais aos alunos. Segundo Henderson (2002), uma forma intuitiva de apresentar o

tema é comparando-as com as equagoes simples abordadas ao longo do ensino fundamental,
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sendo estas expressoes que tém como solugdo um nimero, ao passo que aquelas apresentam
uma funcdo como resultado.

A Figura (26) ilustra didaticamente a variagdo populacional nos compartimentos.

Figura 26 — Representacao dos compartimentos do modelo SIR.

Fonte: Adaptado de Montoro (2020).

4.2 Modelos SIR e SIS no GeoGebra

No exemplo de aplicacao, utilizaremos o GeoGebra, que é um software livre,
desenvolvido em 2001 pelo matematico austriaco Mark Hohenharter, que combina os
conceitos de geometria e algebra e é uma poderosa ferramenta que torna o ensino-
aprendizagem da matema&tica mais atrativo (BRITO; OEIRAS et al., 2017). Diversos
trabalhos afirmam a efetividade da aplicacdo de softwares educacionais na educacao
matematica, conforme afirmam Moura, Santos e Silva (2016) ao sugerirem que tais
softwares podem ser agregados como recursos pedagdgicos, propiciando o desenvolvimento

de habilidades e estruturagao de novos conhecimentos.
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4.2.1 Aplicacao 1: propagacao viral em um ambiente escolar hipotético
Considerando um ambiente com 200 alunos, podemos simular a propagacao do
coronavirus ao longo de 120 dias. Primeiramente, definiremos algumas condicoes adequadas
ao modelo deterministico SIR:
(i) Ninguém entra ou sai da escola;
(ii) Todos sdo suscetiveis, ou seja, ninguém tem imunidade a COVID-19;
(iii) A capacidade de atendimento médico da escola é de 30 alunos;

(iv) O tempo médio de recuperacao (v) da COVID-19 é de 14 dias;

(v) Todo aluno infectado necessita de cuidados especiais durante 14 dias ap6s apresentar

sintomas;
(vi) O ntmero reprodutivo basico (Rg) é dado pela razao %;

Considerando um cenario de contagio inicial com 192 alunos suscetiveis e 8
infectados, faremos o estudo grafico da propagacao viral no GeoGebra. Lembremos que,
em qualquer tempo, o nimero total de alunos é dado por N = S + I 4+ R. Seguiremos o
roteiro de input dos dados no software, conforme sugerido por Harraq, Hattaf e Achtaich
(2020):

(i) Entrar com as condicoes iniciais S0 =192, I0 =8 e R0 = N — S0 — I0;

(ii) Inserir o valor do pardmetro ~y (1—14 ~ 0,07) e deixar o valor do pardmetro  em

aberto, obedecendo ao intervalo [0,1];
iii) Considerar o tempo maximo (,,q,) de ias para a modelagem;
(iii) Consid ximo (£ng,) de 120 di delag
(iv) Inserir as equagoes diferenciais:
1
a. S,(t,S,I,R) = _B*S*_
N
1
b. I'(t,S,I, R) zﬁ*S*N—y*I
c. R(t,S,I,R)=~=x*1I
(v) Entrar “Resolver EDONumericamente({S’,I', R'},0,{S50, 10, RO}, t,na.)”

(vi) Inserir as Equagoes:

=

a. Inserir: Ry = —

2

1
b. Inserir: I = N * |1 — —(1 4+ InRy)
Ro
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c. Inserir: So, = S0 % e fio

1

d. Inserir: p. =1— —

Ry

Apoés a entrada dos valores na tela inicial no GeoGebra, como mostrado na Figura

(27), definimos os trés controles deslizantes que possibilitardo o acompanhamento da

propagacgao do virus: taxa de transmissao (), taxa de remocao () e o tempo (em dias).

Figura 27 — Tela inicial do GeoGebra com os dados de entrada sugeridos (modelo SIR).
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Fonte: O Autor (2021).
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A partir da Figura (28), percebe-se uma tendéncia inicial de crescimento exponencial

do niimero de infectados e de removidos, ao passo que o nimero de suscetiveis experimenta

um decrescimento exponencial. Considerou-se, para o primeiro cenario, o coeficiente de

transmissao (5) — taxa de sucesso em que um contato Suscetivel-Infectado resulte em

uma nova infecgdo — de 0, 14, e uma taxa de remogao (v) — taxa em que infectados se

recuperam ou vém a ébito — de 0,07, que é o inverso do tempo médio de recuperacao para

uma versao mais amena da COVID-19: 14 dias. Dessa maneira, um aluno infectado com

COVID-19 pode causar até duas novas infecgoes, valor pertencente ao intervalo sugerido

pela Organizacao Mundial da Satide. O nimero maximo de infectados (1,,q,) € 31, valor

atingido aproximadamente no 40° dia epidémico. Além disso:

(i) Quando t — oo, o nimero de suscetiveis é 26;

(ii) A imunidade de rebanho seria atingida com 50% da populagao vacinada,

(iii) No fim da simulacao (¢ = 120), tem-se que:
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a) S ~ 40;
b) I ~4;
¢) R~ 156;

Figura 28 — Evolugao epidémica para Rg = 2.
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Fonte: O Autor (2021).

Na Figura (29), temos a representagdo de um segundo cenério epidémico, com

Ro = 2,5. Verifica-se que o nimero maximo de alunos infectados é 47, valor atingido

aproximadamente no 33° dia epidémico, uma semana adiatado em comparac¢do ao cenario

anterior. Essa situagdo ja configura uma sobrecarga do sistema de tratamento escolar

(K = 30).

Além disso, infere-se da Figura (29) que:

(i) Quando t — oo, o nimero de suscetiveis é 16;

(ii)) A imunidade de rebanho seria atingida com 60% da populacao vacinada;

(iii) No fim da simulacdo (¢ = 120), tem-se que:
a) S~ 20;
b) I ~4;
¢) R~ 176;
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Figura 29 — Evolucao epidémica para Rg = 2, 5.
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Fonte: O Autor (2021).
O terceiro cendrio, representado pela Figura (30), mostra a propagagao viral

simulada com um Ry = 3. Verifica-se que o niimero maximo de estudantes infectados é 61,

valor atingido aproximadamente no 27° dia epidémico.

Figura 30 — Evolugao epidémica para Ry = 3.
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Fonte: O Autor (2021).
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Ademais, a Figura (30) mostra que:

(i) Quando t — oo, o niimero de suscetiveis é 10;
(ii) A imunidade de rebanho seria atingida com 67% da populac¢ao vacinada;
(iii) No fim da simulacdo (¢ = 120), tem-se que:
a) S~ 11;
b) I ~1;
¢) R~ 188;

Considerando Ry = 3,5 (quarto cendrio), no 24° dia epidémico, atinge-se o niimero

méximo de infectados (72 alunos), conforme mostrado pela Figura (31).

Figura 31 — Evolugao epidémica para Ry = 3, 5.
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Fonte: O Autor (2021).

Além do mais, da Figura (31), constata-se que:

(i) Quando t — oo, o nimero de suscetiveis é 6;
(ii) A imunidade de rebanho seria atingida com 71% da populagao vacinada,
(iii) No fim da simulagao (¢ = 120), tem-se que:

a) S~ T;
b) I ~1,;
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c) R=192;

Em um quinto cenario, em que Rg = 4, atinge-se o nimero maximo de infectados

(81) no 21° dia epidémico, conforme representado na Figura (32).

Figura 32 — Evolugao epidémica para Rg = 4.
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Fonte: O Autor (2021).

Ademais, depreende-se que:

(i) Quando t — oo, o niimero de suscetiveis é 4;
(ii) A imunidade de rebanho seria atingida com 75% da populacao vacinada,
(iii) No fim da simulacdo (¢ = 120), tem-se que:
a) S~ 3;
b) I ~1;
¢) R~ 196;
Ao considerarmos um valor de 5 infecgoes secundarias a partir de um aluno,

infectado, chega-se ao niimero méaximo de 96 infectados no 17° dia aproximadamente,

como mostrado na Figura (33). Além disso, verifica-se que:
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Figura 33 — Evolucao epidémica para Rg = 5.
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Fonte: O Autor (2021).

(i) Quando t — oo, o nimero de suscetiveis é 2;
(ii)) A imunidade de rebanho seria atingida com 80% da populagao vacinada;
(ii) No fim da simulagdo (¢ = 120), tem-se que:

a) S~ 1;
b) I ~1;
c) R~ 198;

Tabela 1 — Correspondéncia Ry — I — t (dia).

R() Ima,x t (dza)
2,0 31 40°
2,5 | 47 339
3,0 61 27°
35| 72 9240
4,0 | 81 21°
50| 96 170

Fonte: O Autor (2021).

Sendo assim, conforme mostra a Tabela (1), quanto maior o niimero de reprodugao
béasica, mais rapidamente o nimero maximo de infectados sera atingido e, portanto, maior

a forga de propagacao viral.
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A ideia de achatamento da curva passa principalmente pela estrita obediéncia as
medidas sanitarias e de distanciamento minimo. Se o valor de R, permanecer expressivo,
muitos alunos ficarao doentes ao mesmo tempo e a escola nao conseguird prestar assisténcia
a todos que necessitam. Uma curva mais achatada (ou “mais plana”) ilustra uma situagao
de abrandamento da propagacao viral. Isso quer dizer que o mesmo niimero de pessoas
pode ficar doente, porém as infecgoes acontecerao em um periodo de tempo mais longo,

permitindo, assim, que todos recebam tratamento (NAZARIO, 2021).

Supondo que os alunos estejam seguindo satisfatoriamente tais medidas, podemos
considerar um S = 0,105 e, portanto, teremos um Ry = 1, 5, ou seja, um infectado geraria

menos de duas infecgdes secundarias, em termos probabilisticos.

Figura 34 — Evolucao epidémica para Ro = 1,5
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Fonte: O Autor (2021).

20

Sob essas condigdes, o nimero maximo de infectados, de acordo com a Figura (34),
é de aproximadamente 18 alunos no 50° dia epidémico. Além disso, observa-se que:
(i) Quando t — oo, o nimero de suscetiveis é 43;
(ii)) A imunidade de rebanho seria atingida com 33% da populacao vacinada,
(iii) No fim da simulacao (¢ = 120), tem-se que:

a) S~ 84;
b) I =~ 6;
¢) R~ 110;
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4.2.2 Aplicaciao 2: a endemizacao da epidemia

Apés o periodo epidémico, algumas enfermidades podem tornar-se presentes ou
prevalecentes em determinada populagao, em certa(s) época(s) do ano. Neste caso, diz-se

que uma enfermidade adquiriu um carater endémico, alcancando uma estabilidade local.

Dessa forma, usaremos o modelo SIS, uma vez que apds o periodo infeccioso,
o enfermo torna-se suscetivel, ou seja, ndao ha imunidade permanente apés a infeccao.
Considerar-se-4 um cenario analogo a Aplicacao 1, ressaltando, contudo, a presenca de
apenas dois compartimentos (suscetiveis e infectados) e que, portanto, N = S(t) + I(t).
Faremos um roteiro andlogo ao sugerido por Harraq, Hattaf e Achtaich (2020) no input
dos dados no GeoGebra:

(i) Entrar com as condigoes iniciais SO = 192 ¢ 10 = §;

(ii) Inserir o valor do parametro v (3 ~ 0,07) ¢ deixar o valor do parametro § em
aberto, obedecendo ao intervalo [0,1];

(iii) Considerar o tempo MAaXimo (t,,4.) de 120 dias para a modelagem;
(iv) Inserir os seguintes comandos no campo de entrada:

a. S'(t,5,1) = = * S % % + I

b. I’(t,S,I)zﬁ*S*%—V*I

(v) Entrar “Resolver EDONumericamente({S’,1'},0,{S0, 10}, t;naz)”

Figura 35 — Tela inicial do GeoGebra com os dados de entrada sugeridos (modelo SIS).
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Fonte: O Autor (2021).
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As Figuras (36) - (40) mostram a evolugao da epidemia de acordo com o Rg. Apds
determinado tempo, verifica-se a endemizacgao, ou seja, uma tendéncia de permanéncia

local da enfermidade, observado a partir da manutencdo do nimero de infectados.

Figura 36 — Evolugao epidémica durante 120 dias (modelo SIS) para Ry = 2.
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Fonte: O autor (2021).

Figura 37 — Evolugao epidémica durante 120 dias (modelo SIS) para Ry = 2, 5.
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Figura 38 — Evolugao epidémica durante 120 dias (modelo SIS) para Ry = 3.
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Fonte: O Autor (2021).

Figura 39 — Evolugao epidémica durante 120 dias (modelo SIS) para Ry = 3, 5.
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Figura 40 — Evolugao epidémica durante 120 dias (modelo SIS) para Ry = 4.
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Fonte: O Autor (2021).

Os gréficos da simulagao de contagio usando o modelo SIS mostram que o crescimento
do nimero de infectados é o “espelho” do decrescimento do nimero de suscetiveis. No
modelo deterministico, uma vez que nao sdo considerados fenémenos externos e dindmicas
vitais, o grafico mostra-se regular. Apds as duas populagoes atingirem o mesmo valor,
percebe-se uma tendéncia de estacionariedade, que assim se mantera até que haja uma

mudanga no nimero reprodutivo bésico.

No cenario escolar considerado na Aplicagao 1, caso a COVID-19 se mostrasse
uma enfermidade recorrente no local (nao havendo imunidade intermitente ap6s o periodo

infeccioso), o gréfico teria, portanto, um comportamento diferente do modelo SIR.

Dessa forma, quanto maior o nimero reprodutivo basico no inicio epidémico, mais
acentuada sera a queda no nimero de suscetiveis em um pequeno espago de tempo. Em

contrapartida, o nimero de Infectados subira em igual magnitude no mesmo intervalo.

Tabela 2 — Correspondéncia Ry — tempo em que S = I.

Ro t (dza)
2,0 | 120°
2,5 | 40°
3,0 | 27°
35| 21°
4,0 | 17°

Fonte: O Autor (2021).
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A Tabela (2) mostra a correspondéncia entre o R e o tempo em que o nimero de
suscetiveis iguala-se ao de infectados. Percebe-se, portanto, que quanto maior o nimero de

reproducao basica, mais rapidamente os dois valores populacionais se equiparam.

Quando o Ry = 1, conforme mostrado na Figura (41), hd um equilibrio bem
definido entre os niimeros populacionais de suscetiveis e infectados e afim de que nao haja
um descontrole epidémico/endémico, todas as medidas de distanciamento, quarentena,

isolamento e sanitarias devem ser obedecidas.

Figura 41 — Evolugao epidémica durante 120 dias (modelo SIS) para Ry = 1.
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Fonte: O Autor (2021).
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5 Consideracoes Finais

Alguns conceitos foram expostos, principalmente em modelagem, estado de um
sistema, crescimento populacional e epidemiologia basica, analisados sob as 6ticas da
matematica e biologia. A modelagem matemaética epidemioldgica da propagacao do SARS-
CoV-2 foi sugerida com o uso do modelo SIR para aplicagdo no Ensino Médio. O software

GeoGebra foi utilizado para a construgao de gréaficos dindmicos das variaveis de interesse.

E papel da escola, e, portanto, do professor, promoverem o ensino-aprendizagem
interdisciplinar ao aluno, a fim de que este possa compreender a realidade em sua volta sob
diversos aspectos. O uso de modelos matematicos vai ajudar na interpretagdo do fenémeno
em estudo. Uma vez adquirida essa habilidade, o aluno do Ensino Médio aumenta a sua
capacidade logica para exercer com mais competéncia seu papel protagonista de agente

transformador em véarios ambitos, principalmente nos meios digitais.

Podemos considerar, por conseguinte, como o principal resultado obtido a criacao
de um roteiro interdisciplinar que pode servir como um guia a docentes, para que, dentro
de suas condigoes e realidades, possam abordar em sala de aula, o tema da propagacao viral
do SARS-CoV-2 e disseminacao da COVID-19, estimulando os alunos a compreenderem
graficos, além de reforcar a importancia do respeito a medidas de contengdo do avancgo da
pandemia. Além disso, pode-se enfatizar a importancia do estudo da matematica como

essencial para a compreensao de fenomenos interdisciplinares.

Para trabalhos futuros, varias abordagens podem ser feitas, como por exemplo, a
inclusao de novos compartimentos no modelo SIR. Tem-se, por exemplo, o compartimento
E (Expostos), resultando no modelo SEIR. Podemos ainda sugerir a adi¢gdo de um
compartimento Q (Quarentena), resultando no modelo SIQR, entre outros. Quanto mais
compartimentos e incertezas consideradas, mais precisa podera ser a avaliagao do fenémeno
observado, porém mais complexa serd a obtencao de solugoes analiticas das equagoes
modeladoras. Além disso, podemos sugerir uma abordagem estocéstica com dados reais, e
consequentemente a modelagem computacional com o apoio de linguagens de programacao
tais como: MATLAB, Python e R.
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