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Resumo

O setor gravitacional do Modelo Padrao Estendido (MPE) é estudado, e sdo exploradas as
influéncias dos termos de violagdo da simetria de Lorentz em quantidades fisicas que testam a
Relatividade Geral (RG). Analisamos um modelo especifico onde a violagao ocorre de forma es-
pontanea, através da dindmica de um tnico campo vetorial chamado campo bumblebee. Iniciamos
o trabalho fazendo uma discussao geral das transformagoes de Lorentz e do grupo de Lorentz, que
sdo os elementos basicos que nos permitem falar na existéncia da simetria de Lorentz. Distingui-
mos em seguida transformagoes de observador e de particula, conceitos estes que sdo equivalentes
na Relatividade Restrita (RR), mas que ganham uma importante distingao em modelos que ad-
mitem violagdo da simetria de Lorentz. Posteriormente, apresentamos um modelo bem conhecido
da Teoria Classica de Campos para ilustrarmos como a quebra espontanea de simetria ocorre num
contexto classico. Em seguida, a lagrangiana do MPE é apresentada, e discutimos em detalhes
o setor gravitacional deste modelo. Uma discussao geral dos modelos bumblebee ¢é feita em se-
guida, e depois apresentamos o modelo tedrico com o qual trabalhamos. Apds restringirmos a
nossa anéalise para o estado de minima energia do campo bumblebee, passamos a calcular algumas
quantidades fisicas de interesse. As equagoes de movimento do modelo sao obtidas, e uma solugéo
de vacuo para um espago-tempo esfericamente simétrico ¢ encontrada (métrica de Schwarzschild
modificada). Fazemos uma breve discussao a respeito da realidade fisica da modificagdo encon-
trada, com a finalidade de mostrar que nao se trata de uma quebra aparente que poderia ser
eliminada por uma transformacao de coordenadas. De posse da métrica encontrada, calculamos
algumas quantidades fisicas conhecidas que testam a RG e que sao medidas experimentalmente
com alta precisdo. Finalizamos o trabalho impondo para cada teste feito um limite superior para,

os parametros de violagao.

Palavras-chave: Violagao espontanea da simetria de Lorentz, Modelo bumblebee, Corre¢oes
da RG.



Abstract

The gravitational sector of Standard Model Extension (SME) is studied, and the effects of
Lorentz violating terms in physical quantities that test the General Relativity (GR) are explored.
We analyze a specific model where the violation occurs spontaneously, through the dynamics
of a single vector called bumblebee field. We initiate this work by making a general discussion
about Lorentz transformations and Lorentz group, the basic elements that allow us to speak
in Lorentz symmetry. We distinguish between observer and particle transformations, equivalent
concepts in Special Relativity (SR) but with an important distinction in Lorentz violating models.
After, we present a well known model of Classical Field Theory to illustrate how the symmetry
is spontaneously broken at a classical context. We present the lagrangian of MPE and we discuss
in details its gravitational sector. A general discussion of bumblebee models is made, and then
we present the theoretical model we work. After we restrict our analysis to minimum energy of
bumblebee field, we calculate some physical quantities of interest. The field equations of model
are obtained and a vacuum solution of a spherically symmetric spacetime is encountered (modified
Schwarzschild metric). We make a brief discussion about the physical reality of the modification
encountered, with the aim to show it is not a fake modification that could be eliminated by a
coordinate transformation. With the found metric, we calculate some known physical quantities
that test the GR. We finalize this work by imposing a superior limit on the violating parameters

for each test made.

Keywords: Spontaneous violation of Lorentz symmetry, Bumblebee model, GR corrections.
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1 Introducao

E de conhecimento geral que a Fisica Moderna, que teve suas bases estabelecidas no século
XX, se assenta essencialmente em dois pilares: a Relatividade Geral (RG) e o Modelo Padrao
da Fisica de Particulas (MP). A primeira descreve a gravitagdo a nivel classico, ao passo que
a segunda descreve todos os fendmenos fisicos envolvendo particulas e campos a nivel quantico.
Ambas as teorias adquiriram, ao longo do século XX e também do XXI, um enorme sucesso no
meio cientifico, tendo as suas previsoes sido testadas com uma boa precisdo (desde a previsao do
desvio na trajetéria de um raio luminoso por influéncia de um campo gravitacional pela RG até
a recente descoberta do boson de Higgs pelo MP em 2012), de modo que, sem davida alguma, a
construcao destas duas teorias foi fundamental para a formacgdo da nossa atual compreensao do

universo, bem como para a nossa forma de pensar a natureza.

Entretanto, é também largamente conhecido que o sucesso das referidas teorias veio acompa-
nhado de um grande problema, ainda sem solucdo, para a Fisica do século XX/XXI: o conflito
entre a RG e o MP e a impossibilidade de descrevé-las dentro de uma mesma estrutura teérica
(problema da unifica¢ao). Nos fenomenos descritos pela RG ou pelo MP, o problema da nao uni-
ficagdo nao gera nenhum conflito, uma vez que nas escalas de energia onde sao aplicadas somente
é necessério usar uma delas para ter uma boa descricao do fendémeno estudado. Contudo, a busca
de uma teoria que descreva consistentemente a unificaggo da RG com o MP ¢ fundamental, uma
vez que isso é crucial para a compreensao de certos fenémenos fisicos que envolvem uma mistura
entre os tipos de fendmenos descritos pelas duas teorias (como é o caso dos buracos negros ou do
universo primordial, onde se tem grandes massas comprimidas em dimensoes de distdncia muito
pequenas). Foram muitas as propostas que surgiram desde o século passado para se fazer essa
unificac¢ao (teoria de cordas, gravitagao quantica de lago etc.), de modo que quaisquer pesquisas
feitas no sentido de intentar fazer essa unificagao ou de elucidar aspectos dessa teoria unificada é

de grande importancia para a Fisica como um todo.

A Fisica atual prevé que a unificagao entre a RG e o MP deve ocorrer numa escala de energia
altissima (conhecida como escala de Planck, com aproximadamente 1019GeV de energia), e que é
atualmente inacessivel aos experimentos. Entretanto, apesar de ser impossivel a realizagao direta
de experimentos nesse regime de energia, poderfamos, em principio, observar em nosso regime

de baixas energias (acessiveis aos experimentos atuais) sinais dessa teoria unificada da escala de
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Planck. Nesse sentido foi proposto o Modelo Padrao Estendido (MPE), uma teoria de campo
efetiva que surge com o intuito de tentar captar alguns sinais indiretos da existéncia dessa teoria

unificada nos regimes de baixas energias.

A proposta central do MPE ¢ dizer que, na escala de Planck, deve ocorrer uma violagdo da
simetria de Lorentz. Esta violagao seria tao evidente em regimes de alta energia, a ponto de dois
observadores perceberem fisicas diferentes pelo simples fato de estarem se movendo entre si com
velocidade constante. Em nosso regime de energia, no entanto, nao observamos sinais dessa quebra
de simetria (a relatividade é perfeitamente valida). Assim, se essa violagdo existe, devemos supor
que os seus efeitos, em nosso atual regime de energia acessivel aos experimentos, sejam muito
pequenos, uma vez que nao sao observados. Portanto, os sinais desta violagdo da simetria de
Lorentz, apesar de serem expressivos somente em altas energias, ji poderiam ser observados em

experimentos altamente sensiveis em regimes de baixas energias.

A proposta do MPE baseia-se na possivel quebra ou violacdo de uma simetria fundamental
da natureza (simetria de Lorentz). Essa possibilidade de violagao da simetria de Lorentz esta hoje
amparada em algumas evidéncias experimentais que sugerem que isto poderia de fato ocorrer,
e que servem como motivagdo para o desenvolvimento e o estudo de modelos com violacao da
simetria de Lorentz. Como exemplo de duas destas evidéncias experimentais, podemos citar a
sugestao da variagio da constante de estrutura fina o = €2 /hc [1-3] (resultante da observacio do
espectro de estrelas), e o estudo do tempo de vida de raios cosmicos ultra energéticos com niveis
de energia acima do limite GZK [4, 5] (particulas estas que seriam esperadas decair muito antes
de chegarem a Terra). Neste caso, uma possivel explicagao para estas evidéncias é que o valor
de ¢ poderia nao ser constante, e assim, estas particulas poderiam desenvolver em seus trajetos
velocidades maiores que a da luz. Uma outra importante motivagao para se estudar modelos com
violagao da simetria de Lorentz é que isto poderia trazer modificagoes na fisica de particulas e
campos. Isso ocorre porque o teorema CPT (que estabelece que a simetria CPT nao pode ser
violada na natureza), tem sua demonstragao baseada na impossibilidade de violagao da simetria de
Lorentz. Deste modo, se a simetria de Lorentz puder ser violada, a simetria CPT também poderia,

0 que traria em principio modificagbes relevantes para o entendimento da fisica de particulas.

A ideia de que uma quebra da simetria de Lorentz deve ocorrer na escala de Planck ja é bem
aceita e ja ganhou muitos adeptos desde que foi lancada. No entanto, os modos como essa quebra
poderia ser implementada nos modelos tedricos sao diversos, se dividindo em duas categorias ou
formas de violagao: a quebra explicita e a quebra esponténea (conforme discutiremos brevemente
na ultima segdo do capitulo 2). Particularmente, a quebra espontinea da simetria de Lorentz
proposta por Kostelecky e Samuel [6] em 1989 é amplamente aceita pela comunidade como um
modo sistematico de introduzir a violacao de Lorentz. Estes dois pesquisadores se inspiraram
em modelos de teoria de cordas, onde termos que permitem a quebra espontinea da simetria de

Lorentz surgem naturalmente (através de algumas quantidades tensoriais que adquirem um valor
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esperado de vacuo nao nulo), sendo esta a inspiragdo para a implementagdo do MPE.

Estudos posteriores indicaram que a gravidade quéntica de lago, as teorias de campo nao-
comutativas, cenarios de mundo-brana e modelos de dindmica aleatéria também envolvem a vio-
lacdo da simetria de Lorentz. Estas observagoes fizeram com que o interesse no estudo da quebra
ou violagado da simetria de Lorentz crescesse rapidamente nas ultimas décadas, uma vez que pode-
ria haver uma forma de testar, entre as teorias candidatas para a gravitacao quantica, qual seria

a melhor em descrever tais efeitos.

A dissertacao segue o seguinte desenvolvimento: No capitulo 2 fazemos a introducao das
transformagoes de Lorentz, os elementos basicos que permitem falar da existéncia de uma simetria
fundamental do espago-tempo que garante a universalidade das leis da Fisica para quaisquer
observadores inerciais (simetria de Lorentz). E feita, portanto, neste capitulo, uma breve revisao
das transformacoes de Lorentz, grupo de Lorentz e discutidas algumas de suas propriedades.
Comenta-se, ainda, brevemente sobre a importante distin¢ao entre invariancias globais de Lorentz
(que ocorrem no contexto do espago plano da Relatividade Restrita) e invaridncias locais de

Lorentz (que ocorrem no contexto de espagos curvos da RG).

Uma discussdo mais detalhada do MPE e da ideia introduzida por Kostelecky e Samuel sera
feita no capitulo 3. Inicialmente, sera apresentado o modelo tedrico do MPE, para depois se
discutir os modelos que implementam a violacao espontanea da simetria de Lorentz através da
dinadmica de um campo vetorial B,,. Notamos que, pelo ja discutido acima, na construcao da
lagrangiana que descreve o MPE, é esperado que esta contenha a lagrangiana da RG, a lagrangiana
do MP ¢ uma lagrangiana adicional que carregaria em sua estrutura os termos de violacao da
simetria de Lorentz. Esta lagrangiana deve ser construida de modo tal que, em baixas energias,
recuperemos as teorias da RG e do MP. Desse modo, os efeitos da dindmica dos campos que
produzem a quebra espontanea de Lorentz sdo irrelevantes em energias suficientemente baixas.
Essas questoes envolvendo a construgao da lagrangiana do MPE serao discutidas com mais detalhes

na primeira sec¢ao do capitulo 3.

Logo em seguida, fazemos uma discussao geral do modelo que serd usado neste trabalho,
mediante o qual a quebra esponténea da simetria de Lorentz sera implementada, conhecido como
modelo bumblebee. Fazemos inicialmente uma discussao geral desses modelos bumblebee, para
depois particularizarmos aos termos com os quais nos preocuparemos na presente dissertacgao.
Por fim, discutimos no final deste capitulo o modelo teérico com o qual trabalharemos, bem como
deduzimos as equagoes de campo de Kinstein com as modificagoes implementadas pela quebra
espontanea. Assim, a dissertacao tem por objetivo verificar as modificagbes causadas pelos termos

de violagao de Lorentz em quantidades fisicas amplamente conhecidas por testarem a RG.

O MPE incorpora o termos de violagao de Lorentz (VL) em todos os setores de interagao do

Modelo Padrao das Particulas Elementares e da Relatividade Geral. Contudo, nesta dissertagao,



1 Introducgao 11

focaremos somente no setor gravitacional deste modelo e, visando simplificar as contas, trabalhare-
mos em geometrias com tor¢do nula (geometrias riemannianas), onde a conexao ('], ) é simétrica
em seus indices covariantes. Ressaltamos, no entanto, que numa discussao mais completa do MPE,
¢ necessario usar o formalismo das tétradas (vierbein) no espago-tempo de Riemann-Cartan [7]
(que admite torgao nao nula). Isto se faz necesséario pois o formalismo vierbein admite espinores
(que representariam as particulas), além de fazerem uma distingao natural entre transformagoes
de Lorentz locais e transformagoes gerais de coordenadas, o que nao ocorre no formalismo usado
para o espago de Riemann da RG, onde derivadas covariantes atuam em representagoes do grupo
GL(4,R). Neste cenario mais complexo, é adequado discutir o MPE em todos os seus setores
(envolvendo tanto setores da RG quanto do MP). Se quisermos, a partir deste cenario geral, re-
cuperarmos o espago-tempo de Riemann da RG, basta fazermos o limite de torgao nula, sendo

Minkowski um caso especial onde se tem tanto tor¢ao nula quanto curvatura nula.

A discussao poderia entdao partir deste cenario mais complexo e posteriormente fazermos a
restricdo para cenérios mais simples e assim ver o que ocorre nos espagos-tempos da RG e por
fim, da RR. No entanto, a nossa discussao sera feita partindo-se do caso mais simples dos espagos
da RG, visando posteriormente (como perspectivas futuras para além desta dissertacdo) uma
compreensao mais geral de cenarios envolvendo tor¢ao nao nula. Portanto, o formalismo vierbein
¢ ideal se quisermos estudar os setores do MPE inteiros, mas isto nao sera necessério neste trabalho,
uma vez que nos focaremos somente no setor gravitacional desta teoria efetiva (ndo incluiremos

espinores no desenvolvimento da dissertagao).

Por fim, no capitulo 4, mostramos as modificagoes produzidas pelos efeitos da quebra da
simetria de Lorentz em algumas observagoes ou quantidades fisicas que testam a Relatividade
Geral. Esses testes incluem o avango do periélio de Mercurio, o desvio da luz devido a presenca de
um campo gravitacional e o atraso do tempo de recep¢ao de um sinal luminoso devido a curvatura
do espago-tempo. Encerramos este ultimo capitulo estabelecendo alguns limites superiores para

os pardmetros de violagdo da simetria de Lorentz.
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2 Simetrias do espaco-tempo em Relatividade

Discutimos neste capitulo sobre a simetria que desempenha um papel central no presente
trabalho: a simetria de Lorentz. Iniciamos fazendo uma discussao geral das transformacoes de
Lorentz e do grupo de Lorentz, estabelecendo em seguida as relagoes que o definem, e fazendo ao
final uma distingao entre invariéncias globais e locais de Lorentz. Posteriormente, fazemos uma
breve discussao sobre transformagoes de observador e de particula, conceitos estes que ganham
uma especial importancia em modelos que admitem violacdo da simetria de Lorentz. Por fim,
ilustramos no final do capitulo um exemplo de como ocorre a quebra espontinea de simetria
numa teoria classica de campos, e encerramos falando sobre a violacdo espontanea da simetria de

Lorentz, que é a ideia propriamente dita com a qual iremos lidar neste trabalho.

2.1 Transformacoes de Lorentz globais e locais

Um dos postulados da Relatividade Restrita (RR) afirma que as leis da Fisica devem ser
invariantes sob transformagoes de Lorentz. Deste modo, para um dado evento localizado no espago-
tempo pelo quadrivetor z#, dois observadores inerciais distintos (S e S’) que se movem entre si
com velocidade relativa v, o percebem de modo tal que suas coordenadas estejam relacionadas

pela seguinte transformacgao:

u
= (t— gaz)

¥ = ~(z—ot)

vy o=y

7 = 2z (2.1)

onde v = (1 —v?/c?)~1/2 é o fator de Lorentz, e onde supomos que os dois observadores se movem
entre si de modo que os seus eixos z e 7’ estejam alinhados. Na RR, qualquer grandeza fisica
(velocidade, momento ctc...) ¢é relacionada pelas transformagoes (2.1) de modo tal a deixarem as

leis fisicas invariantes.

O estudo de quantidades que nao dependem do referencial em que sao observadas (escalares

de Lorentz) tem um papel central na RR. Um escalar de Lorentz bem conhecido ¢ o elemento de
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linha ds, que fornece a distancia entre dois pontos do espaco-tempo. Na RR, ele é dado por:
ds® = —c2dt? + da® + dy* + dz*. (2.2)

A sequéncia de sinais em (2.2) estabelece uma assinatura que é propria da RR, e define o chamado

espago-tempo de Minkowski. Reescrevendo (2.2) como
ds? =y, datda”, (2.3)

temos que este espaco é caracterizado pela métrica 7, = diag(—,+,+,+).

As transformagoes de Lorentz (2.1) podem ainda ser reescritas de uma forma mais simples
como a agao de uma matriz de ordem 4 x 4 (de coeficientes A*,) sobre vetores coluna que repre-

sentam pontos do espago-tempo. Deste modo sucinto, (2.1) se escreve:
't = AP, Y, (2.4)

a matriz A é chamada matriz de Lorentz e a sua atuacao representa a transformacéo propriamente

dita. E ainda imediato de (2.1) que a sua forma matricial ¢ dada por:

v By 0 0
00

A= 607 g 10 (25)
0 0 01

Verifica-se que as matrizes (2.5) formam parte de um grupo conhecido como grupo de Lorentz.
Este grupo é definido de modo tal que a transformacao causada por um de seus elementos deixa
o produto escalar de dois quadrivetores invariante. Deste modo, sendo dados dois quadrivetores

M e yH, a exigéncia de que m’“yL = zty, implica que as matrizes A} satisfacam a igualdade:
N AGAG = Nap- (2.6)
As matrizes A que satisfazem (2.6) caracterizam o grupo das transformagoes de Lorentz.
A equagao (2.6) pode ser reescrita como:
Ay = nap — ATnA = 1. (2.7)

Da relagao matricial (2.7), seguem de imediato as propriedades de fechamento, associatividade,
existéncia de elemento neutro e inverso das matrizes A, propriedades estas necessarias para a
existéncia de um grupo. Portanto, o grupo de Lorentz pode ser caracterizado pela relagao (2.6)

ou pela relagao (2.7) de modo equivalente.

Para além da matriz de Lorentz (2.5), as matrizes de reversao temporal e espacial, definidas
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por
-1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 00 0 -1 0
T = , P= , (2.8)
0 010 0O 0 -1 0
0 0 01 0 O 0 -1

também satisfazem a relagao (2.7

~—

, 0 que nos diz que estas transformagoes também estao contidas
no grupo de Lorentz. Entretanto, as transformagoes de Lorentz propriamente ditas (2.5) (repre-
sentativas de boosts e rotagoes), podem ser formadas por sucessivas transformagoes infinitesimais
(isto é, sao transformagoes continuas), ao passo que as transformagoes T' e P nao podem (isto &,

sdo transformagoes discretas).

As transformagoes de Lorentz consistem de trés rotagoes e trés boosts. Uma forma de ver
isso com clareza é pela analise dos geradores do grupo de Lorentz considerando-se uma transfor-
magao infinitesimal. Para isto, representa-se um elemento do grupo de Lorentz (A*,) proximo &
identidade:

AF, = 6F, + Wy, (2.9)

com |wh,| << 1. A exigéncia de que (2.9) satisfaga (2.6), leva de imediato & antissimetria dos
elementos w,,:

Wpy = —Wup, (210)

onde foram desprezados termos de segunda ordem em w. Mostra-se assim que os geradores das
transformacoes de Lorentz (wy,,) possuem apenas seis graus de liberdade, que sao identificados

com trés boosts e trés rotagoes.

Na RR, as equacoes de movimento para as particulas e para os campos sao invariantes pelas
transformacgoes de Lorentz (2.1). Nesta teoria, a geometria é descrita pela métrica plana de
Minkowski, de modo que as transformagoes de Lorentz se efetuam do mesmo modo em qualquer
ponto do espaco-tempo. Em tais casos, estas simetrias sao conhecidas como invaridncias globais

de Lorentz.

Na RG, entretanto, a gecometria ndo ¢ mais plana (riemanniana), podendo apresentar curva-
tura ao longo de sua extensao. Neste caso, as transformacoes de Lorentz ja nao sao efetuadas
do mesmo modo em todo ponto do espago-tempo, podendo estas transformacoes deixarem de ser
uma simetria do espago-tempo. Pelo principio de equivaléncia, no entanto, a simetria de Lorentz
pode ser preservada localmente. Em tais casos, estas sao chamadas invariancias locais de Lorentz.
Em qualquer modelo envolvendo gravitacao, a exigéncia de preservagao da simetria de Lorentz é

central.

Portanto, em cenarios sem gravidade (RR, por exemplo), as simetrias de interesse sdo as
transformagoes globais de Lorentz. Em cenarios com gravidade (RG, por exemplo), as simetrias

de Lorentz tornam-se locais.



2.2 Transformacoes de observador e particula 15

No capitulo que segue, trabalharemos com geometrias riemannianas (caracteristicas da RG),
de modo que a exigéncia da invariancia local de Lorentz na montagem da lagrangiana do modelo

sera central.

2.2 Transformacoes de observador e particula

No estudo de modelos com violagdo da simetria de Lorentz, um ponto central é a distin¢ao
entre dois tipos de transformacoes: transformacoes de observador e de particula. Em teorias que
preservam a simetria de Lorentz, a diferenca entre estes dois tipos de transformagoes nao tem
significado, pois sao equivalentes umas das outras. Entretanto, quando a simetria é quebrada,

essa equivaléncia ndo é mais valida e uma distingao entre estas transformagoes se faz necesséaria.

As transformagoes de observador sdo entendidas como aquelas onde ha somente mudangas
entre sistemas de coordenadas, enquanto as quantidades que descrevem as particulas e os campos
permanecem inalteradas. As transformacgoes de Lorentz da se¢ao 2.1 podem ser vistas como
exemplos de transformacoes deste tipo. Podemos enxerga-las como somente uma passagem de um
sistema de coordenadas para outro, de modo que o sistema fisico (que pode ser uma particula se
movendo com velocidade constante numa dada diregao, por exemplo) nao é afetado. O que ha,

nesta interpretacao, é s6 uma descricao de como os dois observadores percebem o fenémeno fisico.

Por outro lado, as mesmas transformacgoes de Lorentz (2.1), podem ser entendidas como
sendo efetuadas diretamente nas particulas e campos (um boost diretamente na particula, por
exemplo), deixando o sistema de coordenadas (observador) fixo. Quando entendidas desta forma,

sao chamadas transformagoes de particula.

Na RR (que preserva a simetria de Lorentz), por exemplo, distinguir entre transformagoes de
observador e particula ndo tem muito significado. De fato, consideremos uma particula no plano
cartesiano, conforme mostrado na figura da pagina seguinte. E facil mostrar que se quisermos
localizar a mesma particula em dois sistemas de coordenadas S e S’ que diferem entre si somente
de uma rotacdo de um angulo ¢, a matriz de transformacao (de observador) que relaciona as
coordenadas da particula nos dois sistemas é:

cos¢ sing

R= . (2.11)
—sing cos¢

Ou ainda, no caso de uma rotac¢ao infinitesimal d¢:

1 0
R= ¢ . (2.12)
—dp 1
Se considerarmos agora somente um unico observador (S, digamos), e realizarmos uma rotagao

ativa da particula (transformagdo de particula) de um angulo —¢, mostra-se que a matriz de
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transformacao que leva a particula de um ponto ao outro ¢ também dada por (2.11). Portanto, na
RR (e mais geralmente, em qualquer teoria que nao viola a simetria de Lorentz), as transformagoes
de observador e particula sao inteiramente equivalentes. As expressoes (2.11) e (2.12) mostram

ainda que essa equivaléncia se da tanto para rotagoes finitas quanto infinitesimais.

YA

R N

(b) Rotagao ativa

Figura 2.1: Rotagbes passiva e ativa

Por outro lado, consideremos o esquema mostrado na figura (2.2), onde se tem uma particula
carregada imersa numa regiao com um campo de fundo (neste caso, o campo elétrico). Para o caso
de uma rotagao passiva de um angulo ¢ = 7/2, temos que os dois observadores S e S’ concordam
que o vetor de posicdo R que localiza a particula carregada é perpendicular ao campo de fundo.
Para o caso de uma rotagao ativa de ¢ = —m/2, por sua vez, o vetor de posi¢ao da particula

carregada ap0s a rotagao, é paralelo ao campo de fundo. Portanto, a presenca do campo elétrico



2.2 Transformacoes de observador e particula 17

de fundo quebra a equivaléncia entre as duas situagoes.

E razoavel supor que a Fisica ndo deve depender de um observador em particular. Sendo
assim, uma teoria fisica deve, por construgdo, se manter invariante sob transformacoes de obser-
vador. Por esta razao, as transformagoes de observador nao trazem nenhum significado novo como
transformacoes de simetria, pois nao é possivel perceber nenhuma mudanca fisica decorrente deste
tipo de transformacdo. As transformagoes de simetria que desempenham um papel fisicamente

relevante sao as de particula. Através destas, ja é possivel perceber uma mudanca na fisica antes

e depois da transformacao.

|
f 7 7 l,I
|
I r h\ a |
| ; \ f,j :
‘} Y Y v\ b we Y Y v
| W J -
I, —5 1 .'
| 1] {

(a) Rotagéo passiva com particula carregada num campo de fundo

Tl F [ F [T F T F 7

(b) Rotacao ativa da particula carregada num campo de fundo

Figura 2.2: Rotagbes passiva e ativa para uma particula carregada num campo de fundo

Sendo assim, na RG, por exemplo, deve-se exigir que as equagdes de movimento sejam covari-

antes sob transformacoes de observador. Os difeomorfismos, por sua vez, sao transformacoes feitas
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com um observador fixo, sdo transformagoes de particulas feitas nos tensores do campo (métrica,

por exemplo) que deixam as equagdes de movimento invariantes.

De um modo mais geral, mesmo em modelos contendo termos que quebram a simetria de
Lorentz, tais termos nao devem depender de um referencial em particular, isto é, a lagrangiana
da teoria deve continuar sendo invariante por transformacoes de observador. Esté na base do
MPE a exigéncia de que, mesmo com violagao de Lorentz, a fisica deve independer do observador
(os resultados dos experimentos fisicos ndo devem depender da perspectiva escolhida de qualquer
observador). Assim, ainda nesses casos, a lagrangiana e as equagdes de movimento da teoria
devem ser invariantes sob transformacoes de observador. No entanto, o mesmo néo se sucede com
as transformacoes de particulas. Quando estas sao efetuadas em modelos com violagao da simetria

de Lorentz, a fisica ja pode mudar.

Um ponto importante a ser destacado é que quando a invariancia local de Lorentz é que-
brada, é somente a transformacgao de Lorentz de particula que é quebrada, a teoria permanece
independente do observador. Do mesmo modo em RG com violagdo de Lorentz, a quebra ocorre
nas transformagoes locais de particula e difeomorfismos. A teoria geral continua covariante sob

transformacgdes de observador locais e globais de Lorentz.

A discussao feita acima encerra esta segao sobre transformagbes de observador e particula,

ideias estas que serao essenciais na discussao do setor gravitacional do MPE no capitulo 3.

2.3 Violagao da simetria de Lorentz

A violagdo da simetria de Lorentz pode se dar de forma explicita ou espontinea. Neste
trabalho, contudo, utilizaremos um modelo onde a violagdo ou quebra da simetria de Lorentz
ocorre espontaneamente. No que segue, serd comentado em linhas gerais como ocorre esta quebra
espontanea. Primeiramente, no entanto, sera feita uma recapitulagao de como a quebra espontéanea

de uma simetria ocorre em teorias classicas de campos.

2.3.1 Quebra espontanea de simetria em modelos classicos

Nesta subsec¢ao, faremos uma breve discussao de como ocorre a quebra espontanea de simetria
em teorias classicas de campos [8]. O protétipo para ilustrar o fenémeno sera o modelo A¢? com

campo escalar complexo, que ¢é descrito pela lagrangiana

L =08,¢"0"¢ —m*od" — N(p9*)?, (2.13)

com

¢ = %(ﬁﬁl +i¢2) (2.14)
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sendo um campo complexo, ou

2
L= 50,1061 + 50,0002 — "o (83 + ) - 2@% +2)%, (2.15)

com ¢ ¢ ¢9 sendo campos reais. Esse modelo ¢é invariante sob transformagoes globais do grupo

U(1), isto é, transformagdes do tipo

¢ — ¢ =, (2.16)
ou em termos de ¢1 e ¢o

1 — ¢ = cosag — sinagpy,

P2 —  ¢h =sinag + cos ads, (2.17)

com o parametro « constante (independente das coordenadas de espago-tempo), deixam a lagran-
giana (2.13) (ou (2.15)) invariante. Portanto, na teoria descrita por (2.15), nao existe quebra
explicita da simetria U(1) (isso poderia ser feito, por exemplo, pela introdu¢ao de termos na

lagrangiana que nao envolvessem combinagoes do tipo ¢F + ¢3).

Para ver se o modelo em questao quebra espontaneamente a simetria U (1), é necessério fazer
uma anéalise mais sutil, olhando-se para o estado fundamental da teoria. O estado fundamental é,
por defini¢do, a configuragdo de campos de menor energia. Estes estados podem entao ser obtidos
pela minimizagao do funcional de energia da teoria. Lembramos que, numa teoria de campos, o
quadrimomento P* do campo é dado em termos do tensor de energia-momento T#” do modelo

pela seguinte expressao:
PF = / d3z T, (2.18)

Sabemos da RR que a energia do campo relaciona-se com a componente PY do quadrimomento
(estamos usando ¢ = 1). Portanto, tomando p = 0 em (2.18), obtemos para uma teoria de campos

o seguinte funcional de energia:
E= / d3x T, (2.19)

sendo Tpp a componente temporal do tensor de energia-momento. O tensor de energia-momento,

por sua vez, é dado em termos da lagrangiana do modelo pela seguinte expressao:

oL
TH = ———9,¢! — "L, 2.20
50 (220

sendo ¢! o conjunto completo de campos que definem o modelo (para este caso, ¢! = (o', ¢?) =
(¢, #*)), e onde subentende-se uma soma no indice I. Tomando a componente T do tensor de

energia-momento, escrevemos para o modelo (2.13) o seguinte funcional de energia:

o /d% (906" B0d + 0s6" 0+ V(|]), (2.21)
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sendo

V(I9]) = m®|6]* + A" (2.22)

O estado fundamental deve ser tal que o termo cinético presente em (2.21) se anule, uma vez que
se tratam de termos quadraticos e estamos buscando estados de minima energia. Deste modo,
estabelece-se que o campo ¢ seja constante no espago e no tempo, o que se traduz pela seguinte
expressao:

9 =0 (2.23)

Com o uso de (2.23), encontrar o estado fundamental se resume a minimizar o potencial V descrito

em (2.22). Isto é feito impondo-se

oV
— =0, 2.24
10 22
o que resulta em:
|6](m® + 2A¢[*) = 0 (2.25)

Cabe em (2.25) analisar dois casos: m? > 0 e m? < 0. Para m? > 0, os termos no parénteses
sdo positivos ou iguais a zero, de modo que o minimo é obtido para ¢ = 0. Para m? < 0, o
estado de vacuo é tal que |¢| = u/ V2X. Portanto, no espaco dos campos ¢ e ¢2, o estado
fundamental ¢ o conjunto de todos os pontos distribuidos num anel circular de raio /v/2\. O
comportamento destes dois estados de vicuo sob a transformagao de simetria (2.16) mostra se
no modelo a simetria U(1) é espontaneamente quebrada ou nao. Para ¢ = 0, é evidente que a
simetria (2.16) ¢ preservada (o estado ¢ = 0 ¢ levado nele mesmo sob transformagoes do grupo
U(1)). Para o outro caso, tomemos por exemplo o estado de vicuo particular em que ¢ = 0 e
$2 = pu/V/2X. Fica claro que se aplicarmos a este estado as transformagcoes (2.17), o estado nao
¢ levado nele mesmo, quebrando assim a simetria U(1). Portanto, diz-se que, para m? < 0, a

simetria U(1) é quebrada espontaneamente no modelo (2.13).

2.3.2 Violagao espontianea da simetria de Lorentz

Conforme discutido na introdugao, é esperado que a teoria unificada (da RG com o MP) viole
algumas simetrias que em baixas energias sao preservadas (como invariancia local de Lorentz e
difeomorfismos). Uma teoria de campo efetiva, que descreva em baixas energias os efeitos vindos
da escala de unificagdo, pode admitir tanto a violagao explicita da simetria de Lorentz quanto
a violag@o espontanea desta simetria [9,10]. Em linhas gerais, a quebra explicita ocorre quando
se tem um termo nao covariante aparecendo diretamente na lagrangiana da teoria. Para o caso
de uma quebra espontanea, a lagrangiana da teoria se mantém invariante sob transformacoes de
simetria, mas as solugoes de vacuo nao (conforme exemplo da subse¢ao 2.3.1). Esta violacdo se
da através de valores esperados de vacuo (VEV’s) nao nulos adquiridos por campos tensoriais
dindmicos que carregam as informagoes de quebra da simetria. Neste trabalho, nos focaremos

somente em modelos contendo este ultimo tipo de violagao.
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Como visto na subsecao anterior, numa teoria classica de campos, a quebra espontanea da
simetria é induzida pela presenga de um termo potencial na lagrangiana. A minimizagdo deste
termo potencial é que permite achar o estado de vacuo que pode quebrar a simetria original do
modelo. Portanto, se se deseja construir um modelo com violagao espontanea, é central que se
inclua um termo potencial na lagrangiana da teoria efetiva. Foi esta a ideia introduzida por
Kostelecky e Samuel [5], onde eles incluiram um termo potencial na lagrangiana que forga um
valor esperado de vicuo nao nulo para um campo vetorial chamado de campo de bumblebee, que
serd responsével por quebrar espontaneamente a simetria de Lorentz. Os detalhes deste fenémeno

serao apresentados no préximo capitulo.
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3 Interacao gravitacional e violacao
espontdnea de Lorentz no MPE

Iniciamos este capitulo fazendo uma apresentacao da lagrangiana geral do MPE, para depois
particularizarmos nossa atencdo ao seu setor gravitacional, que é o setor que nos interessa no
presente trabalho. Mostramos em seguida como a lagrangiana deste setor pode ser construida
como uma série de poténcias, e discutimos algumas de suas propriedades. Posteriormente, fazemos
uma discussao geral dos modelos através dos quais a violacao espontanea da simetria de Lorentz
serd implementada, conhecidos como modelos bumblebee. Apos essa discussao inicial, encerramos

o capitulo apresentando o modelo teérico com o qual trabalharemos nesta dissertagao.

3.1 O setor gravitacional do MPE

O Modelo Padrao Estendido é uma teoria de campo efetiva que incorpora os efeitos da violagao
da simetria de Lorentz tanto na RG como no MP. Portanto, ¢ esperado que a lagrangiana do MPE
tenha a seguinte estrutura:

Lype=Lyp+ Lre+ Lrv (3.1)

sendo Lyrp a lagrangiana que descreve todos os campos do modelo padrao da fisica de particulas,
LR alagrangiana que descreve o campo gravitacional (tal como descrito pela Relatividade Geral)
e Lry a lagrangiana que contém os termos de violagao da simetria de Lorentz. Neste trabalho,
nos focamos somente em explorar a interagao gravitacional em conjunto com as modificagoes que
podem ser causadas pela presenga dos termos de violagao, isto é, com a soma Lrg + Ly, de (3.1)
(de agora em diante denominada simplesmente Lgrqpidade). Quaisquer influéncias que possam

advir de interagoes proprias do MP serao desprezadas.

A acdo puramente gravitacional do MPE pode ser escrita como:
1 4
Sgravidade = % d xcgravidade» (32)

sendo 1/2k = 1/167G ~ 3 x 1036 GeV? a constante de acoplamento gravitacional. A lagrangiana

L gravidade Pode ser convenientemente separada em duas partes:

Lgram’dade =L+ ELVy (33)
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sendo L a lagrangiana que contém os termos invariantes de Lorentz e Ly a lagrangiana que
contém os termos de violagdo de Lorentz. A lagrangiana (3.3), combinada com os setores de
matéria e de gauge do MPE (e ainda possivelmente com outros setores ainda nao observados na

nossa escala de energia), levariam a uma descri¢ao da teoria subjacente na escala de Planck.

A por¢ao invariante de Lorentz (Lr;) pode ser expressa como uma série de poténcias da

curvatura, torgao e derivadas covariantes:
L =eR—2eA+ .. (3.4)

onde escrevemos explicitamente somente os termos dominantes em baixas energias. O primeiro
termo de (3.4) é a conhecida lagrangiana de Einstein-Hilbert da RG, enquanto o segundo é aquele
que contém a constante cosmologica (estamos fazendo e = y/—g). A lagrangiana (3.4) é aquela

que, quando acoplada a campos de matéria, produz as conhecidas equacoes de campo de Einstein:

Guy + Agul/ = K/TMV (3-5)

sendo T}, o tensor de energia-momento. As reticéncias em (3.4) representam termos de ordem
superior na curvatura, tor¢do e derivadas covariantes. Hsses termos produziriam corregbes nas
equagoes de campo (3.5) e existem na literatura trabalhos com esses termos de ordem superior
(vide Ref. [11], por exemplo). No entanto, neste trabalho consideraremos somente os termos

explicitos mostrados em (3.4).

Em relagao a porgao que viola a simetria de Lorentz (L), esta é construida contraindo-se os
tensores responsaveis pela quebra da simetria de Lorentz (chamados coeficientes para a violagao
de Lorentz) com os tensores caracteristicos da RG para produzirem quantidades que sado tanto
invariantes de Lorentz por transformacoes de observador locais quanto por transformagoes de

observador globais. A lagrangiana Ly pode entao ser escrita como:

Loy = elbr)™Thu + e(kr)™ ™ Ry
+e(krr) M Ty Ta
+€(/€DT)H>\“VDKT)\H,, + ... (3.6)

Sendo T‘i‘y o tensor de torgao (nao confundir com o tensor de energia-momento de dois indices do
capitulo 2), D, a derivada covariante e (kr)™¥, (kg)"¥, (kpy)*# MV e (kpr)~™" as quantidades

que carregam a quebra de simetria (coeficientes para a violagao de Lorentz).

Na equagao (3.6), todos os cocficientes para a viola¢ao de Lorentz sao reais ¢ admite-se ainda
que eles possuam as mesmas simetrias em seus indices dos tensores com os quais estao contraidos.
Quanto a dimensao destes coeficientes, é imediato que (/{:T))‘/“”’ deve ter dimensao de massa,

enquanto os demais devem ser adimensionais (em unidades i = ¢ = 1). De fato, neste sistema de
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unidades, vale a relacao:

L=T=M", (3.7)

onde L, T e M denotam as unidades de comprimento, tempo, e massa, respectivamente. Das

expressoes que definem a torgao, o tensor de curvatura, e a derivada covariante, concluimos que:

)] = L7, (3.8)
[RHA}LV] - L_2> (3 9)
[D.] = L7, (3.10)

onde [X] denota a dimensao da quantidade X. Considerando que a lagrangiana deve ser adimen-

sional, obtemos finalmente que

(k)] = M, (3.11)
(k)™ = 1, (3.12)
(k)] = 1, (3.13)
[(kpr)™*] = 1L (3.14)

Do mesmo modo que antes, as reticéncias em (3.6) representam termos de ordem superior nos
tensores de curvatura, torgao e derivadas covariantes. Para baixas energias, no entanto, os termos
dominantes da violagao de Lorentz estao todos explicitados em (3.6). Os termos contidos nas
reticéncias s6 desempenhariam um papel importante na medida em que o nivel de energia fosse

se aproximando da escala de energia de Planck.

Em modelos com torc¢ao nula (T;‘V = 0), todos os termos envolvendo a tor¢ao na lagrangiana
(3.6) desaparecem, sobrando apenas o segundo termo. Esse termo tnico de sobra pode ser expan-
dido de modo a ser representado como uma soma de trés termos envolvendo novos coeficientes
para a violagao de Lorentz acoplados com o tensor de curvatura e suas contragoes (tensor de Ricci
e escalar de curvatura). A lagrangiana L1y pode assim ser escrita da seguinte forma (conforme
5]):

Lry =euR +es" Ry, + et“A“”RﬁAu,, (3.15)

sendo u, s* e t"M¥ os novos coeficientes para a violacdo de Lorentz. Do mesmo modo como
antes, os coeficientes s* e t"M¥ devem ter as mesmas simetrias em seus indices dos tensores de
Ricci e Riemann, respectivamente.

A lagrangiana (3.15) em conjunto com a lagrangiana (3.4), formam a lagrangiana de interesse para
o presente trabalho. Além disso, estabelecemos ainda A = 0 e " = (0, de modo que estaremos
interessados somente nas corre¢oes que possam advir dos coeficientes u e s*”. Portanto, Lgrqvidade

se escreve:

Lgravidade = €(1 +u)R + es" R, (3.16)

que seré a lagrangiana explorada neste trabalho.
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3.2 O modelo bumblebee

A préxima questao natural que se apresenta é€ de como a quebra da simetria de Lorentz sera
realizada na lagrangiana (3.16). Como ja discutido no capitulo 2, essa quebra da simetria pode

ser explicita ou espontanea. No entanto, nos focaremos nesta ultima.

Existem na literatura modelos que propdem uma forma usual e simples de causar a quebra
espontanea da simetria de Lorentz com o auxilio de um campo vetorial B;,. Nesses modelos,
a violagdo pode ser implementada através da dindmica deste tinico campo vetorial. Eles sao

chamados de modelos bumblebee e o campo B, recebe a designacao de campo bumblebee.

Em modelos bumblebee, um potencial V' (responsavel por induzir um valor esperado de vacuo
nao nulo para o campo vetorial B),) é incluido na agdo. Este potencial é construido como uma
funcao de um escalar X, que envolve combinagoes misturando o campo B, e a métrica g,,. O
potencial tem seu minimo estabelecido quando g—}/( = 0. Neste valor minimo do potencial, o campo
B, tem um valor de vécuo nao nulo designado por (B,) = b,, que serd o responsavel por causar

a quebra espontanea da simetria local de Lorentz.

Em muitos modelos bumblebee, o potencial V' ¢ uma func¢ao do escalar X = B*B,, &+ b2, sendo
b uma constante com dimensao de massa. O minimo do potencial é alcangado, por construcao,
para X = (. Neste caso, o vetor de vacuo b, é espontaneamente induzido para ser um vetor tipo-
tempo ou tipo-espago (a depender da escolha do sinal na expressao do escalar X), satisfazendo

bHb,, = Fb2. Portanto, é exigido que o potencial V' (B*) tenha a seguinte dependéncia funcional:
V(B*) = V(B"B, + b*) (3.17)

A dindmica do campo B, é determinada pela estrutura da agao que define o modelo especifico
sob estudo. Em geral, a lagrangiana L£p para um tnico campo bumblebee B,,, num cenario com

gravidade e matéria, pode ser escrita como uma soma de termos:
£:£g+£gB+£K+EV+£J (3.18)

sendo L, a lagrangiana puramente gravitacional, £yp a lagrangiana que descreve o acoplamento
da gravidade com o campo bumblebee (chamado acoplamento gravidade-bumblebee), Lx a que
contém o termo cinético para B, Ly a que contém o termo potencial (que inclui o termo que
induz a violagao esponténea da simetria de Lorentz) e £ a que contém os termos de acoplamento

do campo B,, com a matéria (fontes do campo gravitacional).

Sao possiveis diversas formas para as varias lagrangianas que aparecem em (3.18), e para
certos propositos algumas podem ser feitas nulas. Como um exemplo explicito contendo todos os
termos de (3.18), podemos considerar a seguinte lagrangiana (conforme a Ref. [12]):

1 1
L= ﬂ(eR +&eB"B"R,,) — ZeB”VB“” — eV(B,B" £b*) — B, J" (3.19)
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No modelo-exemplo (3.19), a lagrangiana gravitacional L4 ¢ logo identificada com aquela da
Relatividade Geral, a interagao especifica gravidade-bumblebee (Lyp) é controlada pela constante
de acoplamento £ e o ultimo termo em (3.19) representa a interagao matéria-bumblebee envolvendo

a corrente de matéria J*.

A lagrangiana Ly contém o termo potencial responséavel por induzir a violagdo espontanea
da simetria de Lorentz. Na sua estrutura, b?> é uma constante positiva real relacionada ao valor
de vacuo b, do campo bumblebee, enquanto o sinal + em V é escolhido dependendo se b, é
tipo-tempo ou tipo-espago. A forma funcional de V' é em geral escolhida como a de um polinémio
quadratico do tipo V(x) = Az?/2 (sendo A uma constante de acoplamento real) ou como a forma

linear V' (z) = Az (sendo A um campo multiplicador de Lagrange).

Por fim, a por¢ao cinética Lx de (3.19) envolve um tensor B, do campo B, (semelhante ao

tensor F),,, do campo eletromagnético para o potencial A,) definido como:
B, =D,B, - D,B, (3.20)

sendo D, a derivada covariante apropriada para o espago-tempo escolhido. Em espagos-tempos
com torgao nula (como é o caso do espaco-tempo de Riemann ou Minkowski), ¢ imediato que a

expressao (3.20) se reduz a By, = 0,B, — 0,B,,.

Para este trabalho, nos concentramos nas contribui¢des & RG advindas de regioes de vacuo, o
que nos permite estabelecer £; = 0 em (3.19). Portanto, partimos de uma agao geral na seguinte
forma:

1
Sp = /d4x\/—g[—ZBMVB”’” +0B"B"R,, — V(B,B" £ b?)], (3.21)
com o = {/2k. O potencial é escolhido como tendo a forma quadrética:

V= %(BMB“ + b?)? (3.22)

As equagoes de movimento para o campo B,, sao obtidas variando a acao (3.21) e aplicando a ela

o principio de minima acao (05 = 0), o que nos fornece:
1
) / d4a:\/_—g[—é—le,B‘“’ +0B"B"R,,, — V(B,B" +b*)] =0
/ d*r/~g{~0,B" +2V'B” — 20B,R"}5B, = 0
0,B" —2V'B” + 20B,R" =0, (3.23)
onde V' denota a derivada do potencial com relagdo ao argumento (B, B* £ b%).

Esta ideia de usar um potencial para quebrar a simetria de Lorentz espontaneamente e assim

forgar um valor de vacuo nao nulo para B*, foi introduzida por Kostelecky e Samuel [13,14].

A questdo natural que se apresenta ¢ de como um modelo que é invariante de Lorentz pode

violar essa simetria, ou em outras palavras, quais os mecanismos que tornam essa quebra possivel.
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Seguindo os modelos da teoria classica de campos, sabe-se que deve ser incluido um termo potencial
na lagrangiana (3.16). Esta inclus@o ¢é feita indiretamente fazendo uso da lagrangiana do campo
bumblebee (3.19) (que ja tem em sua estrutura um termo potencial). Basta assim fazer a conexao

entre as lagrangianas (3.16) e (3.19), o que seré feito na proxima segao.

E importante ainda dizer que, quando usamos a condicao b,bt = b2, ja esta implicito que
estamos trabalhando com a solugao de vacuo responsavel pela quebra da simetria de Lorentz. E
sempre um campo que quebra a simetria (conforme nos modelos classicos). Neste caso, é um

campo vetorial que quebra a simetria, que é uma extensao natural de um escalar.

3.3 O modelo teérico trabalhado

O modelo teodrico que iremos trabalhar ¢ portanto aquele descrito pela lagrangiana (3.16),
com a violagao espontéinea da simetria de Lorentz implementada por um modelo bumblebee. A

acgao do modelo se escreve portanto:
1
g / day/=g {5 [(1+u)R+ 5" Ry | = V(B Bo = 1)} (3.24)

A conexao entre o modelo descrito pela agao (3.24) e o modelo bumblebee (3.21) ¢ feita mediante

as relacoes (conforme Ref. [6]):
L ¢B*B
u = -
4 (0%
1
o= € (B”B” — Zg“”BaBa> (3.25)
Notamos ainda que, tal como definido acima, o trago do tensor s*” é nulo.

Implementando as relagoes (3.25) na agao (3.24), obtemos:
S = / d*z\/—g { [R+ §B°‘B R+ (¢B*BY — fg“”BaBa)RW] —V(BaBaibQ)}
= / d*zy/—g [ (R+EBMBYR,,) — V(B*B, £ b%)| . (3.26)

Notamos agora claramente, que as formas dos coeficientes de violagao u e s*¥, dados em (3.25),
foram escolhidas de modo tal a restar somente o termo envolvendo a contragao B*B"R,,,, que
fornece o acoplamento entre o campo bumblebee (descrito por B,,) e a geometria (ou gravidade,

descrita por Ry, ), conforme visto em (3.26).

Uma consideracao importante a ser feita agora diz respeito ao tratamento da dinamica do
campo bumblebee. Conforme j& discutido anteriormente, é assumido que o campo B, induz a
violagao da simetria local de Lorentz e que, portanto, ele deve adquirir um valor esperado de
vacuo nao-nulo que denotaremos por b,. Se representarmos as flutuagoes do campo bumblebee

em torno dessa solucao de vicuo por B, temos que o campo B, pode ser decomposto da seguinte
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forma:

B, =b, + B,. (3.27)

Deste modo, toda a dindmica do campo bumblebee B, na representagao (3.27) fica a cargo da

flutuagao Bu-
Implementando a relagdo (3.27) em (3.26) e a desenvolvendo, chegamos a:
5 = / N {i[ R+ &0 + BY)(1 + BY)R,,) - v} (3.28)
= / d*z/—g [i( R+ VYR, + EBMBYR,,, + 260" BYR,,)
V(b q + BBy + 20°B, + b2)] . (3.29)

Como b, € o valor esperado de vacuo, deve valer que b%b,, &= b? = 0 na expressio (3.29). Portanto,

esta acdo se reduz a:
1 - . L .
S = /d41;\/—g {%[R + &MV R, + EBYBYRy, 4+ 26V B R, — V(B B, + 2baBa)} (3.30)

Na expressao (3.30) acima, a dindmica do campo bumblebee esta toda a cargo dos termos envol-
vendo a flutuagao Bu- Esta flutuagdo so se torna significativa em regioes do espago-tempo onde a
curvatura é grande. Naquelas regides onde o espago-tempo ¢é aproximadamente plano (regides de
curvatura desprezivel), podemos desprezar os termos dindmicos envolvendo BM e considerarmos
somente os termos envolvendo o valor de vacuo b,. Usando esta aproximacao, a acao (3.30) se

reduz a:
1
S = P / d*z/—g [R + §b“b”RW] (3.31)
Portanto, no presente trabalho, analisaremos somente os efeitos advindos da agao (3.31).

Em primeiro lugar, calculemos as equagoes de movimento resultantes da agao (3.31). Variando
esta agao, chegamos as seguintes equagoes de movimento de Einstein modificadas (os calculos estao

feitos em detalhes no apéndice A):
G — (Tov)w =0 (3.32)
Com o tensor (Trv ), dado pela seguinte expressdo em termos do campo bumblebee B,;:
(Tev)w = —%guybabﬁRag +2b(,b"Rpyy — DaD(,(b"D,)
5% (bub) + 500 DaDs(b°5) (3.33)
Onde a notagao (ur) denota simetria nos indices p e v. Exemplo:
Ay = %(AW + Aup) (3.34)

Portanto, a inclusdo dos termos de violacao de Lorentz modificam as equagdes do campo gravita-



3.8 O modelo tedrico trabalhado 29

cional de termos contidos no tensor (3.33). E imediato desta expressao que, se fizermos os termos

de violacdo nulos, recuperamos as equacoes de campo de Einstein no vacuo.
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4 Influéncia dos termos de violacao em
quantidades fisicas que testam a RG

Neste capitulo, mostraremos os resultados propriamente ditos encontrados no trabalho. Sao
feitos os céalculos das modificagoes de algumas quantidades importantes que testam a RG, e por

fim, é estabelecido um limite superior para os parametros de violagdo da simetria de Lorentz.

4.1 Meétrica de Schwarzschild modificada

Com a finalidade de estudarmos as implicagoes decorrentes da inclusao dos termos de violagao
da simetria de Lorentz na lagrangiana da gravitacao, derivemos alguns resultados do nosso modelo

(3.31).

Na RG, a solugao das equagdes de campo de Einstein (3.5) no vacuo (7, =0), com A =0e
num espago esfericamente simétrico é dada pela métrica de Schwarzschild. A forma desta solugao

pode ser escrita como:

L 2m

. )dt? 4 (1 — 2—m)

ds® = —( “Ldr? 4 12d6? + 12 sin® 0d¢? (4.1)

Sendo m a massa da fonte do campo gravitacional.

A resolugao das equagoes de Einstein modificadas (3.32) para um espago-tempo com as mes-
mas propriedades descritas acima, resultaram, para um vetor b, tipo-cspaco da forma b, =
(0, f (r),0,0), na seguinte métrica de Schwarzschild modificada (calculos estes feitos detalha-

damente no apéndice A.2):

o 2m

. )dt? + (14 £26)(1 — 2—m)

ds® = —( “Ydr? + r2d6? + 1% sin? Odg? (4.2)

onde b2 = bib,, = 2 = cte.

Destacamos que para os casos b, = (f(r),0,0,0) e b, = (0,0,0, f (r)) ndo houve nenhuma
modificacdo na métrica de Schwarzschild (4.1), e para o caso b, = (0,0, f (r),0) nao foi possivel

encontrar uma solucao analitica.



4.1 Meétrica de Schwarzschild modificada 31

O clemento de linha (4.2) subentende a seguinte métrica modificada:

—(1—2m) 0 0 0
0 (1+2)(1—22)-L o 0
G = ) . (4.3)
0 0 r 0
0 0 0 r2sin?0

Uma discussao interessante que pode ser feita em cima da métrica (4.3) encontrada, é se ela pode
recuperar a métrica de Schwarzschild usual (4.1) por uma transformacao de coordenadas. Se isso

puder ser feito, entdo a solugao (4.2) encontrada nao traz nada de novo.

Nao h& um procedimento sistematico que permite dizer se uma dada solugdo em RG admite
ou nao uma transformacgao que recupera a sua forma original. Se for possivel fazer isto na solugao
(4.2), entdo a violagdo encontrada é falsa, no sentido de que s6 aparenta existir uma violagao por
causa do sistema de coordenadas que estamos. Por inspecao, justificaremos que se trata de uma
quebra verdadeira. Partindo de (4.2) e através de uma transformagao de coordenadas, devemos
mostrar que é impossivel chegar em (4.1). Consideremos por exemplo a seguinte transformagao
de coordenadas:

t=1t
F= (142
0=(1+X"120
o=(1+X1)7"%

Onde estamos fazendo A = ¢2¢. Implementando (4.4) em (4.2), obtemos:

2m(1 + \)/?

VP 1 (1 2m(1 + \)1/2

- ) TP AP 7 sin (14 1) 20)d? (4.5)

ds* = —(1—

Dado que 2m é uma constante arbitraria (conforme solugao geral do apéndice A), podemos rede-
finir 2m(1 + \)'/2 = 2m/. Deste modo, (4.5) se torna:

/ 2ml

2m )t + (1 — T)—1df2 + 72d0% + 72 sin®((1 + A)/20)d¢? (4.6)

ds* = —(1—

Notamos que para este exemplo especifico de transformacao, a simetria esférica (caracteristica da
solucdo de Schwarzschild e representada no elemento de linha pelo termo 72dQ?) é perdida devido
a presenca do termo (1+ A) no interior do seno, de modo que nao existe uma redefinigao adicional
de parametros que leve a (4.1). Portanto, temos indicios de que se trata de uma quebra real e nao

aparente.

Em termos gerais, quaisquer transformagoes propostas para as coordenadas t, r, 6 e ¢ irdo
modificar os setores temporal e espacial do elemento de linha (4.2), de modo que o termo A sempre
aparece em algum setor ao final da transformacao, impedindo assim que a métrica original seja

recuperada. Podemos assim afirmar com seguranga de que existe uma modificagao real em (4.2).

As diferengas entre os casos com e sem violagao estdo ilustradas no grafico abaixo:
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Figura 4.1: Visualizagdo grafica das modificagoes do parametro de violagdo A na componente g, para 0 < r < 1.

===

Figura 4.2: Visualizagdo grafica das modificagbes do parametro de violagdo A na componente g,, para r > 1.

Como esperado, as diferengas sdo mais significativas para grandes valores de r.

4.2 Geodésicas: Breve revisao

Por definicao, geodésicas sao curvas do espaco-tempo que minimizam a distancia entre dois
pontos deste espago. A fim de encontrarmos uma equacao diferencial que nos forneca todas as

geodésicas de um dado espago, consideremos o intervalo relativistico entre dois pontos P, e P» do
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espago-tempo:
ds? = g, datdz” (4.7)

Desta relagao, segue uma expressao funcional da disténcia finita entre esses dois pontos do espago-

P dat dzv \ 1/
_ i 4,
S /Pl (gll« dS dS ) dS ( 8)

A minimizagao do funcional dado em (4.8), nos leva & conhecida equacao diferencial das geodésicas:

tempo:

ds? be'ds ds

Portanto, sendo dado um espago-tempo com uma métrica especifica, usamos (4.9) para determinar

=0 (4.9)

todas as geodésicas associadas a este espaco.

A equagao (4.9) pode ainda ser reescrita numa forma mais interessante para fazer contas,
que a deixa com a mesma estrutura das equagdes de movimento de Euler-Lagrange. Isto é feito
definindo-se a quantidade 2K = g,,@"&" (onde os pontos denotam derivadas com relagao ao
parametro comprimento de arco s). Em termos de K, (4.9) se escreve:

0K B i (aK
o0x® ds 0x®

) =0, (4.10)

onde se tem uma equagao do tipo Euler-Lagrange para cada uma das coordenadas x® do espago-

tempo. Para geodésicas, a quantidade K é constante e é tal que

0,
2K =a=1¢ -1, (4.11)
+1,

onde o valor numérico escolhido para a constante « depende se se trata de uma geodésica nula,

tipo-tempo ou tipo-espago, respectivamente.

4.3 Correcoes em algumas quantidades fisicas que testam a RG

Nesta sec¢ao, calcularemos as modificagbes introduzidas pelos termos de violagao de Lorentz
em algumas quantidades que testam a RG. Portanto, no que segue, os calculos serdo sempre feitos

fazendo-se uso da métrica de Schwarzschild modificada pelos termos de violagdo de Lorentz.

4.3.1 Avanco do periélio de Mercurio

Um dos testes experimentais mais conhecidos da RG é o avango do ponto periélio dos planetas.
O célculo fornecido pela RG para o planeta Mercurio, por exemplo, concorda com os experimentos
com altissima precisdo. No que segue, faremos os célculos das modificacbes introduzidas pelos

termos de violagao de Lorentz para o caso do planeta Merciurio.
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Sabe-se da RG que um corpo massivo esfericamente simétrico produz no seu entorno uma
deformagao no espago-tempo cuja geometria é corretamente descrita (em regides exteriores ao
corpo massivo) pela solugao de Schwarzschild. No entanto, quando consideramos ainda a presenga
dos termos de violagao de Lorentz do modelo (3.24), a geometria passa a ser corretamente descrita
pela métrica dada em (4.3). Estamos interessados em obter as corregdes advindas desta métrica

modificada em algumas quantidades classicas que testam a RG [15].

Uma particula teste (que pode representar um planeta, por exemplo) move-se no espago-tempo
descrito acima, descrevendo uma geodésica tipo-tempo. De acordo com (4.11), esta geodésica deve

satisfazer:

. om. oM. 4 o :
9K = guata? = —(1 - Tm)ﬁ 4 (14 28)(1 - Tm)—lﬂ 47202 + 252082 = -1 (4.12)

As equagdes de Euler-Lagrange (4.10) para a quantidade K, escritas para cada uma das coorde-

nadas de espago-tempo, geram as seguintes igualdades:

d 2m . .

—l1==5) =0 (4.13)
%(T29) —r2¢%sinfcosf = 0 (4.14)

%(ﬂ(ﬁsmz 0)=0 (4.15)

Onde os pontos sobre as coordenadas denotam derivadas com relagdo ao tempo proprio 7. Nas
relagdes acima, bastou escrevermos as equagoes de Euler-Lagrange para trés das coordenadas de
espago-tempo (¢, 6 e ¢, respectivamente). A razao disto é que desejamos determinar apenas quatro

fun¢oes incognitas, nomeadamente:
t= t(T)7 = T(T)7 0= 9(7—)’ ¢ = Qb(T) (4'16)

Sendo assim suficiente apenas quatro equagoes relacionando essas coordenadas (equagdes (4.13),(4.14)

e (4.15) em conjunto com (4.12), que também constitui um vinculo entre as coordenadas).

Se se supoe que a particula teste se move no plano equatorial, isso implica em fazer § = 7/2 =
cte., o que por sua vez implica em 6 = 0. Levando isto em conta, obtemos de imediato de (4.13)
e (4.15) as equagoes:

(1— 277”)75 =k (4.17)

r2p =h (4.18)

sendo k ¢ h constantes. Substituindo essas equacdes em (4.12) e fazendo a identificacio u = =1,

chegamos a seguinte equagao:

d -1 2 ‘
u)2 4 u? = e + % + 2ma’ (4.19)
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com B =1+ A= /% cu=u(d).

A equacao (4.19) é exatamente a equagao que obtemos para o movimento de uma particula
teste no espago-tempo de Schwarzschild, com a tnica excec¢ao da presenga do fator multiplicativo /3
no primeiro membro de (4.19). Portanto, os termos de violagdo de Lorentz modificam a equagao
classica da RG apenas de um fator multiplicativo. Vejamos entdo qual a influéncia disto na

expressao que determina o avanc¢o do ponto periélio de um planeta.

Derivando (4.19) com relagdo a ¢, reescrevemos esta equagdo em sua forma mais usual:

d?u

5@ +u —l— 3mu? (4.20)

2
A resolugao de (4.20) leva a orbita de um planeta.

Notamos que o segundo termo do lado direito de (4.20) é muito pequeno em comparagao com
o primeiro (para Mercirio, por exemplo, a razdao 3h?/r? entre estes dois termos é da ordem de
10~7). Considerando isto e seguindo a Ref. [15], resolve-se (4.20) perturbativamente. Propomos
a solugao:

u = uy + €uy (4.21)

3m?
12

separando as diferentes ordens em €, obtemos:

sendo € = um parametro adimensional pequeno (¢ << 1). Inserindo (4.21) em (4.20) e

d?uyg m d?uy h?
B Tty - —ug) + O(e*) = 0 (4.22)
Para a ordem zero em ¢, temos a equagao
d*u m
ﬁW; +up = 35 (4.23)
que admite a solucao:
uo = 23 [1 +ecos(B —1%)} , (4.24)
onde e é uma constante arbitraria. Para a primeira ordem em ¢, temos
d’u h? 1 e?
BW; +up = Eu% 72 (1 + ¢ ) + Qeﬁ cos(872¢) -I— ——= COb(Qﬂ 1724, (4.25)

onde ja substituimos a solugao para ug dada em (4.24). Para a equagao (4.25), propomos a solugao:

uy = A+ Bsin(872¢) + C cos(2872¢) (4.26)

Sendo A, B e C constantes a serem determinadas. Inserindo (4.26) em (4.25), determina-se para

estas constantes os seguintes valores:

1/2 me me

m 1 _
_1+_62)7B:B B2’ - W

A=g5l+g
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Portanto, u; se escreve:

u = <1+1e )+ B2 ¢sm(6‘1/z¢)—m—62008(25‘1/2¢) (4.27)
h2 h2 6h? ’

Substituindo (4.24) ¢ (4.27) em (4.21), e tomando somente a corregao envolvendo ¢ sin(3~1/2¢),

obtém-se para a fungdo u a seguinte solugao aproximada:
U~ %[1 + ecos(ﬂ_l/QqS) + eeﬁ_lmqﬁsjn(ﬂ_l/%)] (4.28)

O motivo de tomar-se apenas a correcio ¢sin(f~1/2¢), é porque é esta propriamente que gera o
avango do periélio do plancta (para cada revolugao, o referido termo torna-se cada vez maior).

Em forma mais compacta escrevemos a ordem e:

u R Z; {1+ecos [¢ <ﬁ_1/2—e>}}. (4.29)

O argumento do cosseno pode ser ainda expresso como

¢</3-1/2—e>~¢(1—§—e)=¢(1—e—§), (4.30)

devido que f~1/2 ~ 1 — % + ..., onde A = &£? é o parametro da quebra de Lorentz. Assim, temos

s lelo(c D) i

A solugao (4.31) nos diz que a 6rbita da particula teste massiva no espago-tempo de Schwarzschild
modificado é aproximadamente uma elipse, mas modificada por dois termos: O termo € previsto
pela RG e uma contribui¢do devido a quebra de Lorentz dada por A/2. O periodo dessa elipse
nao é mais 2w, sendo dado por:

2T

T_
1—6——/\

1
~2m(l+ e+ 5)\) =27 4 2me + W (4.32)

Portanto, para além da corre¢ao advinda da RG (27e), o termo de violagao de Lorentz contribui

com uma corre¢ao adicional wA.

A precessao dada puramente pela RG, em unidades nao relativisticas e em radianos por
revolugao, é:
247302
2ME N 4.33
T2 (1 — e?) ( )
sendo a a medida do semieixo maior da elipse, e a excentricidade da elipse e T' o periodo de

revolugao do planeta. Para Mercuario, temos os seguintes valores:

a = 5,5546 x 10’ m (4.34)
T = 0,24085 anos (4.35)
e = 0,205615 (4.36)
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Inserindo esses dados experimentais em (4.33), obtemos aproximadamente 5.0479 x 10~ radia-
nos/orbita (ou 43.186 segundos de arco por século) para o avango do periélio de Mercirio. O valor

observado experimentalmente é dado por:
43.11" £ 0.45" /século, (4.37)

sendo ” a notacao usada para segundos de arco. Como o valor observado concorda com elevada,
precisao com o valor tedrico dado pela expressao (4.33), devemos ter que o efeito adicional calcu-
lado em (4.32), se existe, deve estar contido no erro experimantal dado em (4.37). O termo 7A
fornece o avanco angular adicional por século advindo dos termos de violagao de Lorentz. Assim,

usando o erro experimental de 0.45”, devemos ter
A < 2.1816 x 1078 rad = X\ < 6.9 x 1077 ~ 1076, (4.38)

Portanto, o teste do periélio de Mercirio nos permite impor um limite superior para o parametro
de violagao. Se estes existem, os experimentos que visam medi-los devem ter uma precisdao capaz

de enxergar efeitos menores que uma parte em um milhao.

4.3.2 Desvio da luz

Um teste experimental ainda mais conhecido da RG é o teste do desvio sofrido por um raio
luminoso em sua trajetoria por influéncia de um campo gravitacional. Esse desvio na trajetoria
é visto de forma bem natural do ponto de vista da RG, uma vez que corpos massivos (fontes de
campo gravitacional) deformam o espago-tempo ao seu redor e, portanto, influenciam nos trajetos

de quaisquer corpos que ali trafegam, massivos ou nao.

Os célculos feitos nesta se¢ao sao inteiramente anélogos aos da se¢ao anterior. Assim, algumas

passagens serao omitidas.

Estamos interessados em calcular as corregoes na expressao do desvio de um raio luminoso
quando este trafega num espago-tempo definido pela métrica de Schwarzschild modificada (4.3).
Sabe-se que, na RG, um raio de luz descreve no espago-tempo uma geodésica nula (tipo-luz).

Usando novamente (4.11), esta geodésica deve satisfazer:

2

2K = —( . )i2 4+ (1 + £26)(1 — 277”)—17'"2 + 1202 + r?sin® 0¢* = 0 (4.39)

Onde agora os pontos sobre as coordenadas representam derivadas com relagdo a um parametro
afim p e, a constante o em (4.11) foi feita nula por se tratar agora de uma geodésica tipo-luz. Um
desenvolvimento similar ao feito anteriormente na se¢ao (4.3.1), nos permite reescrever (4.39) da

seguinte forma:
d*u

pre +u = 3mu? (4.40)

&
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Considerando mu pequeno (mu << 1), propomos a solu¢ao:
u = ug + 3muy (4.41)

Por substituigao de (4.41) em (4.40), obtém-se de imediato que as fungoes ug e u; devem satisfazer

as seguintes equacoes diferenciais:

ﬂ% +u = 0 (4.42)
5% tu = ug (4.43)

A solugao de (4.42) é imediata e vale:
uo = 7 sinl3™(6 — ) (4.44)

Sendo D e ¢q constantes arbitrarias. Notamos ainda que a solugdo (4.44) descreve a equagao de

uma reta, conforme mostrado na figura abaixo.

Po

o

Figura 4.3: Reta determinada por r, ¢ e D

Inserindo (4.44) em (4.43), obtemos para u; a seguinte solugao:

1

= 3p2

[1 + Ccos(B71%¢) + 0052(6_1/2¢)] (4.45)

Substituindo (4.44) e (4.45) em (4.41), obtemos a seguinte solu¢ao aproximada para u:

m

oy [14 Ccos(B712¢) + cos?(371/2¢)] (4.46)

RS %sin(ﬁ_l/zdﬂ +

Nesta altura, consideremos o esquema mostrado abaixo, onde se supoe um raio luminoso originado
em r = —o0 e que vai até r = oo, passando por uma fonte gravitacional e sofrendo a influéncia

desta fonte.
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Figura 4.4: Desvio na trajetéria de um raio de luz
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A anélise dos angulos para os quais u (¢) = 0 nos permite computar o desvio sofrido por um

raio de luz na presenca de uma fonte que gera um campo gravitacional esfericamente simétrico.

Se esses angulos sao ¢ = —e; e ¢ = T + €9, e desprezando termos de ordem Ae; e Aeg, obtemos:
1 m
—pA + E(Z +C)=0 (4.47)
1 7 m

Obtendo-se os seguintes valores para €] e €3

m

(24+0)

€1 =

>

T m
=-A+—=[2-C
@=zA+pl-d
Desse modo, o angulo total de desvio é:

dm
5=61+62=3+§/\,

(4.49)

(4.50)

(4.51)

O valor predito pela RG do desvio da luz é de § = %” = 1,75 segundos de arco ou 8,4842 x

10~ 5rad.

Quanto aos valores experimentais, foram feitos muitos testes desde o teste original de 1919

por Edington. Os valores oscilam entre 1,28 e 2,73 segundos de arco, conforme tabela da pagina

193 da referéncia [16]. Tomemos por exemplo, o resultado de 1952 por G. Van Biesbroeck [17] de

1.70 £ 0.1.

Portanto, a introducgdo de termos de violagdo de Lorentz corrigem o célculo da RG numa

pequena quantidade.
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Os dados experimentais resultam, em unidades ndo-relativisticas, o seguinte valor:

4Gm

—— A 8.4856 x 107°. 4.52
2D (452)

Para impor um limite superior para a contribui¢ao da quebra de Lorentz consideramos o erro

experimental igual a 0,1 segundos de arco, entao,

™

5 < 4,8481 107" 5 A<3,1x1077~107". (4.53)
Comparando com o teste anterior do avango do periélio de Merctrio, concluimos que o nosso limite

deve ser menor que 1077,

4.3.3 Atraso temporal devido a curvatura do espago-tempo

Este dltimo teste se baseia no fato de que o tempo de viagem de um sinal luminoso num
espaco-tempo plano é menor do que aquele numa geometria curva. Nesta se¢ao, calcularemos essa
diferenca temporal nos tempos de viagem, quantidade esta que pode ser medida experimental-

mente.

Orbita da Terra

Orbita do Planeta

Raio de luz Terra

Figura 4.5: Esquema mostrando a interpretacao dos parametros Dg, Dy e D

Para um raio luminoso, o elemento de linha ds? deve satisfazer:

2 2
ds? = (1 — Z2)at2 — (1 4+ £2€)(1 — ) 1ar? — 12dg? = 0, (4.54)
r r
onde ja se supoe que o raio percorre o plano equatorial (§ = 7w/2). A curva descrita por um raio
luminoso num espago-tempo na presenca dos termos de violacdo de Lorentz é dada por (4.46).

Tomando somente a aproximacgao em primeira ordem rsin(ﬂ_l/ 2¢) = D e diferenciando esta
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expressao, chegamos a:
D2
r2 _ D2

onde lembramos que 5 =1+ A, com A representando a contribuigdo vinda da quebra de Lorentz.

r2d¢? = 3 dr?, (4.55)

Inserindo (4.55) em (4.54), obtém-se de imediato a seguinte relagao:

2m D? 2m
2 -2 2
1—— 1—— . 4.
dt 6{( 7“) +r2—D2( r) ]dr (4.56)
Usando a aproximagao (1 — 2—m) ~1-— nzm + ..., uma vez que m/r << 1, obtemos:
r? 4m 2mD?
d? ~8——— (1 dr?. 4.57
67'2 — D2 ( T r r3 ) (4.57)

Extraindo a raiz de (4.57) e usando novamente a aproximagao em primeira ordem para m/r,

chegamos finalmente & expressao:

2m  mD?
\/_ D2 - <1+—— 3 >dr (4.58)

r

Integrando (4.58), encontramos para o tempo de viagem de um raio luminoso num espago-tempo

curvo o seguinte resultado:

~ 2 _ p2y1/2 B /
= vafnn [0 i ]
D, Dg

12mn <[<Dz — D?)'/2 + D))[(D}, — D)'/? + DEJ> }

2 (4.59)
onde Dpg ¢ a distancia da Terra ao Sol, D, ¢ a distancia de um dado planeta ao Sol e D ¢ a
distancia de maxima aproximagao da reta que liga os dois planetas ao Sol (conforme figura 4.5).
Sendo que Ty dado por

Ty = (D} — D*)'/? + (D%, — D*)'/2, (4.60)

representa o tempo de viagem do raio luminoso no espaco-tempo plano.

E imediato que se eliminarmos a influéncia dos termos portadores da quebra de Lorentz,

recuperamos a expressao classica da RG. De fato, fazendo A = 0 ou § =1 em (4.59), obtemos:

AT=T—-Ty, = 2mln { (D5 = D) + Dyll(Dg = DY + D }

D2
(Dg o D2)1/2 (D% _D2)1/2
—m + , 4.61

que é a expressao classica para o atraso temporal da luz. Observamos que se o espaco-tempo for

plano (m = 0) o atraso temporal é nulo, AT = 0.

A partir da expressao (4.59) podemos escrever a expressao para o atraso temporal da luz na
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presenca da quebra espontanea da simetria de Lorentz,
. 1
AT =T —Ty=AT + 5)\(AT + Tp), (4.62)

Aqui, chamamos ainda atengao para o fato de que, se fizermos o espago plano (m = 0) em (4.62),
o primeiro termo AT é nulo e o termo devido puramente & violagao de Lorentz %)\(AT +Tp) ainda
permanece. Assim, o atraso temporal devido a presenca da quebra de Lorentz num espago plano
é
- 1
AT = - MNAT 4+ Tp). (4.63)
m=0 2
Isto significa que a violagao da simetria de Lorentz causa uma deformacao no espaco-tempo, por

minima que seja.

A quantidade AT = T — Ty dada em (4.61) fornece o atraso temporal devido puramente a
curvatura do espago-tempo (num cenério sem violagao de Lorentz). O experimento que mede
este atraso consiste em enviar pulsos de radar da Terra para algum outro planeta ¢ medir os ecos
recebidos (Ref. [18]). Na situagdo mostrada na figura 4.5, o caminho seguido pelo pulso de radar
passa pela regido de maior campo gravitacional (maior ponto de aproximagdo do Sol). E nesta
situagao onde se observa o maior valor para o atraso temporal AT. Quando o planeta em questao

¢ Vénus, o valor experimental obtido é dado por (conforme Ref. [19,20]):

AT = (2.0£0.2) x 107 (s). (4.64)

Para limitarmos o parametro de violagao A usaremos a equagao (4.62). Uma vez que o efeito
adicional ZA(AT + Ty) em (4.62) ndo ¢ observado experimentalmente, este deve ser menor que o

erro dado em (4.64). Portanto, devemos ter:

%(To +AT) <02 x 1074, (4.65)

Efetuando os célculos para o planeta Vénus, e considerando que o pulso de radar passa bem

proximo & borda solar, temos os seguintes dados:

D, = 1.082 x 10® km, (4.66)
Dp = 1.496 x 10® km, (4.67)
D = Rg=6.957 x 10° km, (4.68)

sendo Rg o raio solar. Isso fornece para Ty o valor
Th ~ 860 s. (4.69)

Substituindo (4.69) e AT = 2x10~*s em (4.65), obtemos para o parametro \ a seguinte limitacao:



4.8 Corregoes em algumas quantidades fisicas que testam a RG 43

A

5 (860 42 x 107 <02x107* 5 XA <46x1078~107". (4.70)
Portanto, este ultimo teste nos sugere uma precisao ainda maior nos experimentos para que se
percebam os efeitos da violagao da simetria de Lorentz. Assim, a comparacao entre os trés testes

nos diz que \ deve ser menor que 1077,
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5 Conclusoes e perspectivas

No presente trabalho, foi investigado a influéncia dos termos de violagdo da simetria de Lorentz
no setor gravitacional do MPE. Os resultados de interesse para os nossos propositos foram todos
obtidos e foi concluido que, com base em testes largamente conhecidos e medidos da Relatividade
Geral, os pardmetros de violagao, se existem, s6 podem ter seus efeitos vistos por aparelhos capazes

de sondarem distancias menores que uma parte em dez milhoes.

A importancia deste trabalho se deu no sentido de elucidar alguns aspectos do MPE a partir
de quantidades fisicas da RG medidas com alta precisao. Qualquer investigacao feita nos setores
do MPE ¢é uma tentativa de clarcar aspectos de uma teoria unificada que existe na escala de
Planck e que admite a violagdo de uma simetria bem fundamental da natureza (simetria de
Lorentz). Fato este que, se confirmado, certamente resultarda num grande impacto para o modo

como compreendemos o universo.

A nossa investigacdo mostra-se ainda ser apenas um primeiro passo para pesquisas futuras.
O modelo apresentado neste trabalho e com o qual trabalhamos pode ter aplicagoes nas mais
diversas areas da Fisica. Como um exemplo destas aplicagoes , poderiamos estudar o modelo no
limite de campo fraco (gu, = 1w + huw) € ver quais as implicagdes disto no estudo das ondas
gravitacionais (como os modos de polarizagao poderiam ser alterados, por exemplo). Um outro
exemplo de aplicacao seria solucionar as equagoes de campo modificadas de Einstein para os casos

mais gerais de um buraco negro carregado (Reissner-Nordstrom) ou em rotacao (buraco de Kerr).

Para além disto, investigagoes futuras envolvendo os outros setores do MPE podem ser feitas.
Como dito na introdugéo, podemos estudar o MPE inteiro em cenérios mais gerais, de modo que
o que fizemos ¢é apenas um trabalho inicial. Por estes motivos, a presente investigacao se mostrou

bem sucedida para o que haviamos proposto fazer.
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APENDICE A - Cdlculo da solugao de

Schwarzschild modificada

A.1 Obtencao das equacoes de movimento modificadas

Nesta se¢ao, vamos deduzir detalhadamente as equacoes de campo de Einstein modificadas,

partindo da acao (3.31). Esta é dada por:
S = / d*zre(R + €WV R,,) = / d*zeR + / d*zetb"V Ry, = Sen + Sty (A1)

Sendo o primeiro termo a conhecida agdo de Einstein-Hilbert e o segundo a agdo que carrega
os termos de violagdo de Lorentz. A variacdo da acdo de Einstein-Hilbert ja é conhecida da
Relatividade Geral, por isso, iremos nos focar somente na variagdo de Spy. Implementando a

variagao com relagdo & métrica, temos:
Sy = / d*ze€g"® g babs Ry, (A.2)
§Spy = / A zdet g g Pbabs Ry, + / A zef5 g g Pbabs Ry, + / d zefg" 59" babs Ry
+ / d'zefg"® g babgd Ry = 651) + 652 + 658 + 551 (A.3)

(

Desenvolvendo cada termo 0S5 LZ‘)/ da soma (i = 1,2, 3,4), obtemos:

53(;‘)/ = /d4xe (—%{glwbabﬁRa5> ogh” (A.4)
2 _ 4 « Ny
081y = d*ze(Eb,0%Rq)dyg (A.5)
588 = / d*ze(£b,b° Ry, )59" (A.6)
B A / d*zelb"b SR, (A.7)
onde usamos a relagao
1 4 0 1 . 1,
de = 5\/__9 = 5(_9) 1/28_9591“1 = _\/__gg,u 5guu = _eg,u, 5g;w> (AS)
[ 2 2

Sgh = — g g" 15 g (A.9)
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Notamos que os termos (A.4), (A.5) ¢ (A.6) ja estdo na mesma estrutura (com a variacao da
métrica dgh” fora do parénteses). Trabalharemos com tultimo termo (A.7), visando deixé-lo
na mesma estrutura dos demais. Sabe-se da Relatividade Geral que vale a igualdade 6R,, =

Do (0T,) — Dy (0T,) (equagio de Palatini). Usando isto, obtemos:
55t = / dLre€b b Do (0T%,) — Dy (6T%,)] (A.10)

A variagdo da conexao é obtida de imediato de sua expressao. Tem-se:

1

F,Ofu = §ga)\(aug/\1/ + 8Vg/\u - 3)\ng) (A.ll)
1

51—‘31/ = 559(1)\ (aﬂg/\l/ + (91/9/\;1, - a)\guu) (A12)
1

+ §9°‘A[5u(5gxu) + 9y (69xu) — Ox(09u)] (A.13)

Pode-se facilmente mostrar que a variacdo da conexfo acima, quando expressa em termos de

derivadas covariantes, ¢ dada por:

1
oLy, = 59% [Dy(0gyv) + Dy (0gy4) — Dy(0gy)] (A.14)

Substituindo (A.14) em (A.10), obtemos:
1
st = [ dtaecry {ﬁwamgwagm + DaDy(g°*09) = DaDa(g™ 090

1
— DD, 00) + DuDalg™02,) ~ DDsg" )] (A15)

Por permuta de indices mudos, vemos claramente que o quinto e o sexto termo sao iguais, e

portanto, se cancelam. Ficamos entao somente com os seguintes termos:
1
oSty = / d'wech'” {5 [DaDu(9™*692) + DaDi(g"*695,) = DaDA(g°*3g,0)]
1
- §DuDu(9aA59Aa)} (A.16)

Tomemos agora um dos termos da expressao acima e fagamos algumas manipulagoes nele (o que
vale para um vale para os demais). Se tomarmos o primeiro, por exemplo, teremos (ja tendo
incluido o termo b*b"):

SV DaDy(g50n) (A.17)

O termo (A.17) pode ser convertido em:
1
5 {Dalt"b Dy(9*3g5)] = Da(¥"6") Dy(9*3ga)} (A.18)

Peclo teorema da divergéncia generalizado, o primeiro termo de (A.18) (quando integrado num

determinado volume do espago-tempo) pode ser convertido numa integral de superficie, que se



A.1 Obtengao das equagoes de movimento modificadas 47

anula. Portanto, ficamos apenas com o termo:
1
—§Da(b“b”)DM(ga)‘5g,\,,) (A.19)

Fazendo o mesmo com cada termo de (A.16), obtemos:

1 1
ssi = | d‘*xef{§Da<b“b”>m<g“5gw>—§Da<b“b”>D,,<gM6gm
1 1
— SDAPIDLG ) + DD ) (A.20)

Usando o mesmo artificio matemético usado em (A.17) (de modo que a variagao do tensor métrico

fique fora da derivada covariante), obtemos:
oSy = / d'aes {%ga*DuDa@“b”)égM + 30D Dab8)S0,
— GO DADA g ~ 5 DD i (a21)
Efetuando algumas trocas de indices, obtemos:
5% = / d*weg {%gﬁ“DaDg(bab”) + %g‘“’DgDa(b“bB)
1

5D2(b“bV) — %gWDaDﬁ(b%ﬂ)} 5 (A.22)

Ou ainda, colocando na mesma estrutura das variagoes (A.4), (A.5) e (A.6) (forma contravariante

da variagdo da métrica), temos:
5 = [ L DaDu(b,) — 2D, (b
v = ze§ Tola u( V)_§ a u(,u )
1 2 1 (e N} v
+ §D (buby) +§gu,,DaD/3(b b7) ¢ 0g" (A.23)
Inserindo (A.4), (A.5), (A.6) e (A.23) em (A.3), e aplicando o principio de Hamilton, obtemos:
4 1 a3 o &) 1 o
oSy = d ze —§g,wb b"Rop + by,b" Ry + bub” Rg, — §DaDu(b by)
1 2 1 a1 1 o N y
+ §D (buby) + §gWDaD5(b b”) — éDaDV(b bu) ¢ 09" =0 (A.24)
De onde tiramos as equacoes de movimento do nosso trabalho:
1 a3 « « 1 «
Guw + ¢ —égm,b b"Rop + b,b" Ry + b, 0" Rey — §DaDu(b b,)
1 2 1 a3 1 «
+ §D (buby) + igu,,DaDg(b b’ — iDaD,,(b bu)p =0 (A.25)

Onde ja incluimos o tensor de Einstein, advindo da variacao da agdo Sgp.

Reescrevendo a equagdo (A.25) numa forma mais compacta (usando a parte simétrica de
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alguns tensores), obtemos finalmente
1
Guw + ¢ {—ﬁguybabﬁRaﬂ + Qb(“baRw,) — DQD(#(babl,))
1 2 1 apfB
+ §D (buby) + §g“,,DaD5(b b”) » =0, (A.26)

que é a equacao que queremos resolver.

A.2 Calculo da métrica de Schwarzschild modificada

Vamos agora calcular a solu¢ao de Schwarzshild considerando a equagao de movimento (3.32),
que inclui os termos de violagao de Lorentz. No que segue, faremos as contas usando a assinatura

T/Ml/ — (_) +7 +) +)

Partimos do Ansatz de Schwarzshild, cuja métrica mais geral num espaco esfericamente simé-

trico tem a seguinte forma:

~A(r) 0 0 0
0 L 0
Juv = B(r) (A27)
0 0 r? 0
0 0 0 r2sin(9)?

Os célculos seguem o mesmo procedimento usual. Partindo da métrica acima, calculamos
todas as componentes da conexao Fg,y e, de posse destas componentes, calculamos o tensor de
curvatura R s, a partir do qual podemos obter o tensor de Ricci (Rqap) € o escalar de Ricci (R).
De posse destes elementos, podemos entao montar o tensor de Einstein G,g. Todas essas contas
iniciais sao feitas sem fazer ainda referéncia ao vetor b*, coisa que sera necessaria somente quando

calcularmos o segundo termo da equacao de movimento ((Trv)uw)-

Apos esses calculos iniciais, obtemos as seguintes componentes nao nulas para o tensor de

Einstein:

—A[rB'+B -1

Goo = | = ], (A.28)
BAr+ AB - A

Gun = TAB ; (A.29)

Goy = ﬁTBQ{—%ABA” +rAA'B + rBA(r)? +2B'A% — 2ABA", (A.30)
-Tr SiIl2 0 Y7i ! ! 2 /22 /

Gss = W{—%’ABA +rAA'B"+rBA” +2B'A° —2ABA'}, (A.31)

onde as linhas denotam derivadas com relagao a r, A = A(r) e B = B(r).

Percebemos claramente que Gua = sin® Gss, ou seja, essas duas componentes do tensor

de Einstein sao dependentes, de modo que é necessario trabalhar somente com uma delas (Gss,
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digamos). Portanto, ha apenas trés componentes independentes. Vamos partir agora para calcular
o outro termo da equacgao de movimento, que j& carrega informacoes sobre o vetor b,. Faremos

os calculos considerando apenas uma componente nao nula para este vetor.

A.2.1 Caso radial - b, = (0, f (r),0,0)

A exigéncia de que b, b* = 2 nos leva a:

bubl" = brb" = g""byby = B(r) f(r)* =% — f (r) = £/\/B(r). (A.32)

Portanto, usamos o vetor b, = (0, L_0,0).
B(r)

Os valores encontrados para o tensor (Try ), foram:

102 [2A"Br + B'A'Ar — A?Br + 4B'A?]

T —
(TrLv)oo 3 Ar
N 12[2A"Br + B'A'r + 4BA'] 1 BA™{?
4 r 4 A
102 [2A"BAr? + B'A'Ar? — A”Br? + 4B'A*r + 8A'BAr + 8A%B]
-3 12 , (A.33)
Ty~ _BCRABAT L BAAr - APBr 445 ]
LTy A2Br
102 [2A"BAr? + B'A'Ar? — A”Br? 4+ 4B'A*r + 8A'BAr + 8A%B]
T3 A2Br?  (A34)
122A"BAr + B'A’Ar — A”Br + 4B’ A%)r
(Trv)e = 3 yE
21 R/ !
B %5 [BrA+iAr+4AB] LB
122A"BAr? + B'A'Ar? — A Br? + 4B’ A%r + 8A'BAr + 8A%B]
(Trv)ss = sin®0(Try)a. (A.36)

Substituindo as componentes de (Try ), ¢ de Gy em (3.32) e resolvendo a equagao resultante,

obtemos a seguinte solugao:

Alr)y = Ci+ % (A.37)
241 &
B(r) = 14k " (1+=>) (A.38)
017'
Identificando C1 = 1 e Cy = —2m, obtemos o elemento de linha de Schwarzschild modificado pelo

termo de violagdo de Lorentz.

ds? = —(1 — 277”)51152 + (14 k%)(1 — 27m)—1dr2 + r2d#* + 1% sin® Odp> (A.39)
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A.2.2 Caso temporal - b, = (f (r),0,0,0)

As contas feitas para este caso levam & propria solucdo de Schwarzschild (o vetor b, nao causa

nenhuma modifica¢ao na solugao).

2 2
ds? = —(1 — “2)d2 + (1 — ) Ldr? 4 r2d6? + 12 sin? 0dg> (A.40)

r T
A.2.3 Caso angular 0 - b, = (0,0, f (r),0)

Nao foi encontrada solugdo analitica para este caso.

A.2.4 Caso angular ¢ - b, = (0,0,0, f (r))

As contas feitas para este caso mostram que todas as componentes do tensor de correcao se
anulam. Portanto, nao ha corre¢ées no tensor de Einstein, o que leva neste caso & propria solugao
de Schwarzschild:

2 2
ds? = —(1 — Tm)dtQ +(1- Tm)_ldr2 +12d62 + 12 sin? Od¢? (A.41)
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