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Resumo
Nesta dissertação, uma metodologia para projeto de filtros de Kalman, usando modelos
fuzzy tipo-2 intervalares, no domínio do tempo discreto, via decomposição espectral de
dados experimentais, é proposta. A metodologia adotada consiste na estimação paramé-
trica recursiva de submodelos lineares locais, no espaço de estados, do filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão da dinâmica inerente aos dados
experimentais, usando uma versão fuzzy tipo-2 do algoritmo Observer/Kalman Filter Iden-
tification (OKID). O particionamento dos dados experimentais é realizado pelo algoritmo
de agrupamento fuzzy tipo-2 Gustafson-Kessel. Os ganhos de Kalman intervalares na
proposição do consequente do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar são atualizados de
acordo com as componentes não-observáveis calculadas a partir da decomposição espectral
recursiva dos dados experimentais. Resultados computacionais ilustram a eficiência da
metodologia proposta, quando comparada a outras abordagens largamente citadas na
literatura, para filtragem e rastreamento das variáveis de estado do atrator caótico de
Lorenz em ambiente ruidoso, bem como para filtragem e rastreamento de trajetórias de
referência pelas variáveis de estado do atrator caótico de Chen em ambiente ruidoso e
com atrasos de tempo. Resultados experimentais ilustram a aplicabilidade da metodologia
proposta para o rastreamento adaptativo e previsão em tempo real do comportamento de
propagação dinâmica do novo coronavírus 2019 (COVID-19) no estado do Maranhão e
Brasil.

Palavras-chave: Identificação de sistemas. Sistemas fuzzy tipo-2 intervalares. Estimação
paramétrica recursiva. Filtragem de Kalman.





Abstract
In this dissertation, a methodology for design of Kalman filters, using interval type-2
fuzzy models, in discrete time domain, via spectral decomposition of experimental data,
is proposed. The adopted methodology consists of recursive parametric estimation of
local state space linear submodels of interval type-2 fuzzy Kalman filter for tracking and
forecasting of the dynamics inherited to experimental data, using an interval type-2 fuzzy
version of Observer/Kalman Filter Identification (OKID) algorithm. The partitioning of
the experimental data is performed by interval type-2 fuzzy Gustafson-Kessel clustering
algorithm. The interval Kalman gains in the consequent proposition of interval type-2
fuzzy Kalman filter are updated according to unobservable components computed by
recursive spectral decomposition of experimental data. Computational results illustrate
the efficiency of proposed methodology, as compared to approaches widely cited in the
literature, for filtering and tracking the state variables of Lorenz’s chaotic attractor in a
noisy environment, as well as filtering and tracking the reference trajectory through state
variables of Chen’s chaotic attractor in noisy environment and time delays. Experimental
results illustrate the applicability of proposed methodology for adaptive tracking and real
time forecasting the dynamic spreading behavior of novel coronavirus 2019 (COVID-19)
outbreak in state of Maranhão and Brazil.

Keywords: Systems identification. Interval type-2 fuzzy systems. Recursive parametric
estimation. Kalman filtering.
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1 Introdução

Em ciências e engenharia, é muito comum a solução de problemas de natureza
estocástica como predição, separação e detecção de sinais na presença de ruído aleatório
(MACK; HABETS, 2020; GOMEZ-GARCIA et al., 2020; LIU; LIU; BUCKNALL, 2019;
ZHU et al., 2019; ZOIREFF; SAMANIEGO; VIDAL, 2021). O filtro de Kalman (FK) é
a ferramenta matemática mais conhecida e utilizada para estimação estocástica a partir
de medições ruidosas. Ele foi proposto em 1960 por Rudolph E. Kalman em seu artigo
intitulado “A New Approach to Linear Filtering and Prediction Problems”, descrevendo
uma solução recursiva para o problema da filtragem linear no domínio do tempo discreto
(KALMAN, 1960), tornando-se uma abordagem padrão para estimação ótima. Desde sua
publicação, o filtro de Kalman foi objeto de extensa pesquisa e aplicações nas áreas de
cálculo de órbita, rastreamento de alvos, navegação integrada, posicionamento dinâmico,
fusão de dados de sensor, microeconomia, controle, modelagem, processamento digital de
imagem, reconhecimento de padrão, segmentação e detecção de borda de imagem, entre
outras. Este amplo interesse pelo FK é devido a sua característica de otimalidade, forma
conveniente para processamento online em tempo real, fácil formulação e implementação
(SERRA, 2018).

O aumento da complexidade dos sistemas dinâmicos práticos tem motivado pes-
quisas no sentido de estender a teoria de filtragem de Kalman clássica para enfrentar
não linearidades e incertezas, utilizando a teoria de sistemas fuzzy, principalmente os
sistemas fuzzy tipo-2, para aplicações na área de modelagem e controle (GIL; OLIVEIRA;
PALMA, 2019; BOUHENTALA; GHANAI; CHAFAA, 2019; HWANG; WU; LAI, 2019;
EVANGELISTA; SERRA, 2020; SERRA, 2018). Essas recentes aplicações bem sucedidas
de sistemas fuzzy tipo-2 é devido à sua estrutura baseada em regras capaz de aproxi-
mar funções, onde as proposições do antecedente descrevem regiões de operação fuzzy
(incertezas) e as proposições do consequente expressam o mapeamento não linear do
comportamento físico inerente às regiões de operação fuzzy correspondentes (ZHANG et
al., 2020; MENDEL, 2019; LIANG; MENDEL, 2000).

A metodologia proposta nesta dissertação é baseada no projeto de filtros de Kalman
usando modelos fuzzy tipo-2 intervalares no domínio do tempo discreto. A formulação de
uma nova versão fuzzy tipo-2 do algoritmo Observer/Kalman Filter Identification (OKID)
é proposta, para atualizar, recursivamente, a proposição do consequente do filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 utilizando componentes espectrais extraídas dos dados experimentais.
Conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares, os quais caracterizam a proposição do antecedente
do sistema de inferência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2, são estimados pelo, também
proposto, algoritmo de agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar Gustafson-Kessel. Resultados
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computacionais de filtragem e rastreamento dos estados de um sistema dinâmico não linear
com comportamento caótico em ambiente ruidoso, bem como a filtragem e rastreamento
de uma trajetória de referência por meio das variáveis de estado de um sistema dinâmico
também com comportamento caótico e sujeito a atrasos de tempo em suas entradas e
estados, demostram a eficiência da metodologia proposta em comparação com outras
abordagens amplamente citadas na literatura. A aplicabilidade da metodologia proposta é
ilustrada através de resultados experimentais para o rastreamento e previsão em tempo
real do comportamento de propagação dinâmica da COVID-19 no estado do Maranhão e
Brasil.

1.1 Trabalhos Relacionados
Nos últimos anos, estudos envolvendo a integração de sistemas fuzzy e filtros de

Kalman têm sido propostos na literatura (PIRES; SERRA, 2019; EYOH et al., 2018). Em
(WANG et al., 2020), conjuntos fuzzy são combinados com um método de otimização base-
ado no filtro de Kalman estendido com informações linguísticas aplicado ao rastreamento de
alvos. De acordo com informações limitadas e incertas de diferentes sensores, a metodologia
é capaz de combinar essas informações quando aplicada ao problema de otimização de
traços em um alvo de manobra desconhecido na província de Sichuan, na China. Em
(ASL et al., 2020), uma metodologia de otimização do filtro de Kalman Unscented (FKU)
adaptativo é apresentada por meio de um algoritmo fuzzy evolucionário denominado Fuzzy
Adaptive Grasshopper Optimization Algorithm, e é eficientemente aplicada a diferentes
problemas práticos, como um manipulador robótico e sistemas servo-hidráulicos, apre-
sentando melhor desempenho quando comparada com versões anteriores do FKU. Em
(MATÍA et al., 2021), é proposta uma reformulação na representação da incerteza em
filtros de Kalman fuzzy (FKF), para minimizar os efeitos de propagação de incertezas
que ocorre em outras abordagens presentes na literatura para o FKF. Distribuições de
possibilidade trapezoidais são usadas para representar variáveis fuzzy, definindo regiões de
possibilidade e impossibilidade em conjuntos assimétricos, o que contribui para modelar
a incerteza inerente a sensores com mais precisão. Em (BENHAMIDA et al., 2019), um
modelo de controle de torque preditivo direto, baseado em um modulador lógico fuzzy
adaptativo e em filtro de Kalman estendido, é apresentado. A metodologia consiste na
modulação do vetor de ciclo de trabalho baseada em lógica fuzzy adaptativa, de modo a
promover um melhor desempenho no controle de torque em sistemas de acionamento de
máquinas, bem como reduzir suas ondulações.

Apesar da extensa literatura neste contexto, ainda existem muitos campos de
pesquisa a serem explorados quanto à associação de filtros de Kalman e sistemas fuzzy.
Aplicações envolvendo a associação de filtros de Kalman e sistemas fuzzy tipo-2, por
exemplo, também têm sido desenvolvidas em diversas áreas a fim de caracterizar e
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reduzir os efeitos das incertezas em sistemas dinâmicos (EVANGELISTA; SERRA, 2019;
KHANESAR et al., 2012). Em (LIN et al., 2015), um sistema neuro fuzzy tipo-2 intervalar
é proposto, no qual os pesos das proposições do consequente são ajustados por meio
de um algoritmo de filtro de Kalman ordenado por regras para aumentar a eficácia
de aprendizagem da rede, usando uma propriedade de auto-evolução que pode gerar
regras fuzzy automaticamente e descartar características desnecessárias quando aplicada
a problemas de identificação de sistemas. Em (TAGHAVIFAR, 2020), um sistema de
suspensão ativo para carros elétricos, baseado em um controlador Proporcional-Integral-
Derivativo (PID) fuzzy tipo-2 e filtro de Kalman estendido é proposto para melhorar o
projeto do veículo e assim alcançar melhor desempenho e maior conforto na sua condução.

Diferentemente das abordagens anteriormente mencionadas e de outras encontradas
na literatura, o escopo desta dissertação é baseada na integração de filtros de Kalman e
sistemas fuzzy tipo-2 intervalares para rastreamento e previsão de dados experimentais
incertos. O projeto do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, de acordo com a metodologia
proposta, é baseado em componentes espectrais não-observáveis e regiões de incerteza
extraídas a partir e dados experimentais.

1.2 Motivação e Justificativa
Entre os principais aspectos que caracterizam a complexidade dos problemas em ci-

ências e engenharia estão as não linearidades (BENDAT, 1998), incertezas (MARTYNYUK;
YU.; MARTYNYUK-CHERNIENKO, 2019), ambiente ruidoso e não estacionário (HEN-
DRICKS; JANNERUP; SORENSEN, 2008; MOSS; MCCLINTOCK, 1989), variabilidade
temporal (TOMÁS-RODRÍGUEZ; BANKS, 2010), entre outros. Abordagens de modela-
gem computacional que consideram essas complexidades em suas formulações têm melhor
desempenho diante de condições de estabilidade e convergência (BONYADI; MICHA-
LEWICZ, 2016), estimação paramétrica polarizada (CHAN et al., 2020), dinâmicas não
modeladas (KHAYYAM et al., 2020), e elevados erros de aproximação e previsão (TANG et
al., 2020). Em análise de dados, uma preocupação crescente entre pesquisadores está relaci-
onada à presença de diversos tipos de incertezas como imprecisão e incompletude de dados
e informações, incertezas paramétricas e estruturais, propagação e acúmulo de incertezas e
condições iniciais desconhecidas, que devem ser consideradas em abordagens de modelagem
a fim de garantir modelos precisos para problemas do mundo real (WANG; ZHAO, 2013).
Embora estudos recentes tenham abordado o processamento de incertezas na formulação
de metodologias de análise de dados em diferentes domínios de aplicação, como engenharia
(MA; MA, 2020), saúde (HEINTZMAN; KLEINBERG, 2016), epidemiologia (GILBERT et
al., 2014), economia (KHAIRALLA; NING; AL-JALLAD, 2018), entre outros, as pesquisas
nesta questão ainda estão em aberto. Isso tem motivado o desenvolvimento de ferramentas
utilizando a teoria de sistemas fuzzy para análise de dados (HURTIK; MOLEK; HULA,
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2020; LAN et al., 2020; PIRES; SERRA, 2020), principalmente a partir da associação de
filtros de Kalman e sistemas fuzzy tipo-2, que é a motivação particular desta dissertação.
A abordagem proposta tem como objetivo superar as limitações da filtragem de Kalman
clássica diante de não linearidades de ordem elevada, processando diferentes tipos de
incertezas a partir de regiões de operação fuzzy intervalares definidas sobre o conjunto
de dados experimentais não-estacionário e garantindo um conjunto de possíveis soluções
dentro de uma região de confiança.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma metodologia para o projeto de filtros de Kalman com inferência
fuzzy tipo-2 intervalar, considerando as componentes espectrais não-observáveis extraídas
a partir de dados experimentais.

1.3.2 Objetivos Específicos

• Apresentar uma base teórica sobre modelagem computacional de dados no espaço
de estados, filtragem de Kalman, algoritmo OKID, sistemas fuzzy tipo-2 intervalares
e análise espectral de dados.

• Formula, matematicamente, uma versão fuzzy tipo-2 recursiva do algoritmo OKID
para estimação paramétrica recursiva da proposição do consequente do filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar.

• Formular, matematicamente, uma versão fuzzy tipo-2 do algoritmo de agrupamento
Gustafson-Kessel para estimação paramétrica da proposição do antecedente do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar.

• Formular, matematicamente, um mecanismo de atualização recursivo dos ganhos
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalares baseado na decomposição espectral dos dados
experimentais corrompidos por ruído.

• Validar a metodologia proposta a partir da análise comparativa com outras metodo-
logias largamente citadas na literatura e aplicações a estudos de caso em problemas
reais de filtragem e previsão.

1.4 Contribuições da Dissertação
As principais contribuições que garantem a originalidade da metodologia proposta

são:



1.5. Trabalhos Publicados Pela Autora 37

• Uma abordagem computacional baseada na integração de filtros de Kalman e sistemas
fuzzy tipo-2 para rastreamento adaptativo e previsão em tempo real de dados
experimentais;

• Formulação do algoritmo de agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar baseado em um
mecanismo de distância de similaridade adaptativa capaz de definir regiões de
operação específicas associadas ao comportamento e incertezas inerentes ao conjunto
de dados experimentais;

• Formulação de um modelo computacional com aprendizagem de máquina inteligente
baseado no filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, para rastreamento adapta-
tivo e previsão em tempo real do comportamento inerente ao conjunto de dados
experimentais, a partir das regiões de operação específicas definidas no item anterior.

1.5 Trabalhos Publicados Pela Autora

1.5.1 Periódicos

• GOMES, D. C. S; SERRA, G. L. O. Machine Learning Model For Computational
Tracking and Forecasting the COVID-19 Dynamic Propagation. IEEE Journal of
Biomedical and Health Informatics, 2021. DOI 10.1109/JBHI.2021.3052134 (Qualis
A1, JCR: 5.223).

• GOMES, D. C. S; SERRA, G. L. O. Computational Approach For Real-Time
Interval Type-2 Fuzzy Kalman Filtering and Forecasting via Unobservable Spectral
Components of Experimental Data. Journal of Control, Automation and Electrical
Systems, 2021. DOI 10.1007/s40313-020-00675-9 (Qualis B1).

1.5.2 Capítulos de Livro

• GOMES, D. C. S; SERRA, G. L. O. Methodology for Model-Based Fuzzy Kalman
Filter Design via Singular Spectral Analysis of Experimental Data. Applications of
Artificial Intelligence in Electrical Engineering, IGI Global, 1 ed., 2020.

• GOMES, D. C. S; SERRA, G. L. O. Filtro de Kalman Baseado em Modelo Fuzzy
Takagi – Sugeno via Análise Espectral de Dados Experimentais. A Produção do
Conhecimento na Engenharia Elétrica 2, Atena Editora, 1 ed., 2020.

1.5.3 Congressos

• GOMES, D. C. S; SERRA, G. L. O. Projeto de Filtro de Kalman Fuzzy Baseado
em Modelo via Decomposição Espectral de Dados Experimentais. In: Anais do 14o
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Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente, 2019, Ouro Preto – MG.

• GOMES, D. C. S; SERRA, G. L. O. Projeto de Filtro de Kalman Fuzzy Tipo-2
Intervalar via Decomposição Espectral de Dados Experimentais. In: Anais do 23o

Congresso Brasileiro de Automática, 2020, Porto alegre – RS.

• GOMES, D. C. S; SERRA, G. L. O. Filtragem Computacional de Kalman Fuzzy Tipo-
2 para Rastreamento e Previsão da Dinâmica de Propagação da COVID-19: Estudo
de Caso Aplicado ao Brasil. In: Anais do 23o Congresso Brasileiro de Automática,
2020, Porto alegre – RS.

1.6 Organização da Dissertação

Esta dissertação está organizada em quatro partes principais: Contextualização
Inicial, Fundamentação Teórica, Referencial Metodológico e Contextualização Final.

A Parte I, CONTEXTUALIZAÇÃO INICIAL, é constituída apenas pelo Capítulo
1. Neste capítulo, apresentou-se uma introdução aos tópicos de interesse desta dissertação,
a motivação e justificativa, os objetivos geral e específicos, bem como as contribuições
da metodologia proposta nesta dissertação. Por fim, foram evidenciados os trabalhos
publicados pela autora.

A Parte II, FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA, é constituída pelos Capítulos 2, 3 e
4. No Capítulo 2, são abordados conceitos e formulações sobre a teoria de filtragem de
Kalman, relevantes para o desenvolvimento da metodologia proposta nesta dissertação. No
Capítulo 3, são apresentados conceitos sobre a teoria de realização de sistemas. No Capítulo
4, aspectos teóricos sobre sistemas fuzzy tipo-2 são detalhados, bem como sua extensão
para sistemas fuzzy tipo-2 intervalares, os quais constituem a base para a metodologia
proposta nesta dissertação.

A Parte III, REFERENCIAL METODOLÓGICO, é constituída pelos Capítulos 5,
6 e 7. No Capítulo 5, é apresentada a metodologia para o projeto de filtros de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalares proposto nesta dissertação. Neste capítulo, formulações para o pré-
processamento dos dados experimentais por meio da Análise Espectral Singular, estimação
paramétrica das proposições do antecedente e consequente do sistema de inferência do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e seu mecanismo de atualização recursivo, são abordados.
No Capítulo 6, resultados computacionais da metodologia proposta são apresentados,
bem como análise comparativa com abordagens relevantes presentes na literatura, no
sentido de demonstrar a eficiência da metodologia proposta nesta dissertação. No Capítulo
7, resultados experimentais da aplicação da metodologia proposta para rastreamento
adaptativo e previsão em tempo real do comportamento de propagação dinâmica da
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COVID-19 são apresentados, no sentido de elucidar a aplicabilidade da metodologia
proposta.

A Parte IV, CONTEXTUALIZAÇÃO FINAL, é constituída pelos Capítulos 8 e 9
nos quais apresentam-se, respectivamente, as conclusões da dissertação e as propostas de
pesquisas futuras.





Parte II

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA
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2 Teoria de Filtragem de Kalman

O problema de estimação de estados de sistemas dinâmicos está presente em diversas
aplicações da engenharia (GROTAS et al., 2019; ZAMZAM; LIU; BERNSTEIN, 2021;
NUGROHO; TAHA; QI, 2020). Neste contexto, diversos algoritmos foram desenvolvidos no
sentido de estabelecer uma representação interna do comportamento de sistemas dinâmicos
ao longo do tempo. Dentre eles, o filtro de Kalman (FK) é um estimador recursivo ótimo,
bastante aplicado atualmente, baseado na combinação de informações sobre a dinâmica
do sistema, representado por um modelo no espaços de estados, e medições de sensores
(KALMAN, 1960). Neste capítulo, são apresentados conceitos básicos relativos ao filtro de
Kalman bem como o funcionamento da sua estrutura no processo de filtragem e estimação
de estados de sistemas dinâmicos.

O filtro de Kalman consiste de um conjunto de equações recursivas, as quais
são utilizadas para a estimação dos estados de um sistema dinâmico representado pelo
seguinte modelo linear no espaço de estados (AGUIRRE, 2015; KALMAN, 1960; BROWN;
HWANG, 2012; GREWAL, 2008):

xk+1 = Akxk + Bkuk + Υkwk (2.1)

yk = Ckxk + vk (2.2)

onde xk ∈ Rn é o vetor de estado n-dimensional no instante k; uk ∈ Rm é o vetor de
entradasm-dimensional no instante k; yk ∈ Rp é o vetor de saídas p-dimensional no instante
k e as matrizes Ak ∈ Rn×n, Bk ∈ Rn×m e Ck ∈ Rp×n são, respectivamente, a matriz de
estados, matriz de entrada e matriz de saída. Os termos w e v são, respetivamente, os
ruídos de processo (relacionado a perturbações desconhecidas no processo) e de medição
(relacionado a incerteza nas medições), os quais são variáveis aleatórias, de média nula, que
satisfazem as relações E

[
wkwT

k

]
= Qk, E

[
vkvTk

]
= Rk e E

[
vkwT

k

]
= 0, e Υk é a matriz

que modela o ruído de processo. Para o problema de estimação de estados, a estimativa
de estados ótima xk é definida em termos da Função de Densidade de Probabilidade
(FDP) condicional f (xk|y1, . . . ,yk), isto é, a estimativa ótima do vetor de estados xk é
condicionada às medições de yi, i = 1, . . . , k, ou seja, y1, . . . ,yk−1,yk, onde k denota o
instante de tempo atual. O filtro de Kalman convencional adota uma estrutura do tipo
predição-correção ou propagação-assimilação para a estimação ótima do vetor de estados
xk baseada no conhecimento da dinâmica do sistema e nas medições realizadas para y. As
etapas de propagação e assimilação, implementadas pelo algoritmo do filtro de Kalman
convencional, são descritas a seguir.
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2.1 Etapa de Propagação
Considerando a função de densidade de probabilidade de x+

k dada por fk ∼
N
(
x̄+
k ,P+

k

)
, em que fk, por hipótese, é considerada como gaussiana para simplificação das

deduções matemáticas, x̄+
k é a média e P+

k é a matriz de covariância do erro de estimação,
deseja-se encontrar a função de densidade de probabilidade de x−k+1. Nesta dissertação,
o sinal “+” é utilizado para indicar uma grandeza referente ao instante k após ter sido
incluída a informação em k e o sinal de “−” para indicar uma grandeza referente ao
instante k antes de ser incluída a informação referente ao instante k. Uma vez que, em
processos estocásticos, uma função de densidade de probabilidade gaussiana permanece
gaussiana ao ser propagada por um sistema linear e invariante no tempo, f− também será
gaussiana, ou seja, f− ∼ N

(
x̄−k+1,P−k+1

)
, e é completamente definida pela determinação

de x̄−k+1 e P−k+1.

Substituindo o estado x+
k na Equação (2.1), tem-se:

x−k+1 = Akx+
k + Bkuk + Υkwk (2.3)

Uma vez que a média do ruído dinâmico wk, por hipótese, é nula e o sinal uk é determinístico,
utilizando-se a propriedade da ergodicidade (o que permite substituir o valor esperado
de uma variável pela sua média temporal), a esperança matemática de x−k+1, na Equação
(2.3), é dada por:

x̄−k+1 = Akx̄+
k + Bkuk (2.4)

Por se tratar de distribuições gaussianas, a estimação do vetor de estado x resultará no
seu valor médio. Logo, a Equação (2.4) pode ser reescrita como segue:

x̂−k+1 = Akx̂+
k + Bkuk (2.5)

onde o símbolo “∧” indica o valor estimado do vetor de estado.

Definindo-se o erro de estimação na etapa de propagação como segue:

x̃−k+1 = x̂−k+1 − xk+1 (2.6)

onde o símbolo “~” indica o erro e xk+1 é o valor verdadeiro do vetor de estado. Substituindo
as Equações (2.5) e (2.1) na Equação (2.6):

x̃−k+1 =
[
Akx̂+

k + Bkuk
]
− [Akxk + Bkuk + Υkwk] (2.7)

= Ak

(
x̂+
k − xk

)
−Υkwk (2.8)

= Akx̃+
k −Υkwk (2.9)
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Por definição, a matriz de covariância de x̂−k+1 é dada por (AGUIRRE, 2015):

P−k+1 = E
[(

x̂−k+1 − E
[
x̂−k+1

]) (
x̂−k+1 − E

[
x̂−k+1

])T ]
(2.10)

= E
[(

x̂−k+1 − xk+1
) (

x̂−k+1 − xk+1
)T ]

(2.11)

= E
[
x̃−k+1

(
x̃−k+1

)T ]
(2.12)

A partir da Equação (2.12), percebe-se que a matriz de covariância do vetor de estado
estimado é igual a matriz de covariância do erro de estimação para o caso em que a
estimativa de x̂−k+1 é não polarizada, para o qual E

[
x̃−k+1

]
= 0. Substituindo a Equação

(2.9) na Equação (2.12), tem-se:

P−k+1 = E
[(

Akx̃+
k −Υkwk

) (
Akx̃+

k −Υkwk

)T ]

= E
[
Akx̃+

k

(
x̃+
k

)
AT
k

]
− E

[
Akx̃+

k wT
kΥT

k

]
− E

[
Υkwk

(
x̃+
k

)T
AT
k

]
+ E

[
ΥkwkwT

kΥT
k

]

= AkP+
k AT

k −AkE
[
x̃+
k wT

k

]
ΥT
k −ΥkE

[
wk

(
x̃+
k

)T ]
AT
k + ΥkQkΥT

k

= AkP+
k AT

k + ΥkQkΥT
k (2.13)

onde E
[
x̃+
k wT

k

]
= E

[
wk

(
x̃+
k

)]
= 0, pois o ruído de processo na iteração k não é correlaci-

onado com o erro de estimação, considerando a mesma iteração.

Desse modo, a função de densidade de probabilidade f− ∼ N
(
x̄−k+1,P−k+1

)
é

caracterizada completamente pelas Equações (2.4) e (2.13).

2.2 Etapa de Assimilação

Conforme visto na Seção 2.1, o vetor de estado x+
k é propagado para a próxima

iteração a partir do modelo dinâmico, o qual descreve como o vetor de estado muda de uma
iteração para outra, resultando em x−k+1. Na etapa de assimilação ou correção, a estimativa
do vetor de estados x−k+1 é corrigida com a chegada de nova informação (medição) na
iteração k+1, resultando no vetor de estado corrigido x+

k+1. Nesta etapa, deseja-se observar
o que ocorre com f−, caracterizada na etapa de propagação, ao ser realizada a etapa de
assimilação, ou seja, deve-se caracterizar a distribuição de x+

k+1 definida pela distribuição
a posteriori f+ ∼ N

(
x̄+
k+1,P+

k+1

)
, a partir da distribuição a priori, f− ∼ N

(
x̄−k+1,P−k+1

)
,
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e da medição que chega nesta iteração, yk+1. É possível relacionar as médias de f+ e f−

como segue:

x̄+
k+1 = x̄−k+1 + Kk+1

[
yk+1 −Ck+1x̄−k+1

]
(2.14)

onde

Kk+1 = P−k+1CT
k

[
CkP−k+1CT

k + Rk+1
]−1

(2.15)

Conforme mencionado anteriormente, por se tratar de distribuições gaussianas, a estimação
do vetor x pode ser substituído pelo seu valor médio. Logo, a Equação (2.14) pode ser
reescrita como segue:

x̂+
k+1 = x̂−k+1 + Kk+1

[
yk+1 −Ck+1x̂−k+1

]
(2.16)

Para se determinar uma expressão para a matriz de covariância P−k+1 , será definido
o erro de estimação após a assimilação como segue:

x̃+
k+1 = x̂+

k+1 − xk+1 (2.17)

A partir da Equação (2.17), a matriz de covariância desejada é dada por

P+
k+1 = E

[
x̃+
k+1

(
x̃+
k+1

)T ]
(2.18)

Substituindo a Equação (2.16) na Equação (2.17), tem-se:

x̃+
k+1 = x̂−k+1 + Kk+1

[
yk+1 −Ck+1x̂−k+1

]
− xk+1 (2.19)

Considerando a Equação (2.2), a Equação (2.19) pode ser reescrita da seguinte forma:

x̃+
k+1 = x̂−k+1 + Kk+1

[
Ck+1xk+1 + vk+1 −Ck+1x̂−k+1

]
− xk+1

= (I−Kk+1Ck+1) x̂−k+1 − (I−Kk+1Ck+1) xk+1 + Kk+1vk+1

= (I−Kk+1Ck+1) x̃−k+1 + Kk+1vk+1 (2.20)
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Substituindo a Equação (2.20) na Equação (2.18), obtém-se:

P+
k+1 = E

[
(I−Kk+1Ck) x̃−k+1

(
x̃−k+1

)T
(I−Kk+1Ck)T

]
+

+E
[
(I−Kk+1Ck) x̃−k+1vTkKT

k+1

]
+

+E
[
Kk+1vk

(
x̃−k+1

)T
(I −Kk+1Ck)T

]
+ E

[
Kk+1vkvTkKT

k+1

]

= (I−Kk+1Ck) P−k+1 (I−Kk+1Ck)T +

+ (I−Kk+1Ck)E
[
x̃−k+1vTk

]
KT
k+1 +

+Kk+1E
[
vk
(
x̃−k+1

)T ]
(I−Kk+1Ck)T + Kk+1Rk+1KT

k+1

= (I−Kk+1Ck) P−k+1 (I−Kk+1Ck)T + Kk+1Rk+1KT
k+1

= P−k+1 −P−k+1CT
kKT

k+1 −Kk+1CkP−k+1 +

+Kk+1
(
CkP−k+1CT

k + Rk+1
)

KT
k+1 (2.21)

onde E
[
x̃−k+1vTk+1

]
= 0 e E

[
vk+1

(
x̃−k+1

)T ]
= 0, uma vez que o ruído de medição em uma

iteração não é correlacionado ao erro da estimação corrigida na mesma iteração.

Substituindo a Equação (2.15) no primeiro elemento Kk+1 da última parcela da
Equação (2.21), tem-se:

P+
k+1 = P−k+1 −Kk+1CkP−k+1 (2.22)

Assim, a distribuição de probabilidade a posteriori f+ ∼ N
(
x̄+
k+1,P+

k+1

)
é completamente

caracterizada pelas Equações (2.14) e (2.22).

Portanto, o filtro de Kalman discreto é formado pela fusão das etapas de propagação
e assimilação, anteriormente descritas, e o seu procedimento de cálculo é resumido pelo
conjunto de equações abaixo:

x̂−k+1 = Akx̂k + Bkuk
P−k+1 = AkP+

k AT
k + ΥkQkΥT

k

Kk+1 = P−k+1CT
k

[
CkP−k+1CT

k + Rk+1
]−1

(2.23)

x̂+
k+1 = x̂−k+1 + Kk+1

(
yk −Ckx̂−k+1

)
Pk

+ = Pi−
k+1 −Kk+1CkP−k+1
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onde as condições iniciais x̂+
0 e P0 são conhecidas.
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3 Teoria de Realização de Sistemas

A teoria de realização de sistemas é um campo de pesquisa que envolve o estudo
e aplicação de diferentes técnicas e métodos para obtenção de modelos matemáticos, no
espaço de estados, que representam o comportamento dinâmico de um sistema ou fenômeno
físico. Neste contexto, dois conceitos essenciais são os de observabilidade e controlabilidade,
uma vez que, para a identificação de sistemas, é essencial conhecer se os todos os estados
de um sistema podem ser controlados e/ou observados (CHEN, 1999; JUANG, 2011). A
controlabilidade está relacionada à condição de um sistema dinâmico atingir um estado
desejado pela aplicação de uma ação de controle enquanto a observabilidade está relacionada
a possibilidade dos estados internos poderem ser observados a partir das medições de
saída do sistema dinâmico (LAWRENCE; WILLIAMS, 2007). Neste capítulo, as teorias
de controlabilidade e observabilidade são detalhadamente discutidas, ambas no domínio
do tempo discreto, e posteriormente são apresentados conceitos básicos sobre a teoria
de realização de sistemas, os quais são essenciais para o entendimento da metodologia
proposta nesta dissertação.

3.1 Controlabilidade no Domínio do Tempo Discreto

Considerando um sistema dinâmico linear e invariante no tempo (LIT) representado
pelo seguinte modelo no espaço de estados no domínio do tempo discreto (JUANG, 1994):

xk+1 = Axk + Buk (3.1)

yk = Cxk + Duk (3.2)

onde xk, uk e yk são os vetores de estado, entrada e saída, com dimensões n× 1, m× 1 e
p×1, respectivamente. As matrizes (A, B, C, D), com dimensões apropriadas, representam
a operação interna do sistema dinâmico linear e são utilizadas para determinar a resposta
do sistema para qualquer entrada.

A solução para a representação discreta do sistema dinâmico, dada na Equação
(3.1), no instante de tempo q, é dada por:

xq = Aqx0 +
q∑
i=1

Ai−1Buq−i (3.3)
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ou na forma matricial:

xq = Aqx0 +
[
B AB A2B · · · Aq−1B

]


uq−1

uq−2

uq−3

...

u0


(3.4)

onde x0 é o estado inicial do sistema dinâmico.

Um estado xk é dito controlável se este pode ser atingido a partir de qualquer
estado inicial do sistema, em um intervalo de tempo finito, pela aplicação de uma entrada
de controle. Caso todos os estados sejam controláveis, o sistema é dito completamente
controlável ou, simplesmente, controlável.

Para que a controlabilidade de um sistema dinâmico seja completamente definida,
é necessário e suficiente determinar se o estado nulo, ao invés de todos os estados iniciais,
pode ser transferido para todos os estados finais possíveis. Para justificar esta afirmação, a
Equação (3.4) é reescrita como segue:

x̂q = xq −Aqx0 =
[
B AB A2B · · · Aq−1B

]


uq−1

uq−2

uq−3

...

u0


(3.5)

o que é equivalente a iniciar pelo estado nulo e chegar ao estado final x̂q = xq −Aqx0.
Desse modo, se for possível demonstrar que o sistema pode ir do estado nulo x0 = 0 para
qualquer estado final x̂q, então o sistema pode ir de qualquer estado inicial x0 para um
ponto final qualquer x̂q.

Teorema 1. O sistema dinâmico linear, invariante no tempo, com dimensão finita e
discreto no tempo, de n-ésima ordem, é controlável se, e somente se, a matriz de controla-
bilidade Q ∈ Rn×qm tiver posto n, onde

Q =
[
B AB A2B · · · Aq−1B

]
(3.6)

Prova: ver (JUANG, 1994; CHEN, 1999).
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3.2 Observabilidade no Domínio do Tempo Discreto

Um estado xq é dito observável se puder ser completamente determinado a partir
do conhecimento da entrada aplicada uk e da saída medida yk sobre o intervalo de tempo
finito 0 < k ≤ q. Caso todos os estados sejam observáveis, o sistema dinâmico é dito
completamente observável ou, simplesmente, observável.

Para que a observabilidade de um sistema dinâmico seja completamente definida, é
necessário e suficiente verificar se o seu estado inicial x0 com entrada nula, isto é, uk = 0,
pode ser completamente determinado a partir da saída yk (k = 0, 1, . . . , q − 1), pois o
conhecimento do estado inicial x0 e da entrada uk permite a obtenção do estado xq−1 a
partir da Equação (3.5).

Teorema 2. O sistema dinâmico linear, invariante no tempo, com dimensão finita e
discreto no tempo, de n-ésima ordem, é observável se, e somente se, a matriz de observabi-
lidade P ∈ Rpq×n, tiver posto n, onde

P =



C

CA

CA2

...

CAq−1


(3.7)

Prova: ver (JUANG, 1994; CHEN, 1999).

3.3 Conceitos Básicos de Realização

Retomando o sistema dinâmico representado pelo modelo no espaço de estados, no
domínio do tempo discreto, dado pelas Equações (3.1)-(3.2):

xk+1 = Axk + Buk (3.8)

yk = Cxk + Duk (3.9)

Considerando uma entrada do tipo impulso, isto é, us0 = 1 (s = 1, . . . ,m) e usk =
0 (k = 1, 2, . . . ), e substituindo nas Equações (3.8)-(3.9), os estados do sistema dinâmico
se propagam no tempo como segue:

k = 0→

x1 = Ax0 + Bu0 = B

y0 = Cx0 + Du0 = D
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k = 1→

x2 = Ax1 + Bu1 = AB

y1 = Cx1 + Du1 = CB

k = 2→

x3 = Ax2 + Bu2 = A2B

y2 = Cx2 + Du2 = CAB

k = 3→

x4 = Ax3 + Bu3 = A3B

y3 = Cx3 + Du3 = CA2B

... (3.10)

k = · · · →

xk+1 = Axk + Buk = AkB

yk = Cxk + Duk = CAk−1B = Yk

o que resulta em uma matriz de resposta ao impulso Y com dimensão m × p, dada
por:

Y0 = D, Y1 = CB, Y2 = CAB, . . . , Yk = CAk−1B (3.11)

Esta sequência de matrizes é conhecida como parâmetros de Markov, os quais
são geralmente utilizados como base em diversos métodos de identificação de sistemas
dinâmicos lineares (PHAN; JUANG; LONGMAN, 1991; JUANG et al., 1993). Uma vez
que a matriz D já está determinada (D = Y0), somente as matrizes A, B e C precisam
ser calculadas. Uma realização é o cálculo do tripé [A,B,C], baseado nos parâmetros de
Markov, para o qual o modelo no tempo discreto dado nas Equações (3.8)-(3.9) é satisfeito.
Segundo Juang e Pappa (1985), realização é o processo de construção da representação de
um sistema, em espaço de estados, a partir de dados experimentais. Todo sistema tem um
número infinito de realizações, as quais produzirão a mesma resposta para qualquer entrada
particular. Realização mínima significa um modelo no espaço de estados com a menor
dimensão entre todas realizações possíveis que tenham a mesma relação entrada-saída.



3.3. Conceitos Básicos de Realização 53

A realização de um sistema inicia-se pela formação de uma matriz de Hankel
generalizada H ∈ γp× βm, composta pelos parâmetros de Markov da Equação (3.11):

H (j − 1) =



Yj Yj+1 . . . Yj+β−1

Yj+1 Yj+2 . . . Yj+β

... ... . . . ...

Yj+γ−1 Yj+γ . . . Yj+γ+β−2


(3.12)

H (j − 1) =



CAj−1B CAjB . . . CAj+β−2B

CAjB CAj+1B . . . CAj+β−1B
... ... . . . ...

CAj+γ−2B CAj+γ−1B . . . CAj+γ+β−3B


(3.13)

onde γ e β estão relacionados ao número de linhas e colunas da matriz de Hankel,
respectivamente. Para o caso de j = 1, tem-se:

H (j − 1) =



Y1 Y2 . . . Yβ

Y2 Y3 . . . Y1+β

... ... . . . ...

Yγ Y1+γ . . . Yγ+β−1


=



CB CAB . . . CAβ−1B

CAB CA2B . . . CAβB
... ... . . . ...

CAγ−1B CAγB . . . CAγ+β−2B


(3.14)

É possível perceber que a matriz Y0 = D não está incluída em H0. Se γ ≥ n e β ≥ n, onde
n é a ordem do sistema, a matriz Hj−1 tem posto n. Para confirmar isto, os parâmetros
de Markov dados na Equação (3.11) são substituídos na Equação (3.12) e a matriz Hj−1 é
decomposta em três termos matriciais como segue:

Hj−1 = PγAj−1Qβ (3.15)
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onde Pγ e Qβ são dadas por:

Pγ =



C

CA

CA2

...

CAγ−1


(3.16)

Qβ =
[
B AB A2B · · · Aβ−1B

]
(3.17)

As matrizes Pγ e Qβ são, respectivamente, as matrizes de observabilidade e controlabilidade.
Se a ordem do sistema for n, então a dimensão mínima da matriz de estados A é n× n.
Se o sistema dinâmico é observável e controlável, as matrizes Pγ e Qβ tem posto n e,
consequentemente, a matriz de Hankel, dada na Equação (3.12), também terá posto igual
a n.

Vários métodos de identificação de sistemas foram desenvolvidos baseados nas
propriedades da matriz de Hankel composta pelos parâmetros de Markov (amostras
de resposta ao impulso). Dentre eles, tem-se o método OKID (Observer/Kalman Filter
Identification), no qual os parâmetros do modelo no espaço de estados são determinados a
partir do cálculo dos parâmetros de Markov do sistema dinâmico bem como é desenvolvida
uma abordagem de ganho direto para o filtro de Kalman, a qual não depende de informações
estatísticas ou cálculo de covariâncias (JUANG et al., 1993).
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4 Teoria de Sistemas Fuzzy Tipo-2

O conceito de “conjunto fuzzy com função de pertinência fuzzy” foi introduzido
em 1975 por L. A. Zadeh, os chamados conjuntos fuzzy tipo-2, como uma extensão do
conceito de conjuntos fuzzy convencionais, também chamados de conjuntos fuzzy tipo-1
(ZADEH, 1975). Conjuntos fuzzy tipo-2 são caracterizados por funções de pertinência
cujo grau de pertencimento de cada elemento nesta função é um conjunto fuzzy tipo-1 no
intervalo [0, 1] (KARNIK; MENDEL; LIANG, 1999). A motivação para a formulação deste
conceito está na impossibilidade de se determinar precisamente o grau de pertinência de
uma grandeza em um conjunto fuzzy, uma vez que somente dados e informações imprecisas
estão disponíveis na prática (KARNIK; MENDEL, 1998). Dessa forma, os conjuntos fuzzy
tipo-2 são muito úteis em situações em que é difícil se determinar o formato preciso das
funções de pertinência, permitindo representar diferentes tipos de incerteza em relação aos
conjuntos fuzzy tipo-1. Neste capítulo, são apresentados conceitos e definições matemáticas
sobre conjuntos fuzzy tipo-2 gerais e intervalares, bem como algumas operações básicas
entre conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares. Por fim, a estrutura adotada por sistemas de
inferência fuzzy tipo-2 Takagi-Sugeno é apresentada.

4.1 Conjuntos Fuzzy Tipo-2
Um conjunto fuzzy tipo-2 geral, denominado por W̃ , definido em um universo de

discurso U , é formalmente representado por (CASTILLO, 2007):

W̃ =
{(

u, µ1
W̃

)
, µ2

W̃

(
u, µ1

W̃

)
| ∀u ∈ U , ∀µ1

W̃
∈ [0, 1]

}
(4.1)

onde µ1
W̃

é denominado grau de pertinência primário e µ2
W̃

é denominado grau de
pertinência secundário, o qual está relacionado ao nível de incerteza sobre µ1

W̃
, isto é,

cada grau de pertinência primário µ1
W̃

tem associada uma função de incerteza secundária
µ2

W̃
. Um exemplo de conjunto fuzzy tipo-2 geral gaussiano é ilustrado na Figura 1.

Um caso particular dentro do estudo da lógica fuzzy tipo-2 são os conjuntos fuzzy
tipo-2 intervalares, os quais são derivados a partir de uma simplificação na função de
pertinência tipo-2 mostrada na Figura 1, onde a terceira dimensão assume valor de
pertinência sempre igual a 1, isto é, µ2

W̃

(
u, µ1

W̃

)
= 1. Dessa forma, conjuntos fuzzy tipo-2

intervalares são caracterizados por duas funções de pertinência tipo-1, denominadas função
de pertinência superior e função de pertinência inferior, sendo formalmente representados
por (LIANG; MENDEL, 2000):

W̃ =
{

1/
[
µ
W̃

(u) , µ
W̃

(u)
]
| ∀u ∈ U

}
(4.2)
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Figura 1 – Conjunto fuzzy tipo-2 geral gaussiano. Fonte: Autora

onde µ
W̃

(u) e µ
W̃

(u) são, respectivamente, as funções de pertinência superior e inferior de
W̃ . Os conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares definem uma região de incerteza, chamada de
Rastro de Incerteza (RDI), limitada pelas funções de pertinência superior e inferior, a qual
representa a incerteza relacionada ao grau de pertinência primário. Matematicamente, o
rastro de incerteza de um conjunto fuzzy tipo-2 intervalar é definido como a união de todas
as funções de pertinência primárias (MENDEL; JOHN, 2002). A forma assumida pela
função de pertinência tipo-2 intervalar é mostrada na Figura 2. Uma maneira simplificada
de ilustrar a função de pertinência tipo-2 intervalar está ilustrada na Figura 3, onde a
terceira dimensão é suprimida. Devido sua complexidade computacional reduzida quando
comparada aos conjuntos fuzzy tipo-2 gerais, as funções tipo-2 intervalares são mais
largamente empregadas na literatura (ZHENG et al., 2020; NAIK; SINGH, 2021; TURK
et al., 2021; TRAN et al., 2020; ZHOU; HAN, 2020). Assim, o presente trabalho tem como
objetivo a utilização de sistemas fuzzy baseados em conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares.

4.2 Operações Básicas Entre Conjuntos Fuzzy Tipo-2 Intervalares

Para a implementação de sistemas fuzzy tipo-2 intervalares, é necessário o enten-
dimento de algumas operação básicas entre conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares, a saber,
as operações de união, interseção e complemento. Sejam dois conjuntos fuzzy tipo-2
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Figura 2 – Conjunto fuzzy tipo-2 intervalar gaussiano. Fonte: Autora

Figura 3 – Conjunto fuzzy tipo-2 intervalar gaussiano bidimensional. Fonte: Autora
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intervalares, W̃ 1 e W̃ 2, definidos por

W̃ 1 =
{

1/
[
µ
W̃ 1 (u) , µ

W̃ 1 (u)
]}

(4.3)

W̃ 2 =
{

1/
[
µ
W̃ 2 (u) , µ

W̃ 2 (u)
]}

(4.4)

os quais são mostrados na Figura 4.

Figura 4 – Conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares W̃ 1 e W̃ 2. Fonte: Autora

4.2.1 União

A operação de união entre os conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares W̃ 1 e W̃ 2 é,
matematicamente, dada por:

W̃ 1 ∪ W̃ 2 = 1/
[
µ
W̃ 1 (u) ∪ µ

W̃ 2 (u) , µ
W̃ 1 (u) ∪ µ

W̃ 2 (u)
]

(4.5)

isto é, a operação de união entre dois conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares equivale a união
entre as funções de pertinência superiores e entre as funções de pertinência inferiores de
W̃ 1 e W̃ 2. O resultado da operação de união entre os conjuntos W̃ 1 e W̃ 2 é ilustrado na
Figura 5.

4.2.2 Interseção

A operação de interseção entre os conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares W̃ 1 e W̃ 2 é,
matematicamente, dada por:

W̃ 1 ∩ W̃ 2 = 1/
[
µ
W̃ 1 (u) ∩ µ

W̃ 2 (u) , µ
W̃ 1 (u) ∩ µ

W̃ 2 (u)
]

(4.6)
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Figura 5 – Resultado da operação de união entre os conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares
W̃ 1 e W̃ 2. Fonte: Autora

isto é, a operação de interseção entre dois conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares equivale a
interseção entre as funções de pertinência superiores e entre as funções de pertinência
inferiores de W̃ 1 e W̃ 2. O resultado da operação de interseção entre os conjuntos W̃ 1 e
W̃ 2 é ilustrado na Figura 6.

4.2.3 Complemento

A operação de complemento do conjunto fuzzy tipo-2 intervalar W̃ 1 é, matematica-
mente, dada por:

W̃ 1′ = 1/
[
1− µ

W̃ 1 (u) , 1− µ
W̃ 1 (u)

]
(4.7)

isto é, a operação de complemento para um conjunto fuzzy tipo-2 intervalar equivale ao
complemento das suas funções de pertinência superior e inferior. O resultado da operação
de complemento para o conjunto W̃ 1 é ilustrado na Figura 7.
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Figura 6 – Resultado da operação de interseção entre os conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares
W̃ 1 e W̃ 2. Fonte: Autora

Figura 7 – Resultado da operação de complemento para o conjunto fuzzy tipo-2 intervalar
W̃ 1. Fonte: Autora
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4.3 Sistema de Inferência Fuzzy Tipo-2 Intervalar Takagi-Sugeno
Os princípios básicos da lógica fuzzy não se alteram de sistemas fuzzy tipo-1 para

sistemas fuzzy tipo-2 e, em geral, não são alterados para qualquer sistema fuzzy tipo-n, uma
vez que são independentes da natureza das funções de pertinência adotadas (CASTILLO,
2011). Os sistemas fuzzy tipo-2 intervalares possuem estrutura semelhante à adotada em
sistemas fuzzy tipo-1, com a diferença que apresentam uma versão estendida dos métodos
de defuzzificação. A estrutura de um sistema fuzzy tipo-2 é ilustrada na Figura 8 e cada
uma das suas etapas são descritas a seguir.

INFERÊNCIA

REGRAS

FUZIFICADOR

REDUTOR DE TIPO

DEFUZIFICADOR

Processamento
de saída

Entrada
crisp

Conjuntos fuzzy
de saída

Conjunto de
tipo reduzido

Saída crisp
y = f(x)

Sistema Fuzzy Tipo-2

Figura 8 – Estrutura de um sistema fuzzy tipo-2. Fonte: Autora

1. Fuzificador : Realiza o mapeamento das entradas crisp para os conjuntos fuzzy tipo-2,
fornecendo os graus de ativação de cada regra fuzzy para o bloco de inferência.

2. Regras: Este bloco é composto por um conjunto de regras fuzzy do tipo SE-ENTÃO,
onde as proposições do antecedente e consequente são caracterizadas por conjuntos
fuzzy tipo-2. A forma generalizada de uma regra fuzzy é dada por:

R(i) : SE u1 é W̃ 1(i) e u2 é W̃ 2(i) e . . . e up é W̃ p(i) ENTÃO ỹ(i) = Ỹ (i) (4.8)

onde uj são as variáveis de entrada, W̃ j(i) são os conjuntos fuzzy tipo-2 do antecedente,
ỹ(i) é a proposição do consequente e Ỹ (i) é o conjunto fuzzy tipo-2 de saída, tal que
j = 1, . . . , p.

3. Inferência: Realiza a composição das regras fuzzy, a partir dos operadores de união
e interseção, resultando em um mapeamento dos conjuntos fuzzy tipo-2 de entrada
para os conjuntos fuzzy tipo-2 de saída.
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4. Redutor de Tipo: Este bloco é responsável pela redução de tipo do conjunto fuzzy
tipo-2 obtido na saída do bloco de inferência em um intervalo ỹ =

[
yr, yl

]
, onde yr

e yl representam os limites superior e inferior, respectivamente. Os métodos mais
empregados atualmente para a redução de tipo são os algoritmos propostos em
(KARNIK; MENDEL, 2001; WU; MENDEL, 2009).

5. Defuzificador : Realiza o cálculo da saída crisp y do sistema fuzzy tipo-2, a partir do
intervalo ỹ =

[
yr, yl

]
, onde o valor defuzificado é dado pela média dos valores de yr

e yl.

Os sistemas fuzzy tipo-2 intervalares Takagi-Sugeno são caracterizados por regras
fuzzy SE-ENTÃO que descrevem as relações de entrada-saída do sistema, em que a
proposição do antecedente é descrita por conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares e a proposição
do consequente por uma função matemática. Eles podem ser classificados de acordo com a
tabela abaixo (KAYACAN, 2011):

Tabela 1 – Classificação dos sistemas fuzzy tipo-2 intervalares.

Modelo I Modelo II
proposição do antecedente Conjuntos Fuzzy Tipo-2 Conjuntos Fuzzy Tipo-2
proposição do consequente Parâmetros com incerteza Parâmetros crisp

A estrutura de sistema fuzzy tipo-2 intervalar Takagi-Sugeno adotada nesta disser-
tação é baseada no modelo A2-C1 (antecedente tipo-2 e consequente tipo-1), cuja regra
fuzzy generalizada é dada por:

R(i) : SE u1 é W̃ 1(i) e u2 é W̃ 2(i) e . . . e up é W̃ p(i) ENTÃO ỹ(i) =
p∑
j=1

ã
(i)
j xj+ b̃

(i)
j (4.9)

onde ỹ(i) =
[
y(i), y(i)

]
é a saída intervalar da i-ésima regra fuzzy, ã(i)

j e b̃(i) são parâme-

tros incertos definidos por ã(i)
j =

[
a

(i)
j , a

(i)
j

]
=
[
aij + Iiaij

, aij − Iiaij

]
e b̃(i)

j =
[
b

(i)
j , b

(i)
j

]
=[

bij + Iibij
, bi − Iibij

]
. Desse modo, os parâmetros das funções matemáticas definidas na

proposição do consequente de cada regra fuzzy são incertos e são processados pelo sistema
fuzzy tipo-2 como valores intervalares.

Na metodologia proposta nesta dissertação, uma modificação na estrutura do
modelo fuzzy A2-C1 foi adotada, onde as etapas de redução de tipo e defuzzificação foram
suprimidas de modo que todo o processamento dos dados experimentais é realizado de
forma intervalar, proporcionando a redução da complexidade computacional envolvida
para o desenvolvimento e implementação prática do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar
proposto neste trabalho.
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5 Metodologia Proposta: Filtragem de Kal-
man Fuzzy Tipo-2 Intervalar

Neste capítulo, a metodologia proposta para o projeto do modelo computacional
do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar a partir de dados experimentais, é apresentada.
Formulações para o pré-processamento dos dados experimentais por análise espectral,
estimação paramétrica das proposições do antecedente e consequente do filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar e seu mecanismo de atualização recursivo, são abordadas.

5.1 Pré-Processamento por Análise Espectral Singular

A técnica de Análise Espectral Singular é uma ferramenta matemática para análise
e decomposição de séries temporais complexas em componentes mais simples dentro dos
dados originais. Tais componentes não-observáveis apresentam características relevantes
sobre o comportamento da série temporal correspondente (ELSNER, 2002). Nas seções
a seguir, são apresentadas as etapas de treinamento e recursiva para a decomposição
espectral de dados experimentais.

5.1.1 Etapa de Treinamento

Seja o conjunto de dados experimentais inicial referente às p séries temporais sob
análise, com Nb amostras, dado por:

y = [y1 y2 . . . yNb ]T , y ∈ Rp×Nb (5.1)

onde yk ∈ Rp, com k = 1, . . . , Nb, é o vetor de séries temporais no instante de tempo k. A
partir deste conjunto de dados inicial, uma matriz trajetória H é definida, para cada uma
das dimensões de y, considerando um conjunto de ρ vetores atrasados com dimensão δ, o
qual é um número inteiro definido pelo usuário com 2 ≤ δ ≤ Nb−1 e ρ = Nb−δ+1, dada por:

H =


y1 y2 y3 · · · yρ

y2 y3 y4 · · · yρ+1
... ... ... . . . ...
yδ yδ+1 yδ+2 · · · yNb

 , H ∈ Rδ×ρ (5.2)
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e a matriz S obtida como segue:

S = HHT , S ∈ Rδ×δ (5.3)

Aplicando-se o procedimento de Decomposição em Valores Singulares (do inglês Singular
Value Decomposition - SVD) à matriz S, é obtido um conjunto de autovalores em ordem
decrescente tal que σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σδ ≥ 0 com seus respectivos autovetores φ1,φ2, . . . ,φδ.
Considerando d = max {ς, such that σς > 0}, e Vς = HTφς/

√
σς com ς = 1, . . . , d, a

decomposição em valores singulares da matriz trajetória H, pode ser reescrita conforme
abaixo:

H = H1 + H2 + · · ·+ Hd (5.4)

onde a matriz Hς |ς=1,...,d é elementar (possui posto igual a 1), e é dada por:

Hς =
√
σςφςVςT , Hς ∈ Rδ×ρ (5.5)

O reagrupamento de Hς |ς=1,...,d em ξ termos matriciais linearmente independentes Ij|j=1,...,ξ,
tal que ξ ≤ d, resulta em

H = I1 + I2 + · · ·+ Iξ (5.6)

As componentes não-observáveis αj|j=1,...,ξ extraídas a partir dos dados experimentais,
obtidas a partir das matrizes Ij|j=1,...,ξ, são dadas por:

αjk =



1
k

k+1∑
ν=1

Ijν,k−ν+1 1 ≤ k ≤ δ∗

1
δ∗

δ∗∑
ν=1

Ijν,k−ν+1 δ∗ ≤ k ≤ ρ∗

1
Nb−k+1

N−ρ∗+1∑
ν=k−ρ∗+1

Ijν,k−ν+1 ρ∗ < k ≤ Nb

(5.7)

onde δ∗ = min(δ, ρ), ρ∗ = max(δ, ρ), tal que δ e ρ estão associados ao número de li-
nhas e colunas da matriz trajetória H definida na Equação (5.2), respectivamente, e
Nb = δ + ρ− 1 é o comprimento do conjunto de dados experimentais inicial.
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5.1.2 Etapa Recursiva

Após a inicialização do algoritmo de análise espectral singular na etapa de treina-
mento, os próximos passos são repetidos a cada instante de tempo k = Nb + 1, Nb + 2, . . . ,
conforme formulado a seguir. O valor de ρ é incrementado por:

ρ = k − δ + 1 (5.8)

A matriz S é atualizada, recursivamente, como segue:

Sk = Sk−1 + Ξk, Sk ∈ Rδ×δ (5.9)

onde Ξk = ψkψ
T
k ∈ Rδ×δ com ψk = [yρ, yρ+1, . . . , yk]T ∈ Rδ×1. Aplicando o procedimento

de SVD à matriz Sk, o conjunto de autovalores σ1
k, σ

2
k, . . . , σ

δ
k e seus respectivos autovetores

φ1
k,φ

2
k, . . . ,φ

δ
k são atualizados no instante k, tal que yk pode ser reescrito por:

yk = h1
k + h2

k + · · ·+ hdk (5.10)

onde hςk = κςkψ
T
kφ

ς
k, com ς = 1, . . . , d, tal que κςk corresponde ao último elemento do

autovetor φςk. Finalmente, o reagrupamento de hςk|ς=1,...,d em ξ termos disjuntos Ijk|j=1,...,ξ,
resulta em

yk = I1
k + I2

k + . . .+ Iξk (5.11)

tal que Ijk = αjk, com j = 1, . . . , ξ e k = Nb + 1, Nb + 2, . . . , representam as amostras
das componentes não-observáveis extraídas no instante de tempo k. A Análise Espectral
Singular Recursiva, de acordo com a metodologia proposta, é implementada conforme
descrito no Algoritmo 1.

5.2 Estimação Recursiva da Covariância do Ruído de Medição

Na metodologia adotada nesta dissertação, é realizada a estimação da covariância
do ruído de medição inerente às séries temporais sob análise baseada nas componentes
não-observáveis extraídas por meio da análise espectral singular descrita na Seção 5.1. As
componentes espectrais que apresentam menores autovalores associados, são assumidas
com comportamento residual e são utilizadas como conjunto de dados para estimação
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Algoritmo 1: Análise Espectral Singular Recursiva
entrada : y, δ, ξ
saída :αjk|j=1,...,ξ

%Etapa de treinamento;
Passo 1: Calcular ρ = Nb − δ + 1;
Passo 2: Construir a matriz trajetória H - Eq. (5.2);
Passo 3: Calcular a matriz S - Eq. (5.3);
Passo 4: Aplicar o método de SVD à matriz S e obter o conjunto de autovalores
σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σδ ≥ 0 com seus respectivos autovetores φ1,φ2, . . . ,φδ;

Passo 5: Reescrever a SVD da matriz S na forma da Eq. (5.4);
Passo 6: Reagrupar as matrizes Hς |ς=1,...,d em ξ termos matriciais linearmente
independentes Ij|j=1,...,ξ - Eq. (5.6);

Passo 7: Calcular as componentes não-observáveis αjk|j=1,...,ξ - Eq. (5.7);

%Etapa recursiva;
while k ≥ Nb + 1 do

Passo 1: Atualizar ρ - Eq. (5.8);
Passo 2: Atualizar a matriz Sk - Eq. (5.9);
Passo 3: Atualizar o conjunto de autovalores com seus respectivos autovetores
aplicando o método de SVD em Sk;

Passo 4: Reescrever a amostra yk na forma da Eq. (5.10);

Passo 5: Reagrupar os termos hςk|ς=1,...,d em ξ termos disjuntos Ijk|j=1,...,ξ, tal que
Ijk = αjk- Eq. (5.11);

end

recursiva da covariância R do ruído de medição, inerente aos dados experimentais. A
covariância inicial do ruído de medição, denominado por v, é dada por:

R = E(vvT ) = 1
Nb

Nb∑
j=1

vjv
T
j (5.12)

onde Nb é o comprimento do conjunto de dados experimentais utilizado na etapa de
treinamento para parametrização inicial do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e v
é assumido como a componente espectral αj que apresenta comportamento residual. A
atualização recursiva da covariância R, nos instantes de tempo k = Nb + 1, Nb + 2, . . . , é
dada por:

Rk = k − 1
k

Rk−1 + 1
k
vkv

T
k (5.13)
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Uma vez que a covariância R do ruído de medição v foi calculada, um fator adaptativo
Xk, com k = Nb + 1, Nb + 2, . . . , é proposto, para ser utilizado como fator de ponderação
para a implementação do mecanismo de atualização recursivo do filtro de Kalman fuzzy
tipo-2 intervalar, como segue:


Xk = 1 para Rk < 1

Xk = R−1
k para 1 ≤ Rk ≤ 1000

Xk = 1× 10−3 para Rk > 1000

(5.14)

O algoritmo para a estimação recursiva da covariância R do ruído de medição e do fator de
ponderação Xk, de acordo com a metodologia proposta, é implementado conforme descrito
no Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Estimação Recursiva da Covariância do Ruído de Medição e Fator de
Ponderação

entrada :αj

saida :Xk, Rk

%Etapa de treinamento;
Calcular a covariância inicial R do ruído de medição - Eq. (5.12);
Calcular o fator adaptativo inicial Xk - Eq. (5.14);
%Etapa Recursiva;
while k ≥ Nb + 1 do

Atualizar Rk - Eq. (5.13);
Atualizar Xk - Eq. (5.14);

end

5.3 Estimação Paramétrica do Filtro de Kalman Fuzzy Tipo-2 In-
tervalar
A estrutura adotada para o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar apresenta a

i|[i=1,2,...,c]-ésima regra fuzzy dada por:

R(i) : SE Zk É W̃ i

ENTÃO


˜̂xik+1 = Ãi

k
˜̂xik + B̃i

kuk + X kK̃i
kε̃
i
k

˜̂yik = C̃i
k
˜̂xik + D̃i

kuk
(5.15)



70 Capítulo 5. Metodologia Proposta: Filtragem de Kalman Fuzzy Tipo-2 Intervalar

com n-ésima ordem, m entradas, p saídas, onde Zk é a variável linguística do antecedente;
W̃ i é conjunto fuzzy tipo-2 intervalar; ˜̂xik ∈ Rn é o vetor de estados intervalar estimado;˜̂yik ∈ Rp é o vetor de saídas intervalar estimado e uk ∈ Rm é o sinal de entrada. As matrizes
Ãi
k ∈ Rn×n, B̃i

k ∈ Rn×m, C̃i
k ∈ Rp×n, D̃i

k ∈ Rp×m e K̃i
k ∈ Rn×p são, respectivamente, as

matrizes de estados, entrada, saída, transmissão direta e ganho de Kalman, os quais são
parâmetros incertos que descrevem a dinâmica do conjunto de dados experimentais dentro
de uma região de incerteza. O erro residual ε̃ik para a i-ésima regra fuzzy é definido como
ε̃ik = yk − ˜̂yik, onde yk ∈ Rp é a série temporal real e ˜̂yik é a estimação intervalar da série
temporal pelo i-ésimo submodelo linear, e X k é o fator de ponderação, conforme formulado
na Seção 5.2, o qual está relacionado ao nível de filtragem a ser aplicado pelo filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar sobre os dados experimentais.

O filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar aproxima o comportamento dinâmico
inerente aos dados experimentais por meio da soma ponderada de filtros de Kalman
definidos na proposição do consequente das regras fuzzy na forma da Equação (5.15), de
acordo com o grau de ativação intervalar normalizado µ̃i

W̃ i
(Zk) de cada regra, como segue:

˜̂xk+1 =
c∑
i=1

µ̃i
W̃ i(Zk)Ãi

k
˜̂xk +

c∑
i=1

µ̃i
W̃ i(Zk)B̃i

kuk +
c∑
i=1

µ̃i
W̃ i(Zk)X kK̃i

kε̃
i
k (5.16)

˜̂yk =
c∑
i=1

µ̃i
W̃ i(Zk)C̃i

k
˜̂xk +

c∑
i=1

µ̃i
W̃ i(Zk)D̃i

kuk (5.17)

com µ̃i
W̃ i

(Zk) =
[
µi
W̃ i

(Zk), µiW̃ i
(Zk)

]
, onde µi

W̃ i
(Zk) e µi

W̃ i
(Zk) corresponde aos graus de

ativação superior e inferior no i-ésimo conjunto fuzzy tipo-2 intervalar, respectivamente, e
c é o número de regras do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, tal que:

c∑
i=1

µ̃i
W̃ i(Zk) = 1, µ̃i

W̃ i(Zk) ≥ 0 (5.18)

5.3.1 Estimação Paramétrica do Antecedente

O particionamento dos dados experimentais implica na definição das regiões de
operação e, necessariamente, do número de regras do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar.
Uma versão fuzzy tipo-2 intervalar do algoritmo de agrupamento Gustafson-Kessel foi
proposto, a qual é formulada a seguir.

Seja um conjunto de dados experimentais Z ∈ Rp×Nb , previamente coletado, escolhe-
se o número de agrupamentos c, tal que 1 < c < Nb; a matriz de partição inicial inter-
valar aleatória Ũ(0) ∈ Rc×Nb ; a tolerância E > 0 e o expoente de ponderação intervalar
m̃ = [m,m], onde m e m correspondem, respectivamente, ao expoente de ponderação das
funções de pertinência superior e inferior do conjunto fuzzy tipo-2 intervalar W̃ i.
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Repetir para l = 1, 2, . . .

Passo 1 - Calcular os centros dos agrupamentos ṽi(l) :

ṽi(l) =

Nb∑
k=1

(
µ̃i
W̃ i(Zk)i

(l−1))m̃ Zk

Nb∑
k=1

(
µ̃i
W̃ i(Zk)(l−1)

)m̃ , 1 ≤ i ≤ c (5.19)

onde Zk são os dados experimentais na amostra k e µ̃i
W̃ i

(Zk) é o grau de pertinência
intervalar de Zk no i-ésimo agrupamento.

Passo 2 - Calcular as matrizes de covariância F̃i dos agrupamentos:

F̃i =

Nb∑
k=1

(
µ̃i
W̃ i(Zk)(l−1)

)m̃ (
Zk − ṽi(l)

) (
Zk − ṽi(l)

)T
N∑
k=1

(
µ̃i
W̃ i(Zk)(l−1)

)m̃ ,

1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ k ≤ Nb (5.20)

Passo 3 - Calcular as distâncias D̃i
kF̃i entre a amostra Zk e o centro ṽi(l) do i-ésimo

agrupamento:

D̃i
kF̃i =

√(
Zk − ṽi(l)

)T [
det

(
F̃i
)1/n (

F̃i
)−1

] (
Zk − ṽi(l)

)
(5.21)

Passo 4 - Atualizar a matriz de partição intervalar Ũ(l):

Se D̃i
kF̃i > 0 para 1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ k ≤ Nb

µ̃i
(l)

W̃ i(Zk) =
[
µi
W̃ i(Zk), µiW̃ i(Zk)

]
(5.22)

onde

µi
(l)

W̃ i(Zk) = min


1

c∑
j=1

(
Di
kFi/D

i
kFi
)2/(m−1)

,
1

c∑
j=1

(
D
i

kFi/D
i

kFi
)2/(m−1)

 (5.23)
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µi
(l)

W̃ i(Zk) = max


1

c∑
j=1

(
Di
kFi/D

i
kFi
)2/(m−1)

,
1

c∑
j=1

(
D
i

kFi/D
i

kFi
)2/(m−1)

 (5.24)

Senão

µ̃i
(l)

W̃ i
(Zk) = [0, 0] com µi

(l)

W̃ i
(Zk) ∈ [0, 1] e µi(l)

W̃ i
(Zk) ∈ [0, 1]

Até
∥∥∥Ũ(l) − Ũ(l−1)

∥∥∥ < E
O algoritmo de agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar Gustafson-Kessel, de acordo

com a metodologia proposta, é implementado conforme descrito no Algoritmo 3.

Algoritmo 3: Algoritmo de Agrupamento Fuzzy Tipo-2 Intervalar Gustafson-Kessel
entrada : Z, m̃, E , Ũ(0)

saída : Ũ
l = 0;
repeat

l = l + 1;
for i = 1 to c do

Passo 1: Calcular os centros dos agrupamentos ṽi(l) - Eq. (5.19);

Passo 2: Calcular as matrizes de covariância dos agrupamentos F̃i - Eq.
(5.20);

Passo 3 - Calcular as distâncias D̃i
kF̃i - Eq. (5.21);

Passo 4: Atualizar a matriz de partição intervalar Ũ(l) - Eq. (5.22)-(5.24);
end

until
∥∥∥Ũ(l) − Ũ(l−1)

∥∥∥ < E ;

5.3.2 Estimação Paramétrica do Consequente

Uma vez que o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar é obtido utilizando-se a
abordagem de modelagem caixa preta, faz-se necessário a estimação das matrizes que
compõem a proposição do consequente do sistema de inferência do filtro de Kalman fuzzy
tipo-2 intervalar a partir de dados experimentais, conforme formulado na Equação (5.15).
Neste sentido, uma versão fuzzy tipo-2 intervalar do algoritmo Observer/Kalman Filter
Identification (OKID) é proposto. Os valores de pertinência tipo-2 intervalares obtidos a
partir das partições definidas sobre os dados experimentais, os quais foram estimados pelo
algoritmo de agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar Gustafson-Kessel, foram considerados
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como critério de ponderação para o cálculo da proposição do consequente do sistema de
inferência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar. O algoritmo fuzzy tipo-2 intervalar
OKID é formulado a seguir.

Seja o conjunto de dados experimentais Z, tal que Zk = [uk α∗k]
T , onde α∗k

corresponde às componentes espectrais mais significativas extraídas a partir dos dados
experimentais. Escolher o número de parâmetros de Markov apropriado q e executar os
seguinte passos:

Passo 1 - Calcular a matriz de regressores Λ:

Λ =



uq uq+1 · · · uNb−1

Zq−1 Zq · · · ZNb−2

Zq−2 Zq−1 · · · ZNb−3
... ... . . . ...

Z0 Z1 · · · ZNb−q−1


(5.25)

Passo 2 - Calcular os parâmetros de Markov do observador intervalares Ỹ
i

:

yT =
c∑
i=1

Γ̃iΛT Ỹ
iT

(5.26)

onde

Γ̃i =



µ̃i
W̃ i

(Zq) 0 . . . 0
0 µ̃i

W̃ i
(Zq+1) . . . 0

0 0 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . µ̃i

W̃ i
(ZNb−1)


(5.27)

é a matriz diagonal de ponderação da i-ésima regra fuzzy obtida a partir do algoritmo de
agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar Gustafson-Kessel e

Ỹ
i

=
[

D̃i
k C̃i

kB̃
i

k C̃i
kÃ

i

kB̃
i

k · · · C̃i
kÃ

i(q−1)

k B̃
i

k

]
=
[
Ỹ0 Ỹ1 Ỹ2 · · · Ỹq

]
(5.28)

são os parâmetros de Markov do observador intervalares da i-ésima regra fuzzy tal que

Ã
i

k =
[
Ãi
k + K̃i

kC̃i
k

]
(5.29)
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B̃
i

k =
[
B̃i
k + K̃i

kD̃i
k ,−K̃i

k

]
(5.30)

e CAkB ≈ 0 para k ≥ q, onde q é o número de parâmetros de Markov do observador
(JUANG, 1994). Manipulando a Equação (5.26):

ΛΓ̃iyT = ΛΓ̃iΛT Ỹ
iT

(5.31)

onde y = [y1 y2 . . . yNb ] ∈ Rp×Nb corresponde ao conjunto de dados experimentais.
Considerando Ũ

i = ΛΓ̃iΛT e ℵ̃i = ΛΓ̃iyT , a Equação (5.31) é reescrita como segue:

Ũ
i
Ỹ
iT

= ℵ̃i (5.32)

A Equação (5.32) é solucionada por meio do método de fatoração QR, o qual é nume-
ricamente robusto uma vez que evita operações de inversa de matrizes (CHEN, 1999).
Aplicando fatoração QR ao termo Ũ

i no lado direito da Equação (5.32), obtém-se:

Q̃iR̃iỸ
iT

= ℵ̃i (5.33)

onde Q̃i é uma matriz ortogonal, tal que
(
Q̃i
)−1

=
(
Q̃i
)T

e R̃i é uma matriz triangular
superior. Uma vez que a matriz R̃i é triangular superior, a Equação (5.33) pode ser
solucionada por substituição retroativa, obtendo-se assim o vetor de parâmetros de Markov
do observador Ỹ

i

.

Passo 3 - Calcular os parâmetros de Markov do ganho do observador e os parâmetros de
Markov do sistema:

Ỹ
i

0 = D̃i
k (5.34)

Ỹ
i

j = C̃i
kÃ

i(j−1)

B̃
i

k (5.35)

=
[
C̃i
k

(
Ãi
k + K̃i

kC̃i
k

)(j−1) (
B̃i
k + K̃i

kD̃i
k

)
,−C̃i

k

(
Ãi
k + K̃i

kC̃i
k

)(j−1)
K̃i
k

]
(5.36)

=
[
Ỹ
i(1)

j , −Ỹ
i(2)

j

]
, j = 1, 2, 3, . . . (5.37)
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Logo, os parâmetros de Markov do sistema são obtidos como segue:

Ỹi
0 = Ỹ

i

0 = D̃i
k (5.38)

Ỹi
j = Ỹ

i(1)

j −
j∑
ι=1

Ỹ
i(2)

j Ỹi
j−ι, para j = 1, . . . , q (5.39)

Ỹi
j = −

q∑
ι=1

Ỹ
i(2)

j Ỹi
j−ι, para j = q + 1, . . . ,∞ (5.40)

e os parâmetros de Markov do ganho do observador são obtidos por:

Ỹio

1 = Ỹ
i(2)

1 = C̃i
kK̃i

k (5.41)

Ỹio

j = Ỹ
i(2)

j −
j−1∑
ι=1

Ỹ
i(2)

j Ỹio

j−ι, para j = 2, . . . , q (5.42)

Ỹio

j = −
q∑
ι=1

Ỹ
i(2)

j Ỹio

j−ι, para j = q + 1, . . . ,∞ (5.43)

Passo 4 - Construir a matriz de Hankel H̃i (j − 1) ∈ Rγp×βm:

H̃i (j − 1) =



Ỹi
j Ỹi

j+1 . . . Ỹi
j+β−1

Ỹi
j+1 Ỹi

j+2 . . . Ỹi
j+β

... ... . . . ...

Ỹi
j+γ−1 Ỹi

j+γ . . . Ỹi
j+γ+β−2


(5.44)

onde γ e β são inteiros arbitrários suficientemente grandes definidos pelo usuário.

Passo 5 - Para j = 1, decompor a matriz de Hankel H̃i (0) usando Decomposição
em Valores Singulares:

H̃i (0) = Ξ̃iΣ̃iΨ̃iT (5.45)

onde Ξ̃i ∈ Rαp×αp e Ψ̃i ∈ Rβm×βm são matrizes ortogonais e Σ̃i ∈ Rαp×βm é a matriz
diagonal de valores singulares definida como:

Σ̃i =
 Σ̃i

n 0
0 0

 (5.46)

tal que n é o número de valores singulares significativos e determina a ordem mínima do
filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar. Logo, a dimensão das matrizes na Equação (5.45)
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é reduzida para a ordem mínima, como segue:

H̃i
n (0) = Ξ̃i

nΣ̃i
nΨ̃iT

n (5.47)

onde Ξ̃i
n ∈ Rαp×n, Ψ̃i

n ∈ Rβm×n, Σ̃i
n ∈ Rn×n são as matrizes resultantes após a redução

para a ordem mínima.

Passo 6 - Calcular as matrizes de observabilidade e controlabilidade:

P̃
i

γ = Ξ̃i
n

(
Σ̃i
n

)1/2
(5.48)

Q̃
i

β =
(
Σ̃i
n

)1/2
Ψ̃iT

n (5.49)

onde

P̃
i

γ =



C̃i
k

C̃i
kÃi

k

C̃i
kÃi2

k

...

C̃i
kÃiγ−1

k


(5.50)

é a matriz de observabilidade e

Q̃
i

β =
[
B̃i
k Ãi

kB̃i
k Ãi2

k B̃i
k · · · Ãiβ−1

k B̃i
k

]
(5.51)

é a matriz de controlabilidade.

Passo 7 - Calcular as matrizes que compõem a proposição do consequente do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar:

Ãi
k =

(
Σ̃i
n

)−1/2
Ξ̃iT

n H̃i
n (1) Ψ̃iT

n

(
Σ̃i
n

)−1/2
(5.52)

B̃i
k = primeiras m colunas de Qi

β (5.53)

C̃i
k = primeiras p linhas de P i

γ (5.54)

D̃i
k = Ỹi

0 (5.55)

Passo 8 - Calcular a matriz de ganho de Kalman intervalar:

Ỹio

j = −P̃
i

γK̃i
k (5.56)

onde Ỹio

j são os parâmetros de Markov do ganho do observador calculados no Passo 3, P̃
i

γ

é a matriz de observabilidade calculada no Passo 6 e K̃i
k é a matriz de ganho de Kalman

intervalar. Manipulando a Equação (5.56):

P̃
iT

β Γ̃iỸio

j = −P̃
iT

β Γ̃iP̃
i

βK̃i
k (5.57)
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Considerando Ã
i = −P̃

iT

γ Γ̃iP̃
i

γ e Ñ
i = P̃

iT

γ Γ̃iỸio

j , a Equação (5.57) é reescrita como
segue:

Ã
i
K̃i
k = Ñ

i (5.58)

A Equação (5.58) é solucionada pela aplicação do método de fatoração QR ao termo Ã
i

e obtém-se a matriz de ganho de Kalman intervalar K̃i
k da mesma forma como feito no

Passo 2 para determinação dos parâmetros de Markov do observador intervalares.

5.3.2.1 Atualização Recursiva do Sistema de Inferência do Filtro de Kalman Fuzzy Tipo-2
Intervalar

Após a estimação inicial do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, os filtros de
Kalman, definidos na proposição do consequente do sistema de inferência, são atualizados
recursivamente nos instantes de tempo k = Nb + 1, k = Nb + 2, . . . , a cada nova amostra
do conjunto de dados experimentais. Considerando o vetor de regressores, no instante k,
dado por:

λk =



uk+1

Zk

Zk−1
...

Zk−q


(5.59)

os parâmetros de Markov do observador intervalares Ỹ
i

k são obtidos pela atualização
recursiva de (5.32), como segue:

Ũ
i

k = Ũ
i

k−1 + µ̃i
W̃ i(Zk)λkλTk (5.60)

ℵ̃i

k = ℵ̃i

k−1 + µ̃i
W̃ i(Zk)λkyTk (5.61)

Uma vez que Ũi

k e ℵ̃i

k foram atualizados e aplicando-se fatoração QR em Ũ
i

k, os parâmetros
de Markov do observador Ỹ

i

k são atualizados. A proposição do consequente das regras
fuzzy é atualizado recursivamente repetindo os Passos 3 a 7. De forma similar, a matriz de
ganho de Kalman intervalar K̃i

k é obtida pela atualização recursiva da Equação (5.58),
como segue:

Ã
i

k = Ã
i

k−1 + µ̃i
W̃ i(Zk)λkλTk (5.62)

Ñ
i

k = Ñ
i

k−1 + µ̃i
W̃ i(Zk)λkλTk (5.63)
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Uma vez que Ãi

k e Ñi

k foram atualizados e aplicando-se o método de fatoração QR em Ã
i

k,
a matriz de ganho de Kalman fuzzy intervalar é atualizada a cada instante de tempo k.

O algoritmo fuzzy tipo-2 intervalar Observer/Kalman Filter Identification, de acordo
com a metodologia proposta, é implementado conforme descrito no Algoritmo 4. No

Algoritmo 4: Algoritmo OKID fuzzy tipo-2 intervalar
entrada : Z, γ, β, q, Γ̃i

saída : Ãi
k, B̃i

k, C̃i
k, D̃i

k, K̃i
k

Construir a matriz de regressores Λ - Eq. (5.25);
%Etapa de treinamento;
for i = 1 to c do

Passo 1: Calcular os parâmetros de Markov do observador intervalares Ỹ
i

- Eq.
(5.31)-(5.33);

Passo 2: Calcular os parâmetros de Markov do sistema intervalares Ỹi - Eq.
(5.38)-(5.40);

Passo 3: Calcular os parâmetros de Markov do ganho do observador intervalares
Ỹio - Eq. (5.41)-(5.43);

Passo 4: Construir as matrizes de Hankel H̃i (0) e H̃i (1) - Eq. (5.44);

Passo 5: Decompor H̃i (0) utilizando o método de SVD - Eq. (5.45) e determinar
a ordem mínima n do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar - Eq. (5.46);

Passo 6: Calcular a matriz de observabilidade P̃
i

γ - Eq. (5.48) e a matriz de
controlabilidade Q̃

i

β - Eq. (5.49);

Passo 7: Calcular as matrizes Ãi
k, B̃i

k, C̃i
k, D̃i

k - Eq. (5.52)-(5.55);

Passo 8: Calcular a matriz de ganho de Kalman intervalar K̃i
k - Eq.

(5.56)-(5.58);
end

%Atualização recursiva do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar ;
while k ≥ Nb + 1 do

Construir o vetor de regressores λk - Eq. (5.59);
for i = 1 to c do

Atualizar os parâmetros de Markov do observador intervalares - Eq.
(5.60)-(5.61);
Repetir do Passo 3 ao Step 7 descritos na etapa de treinamento;
Atualizar a matriz de ganho de Kalman intervalar - Eq. (5.62)-(5.63)

end
end

sentido de ilustrar as etapas sequenciais dos aspectos computacionais para o projeto
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do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, para melhor compreensão dos leitores, um
fluxograma da metodologia proposta é mostrado na Figura 9.

Conjunto	de	Dados	de
Treinamento

Estimação	Paramétrica	do
Consequente

Soma	Ponderada	dos	Filtros
de	Kalman	Definidos	no
Consequente	das	Regras

Fuzzy

Dados	em	Tempo
Real Nova	Amostra?

SIM

NÃO

Atualização	das	Componentes
Espectrais	Não	Observáveis

FIM

Estimação	da
Covariância	do	Ruído

de	Medição

Cálculo	do	Fator
Adaptativo

Pré-Processamento	por
Análise	Espectral

Singular

Estimação	Paramétrica	do
Antecedente

Figura 9 – Fluxograma da metodologia proposta correspondente aos aspectos computacio-
nais para projeto do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar.

Uma possível limitação do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar proposto é a
determinação de alguns parâmetros (γ, β e q) para a estimação paramétrica da proposição
do consequente, o que requer alguma intuição do especialista e depende do conjunto de
dados experimentais. Os parâmetros γ e β, relacionados à dimensão e posto da matriz
de Hankel definida na Equação (5.44), devem ser escolhidos de tal maneira que um
bom condicionamento possa ser garantido para estimação paramétrica da proposição do
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consequente do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar através das Equações (5.52)-(5.55),
apresentando valores típicos no intervalo Nb

10 < γ, β <
Nb

2 , onde Nb é o comprimento do
conjunto de dados experimentais (JUANG, 1994; HANGOS; BOKOR; SZEDERKENYI,
2004). O valor de q está relacionado ao número de parâmetros de Markov do observador,
ou seja, os fatores mais representativos da resposta ao impulso do conjunto de dados
experimentais, de acordo com a Equação (5.28), tal que CAkB ≈ 0, para k ≥ q, implica na
matriz truncada Ỹ

i

, de modo a fornecer uma solução única para a estimação paramétrica da
proposição do consequente do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, cujos valores típicos
estão no intervalo 1 ≤ q ≤ 10 (CALLIER; DESOER, 1991; ANTSAKLIS; ASTOLFI,
2020).
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6 Análise Computacional da Metodologia
Proposta

Neste capítulo, resultados computacionais a partir da filtragem e rastreamento das
variáveis de estado de um sistema dinâmico não linear com comportamento caótico em
ambiente ruidoso, bem como filtragem e rastreamento de uma trajetória de referência
pelas variáveis de estado de um sistema dinâmico não linear sujeito a atrasos de tempo,
de modo a ilustrar a eficiência da metodologia proposta quando comparada a abordagens
largamente citadas na literatura, são apresentados.

6.1 Filtragem e Rastreamento de Kalman Fuzzy Tipo-2 Intervalar
Aplicado ao Atrator Caótico de Lorenz

Nesta seção, resultados computacionais para filtragem e rastreamento dos estados
de um sistema dinâmico não linear, com comportamento caótico, em ambiente ruidoso,
para análise comparativa com a abordagem em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017),
largamente citada na literatura, são apresentados. O sistema dinâmico não linear sob
análise consiste no atrator caótico de Lorenz, descrito por (HUANG; ZHANG; ZHAO,
2015):

ẋ1 = %(x2 − x1)
ẋ2 = $x1 − x2 − x1x3

ẋ3 = x1x2 − κx3

(6.1)

onde % = 10, κ = 8/3 e $ = 28 proporcionam ao sistema não linear um comportamento
caótico. A aproximação do modelo dado na Equação (6.1) para o domínio do tempo
discreto é dada por:

x1k+1 = x1k + ∆t%(x2k − x1k)
x2k+1 = x2k + ∆t($x1k − x2k − x1kx3k)
x3k+1 = x3k + ∆t(x1kx2k − κx3)

(6.2)

onde o tempo de amostragem foi definido como ∆t = 1 ms, gerando um conjunto de dados
a partir do atrator caótico de Lorenz com comprimento total de 10000 amostras, tal que
as primeiras 4000 amostras foram usadas na etapa de treinamento para parametrização
inicial do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar.
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Uma vez que o problema de interesse, nesta dissertação, é baseado nas séries
temporais relacionadas às variáveis de estado x1, x2 e x3 do atrator caótico de Lorenz, a
variável uk, na Equação (5.15) da metodologia proposta, é considerada como um sinal de
ruído branco de baixa amplitude. As componentes não-observáveis associadas à variável
de estado x1 do atrator caótico de Lorenz foram extraídas por meio da abordagem da
análise espectral singular, de acordo com a Seção 5.1, para pré-processamento do conjunto
de dados. A variável de estado ruidosa x1 foi decomposta em 2 componentes espectrais,
onde a componente com comportamento residual foi usada para estimação da covariância
R do ruído de medição e do fator de ponderação X , e a outra componente, assumindo
comportamento correlacionado a dinâmica nominal da variável de estado x1, foi usada
para parametrização do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar. As partições dos dados
computacionais sobre a variável de estado ruidosa x1 foram definidas pelo algoritmo de
agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar Gustafson-Kessel, tal que a proposição do antecedente,
o número de regras e a proposição do consequente, do filtro de Kalman fuzzy tipo-2
intervalar, puderam ser estimadas com sucesso. Para implementação do algoritmo de
agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar, os seguintes parâmetros foram adotados: número de
agrupamentos c = 2, expoente de ponderação m̃ = [1.5, 2.0] e tolerância E = 10−5. De
acordo com os dados computacionais das variáveis de estado x2 e x3 do atrator caótico de
Lorenz, as componentes não-observáveis obtidas a partir da variável de estado ruidosa x1

e os valores de pertinência normalizados fuzzy tipo-2 intervalares, a parametrização do
filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar foi realizada a partir das etapas de treinamento e
recursiva. A estimação paramétrica da proposição do consequente do sistema de inferência
do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, na Equação (5.15), considera as partições
sobre a variável de estado ruidosa x1 como critério de ponderação e os seguintes valores de
parâmetros: q = 1 (associado ao número de parâmetros de Markov do observador), γ = 10
(associado ao número linhas da matriz de Hankel) e β = 10 (associado ao número de colunas
da matriz de Hankel). A relação sinal ruído (Signal Noise Ratio - SNR) sobre a variável de
estado x1 foi variada, tal que o objetivo final foi a filtragem e rastreamento das variáveis
de estado nominais x1, x2 e x3 do atrator caótico de Lorenz a partir do conjunto de dados
experimentais ruidosos. Os valores de erro quadrático médio (Mean Square Error - MSE),
usado como critério de validação, para diferentes níveis de SNR, considerando o efeito de
100 realizações no processo de filtragem e rastreamento das variáveis de estado x1, x2 e x3,
são mostrados nas Figuras 10-12, respectivamente. É observado o melhor desempenho do
filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, baseado na metodologia proposta, para filtragem
e rastreamento das variáveis de estado do atrator caótico de Lorenz, considerando os
valores de MSE obtidos pelos limites superior e inferior da saída intervalar do filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 quando comparados aos valores de MSE obtidos pela abordagem em
(PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017).

Considerando o caso particular de SNR = 0.65, o comportamento dinâmico para
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limite inferior

limite superior

Figura 10 – Análise comparativa para filtragem e rastreamento da variável de estado x1 do
atrator caótico de Lorenz, considerando 100 realizações, baseada na métrica
MSE: (a) Abordagem em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017); (b) filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar baseado na metodologia proposta.

os casos nominal e ruidoso da variável de estado x1 do atrator caótico de Lorenz, são
mostrados na Figura 13. De acordo com os dados experimentais da variável de estado x1

mostrados na Figura 13, as componentes não-observáveis pre-processadas, mostradas na
Figura 14, e os valores de pertinência normalizados fuzzy tipo-2 intervalares, mostrados
na Figura 15, a estimação paramétrica do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar foi
obtida a partir das etapas treinamento e recursiva. A componente com comportamento
residual foi usada para estimação da covariância do ruído de medição Rk e do fator de
ponderação X , e a outra componente, assumindo-se correlacionada a dinâmica nominal
da variável de estado x1, foi usada para parametrização do filtro de Kalman fuzzy tipo-2
intervalar. Como pode ser observado na Figura 14, a componente não-observável α1, por
apresentar um comportamento residual, foi usada para a estimação da covariância do
ruído de medição Rk e do fator de ponderação X , e a componente não-observável α2, por
apresentar comportamento correlacionado à dinâmica nominal da variável de estado x1,
foi usada para parametrização do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar. Baseado na
estimação da covariância Rk do ruído de medição associado a variável de estado x1, o fator
de ponderação X k a ser usado para implementação do mecanismo de atualização recursivo
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limite inferior

limite superior

Figura 11 – Análise comparativa para filtragem e rastreamento da variável de estado x2 do
atrator caótico de Lorenz, considerando 100 realizações, baseada na métrica
MSE: (a) Abordagem em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017); (b) filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar baseado na metodologia proposta.

do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, é dado por:

X k =


R−1
k 0 0
0 1 0
0 0 1

 (6.3)

O comportamento temporal da covariância estimada Rk do ruído de medição e do fator
de ponderação X k, os quais estão associados com a filtragem e rastreamento da variável
de estado x1 do atrator caótico de Lorenz, pelo filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar,
são mostrados na Figura 16. A região de confiança, conforme mostrada na Figura 17,
obtida a partir do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar considerando as incertezas
estimadas pelas funções de pertinência tipo-2 intervalares mostradas na Figura 15, inerente
aos dados ruidosos do atrator caótico de Lorenz, ilustra sua eficiência para filtragem e
rastreamento das variáveis de estado x1, x2 e x3. A estimação das matrizes de ganho de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalares K̃i|i=1,...,2, durante a atualização recursiva do filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento das variáveis de estado x1,
x2 e x3 do atrator caótico de Lorenz, é mostrado na Figura 18. A estimação recursiva
das matrizes fuzzy tipo-2 intervalares Ãi, B̃i, C̃i e D̃i, com i = 1, . . . , 2, na proposição do
consequente do sistema de inferência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, durante
sua atualização recursiva, para filtragem e rastreamento das variáveis de estado x1, x2 e
x3 do atrator caótico de Lorenz, são mostrados nas Figuras 19-22. O desempenho da
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limite inferior

limite superior

Figura 12 – Análise comparativa para filtragem e rastreamento da variável de estado x3 do
atrator caótico de Lorenz, considerando 100 realizações, baseada na métrica
MSE: (a) Abordagem em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017); (b) filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar baseado na metodologia proposta.
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Figura 13 – Conjunto de dados computacionais da variável de estado x1 do atrator caótico
de Lorenz corrompida por ruído com SNR = 0.65.
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Figura 14 – Comportamento temporal das componentes espectrais αj|j=1,...,2, as quais
foram extraídas da variável de estado x1 do atrator caótico de Lorenz em
ambiente ruidoso com SNR = 0.65: (a) Componente não-observável α1 as-
sumida como residual; (b) Componente não-observável α2 assumida como
dinamicamente correlacionada a variável de estado x1.
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Figura 15 – Funções de pertinência fuzzy tipo-2 intervalares estimadas pelo agrupamento
da variável de estado x1 do atrator caótico de Lorenz.
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Figura 16 – Comportamento temporal da (a) covariância Rk do ruído de medição associado
à variável de estado x1 e do (b) do fator de ponderação X k usado para
implementação do mecanismo de atualização recursivo do filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar.

abordagem em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017) para filtragem e rastreamento das
variáveis de estado x1, x2 e x3 do atrator caótico de Lorenz é mostrado na Figura 23. A
análise de eficiência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar comparado a abordagem
em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017), para filtragem e rastreamento das variáveis de
estado x1, x2 e x3 do atrator caótico de Lorenz para o caso de SNR = 0.65, baseado no
critério de validação MSE, é mostrada na Tabela 2.

Tabela 2 – Análise de eficiência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, baseado na me-
todologia proposta, quando comparado a abordagem (PÁRAMO-CARRANZA
et al., 2017), para filtragem e rastreamento das variáveis de estado x1, x2 e x3
do atrator caótico de Lorenz para o caso de SNR = 0.65, baseado no critério
de validação MSE.

Metodologia MSEx1 MSEx2 MSEx3

Abordagem em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017) 33.7164 173.6338 23.6985

limite superior do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 1.6826 0.0145 0.1033

limite inferior do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 2.1672 0.1255 0.1571

6.1.1 Análise Comparativa e Discussões

Nesta seção, uma discussão mais detalhada sobre os resultados mostrados nas
Figuras 10-12, Figura 29, Figura 23 e Tabela 2, de acordo com a análise comparativa



88 Capítulo 6. Análise Computacional da Metodologia Proposta
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Figura 17 – Desempenho do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, baseado na metodo-
logia proposta, para filtragem e rastreamento das variáveis de estado x1, x2 e
x3 do atrator caótico de Lorenz, para o caso de SNR = 0.65.
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Figura 18 – Comportamento temporal estimado dos elementos da diagonal principal dos
ganhos de Kalman fuzzy tipo-2 intervalares, durante atualização recursiva do
filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento das
variáveis de estado x1, x2 e x3 do atrator caótico de Lorenz: (a)-(c) Regra 1,
(d)-(f) Regra 2.

da metodologia proposta com a abordagem em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017), é
apresentada.
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Figura 19 – Comportamento temporal estimado dos elementos da diagonal principal da
matriz fuzzy tipo-2 intervalar Ãi, durante atualização recursiva do filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento das variáveis de
estado x1, x2 e x3 do atrator caótico de Lorenz: (a)-(c) Regra 1, (d)-(f) Regra
2.
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Figura 20 – Comportamento temporal estimado dos elementos da matriz fuzzy tipo-2
intervalar B̃i, durante atualização recursiva do filtro de Kalman fuzzy tipo-2
intervalar para filtragem e rastreamento das variáveis de estado x1, x2 e x3 do
atrator caótico de Lorenz: (a)-(c) Regra 1, (d)-(f) Regra 2.

A metodologia adotada em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017) considera o
procedimento de projeto do filtro de Kalman fuzzy a partir da discretização do modelo
não linear caótico de Lorenz dado na Equação (6.1), da linearização em pontos específicos
de operação das variáveis de estado x1, x2 e x3 e da definição de funções de pertinência
com formato pré-estabelecido para particionar o comportamento dinâmico do estado
x1. A discretização adotada para o projeto do filtro de Kalman fuzzy é baseada na
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Figura 21 – Comportamento temporal estimado dos elementos da diagonal principal da
matriz fuzzy tipo-2 intervalar C̃i, durante atualização recursiva do filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento das variáveis de
estado x1, x2 e x3 do atrator caótico de Lorenz: (a)-(c) Regra 1, (d)-(f) Regra
2.
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Figura 22 – Comportamento temporal estimado dos elementos da matriz fuzzy tipo-2
intervalar D̃i, durante atualização recursiva do filtro de Kalman fuzzy tipo-2
intervalar para filtragem e rastreamento das variáveis de estado x1, x2 e x3 do
atrator caótico de Lorenz: (a)-(c) Regra 1, (d)-(f) Regra 2.

amostra atual (no instante k) do comportamento dinâmico do atrator caótico de Lorenz,
descartando informações prévias das amostras, o que implica em um projeto de filtro
baseado em um modelo discreto limitado dinamicamente e o erro de filtragem acumulado
na amostra k é propagado, de forma recorrente, para novas aproximações, principalmente
em ambientes com alta variabilidade de dados experimentais, como sistemas dinâmicos
caóticos em ambiente ruidoso, limitando o desempenho de filtragem para erros elevados
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Figura 23 – Desempenho da abordagem em (PÁRAMO-CARRANZA et al., 2017) (linha
tracejada) para filtragem e rastreamento das variáveis de estado x1, x2 e x3
do atrator caótico de Lorenz (linha sólida), para o caso de SNR = 0.65.

(FRANKLIN; POWELL; WORKMAN, 1997; SERRA, 2018). A linearização adotada
considera a aplicação de derivadas parciais ao atrator caótico de Lorenz em pontos
específicos das variáveis de estado x1, x2 e x3, o que implica em um projeto de filtro
limitado dinamicamente a determinados pontos de operação (LUENBERGER, 1979;
CHEN, 1999; ANTSAKLIS; LIU, 2003). Assim, à medida que o comportamento dinâmico
do atrator caótico de Lorenz, em ambiente ruidoso, se distancia dos pontos de operação
estabelecidos, os erros de aproximação aumentam nas etapas de previsão e atualização do
filtro de Kalman fuzzy discreto e polariza a estimação das variáveis de estado x1, x2 e x3.
As partições do universo de discurso adotadas para a variável de estado x1 consideram
regiões de operação com funções de pertinência pré-estabelecidas a partir do conhecimento
do especialista, descartando qualquer grau de similaridade do comportamento dinâmico
da variável de estado x1, o que implica no aumento dos erros de filtragem (WANG, 1997;
BABUSKA, 1998; SATO-ILIC; JAIN, 2006).

Por outro lado, a metodologia para projeto de filtros de Kalman fuzzy tipo-2 inter-
valares, proposta nesta dissertação, considera o pré-processamento dos dados dinâmicos
ruidosos das variáveis de estado do atrator caótico de Lorenz, o cálculo de uma medida de
similaridade adaptativa intervalar relacionada ao comportamento dinâmico da variável
de estado x1, resultando em funções de pertinência com diferentes formatos e orientações
para estimar modelos regionais úteis para caracterizar o comportamento dinâmico do
atrator caótico de Lorenz. O método de pré-processamento adotado para o projeto do filtro
de Kalman fuzzy é baseado na decomposição espectral dos dados dinâmicos ruidosos da
variável de estado x1, resultando em componentes espectrais não-observáveis com padrões
de comportamento interpretáveis. Isto permite descartar as componentes espectrais associ-
adas à característica de ruído para melhor caracterização matemática do atrator caótico
de Lorenz nas regiões de operação, atualizada recursivamente a cada tempo de amostra-
gem k, a fim de reduzir os erros de filtragem (GOLYANDINA; ZHIGLJAVSKY, 2013;
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ABDOLLAHZADE et al., 2015; HOSSEIN et al., 2015; JUANG, 1994; QI; TAO; JIANG,
2019). Para particionar os dados dinâmicos da variável de estado x1, um mecanismo de
similaridade adaptativo intervalar é adotado para definir regiões de operação representadas
por funções de pertinência intervalares, com diferentes formatos e orientações, adaptadas à
estrutura topológica associada à variabilidade dos dados dinâmicos, de modo a minimizar
os erros de filtragem (BABUSKA, 1998; HöPPNER et al., 1999; CHAOMURILIGE; YU;
YANG, 2017).

6.2 Filtragem e Rastreamento de Kalman Fuzzy Tipo-2 Intervalar
Aplicado ao Atrator Caótico de Chen
Nesta seção, resultados computacionais para filtragem e rastreamento de uma

trajetória de referência por meio das variáveis de estado do atrator caótico de Chen, em
ambiente ruidoso e com atrasos de tempo, para análise comparativa com a abordagem em
(WU et al., 2015), são apresentados. O atrator caótico de Chen é descrito por (CHEN;
UETA, 1999):

ẋ1 = η(x2 − x1)
ẋ2 = (ϑ− η)x1 + ϑx2 − x1x3

ẋ3 = x1x2 − }x3

(6.4)

onde os parâmetros η = 35, ϑ = 28 e } = 3 proporcionam um comportamento caótico ao
sistema dinâmico. A aproximação do modelo dado na Equação (6.4) para o domínio do
tempo discreto é dada por:

x1k+1 = x1k + ∆tη(x2k − x1k)
x2k+1 = x2k + ∆t ((ϑ− η)x1k − ϑx2k − x1kx3k)
x3k+1 = x3k + ∆t(x1kx2k − }x3k)

(6.5)

onde o tempo de amostragem foi definido como ∆t = 2.5 ms. Um conjunto de dados
do atrator caótico de Chen, considerando a condição inicial x0 = [−10 0 37]T , com
comprimento total de 4000 amostras, foi gerado. De acordo com este conjunto de dados
experimentais, uma trajetória de referência r(t) foi construída repetindo artificialmente
a parte x(1696), x(1697), . . . , x(1982) dos dados originais com uma porção suavemente
interpolada {x̌(1983), x̌(1984), x̌(1985)} obtida da seguinte forma (WU et al., 2015):

x̌(1982 + ω) = x(1982) + ω

4 [x(1696)− x(1982)] (6.6)

com ω = 1, 2, . . . , N − 1 (N = 4 para este experimento). A órbita fechada de referência e a
trajetória de referência r(t) são mostradas nas Figuras 24a e 24b, respectivamente, de modo
que a trajetória de referência r(t) = [r1(t) r2(t) r3(t)]T deve ser rastreada pelas variáveis
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Figura 24 – Trajetória de referência r(t) para o atrator caótico de Chen: (a) Órbita fechada
r1(t)× r2(t)× r3(t); (b) Trajetórias de referência r1(t), r2(t) e r3(t) a serem
rastreadas pelas variáveis de estado x1, x2 e x3, respectivamente.

de estado do atrator caótico de Chen. A variável uk, na Equação 5.15 da metodologia
proposta, é considerada como sinal de ruído branco com variância de cada entrada dada
por (WU et al., 2015):

σ(uM(t)) = 0.5%× [max rM(kT )−min rM(kT )] , M = 1, . . . , 3 (6.7)

resultando em

σ(u(t)) = [0.129 0.135 0.055]T (6.8)

onde u(t) = [u1(t) u2(t) u3(t)]T é o vetor de entrada aplicado ao sistema dinâmico
do atrator caótico de Chen. No contexto de aplicação do filtro de Kalman fuzzy tipo-2
intervalar para rastreamento da trajetória de referência r(t), a ocorrência de atrasos de
tempo nas entradas e estados é considerada, de modo que o sistema dinâmico do atrator
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caótico de Chen é descrito por:
ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)

 =


−η η 0
ϑ− η ϑ 0

0 0 −}



x1(t− τ1)
x2(t− τ2)
x3(t− τ3)

+


0

x1(t− τ1)x3(t− τ3)
x1(t− τ1)x2(t− τ2)

+

+


u1(t− τ4)
u2(t− τ5)
u3(t− τ6)

+ w(t) (6.9)


y1(t)
y2(t)
y3(t)

 =


1 0 0
0 1 0
0 0 1



x1(t− τ1)
x2(t− τ2)
x3(t− τ3)

+ v(t) (6.10)

onde w(t) e v(t) são, respectivamente, os ruídos brancos de processo e medição, de
modo que as covariâncias são definidas como cov(w) = 0.02 e cov(v) = 0.002. Os atrasos
de tempo nos estados são τ1 = 5 ms, τ2 = 3, 75 ms, τ3 = 2, 5 ms e o atrasos nas entradas
são τ4 = τ5 = τ6 = 2, 5 ms para o intervalo de tempo 1, 5 s ≤ t ≤ 3, 5 s . O conjunto de
dados resultante para este contexto é mostrado na Figura 25. O objetivo é projetar o
filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento da trajetória de
referência r(t) a partir dos dados com falha mostrados na Figura 25. As primeiras 200
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Figura 25 – Conjunto de dados experimentais do atrator caótico de Chen com atrasos de
tempo inesperados durante o intervalo de tempo 1, 5 s ≤ t ≤ 3, 5 s.
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amostras foram usadas na etapa de treinamento para a parametrização inicial do filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar. As componentes não-observáveis associadas às variáveis de
estado x1, x2 e x3 do atrator caótico de Chen foram extraídas pela abordagem de análise
espectral singular, conforme apresentado na Seção 5.1, para pré-processamento do conjunto
de dados experimentais. As variáveis de estado ruidosas x1, x2 e x3 foram decompostas
em 2 componentes espectrais, as quais são mostradas nas Figuras 26-28. A componente
espectral α2, extraída de cada variável de estado, assumindo correlação com a dinâmica
nominal das variáveis de estado x1, x2 e x3, foram utilizadas para parametrização do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar. A matriz de ponderação X k para implementação do
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Figura 26 – Comportamento temporal das componentes espectrais αj|j=1,...,2, as quais
foram extraídas da variável de estado x1 do atrator caótico de Chen em ambi-
ente ruidoso e com falha: (a) Componente não-observável α1; (b) Componente
não-observável α2.

mecanismo de atualização recursiva do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar é definida
como uma matriz identidade quando aplicada para o processo de filtragem e rastreamento
da trajetória de referência r(t). As partições dos dados computacionais da variável ruidosa
Z = [x1 x2 x3]T foram definidas pelo algoritmo de agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar
Gustafson-Kessel, tal que a proposição do antecedente, o número de regras e a proposição
do consequente, do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, puderam ser estimados com
sucesso. Para implementação do algoritmo de agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar, os
seguintes parâmetros foram adotados: número de agrupamentos c = 2, expoente de ponde-
ração intervalar m̃ = [1.5 2] e tolerância E = 10−5. A estimação paramétrica da proposição
do consequente do sistema de inferência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, na
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Figura 27 – Comportamento temporal das componentes espectrais αj|j=1,...,2, as quais
foram extraídas da variável de estado x2 do atrator caótico de Chen em ambi-
ente ruidoso e com falha: (a) Componente não-observável α1; (b) Componente
não-observável α2.
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Figura 28 – Comportamento temporal das componentes espectrais αj|j=1,...,2, as quais
foram extraídas da variável de estado x3 do atrator caótico de Chen em ambi-
ente ruidoso e com falha: (a) Componente não-observável α1; (b) Componente
não-observável α2.

Equação (5.15), considera as partições na variável ruidosa Z = [x1 x2 x3]T como critério
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Figura 29 – Desempenho do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, baseado na metodo-
logia proposta, para filtragem e rastreamento da trajetória de referência por
meio das variáveis de estado x1, x2 e x3 do atrator caótico de Chen, para o
caso de atrasos de tempo nos estados e entradas.

de ponderação e os valores dos parâmetros: q = 1, γ = 10 e β = 10. As regiões de
confiança, conforme mostradas nas Figuras 29a-29c, obtidas a partir do filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar, considerando as incertezas estimadas pelas funções de pertinência
tipo-2 intervalares inerentes aos dados ruidosos do atrator caótico de Chen, ilustra sua
eficiência para rastreamento da trajetória de referência r(t). A estimação das matrizes de
ganho de Kalman fuzzy tipo-2 intervalares K̃i|i=1,...,2 durante a atualização recursiva do
filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento da trajetória de
referência r(t), é mostrada na Figura 30. A estimação recursiva das matrizes fuzzy tipo-2
intervalares Ãi, B̃i, C̃i e D̃i, com i = 1, . . . , 2, na proposição do consequente do sistema
de inferência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, durante sua atualização recursiva,
para filtragem e rastreamento da trajetória de referência r(t) por meio das variáveis de
estado do atrator caótico de Chen, são mostradas nas Figuras 31-34. Os graus de ativação
instantâneos superior e inferior relacionados ao sistema de inferência de filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar, para filtragem e rastreamento da trajetória de referência r(t) por
meio das variáveis de estado do atrator caótico de Chen, são mostrados na Figura 35. A
eficiência do algoritmo do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar em comparação com
a abordagem (WU et al., 2015) e outros algoritmos de agrupamento (Fuzzy C-Means e
Possibilistic C-Means), para filtragem e rastreamento da trajetória de referência r(t) por
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Figura 30 – Comportamento temporal estimado dos elementos da diagonal principal dos
ganhos de Kalman fuzzy tipo-2 intervalares, durante a atualização recursiva
do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento da
trajetória de referência r(t) por meio de variáveis de estado de atrator caótico
de Chen: (a) - (c) Regra 1, (d) - (f) Regra 2.
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Figura 31 – Comportamento temporal da estimação dos elementos da diagonal principal
da matriz fuzzy tipo-2 intervalar Ãi, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento da trajetória
de referência r(t) por meio das variáveis de estado do atrator caótico de Chen:
(a)-(c) Regra 1, (d)-(f) Regra 2.

meio das variáveis de estado do atrator caótico de Chen, baseado no critério de validação
do Erro Absoluto Médio (Mean Absolute Error - MAE), é mostrada na Tabela 3.
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Figura 32 – Comportamento temporal da estimação dos elementos da diagonal principal
da matriz fuzzy tipo-2 intervalar B̃i, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento da trajetória
de referência r(t) por meio das variáveis de estado do atrator caótico de Chen:
(a)-(c) Regra 1, (d)-(f) Regra 2.
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Figura 33 – Comportamento temporal da estimação dos elementos da diagonal principal
da matriz fuzzy tipo-2 intervalar C̃i, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento da trajetória
de referência r(t) por meio das variáveis de estado do atrator caótico de Chen:
(a)-(c) Regra 1, (d)-(f) Regra 2.
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Figura 34 – Comportamento temporal da estimação dos elementos da diagonal principal
da matriz fuzzy tipo-2 intervalar D̃i, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para filtragem e rastreamento da trajetória
de referência r(t) por meio das variáveis de estado do atrator caótico de Chen:
(a)-(c) Regra 1, (d)-(f) Regra 2.
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Figura 35 – Graus de ativação fuzzy normalizados instantâneos do sistema de inferência
do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, durante as etapas de treinamento
e recursiva para filtragem e rastreamento da trajetória de referência r(t)
por meio das variáveis de estado do atrator caótico de Chen: (a) Graus de
ativação superiores normalizados instantâneos; (b) Graus de ativação inferiores
normalizados instantâneos.
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Tabela 3 – Desempenho do algoritmo do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar quando
comparado a abordagem em (WU et al., 2015) e outros algoritmos de agrupa-
mento (Fuzzy C-Means e Possibilistic C-Means), para filtragem e rastreamento
da trajetória de referência r(t) por meio das variáveis de estado do atrator
caótico de Chen.

Metodologia MAEr1(t) MAEr2(t) MAEr3(t)

Abordagem em (WU et al., 2015) 403.92 555.41 415.14

Algoritmo de agrupamento Fuzzy C-Means 0.3793 0.5209 0.8221

Algoritmo de agrupamento Possibilistic C-Means 0.5830 0.4892 0.4202

Limite inferior do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 0.3435 0.0308 0.1800

Limite superior do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 0.3166 0.0205 0.5843
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7 Análise Experimental da Metodologia Pro-
posta

Neste capítulo, resultados experimentais para análise de previsão do comportamento
de propagação dinâmica do novo Coronavírus, considerando os dados experimentais de
óbitos diários registrados por Covid-19 no estado do Maranhão e Brasil, são apresentados.

7.1 Análise de Filtragem e Previsão de Kalman Fuzzy Tipo-2 In-
tervalar da Propagação Dinâmica da COVID-19 no Estado do
Maranhão
Nesta seção, resultados experimentais para rastreamento adaptativo e previsão em

tempo real da propagação dinâmica da Covid-19 no estado do Maranhão são apresentados.
Os dados experimentais correspondentes às notificações de óbitos diários registrados no
período de 18 de Março a 18 de Maio de 2020 no estado do Maranhão, são mostrados na
Figura 36, os quais foram obtidos a partir da base de dados fornecida pela Secretaria de
Estado da Saúde1. Uma vez que o problema de interesse, nesta dissertação, é baseado nas
séries temporais relacionadas aos óbitos diários registrados no Maranhão, a variável uk, na
Equação (5.15) da metodologia proposta, é considerada como um sinal de ruído branco
com baixa amplitude. O pré-processamento dos dados experimentais pela análise espectral
singular foi capaz de extrair as componentes não-observáveis associadas ao conjunto de
dados experimentais de óbitos diários notificados. A métrica Variance Accounted For (VAF)
foi considerada como critério para avaliar o número apropriado de componentes a serem
extraídas, dentro da faixa de 2 a 15 componentes, para melhor representação dos dados
experimentais, conforme mostrado na Figura 37. Conforme pode ser visto, considerando o
balanço custo-benefício para aplicação prática computacional da metodologia proposta, o
número apropriado de componentes não-observáveis obtido foi ξ = 7, com valor de VAF de
99.92% de eficiência para a representação mais precisa possível dos dados experimentais e
que, ao mesmo tempo, reduz a carga computacional do algoritmo do filtro de Kalman fuzzy
tipo-2 intervalar. As componentes não-observáveis espectrais, as quais foram extraídas
a partir dos dados experimentais referentes aos óbitos diários registrados no estado do
Maranhão no período de 18 de Março a 18 de Maio de 2020, são mostradas na Figura 38.

As partições dos dados experimentais relacionados aos óbitos diários registrados
foram definidas pelo algoritmo de agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar Gustafson-Kessel,
1 Disponível em: <https://painel-covid19.saude.ma.gov.br/>

https://painel-covid19.saude.ma.gov.br/


104 Capítulo 7. Análise Experimental da Metodologia Proposta

18/0
3

28/0
3

07/0
4

17/0
4

27/0
4

07/0
5

17/0
5

Figura 36 – Dados experimentais de óbitos diários registrados no período de 18 de Março
a 18 de Maio de 2020, no estado do Maranhão.
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Figura 37 – Eficiência das componentes não-observáveis, de acordo com o critério VAF,
para representação dos dados experimentais de óbitos diários registrados no
estado do Maranhão no período de 18 de Março a 18 de Maio de 2020.
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Figura 38 – Comportamento temporal das componentes não-observáveis αj|j=1,...,7, as
quais foram extraídas a partir dos dados experimentais de óbitos diários por
Covid-19 registrados no estado do Maranhão no período de 18 de Março a 18
de Maio de 2020.

conforme mostrado na Figura 39, tal que a proposição do antecedente, o número de regras
e a proposição do consequente do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar foram estimadas
com sucesso. Para a implementação do algoritmo de agrupamento fuzzy tipo-2 proposto,
os seguintes parâmetros foram adotados: número de agrupamentos c = 3, expoente de
ponderação intervalar m̃ = [2.0, 2.3] e tolerância E = 10−5.

A implementação do algoritmo OKID fuzzy tipo-2 intervalar, para estimação
paramétrica da proposição do consequente do sistema de inferência do filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar, na Equação (5.15), considera as partições definidas sobre os óbitos
diários, mostradas na Figura 39, como critério de ponderação, e os valores de parâmetros
q = 1, γ = 5 e β = 5. De acordo com os dados experimentais de óbitos diários registrados
no estado do Maranhão mostrados na Figura 36, as componentes não-observáveis pré-
processadas mostradas na Figura 38 e os valores de pertinência normalizados fuzzy tipo-2
intervalares mostrados na Figura 39, a estimação paramétrica inicial do filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar foi obtida pela etapa de treinamento. A região de confiança, conforme
mostrada na Figura 40, obtida pela estimação inicial do filtro de Kalman fuzzy tipo-2
intervalar, leva em consideração as incertezas estimadas pelas funções de pertinência fuzzy
tipo-2 intervalares mostradas na Figura 39, inerentes aos dados experimentais, e ilustra
a sua eficiência para rastreamento dos dados experimentais de óbitos diários registrados
no período de 18 de Março a 18 de Maio de 2020 no estado do Maranhão. A partir da
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Figura 39 – Funções de pertinência fuzzy tipo-2 estimadas a partir do agrupamento dos
dados experimentais de óbitos diários registrados no estado do Maranhão.
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Figura 40 – Região de confiança gerada pelo filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para
rastreamento dos dados experimentais de óbitos diários registrados no período
de 18 de Março a 18 de Maio de 2020, no estado do Maranhão.
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região de confiança mostrada na Figura 40, projeções de distribuição normal intervalares
foram estimadas, estabelecendo um limite superior e outro inferior para a previsão de
futuros registros de óbitos diários no estado do Maranhão. A eficiência do filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar baseado em sua estimação inicial pela etapa de treinamento a
partir do conjunto de dados experimentais de óbitos diários registrados no período de
18 de Março a 18 de Maio de 2020, para previsão de futuros óbitos diários é mostrada
na Figura 41a. A eficiência do modelo de distribuição normal intervalar é medida no
sentido de que se as projeções estimadas não são mais suficientes para representar o
conjunto de dados epidemiológicos experimentais, uma atualização no filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar é necessária para um novo rastreamento e previsão da propagação
dinâmica da Covid-19 relacionada a futuros (validação) óbitos diários. De acordo com
esse critério, os resultados de atualização do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para
rastreamento e previsão da propagação dinâmica da Covid-19 relacionada aos óbitos diários,
são mostrados nas Figuras 41b-41d. Devido às mudanças apresentadas pela dinâmica dos
dados epidemiológicos experimentais, o ajuste de curvas senoidais amortecidas para os
limites superior e inferior é mais adequado para a projeção das previsões estimadas a partir
do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar. Desse modo, os novos resultados obtidos a
partir da atualização do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar são mostrados nas Figuras
41e-41f. Pode ser visto a eficiência na adaptabilidade das projeções estimadas pelo filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, o que ilustra a sua aplicabilidade para rastreamento
adaptativo e previsão em tempo real da propagação dinâmica na Covid-19. A estimação
das matrizes de ganho de Kalman K̃i|i=1,...,3, durante a atualização recursiva do filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021,
é mostrada na Figura 42. A estimação recursiva das matrizes fuzzy tipo-2 intervalares
Ãi, B̃i, C̃i e D̃i, com i = 1, . . . , 3, na proposição do consequente do sistema de inferência
do filtro Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, durante sua atualização recursiva, no período
de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, são mostradas nas Figuras 43-46. Os
graus de ativação fuzzy instantâneos superiores e inferiores relacionados ao sistema de
inferência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, durante suas etapas de treinamento
e recursiva, no período de 18 de Março de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, são mostrados na
Figura 47. A eficiência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, durante sua atualização
recursiva para rastreamento e previsão dos dados experimentais de propagação dinâmica
da COVID-19 relacionados aos óbitos diários no estado do Maranhão, no período de 19 de
Maio de 2020 a 26 de Janeiro de 2021, foi validado pelo critério Variance Accounted For
(VAF), conforme mostrado na Figura 48.

7.1.1 Análise Comparativa e Discussões

Nesta seção, uma discussão mais detalhada sobre os resultados apresentados na
Seção 7.1, de acordo com a análise comparativa da metodologia proposta com os modelos
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(a) Previsão no período de 19 de Maio a 27 de
Maio de 2020, para o estado do Maranhão.
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(b) Previsão no período de 28 de Maio a 24
de Junho de 2020, para o estado do Ma-
ranhão.
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(c) Previsão no período de 25 de Junho a 03 de
Julho de 2020, para o estado do Maranhão.
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(d) Previsão no período de 04 de Julho a 12 de
Julho de 2020, para o estado do Maranhão.
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(e) Previsão no período de 26 de Setembro
de 2020 a 30 de Outubro de 2021, para o
estado do Maranhão.
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(f) Previsão no período de 18 de Janeiro de
2021 em diante, para o estado do Mara-
nhão.

Figura 41 – Desempenho do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 para rastreamento e previsão
dos dados experimentais de propagação da COVID-19 relacionados aos óbitos
diários registrados no estado do Maranhão: (a) atualização baseada nos dados
de treinamento de 18 de Março a 18 de Maio de 2020; (b) atualização recursiva
realizada em 27 de Maio de 2020; (c) atualização recursiva realizada em 24 de
Junho de 2020; (d) atualização recursiva realizada em 03 de Julho de 2020;
(e) atualização recursiva realizada em 25 de Setembro de 2020; (f) atualização
recursiva realizada em 18 de Janeiro de 2021.
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Figura 42 – Ganhos de Kalman fuzzy tipo-2 intervalares, durante a atualização recursiva
do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão dos
dados experimentais de propagação dinâmica da COVID-19 relacionados aos
óbitos diários diários no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de
2021, no estado do Maranhão: (a) Regra 1, (b) Regra 2, (c) Regra 3.

de aprendizagem de máquina LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator),
ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average) e com a rede neural recorrente do tipo
LSTM (Long Short-Term Memory), considerando as métricas RMSE (Root Mean Square
Error), MAE (Mean Absolute Error), RMSPE (Root Mean Square Percentage Error), R2

(coeficiente de determinação), MAD (Median Absolute Deviation) e MAPE (Mean Absolute
Percentage Error), é apresentada.

Os modelos de aprendizagem de máquina utilizados para fins de comparação com
a metodologia propsta nesta dissertação são brevemente descritos a seguir:

• Least Absolute Shrinkage and Selection Operator - LASSO: Em aprendi-
zagem de máquina, LASSO constitui um método de análise de regressão que realiza a
seleção e regularização de variáveis. Quando existem múltiplas variáveis correlaciona-
das, ou seja, variáveis com o mesmo padrão de comportamento, esta técnica seleciona
apenas uma dessas variáveis, penalizando o efeito das demais, para a obtenção da
saída de um modelo de regressão (MARSLAND, 2014). Esta característica aumenta a
interpretabilidade do modelo e constitui uma das principais vantagens desta técnica.
Nesta dissertação, para fins de comparação, a técnica de regularização do LASSO foi
utilizada com um modelo linear de regressão, a partir da minimização da seguinte
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Figura 43 – Matriz fuzzy tipo-2 intervalar Ãi, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão dos dados
experimentais de propagação dinâmica da COVID-19 relacionados aos óbitos
diários no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, no estado
do Maranhão: (a) Regra 1, (b) Regra 2, (c) Regra 3.

função custo:

J = 1
2N

N∑
i=1

(
yi − β0 − xTi β

)2
+ λ

p∑
j=1
|βj| (7.1)

onde N é o número de observações realizadas; yi é a resposta para para a i-ésima
observação; xi corresponde ao vetor de dados na i-ésima observação; λ é o parâmetro
de regularização, tal que λ > 0, e β é o vetor com os coeficientes da regressão
linear. De acordo com a Equação (7.1), a regularização dos coeficientes em β, isto
é, a restrição de seus valores, pela técnica do LASSO, é obtida por meio do termo
λ
∑p
j=1 |βj| de forma que ao minimizar a função de custo, automaticamente os

coeficientes também sejam minimizados.

• Autoregressive Integrated Moving Average - ARIMA: Modelos ARIMA são
empregados para a representação e previsão de séries temporais com comportamento
não-estacionário, comumente encontradas em aplicações práticas. Nesta classe de
modelos, a característica não-estacionária da série temporal é eliminada aplicando-se
o operador de diferenciação, sendo a série diferenciada representada por um modelo
ARMA (Autoregressive Moving Average) (AGUIRRE, 2015). Para recuperar a série
temporal original, é necessário efetuar a operação inversa, isto é, a integração do
sinal de saída do modelo ARMA. Por esta razão, este procedimento é chamado de
modelagem ARIMA, em que o “I” indica o processo de integração envolvido. A
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Figura 44 – Matriz fuzzy tipo-2 intervalar B̃i, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão dos dados
experimentais de propagação dinâmica da COVID-19 relacionados aos óbitos
diários no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, no estado
do Maranhão: (a) Regra 1, (b) Regra 2, (c) Regra 3.

parte auto-regressiva (AR) do modelo ARIMA indica que a variável de interesse
no instante de tempo atual é função de seus valores passados enquanto a parte de
média móvel (MA) indica que o erro de regressão é uma combinação linear dos
valores de erro atual e passados. Comumente os modelos ARIMA são denotados por
ARIMA(p, d, q), onde os parâmetros p, d e q são inteiros não negativos, tal que p é
a ordem do modelo auto-regressivo, d é o grau de diferenciação e q é a ordem do
modelo de média móvel.

• Rede Neural Recorrente do tipo Long Short-Term Memory - LSTM: As
redes neurais de memória de curto e longo prazo, as chamadas LSTMs, tem a
capacidade de aprender dependências de longo prazo, apresentando grande eficiência
em aplicações de predição e sendo amplamente empregadas atualmente. Assim como
as redes neurais padrão, as redes LSTM também apresentam uma estrutura em
cadeia composta por módulos repetidos onde informações podem ser armazenadas,
gravadas ou lidas em uma célula. A célula, por sua vez, toma decisões sobre o que
armazenar e quando permitir leituras, gravações e apagamentos, por meio de portas
que controlam a passagem de informações das memórias de curto e longo prazo. Para
mais informações sobre as redes neurais recorrentes LSTM ver (MANDIC, 2001).

A análise comparativa entre o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e os modelos



112 Capítulo 7. Análise Experimental da Metodologia Proposta

19/0
5

27/0
6

06/0
8

15/0
9

25/1
0

15/0
9

04/1
2

19/0
5

27/0
6

06/0
8

15/0
9

25/1
0

15/0
9

04/1
2

19/0
5

27/0
6

06/0
8

15/0
9

25/1
0

15/0
9

04/1
2

Figura 45 – Matriz fuzzy tipo-2 intervalar C̃i, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão dos dados
experimentais de propagação dinâmica da COVID-19 relacionados aos óbitos
diários no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, no estado
do Maranhão: (a) Regra 1, (b) Regra 2, (c) Regra 3.

de aprendizado de máquina LASSO, ARIMA e a rede neural recorrente do tipo LSTM,
para previsão da propagação dinâmica da COVID-19 no estado do Maranhão, considerando
um horizonte de previsão de 10 dias, é mostrada na Tabela 4. O modelo de aprendizado
de máquina LASSO, embora aumente a interpretabilidade do modelo ao eliminar variáveis
irrelevantes que não estão associadas à propagação dinâmica da COVID-19, pode levar
a estimações paramétricas polarizadas e, consequentemente, a um desempenho inferior
em relação ao filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar (SHUMWAY; STOFFER, 2000). O
modelo de aprendizado de máquina ARIMA é rápido em velocidade de processamento,
mas pode levar a estimativas imprecisas, uma vez que não considera a não estacionariedade
relacionada ao conjunto de dados experimental, o que causa seu desempenho inferior em
comparação ao filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar (BISHOP, 2006). O modelo de
aprendizado de máquina baseado na rede neural recorrente LSTM é capaz de fornecer
estimações precisas com a limitação de não considerar as incertezas inerentes à propagação
dinâmica da COVID-19, o que resulta em um desempenho inferior em relação ao filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 (BISHOP, 2006). Por outro lado, as incertezas inerentes ao conjunto de
dados experimentais são processadas pelo filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar por meio
da aproximação do comportamento dinâmico em regiões de operação fuzzy intervalares
definidas sobre as flutuações dinâmicas da propagação da COVID-19, proporcionando
redução nos erros de rastreamento e previsão.



7.2. Análise de Filtragem e Previsão de Kalman Fuzzy Tipo-2 Intervalar da Propagação Dinâmica da
COVID-19 no Brasil 113

19/0
5

27/0
6

06/0
8

15/0
9

25/1
0

15/0
9

04/1
2

19/0
5

27/0
6

06/0
8

15/0
9

25/1
0

15/0
9

04/1
2

19/0
5

27/0
6

06/0
8

15/0
9

25/1
0

15/0
9

04/1
2

Figura 46 – Matriz fuzzy tipo-2 intervalar D̃i, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão dos dados
experimentais de propagação dinâmica da COVID-19 relacionados aos óbitos
diários no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, no estado
do Maranhão: (a) Regra 1, (b) Regra 2, (c) Regra 3.

Tabela 4 – Análise comparativa entre o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e os modelos
de aprendizagem de máquina LASSO, ARIMA e a rede neural recorrente LSTM
para previsão da propagação dinâmica da COVID-19 no estado do Maranhão.

Modelo RMSE MAE RMSPE R2 MAD MAPE(%)

LASSO 9.092 8.661 1.2041 0.5631 122.3 0.1153

ARIMA 4.3365 3.8337 1.3758 0.8716 125.67 0.1006

LSTM 2.6914 2.3312 0.6515 0.9666 87.34 0.0566

filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 1.5074 0.7532 0.4522 0.9871 34.65 0.0397

7.2 Análise de Filtragem e Previsão de Kalman Fuzzy Tipo-2 In-
tervalar da Propagação Dinâmica da COVID-19 no Brasil

Os dados experimentais correspondentes às notificações de óbitos diários registrados
no período de 29 de Fevereiro a 18 de Maio de 2020, no Brasil, são apresentados na Figura 49,
os quais foram extraídos de relatórios oficiais divulgados pelo Ministério da Saúde do Brasil2.
Uma vez que o problema de interesse, nesta dissertação, está baseado nas séries temporais
relacionadas aos óbitos diários registrados no Brasil, a variável uk, na Equação (5.15) da
metodologia proposta, é considerada como um sinal de ruído branco com baixa amplitude.
O pré-processamento dos dados experimentais por análise espectral singular foi capaz de

2 Disponível em: <https://covid.saude.gov.br/>

https://covid.saude.gov.br/
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Figura 47 – Graus de ativação fuzzy instantâneos normalizados do sistema de inferência
do filtro de Kalman fuzzy tipo-2, durante sua atualização recursiva para
rastreamento e previsão dos dados experimentais de propagação dinâmica da
COVID-19 relacionados aos óbitos diários no período de 18 de Março de 2020
a 18 de Janeiro de 2021, no estado de Maranhão: (a) Graus de ativação fuzzy
instantâneos superiores, (b) Graus de ativação fuzzy instantâneos inferiores.

extrair os componentes não-observáveis associadas aos óbitos óbitos. A métrica Variance
Accounted For (VAF) foi considerada como critério para avaliação do número adequado
de componentes a serem extraídas, dentro da faixa de 2 a 15 componentes, para melhor
representação dos dados experimentais, conforme mostrado na Figura 50. Conforme pode
ser visto, considerando o balanço custo-benefício para a aplicação prática computacional
da metodologia proposta, o número apropriado de componentes não-observáveis obtido
foi ξ = 10, com valor de VAF de 99.98% de eficiência para a representação mais precisa
possível dos dados experimentais e que, ao mesmo tempo, reduz a carga computacional
do algoritmo do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar. As componentes espectrais
não-observáveis, extraídas a partir dos dados experimentais referentes aos óbitos diários
registrados no Brasil, são mostradas na Figura 51. As partições dos dados experimentais
relacionados aos óbitos diários registrados no Brasil foram definidas pelo algoritmo de
agrupamento fuzzy tipo-2 intervalar Gustafson-Kessel, conforme mostrado na Figura 52, tal
que a proposição do antecedente, o número de regras e a proposição do consequente do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 foram estimadas com sucesso. Para implementação do algoritmo
de agrupamento fuzzy tipo-2 proposto, os seguintes parâmetros foram adotados: número
de agrupamentos c = 3, expoente de ponderação intervalar m̃ = [1.5, 2.3] e tolerância
E = 10−5.



7.2. Análise de Filtragem e Previsão de Kalman Fuzzy Tipo-2 Intervalar da Propagação Dinâmica da
COVID-19 no Brasil 115

19/0
5

07/0
7

26/0
8

15/1
0

04/1
2

26/0
1

Figura 48 – Eficiência em tempo real, com base no critério de validação VAF, do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalo, durante sua atualização recursiva para
rastreamento e previsão dos dados experimentais de propagação dinâmica da
COVID-19 relacionados aos óbitos diários no período de 19 de Maio de 2020
a 26 de Janeiro de 2021, no estado de Maranhão.
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Figura 49 – Dados experimentais de óbitos diários registrados no período de 29 de Fevereiro
a 18 de Maio de 2020 no Brasil.
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Figura 50 – Eficiência das componentes não-observáveis, de acordo com o critério VAF,
para representar os dados experimentais de óbitos diários registrados no Brasil.
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Figura 51 – Comportamento temporal das componentes não-observáveis espectrais
αj|j=1,...,10, as quais foram extraídas a partir dos dados experimentais de
óbitos diários registrados no Brasil.
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Figura 52 – Funções de pertinência fuzzy tipo-2 intervalares estimadas a partir do agrupa-
mento dos óbitos diários registrados no Brasil.

A implementação do algoritmo OKID fuzzy tipo-2 intervalar, para estimação
paramétrica da proposição do consequente do sistema de inferência do filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar, na Equação (5.15), considera as partições sobre os óbitos diários,
mostradas na Figura 52, como critério de ponderação, e os valores de parâmetros: q = 1,
γ = 15 e β = 15. De acordo com os dados experimentais de óbitos diários registrados no
Brasil mostrados na Figura 49, as componentes não-observáveis pré-processadas mostradas
na Figura 51 e os valores de pertinência fuzzy tipo-2 intervalares mostrados na Figura 52,
a estimação paramétrica inicial do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 foi obtida pela etapa de
treinamento. A região de confiança, conforme mostrada na Figura 53, obtida pela estimação
inicial do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, considera as incertezas estimadas pelas
funções de pertinência fuzzy tipo-2 intervalares mostradas na Figura 52, e ilustra a sua
eficiência para rastreamento dos dados experimentais de óbitos diários registrados no
período de 29 de Fevereiro a 18 de Maio de 2020 no Brasil.

A partir da região de confiança mostrada na Figura 53, foram estimadas as projeções
de distribuição normal intervalares, estabelecendo um limite superior e outro inferior para
a previsão de futuros registros de óbitos diários no Brasil. A eficiência do filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar baseado em sua estimação inicial pela etapa de treinamento a partir
do conjunto de dados experimentais de óbitos diários registrados no período de 29 de
Fevereiro a 18 de Maio de 2020 no Brasil, para previsão de futuros (validação) óbitos diários,
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Figura 53 – Região de confiança gerada pelo filtro Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para
rastreamento dos dados experimentais de óbitos diários registrados no período
de 29 de Fevereiro a 18 de Maio de 2020, no Brasil.

é mostrado na Figura 54a. Os resultados de atualização do filtro de Kalman fuzzy tipo-2
intervalar para rastreamento e previsão da propagação dinâmica da Covid-19 relacionada
aos óbitos diários, são mostrados nas Figuras 54b-54d. Os resultados de previsão obtidos
pelo ajuste de senoides amortecidas à saída intervalar do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 são
mostrados nas Figuras 54e-54f. A previsão intervalar mostrada na Figura 54e, obtida em 13
de Outubro de 2020, indica o início da segunda onda da pandemia do novo coronavírus no
Brasil para meados do mês de Novembro de 2020, o que foi confirmado pelas notificações
de óbitos diários seguintes, conforme ilustrado na Figura 54f. A estimação das matrizes
de ganho de Kalman fuzzy tipo-2 intervalares K̃i|i=1,...,3, durante a atualização recursiva
do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de
Janeiro de 2021, é mostrada na Figura 55. A estimação recursiva das matrizes fuzzy tipo-2
intervalares Ãi, B̃i, C̃i e D̃i, com i = 1, . . . , 3, na proposição do consequente do sistema de
inferência do filtro Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, durante sua atualização recursiva, no
período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, são mostradas nas Figuras 56-59.
Os graus de ativação instantâneos superiores e inferiores relacionados ao sistema de

inferência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, durante suas etapas de treinamento e
recursiva, no período de 29 de Fevereiro de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, são mostrados na
Figura 60. A eficiência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar durante sua atualização
recursiva para rastreamento e previsão dos dados experimentais de propagação dinâmica
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(a) Previsão no período de 19 de Maio a 27
de Maio de 2020 para o Brasil.
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(b) Previsão no período de 28 de Maio a 30
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(c) Previsão no período de 24 de Julho a 14
de Agosto de 2020 para o Brasil.
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(d) Previsão no período de 29 de Agosto a 25
de Setembro de 2020 para o Brasil.
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(e) Previsão no período de 14 de Outubro a
31 de Outubro de 2020 para o Brasil.
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(f) Previsão no período de 18 de Janeiro de
2021 em diante para o Brasil.

Figura 54 – Desempenho do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 para rastreamento e previsão
dos dados experimentais de propagação da COVID-19 relacionados aos óbitos
diários registrados no Brasil: (a) atualização baseada nos dados de treinamento
de 29 de Fevereiro a 18 de Maio de 2020; (b) atualização recursiva realizada
em 27 de Maio de 2020; (c) atualização recursiva realizada em 23 de Julho
de 2020; (d) atualização recursiva realizada em 28 de Agosto de 2020; (e)
atualização recursiva realizada em 13 de Outubro de 2020; (f) atualização
recursiva realizada em 18 de Janeiro de 2021.
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Figura 55 – Ganhos de Kalman fuzzy tipo-2 intervalares, durante a atualização recursiva
do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão dos
dados experimentais de propagação dinâmica da COVID-19 relacionados aos
óbitos diários diários no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de
2021, no Brasil: (a) Regra 1, (b) Regra 2, (c) Regra 3.

da COVID-19, relacionados aos óbitos diários registrados no Brasil, no período de 19 de
Maio de 2020 a 26 de Janeiro de 2021, foi validada pelo critério Variance Accounted For
(VAF), conforme mostrado na Figura 61.

7.2.1 Análise Comparativa e Discussões

Nesta seção, uma discussão mais detalhada sobre os resultados apresentados na
Seção 7.2, de acordo com a análise comparativa da metodologia proposta nesta dissertação
com as abordagens em (FEROZE, 2020; HAZARIKA; GUPTA, 2020; SAHAI et al.,
2020; MOREAU, 2020; DJILALI; GHANBARI, 2020) bem como com os modelos de
aprendizagem de máquina LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator),
ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average) e com a rede neural recorrente do tipo
LSTM (Long Short-Term Memory), considerando as métricas RMSE (Root Mean Square
Error), MAE (Mean Absolute Error), RMSPE (Root Mean Square Percentage Error), R2

(coeficiente de determinação), MAD (Median Absolute Deviation) e MAPE (Mean Absolute
Percentage Error), é apresentada.

A abordagem em (FEROZE, 2020) é baseada em modelos de séries temporais com
estrutura Bayesiana para a previsão da propagação dinâmica da COVID-19 no Brasil,
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Figura 56 – Matriz fuzzy tipo-2 intervalar Ãi, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão dos dados
experimentais de propagação dinâmica da COVID-19 relacionados aos óbitos
diários no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, no Brasil:
(a) Regra 1, (b) Regra 2, (c) Regra 3.

dentro de um horizonte de 30 dias. A eficiência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar,
em comparação com a abordagem proposta em (FEROZE, 2020), é mostrada na Tabela 5.
Conforme pode ser visto, embora o modelo bayesiano proposto em (FEROZE, 2020) seja
adaptativo, apresenta um desempenho inferior em relação ao filtro de Kalman fuzzy tipo-2
intervalar, uma vez que é baseado em um mecanismo de inferência bayesiana influenciado
por distribuições de probabilidade previamente calculadas, o que contribui para o aumento
dos erros de previsão (BERGER, 1993).

Tabela 5 – Análise comparativa entre o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e a aborda-
gem em (FEROZE, 2020) para previsão da propagação dinâmica da COVID-19
no Brasil.

Metodologia RMSE MAE RMSPE R2 MAD MAPE(%)

abordagem em (FEROZE, 2020) 3669.000 2533 0.0873 0.657 22080 0.00820

filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 531.472 97 0.0249 0.989 6298 0.00234

Na abordagem em (HAZARIKA; GUPTA, 2020) é proposta a rede Wavelet-Coupled
Random Vector Functional Link (WCRVFL), baseada em transformada wavelet, para
previsão da propagação dinâmica da COVID-19 no Brasil, dentro de um horizonte de 60
dias, usando um procedimento de normalização do conjunto de dados a partir da seguinte
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Figura 57 – Matriz fuzzy tipo-2 intervalar B̃i, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão dos dados
experimentais de propagação dinâmica da COVID-19 relacionados aos óbitos
diários no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, no Brasil:
(a) Regra 1, (b) Regra 2, (c) Regra 3.

formulação:

z̆k = zk −min (Z)
max (Z)−min (Z) , k = 1, 2, . . . , Nb (7.2)

onde Z = [z1, z2, . . . , zNb ]
T é o conjunto de dados experimentais, z̆k é o valor normalizado

de zk, e min (Z) e max (Z) são os valores máximo e mínimo de Z, respectivamente.
A eficiência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, comparado à abordagem em
(HAZARIKA; GUPTA, 2020), é mostrada na Tabela 6. Conforme pode ser visto, uma vez
que a abordagem em (HAZARIKA; GUPTA, 2020) utiliza diferentes tipos de transformada
wavelet para processar a não estacionariedade do conjunto de dados experimentais, esta
apresenta resultados competitivos em relação ao filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar,
porém seu desempenho é ligeiramente inferior devido à sua limitação quanto a determinação
do número ótimo de nós da camada oculta da rede WCRVFL, o ajuste da escala da faixa de
randomização uniforme para o estimador wavelet e quanto a precisão dos dados disponíveis.

A abordagem em (SAHAI et al., 2020) é baseada no modelo Autoregressive Integrated
Moving Average (ARIMA) para a previsão da propagação dinâmica da COVID-19 no
Brasil, dentro de um horizonte de 77 dias. A eficiência do filtro Kalman fuzzy tipo-2
intervalar, em comparação com a abordagem em (SAHAI et al., 2020), é mostrada na
Tabela 7. A abordagem em (SAHAI et al., 2020) é rápida na velocidade de processamento,
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Figura 58 – Matriz fuzzy tipo-2 intervalar C̃i, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão dos dados
experimentais de propagação dinâmica da COVID-19 relacionados aos óbitos
diários no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, no Brasil:
(a) Regra 1, (b) Regra 2, (c) Regra 3.

Tabela 6 – Análise comparativa entre o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e a aborda-
gem em (HAZARIKA; GUPTA, 2020) para previsão da propagação dinâmica
do COVID-19 no Brasil.

Metodologia RMSE MAE RMSPE R2 MAD MAPE(%)

abordagem em (HAZARIKA; GUPTA, 2020) 0.006190 0.004880 0.2359 0.999450 0.176 0.00745

filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 0.003388 0.000701 0.00339 0.999677 0.1655 0.00701

mas apresenta desempenho inferior em relação ao filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar
por considerar apenas características lineares para modelagem da propagação dinâmica
da COVID-19, o que tende a aumentar os erros de previsão para dados epidemiológicos
variantes no tempo (ZHANG, 2003). Diferentemente da abordagem em (SAHAI et al.,
2020), o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar considera uma compensação paralela e
distribuída associada a cada uma das regiões de operação intervalares definidas sobre o
conjunto de dados experimentais para melhor aproximar as flutuações variantes no tempo
da propagação dinâmica do COVID-19.

A abordagem em (MOREAU, 2020) é baseada na modelagem estatística de novos
casos diários e novos óbitos diários causados por COVID-19 usando a distribuição de
probabilidade de Weibull, para previsão da propagação dinâmica da COVID-19 no Brasil.
A eficiência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, em comparação com a abordagem
em (MOREAU, 2020), é mostrada na Tabela 8. A abordagem em (MOREAU, 2020),
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Figura 59 – Matriz fuzzy tipo-2 intervalar D̃i, durante a atualização recursiva do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar para rastreamento e previsão dos dados
experimentais de propagação dinâmica da COVID-19 relacionados aos óbitos
diários no período de 19 de Maio de 2020 a 18 de Janeiro de 2021, no Brasil:
(a) Regra 1, (b) Regra 2, (c) Regra 3.

Tabela 7 – Análise comparativa entre o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e a abor-
dagem em (SAHAI et al., 2020) para previsão da propagação dinâmica da
COVID-19 no Brasil.

Metodologia RMSE MAE RMSPE R2 MAD MAPE(%)

abordagem em (SAHAI et al., 2020) 922.83 170.77 0.00407 0.609 33614 3.701

filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 563.15 104.21 0.002486 0.998 97 0.0025494

embora utilize a distribuição Weibull, a qual é adequada para a modelagem de dados
experimentais da vida real, apresenta resultados ligeiramente inferiores em comparação
com o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, uma vez que não considera a variabilidade
na dinâmica do conjunto de dados experimentais para atualizar as previsões obtidas
para a propagação da COVID-19 (LAI; MURTHY; XIE, 2006). Por outro lado, o filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar apresenta maior eficiência devido ao seu mecanismo
de parametrização recursiva para rastreamento adaptativo e previsão em tempo real do
conjunto de dados experimentais.

A abordagem em (DJILALI; GHANBARI, 2020) é baseada em um modelo SEIR
(Susceptível - Exposto - Infectado - Recuperado) estruturado pela idade dos indivíduos
para previsão da propagação dinâmica da COVID-19 no Brasil. A análise comparativa
entre o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e a abordagem em (DJILALI; GHANBARI,
2020) é mostrada na Tabela 9. A abordagem em (DJILALI; GHANBARI, 2020), embora
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Figura 60 – Graus de ativação fuzzy instantâneos normalizados do sistema de inferência
do filtro de Kalman fuzzy tipo-2, durante sua atualização recursiva para ras-
treamento e previsão dos dados experimentais de propagação dinâmica da
COVID-19 relacionados aos óbitos diários no período de 29 de Fevereiro a 18
de Janeiro de 2021, no Brasil: (a) Graus de ativação fuzzy instantâneos nor-
malizados superiores, (b) Graus de ativação fuzzy instantâneos normalizados
inferiores.

Tabela 8 – Análise comparativa entre o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e a abor-
dagem em (MOREAU, 2020) para previsão da dinâmica de propagação da
COVID-19 no Brasil.

Metodologia RMSE MAE RMSPE R2 MAD MAPE(%)

abordagem em (MOREAU, 2020) 2554.71 939.14 1.092 0.87 19849 0.0217

filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 2265.9 832.97 0.9687 0.9809 17605 0.0193

considere o efeito da idade dos indivíduos na taxa de mortalidade pela COVID-19 para
melhor adequação do modelo SEIR, apresenta baixa eficiência em comparação ao filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar uma vez que não considera as incertezas inerentes ao
conjunto de dados experimentais e considera uma taxa de transmissão da COVID-19
constante ao longo do período da pandemia (MARTCHEVA, 2015). O filtro de Kalman
fuzzy tipo-2 intervalar é mais preditivo para o comportamento real do conjunto de dados
epidemiológicos no Brasil que a abordagem em (DJILALI; GHANBARI, 2020), devido
à sua medida de similaridade adaptativa para definição de regiões de operação fuzzy
intervalares que melhor caracterizam a dinâmica e as incertezas do conjunto de dados
epidemiológicos experimentais.

Considerando os resultados de previsão disponíveis nas abordagens (HAZARIKA;
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Figura 61 – Eficiência em tempo real, com base no critério de validação VAF, do filtro
de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar, durante sua atualização recursiva para
rastreamento e previsão dos dados experimentais de propagação dinâmica da
COVID-19 relacionados aos óbitos diários no período de 19 de Maio de 2020
a 26 de Janeiro de 2021, no Brasil.

Tabela 9 – Análise comparativa entre o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e a abor-
dagem em (DJILALI; GHANBARI, 2020) para previsão da dinâmica de propa-
gação da COVID-19 no Brasil.

Metodologia RMSE MAE RMSPE R2 MAD MAPE(%)

abordagem em (DJILALI; GHANBARI, 2020) 3052.4 943.71 0.8183 0.85 22542 0.0579

filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 2325.6 753.9 0.6730 0.9984 510.73 0.0248

GUPTA, 2020; SAHAI et al., 2020), no sentido de ilustrar de forma clara e intuitiva o
desempenho de previsão de cada método em comparação com o desempenho do filtro de
Kalman fuzzy tipo-2 intervalar proposto, de acordo com o número de casos acumulados de
COVID-19 no Brasil, uma análise comparativa é mostrada na Figura 62.

Por fim, a análise comparativa entre o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e
os modelos de aprendizado de máquina LASSO, ARIMA e a rede neural recorrente do
tipo LSTM, para previsão da propagação dinâmica da COVID-19 no Brasil, dentro de um
horizonte de 10 dias, é mostrada na Tabela 10.
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Figura 62 – Análise comparativa dos resultados de previsão entre as abordagens (HA-
ZARIKA; GUPTA, 2020; SAHAI et al., 2020) e o filtro de Kalman fuzzy
tipo-2 intervalar proposto, de acordo com o número de casos acumulados de
COVID-19 no Brasil.

Tabela 10 – Análise comparativa entre o filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar e os mo-
delos de aprendizagem de máquina LASSO, ARIMA e rede neural recorrente
LSTM para previsão da propagação dinâmica da COVID-19 no Brasil.

Modelo RMSE MAE RMSPE R2 MAD MAPE(%)

LASSO 191.5600 163.4643 2.5081 0.7652 234.1 0.1283

ARIMA 203.0832 140.9561 2.6938 0.3680 245.7 0.1106

LSTM 116.0065 94.9875 1.3265 0.8290 193.4 0.0746

filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar 10.3586 3.9000 1.0542 0.9984 108.3 0.0427
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8 Considerações Finais

Nesta dissertação, uma abordagem para o projeto de filtros de Kalman fuzzy tipo-2
intervalares, baseada em dados experimentais, foi proposta. A metodologia adotada permite
atualizar recursivamente os parâmetros do modelo do filtro proposto em tempo real de
modo a adaptá-lo às mudanças dinâmicas apresentadas pelo conjunto de dados, bem
como permite o processamento das incertezas inerentes à regiões de operação intervalares,
estabelecendo uma região de confiança de possíveis soluções como saída do sistema de
inferência do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar.

Uma formulação matemática fuzzy tipo-2 foi proposta para o algoritmo de agru-
pamento Gustafsson-Kessel a fim de realizar a estimação paramétrica da proposição do
antecedente das regras fuzzy. Ainda, uma versão fuzzy tipo-2 intervalar do algoritmo OKID
(Observer/Kalman Filter Identification) foi desenvolvida, em função de componentes espec-
trais não-observáveis, para identificação dos parâmetros dos submodelos lineares no espaço
de estados, definidos no consequente das regras fuzzy, baseada no método de fatoração
QR, o que garante robustez numérica na estimação dos parâmetros de Markov e evita
problemas relacionados a estabilidade e tempo de convergência do algoritmo.

Os resultados computacionais mostraram a eficiência do filtro de Kalman fuzzy
tipo-2 intervalar projetado, devido ao pré-processamento espectral realizado, no processo
de filtragem e rastreamento do conjunto de dados experimentais obtidos a partir do
atrator caótico de Lorenz, em ambiente altamente ruidoso, quando comparado com outra
abordagem amplamente citada na literatura. A metodologia proposta também foi aplicada
ao rastreamento de uma trajetória de referência pelas variáveis de estado do atrator caótico
de Chen, em ambiente ruidoso, a partir de dados experimentais com falha, demonstrando
maior eficiência quando comparada a outras abordagens presentes na literatura.

A aplicabilidade do filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar projetado foi verificada
por meio dos resultados experimentais obtidos para o rastreamento adaptativo e previsão
em tempo real da propagação dinâmica da COVID-19 no estado do Maranhão e Brasil,
apresentando melhor desempenho em relação à outras abordagens propostas na literatura
neste contexto e modelos de aprendizagem de máquina, devido seu mecanismo de atualiza-
ção recursivo e o tratamento de incertezas inerentes a dados epidemiológicos experimentais.
Nesta aplicação, especificamente, a metodologia proposta contribui para preencher uma
lacuna no que diz respeito ao tratamento e análise dos dados epidemiológicos, com o
objetivo de auxiliar os profissionais da saúde, os órgãos governamentais de saúde, e demais
setores da sociedade, em caráter preditivo, no diagnóstico sobre a forma e duração da
propagação das ondas de infecção epidemiológicas. Assim, com base nos resultados de
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previsão é possível tomar decisões e estabelecer planejamentos, com antecipação, no sentido
de prevenir maiores danos causados por possíveis avanços epidemiológicos.
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9 Propostas de Pesquisas Futuras

A metodologia proposta nesta dissertação para projeto de filtros de Kalman uti-
lizando modelos fuzzy tipo-2 intervalares, baseado em decomposição espectral de dados
experimentais, tendo em vista os resultados alcançados, abre espaço para o desenvolvimento
de trabalhos futuros, considerando os seguintes aspectos de interesse:

• Desenvolvimento da metodologia proposta nesta dissertação no contexto de sistemas
fuzzy tipo-2 evolutivos, a fim de adaptar não somente os parâmetros do modelo do
filtro de Kalman fuzzy tipo-2 intervalar como também sua estrutura.
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APÊNDICE A – Algoritmo
Observer/Kalman Filter Identification (OKID)

Considerando-se o sistema dinâmico linear multivariável, no domínio do tempo
discreto, descrito por (JUANG, 1994):

xk+1 = Axk +Buk (A.1)

yk = Cxk +Duk (A.2)

onde xk é o vetor de estados com dimensão n× 1, yk é o vetor de saídas com dimensão
p× 1 e uk é o vetor de entradas com dimensão m× 1 com A, B, C e D sendo as matrizes
que descrevem o comportamento dinâmico do sistema com dimensões apropriadas. Quando
os estados do sistema dinâmico não podem diretamente medidas, um observador pode ser
aplicado para estimar estes estados a partir dos dados de entrada e saída. Adicionando e
subtraindo o termo Kyk ao lado direito da Equação (A.1), obtém-se o seguinte resultado:

xk+1 = Axk +Buk +Kyk −Kyk (A.3)

= (A+KC)xk + (B +KD)uk −Kyk (A.4)

ou

xk+1 = Āxk + B̄υk (A.5)

onde

Ā = A+KC

B̄ = [B +KD, −K] (A.6)

υk =

 uk

yk


e K é uma matriz arbitrária com dimensão n× p escolhida de modo a tornar a matriz Ā
tão estável quanto desejado. Considerando condição inicial não nula, ou seja, x0 6= 0, a
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Equação (A.5) pode ser estendida da seguinte forma:

xk+1 = Āxk + B̄υk,

xk+2 = Āxk+1 + B̄υk+1

= Ā2xk + ĀB̄υk + B̄υk+1,

xk+3 = Āxk+2 + B̄υk+2

= Ā3xk + Ā2B̄υk + ĀB̄υk+1 + B̄υk+2,

...

xk+q = Āxk+q−1 + B̄υk+q−1

= Āqxk + Āp−1B̄υk + Āq−2B̄υk+1 + B̄υk+q−1

De forma análoga, utilizando a Equação (A.2), obtém-se a seguinte expressão:

yk+q = Cxk+q +Duk+q

= CĀqxk + CĀp−1B̄υk + CĀq−2B̄υk+1 + CB̄υk+q−1 +Duk+q
(A.7)

O conjunto destas equações, considerando a sequência de k = 0, . . . , ` − 1 podem ser
reescritas como

ȳ = CĀqx+ Ȳ V̄ (A.8)

onde

ȳ = [yq yq+1 yq+2 · · · y`−1]

(A.9)

x = [x0 x1 x2 · · · x`−q−2]

(A.10)

Ȳ =
[
D CB̄ CĀB̄ · · · CĀq−1B̄

]
(A.11)
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V̄ =



uq up+1 · · · u`−1

υq−1 υq · · · υ`−2

υq−2 υq−1 · · · υ`−3
... ... ... . . .
υ0 υ1 · · · υ`−q−1


, U ∈ Rm`×` (A.12)

Uma vez que o termo CĀqx na Equação (A.8) representa o efeito dos instantes de tempo
anteriores a q− 1 e, considerando-se o caso onde Āp é suficientemente pequeno sendo todos
os estados x limitados, a Equação (A.8) pode ser aproximada por:

ȳ ≈ Ȳ V̄ (A.13)

a qual possui a seguinte solução por mínimos quadrados:

Ȳ = ȳV̄ T
[
V̄ V̄ T

]
(A.14)

onde o número de amostras do conjunto de dados ` deve ser suficientemente grande para
que

[
V̄ V̄ T

]
exista.

A.1 Cálculo dos Parâmetros de Markov
Os parâmetros de Markov do observador Ȳ , obtidos por meio da Equação (A.14),

incluem os parâmetros de Markov do sistema, os quais serão utilizados para o cálculo das
matrizes do sistema A, B, C e D, e os parâmetros de Markov do ganho do observador
que, por sua vez, serão utilizados para o cálculo da matriz de ganho do observador K.

A.1.1 Parâmetros de Markov do Sistema

A matriz de parâmetros de Markov Ȳ é dada por:

Ȳ =
[
D CB̄ CĀB̄ · · · CĀ(q−1)B̄

]
=
[
Ȳ0 Ȳ1 Ȳ2 · · · Ȳq

]
(A.15)

onde

Ȳ0 = D,

Ȳj = CĀ(j−1)B̄

=
[
C (A+KC)(j−1) (B +KD) ,−C (A+KC)(j−1) K

]
=
[
Ȳ

(1)
j , −Ȳ (2)

j

]
, j = 1, 2, 3, . . . (A.16)
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A partir da Equação (A.16), os parâmetros de Markov do sistema são calculados como
segue:

Y0 = Ȳ0 = D

Yj = Ȳ
(1)
j −

j∑
ι=1

Ȳ
(2)
j Yj−ι, para j = 1, . . . , q (A.17)

Yj = −
q∑
ι=1

Ȳ
(2)
j Yj−ι, para j = q + 1, . . . ,∞

A.1.2 Parâmetros de Markov do Ganho do Observador

Os parâmetros de Markov do ganho do observador são dados por:

Y o
1 = Ȳ

(2)
1 = CK

Y o
j = Ȳ

(2)
j −

j−1∑
ι=1

Ȳ
(2)
j Y o

j−ι, para j = 2, . . . , q (A.18)

Y o
j = −

q∑
ι=1

Ȳ
(2)
j Y o

j−ι, para j = q + 1, . . . ,∞

A.2 Algoritmo de Realização de Autosistemas - ERA

O algoritmo de realização de autosistemas (Eigensystem Realization Algorithm -
ERA), o qual é desenvolvido a partir da teoria de realização mínima, é utilizado para a
identificação dos parâmetros do modelo no espaço de estados que descreve o comportamento
do sistema dinâmico. A partir dos parâmetros de Markov do sistema, obtidos anteriormente,
uma matriz de Hankel H (j − 1) é obtida como segue:

H (j − 1) =



Yj Yj+1 . . . Yj+β−1

Yj+1 Yj+2 . . . Yj+β

... ... . . . ...

Yj+γ−1 Yj+γ . . . Yj+γ+β−2


(A.19)

onde γ e β são inteiros arbitrários suficientemente grandes definidos pelo usuário. Em
seguida, considerando-se j = 1, a matriz de Hankel H (0) é decomposta em um produto
matricial por meio da aplicação do procedimento de Decomposição em Valores Singulares
(Singular Value Decomposition - SVD) como segue:

H (0) = ΞΣΨT (A.20)
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onde as matrizes Ξ e Ψ são ortonormais e Σ é a matriz diagonal de valores singulares
definida como:

Σ =
 Σn 0

0 0

 (A.21)

tal que
Σn = diag [σ1, σ2, . . . , σnmin , σnmin+1, . . . , σn] (A.22)

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σnmin � σnmin+1 ≥ · · · ≥ σn > 0 (A.23)

Os valores singulares σnmin+1, . . . , σn são relativamente pequenos e, portanto, insignifican-
tes para a determinação da realização do sistema dinâmico. Logo, o termo nmin constitui
o número de valores singulares mais significativos e determina a ordem mínima de rea-
lização. Sejam Ξnmin e Ψnmin matrizes formadas pelas primeiras nmin colunas de Ξ e Ψ,
respectivamente, a Equação (A.20) é reescrita da seguinte forma

H (0) = ΞnminΣnminΨT
nmin

(A.24)

A partir da Equação (A.24), as matrizes de observabilidade Pγ e controlabilidade
Qβ são obtidas como segue

Pγ = Ξnmin (Σnmin)1/2 (A.25)

Qβ = (Σnmin)1/2 ΨT
nmin

(A.26)

onde

Pγ =



C

CA

CA2

...

CAγ−1


(A.27)

Qβ =
[
B AB A2B · · · Aβ−1B

]
(A.28)

Por fim, as estimações das matrizes que compõe o modelo no espaço de estados
são dadas por:

Â = (Σnmin)−1/2 ΞT
nmin

H (1) Ψnmin (Σnmin)−1/2 (A.29)

B̂ = primeiras m colunas de Qβ (A.30)

Ĉ = primeiras p linhas de Pγ (A.31)

D̂ = Ȳ0 (A.32)
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onde o símbolo “∧” significa quantidades estimadas para distinção das quantidades verda-
deiras. O ganho do observador K é obtido a partir dos parâmetros de Markov do ganho
do observador como segue:

K =
(
PT
γ Pγ

)
PT
γ Y

o (A.33)

A relação entre o observador identificado e o Filtro de Kalman é estabelecida
incluindo os ruídos de processo e medição no modelo descrito pelas Equações (A.1) e
(A.2):

xk+1 = Âxk + B̂uk + wk (A.34)

yk = Ĉxk + D̂uk + vk (A.35)

onde o ruído de processo wk e o ruído de medição vk são ruídos brancos, de média zero,
com covariâncias Q e R, respectivamente, e são considerados como sinais independentes.
Então, o filtro de Kalman típico pode ser escrito como:

x̂k+1 = Âx̂k + B̂uk +Kεk (A.36)

ŷk = Ĉx̂k + D̂uk (A.37)

onde x̂k é o vetor de estado estimado e εk é definido como a diferença entre a medida real
yk e seu valor estimado ŷk. Quando o erro residual εk é uma sequência aleatória, o ganho
do observador K converge para o ganho do filtro Kalman de estado estacionário para
K = −G, onde G denota o ganho do filtro de Kalman. Uma discussão mais detalhada
sobre este aspecto pode ser obtida em (JUANG, 1994). Na Figura 63 é ilustrado um
fluxograma para ilustrar as etapas computacionais de implementação do algoritmo OKID.
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Parâmetros de Markov
do Observador

Parâmetros de Markov
do Sistema

Parâmetros de Markov do
ganho do Observador

Matrizes do Sistema A, B, C, D,
Matriz do Ganho do Observador K 

Ganho de Kalman G = -K

Dados Experimentais de
Entrada e Saída

Figura 63 – Fluxograma para o algoritmo OKID. Fonte: Adaptado de (JUANG, 1994).
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