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RESUMO

Este trabalho vem mostrar os conceitos de Progressoes Aritméticas Ordinarias,
ja bem conhecidos no Ensino Médio, e sobre Progressoes Aritméticas de Ordem Superior,
no entanto, trazendo uma nova abordagem, com algumas ideias novas para tratar ve-
lhos problemas, estas novas ferramentas, acreditamos, trazem muito mais condig¢oes de
analises e outros métodos de solucoes de muitos problemas. Permitirao ainda analise do
comportamento destas progressoes, aumentando o campo de opgoes e alargando concei-
tos. Estes, pela simplicidade, podem muito bem serem melhor difundidos nas Escolas
de Ensino Médio, com o objetivo de disseminar mais o uso destes tipos de Sequéncias
Numéricas. Acreditamos, que a abordagem e as novas visoes e ferramentas aqui apresen-
tadas, poderao dar um incentivo e condicoes aos alunos do Ensino Médio, para maiores
aventuras no campo das Progressoes Aritméticas de Ordem Superior. Deixamos ainda,

novas ideias para aprofundar os estudos.

Palavras-chave: Progressoes Aritméticas de Ordem Superior, Tabela de PAOS, Ensino

Médio.



ABSTRACT

This work, shows the concepts, of Ordinary Arithmetic Progressions, already
well known in High School, and about Higher Order Arithmetic Progressions, however,
it brings a new approach, with some new ideas to deal with old problems, these new
tools, we believe, bring much more conditions of analysis and other methods of solving
many problems. They will also allow analysis of the behavior of these progressions,
increasing the field of options and expanding concepts. These, for simplicity, may well
be better disseminated in High Schools, with the objective of spreading some more the
use of these types of number sequences. We believe, the approach and the new views and
tools presented here, may provide an incentive and conditions for High School students,
for greater adventures in the field of Higher Order Arithmetic Progressions. We still leave

new ideas for further studies.

Keywords: Higher Order Arithmetic Progressions, Table of PAOS, High Schools.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

Neste capitulo foi indicado a motivacao deste Trabalho e as perspectivas para
os estudantes do Ensino Médio, feito ainda uma introducao histérica, relatando de uma
forma breve, o nascimento do sistema de numeragao e Sequéncias Numéricas em varias

partes do Mundo e por algumas personalidades da Historia da Matematica.

Na sua historia, o homem se deparou sempre com situagoes de contagem, qual
o tamanho da sua familia, nimero das suas criagoes, tamanho da safra entre outras coisas.
Desde os primérdios estas questoes o levaram a necessidade de criar mecanismos que hoje
conhecemos como sistemas de contagem e de numeracao entre outras ferramentas, e isto

sempre foi fascinante ao longo da evolugao humana.

O estudo das Sequéncias Numéricas pelos estudantes atuais, assim como para
os antigos, sempre desperta muita curiosidade, e € um elemento que pode ensejar o uso de
raciocinio e técnicas, que serao muito titeis em problemas mais complexos posteriormente,
o uso das Progressoes Aritméticas, e em particular as Progressoes Aritméticas de Ordem
Superior, sao Sequéncias Numéricas simples e que lhes permitira a utilizagao de ferra-
mentas também simples, mas que abrirao as portas do raciocinio matematico e de novas
técnicas e correlacoes matematicas, mudando a forma como se pode ter outros olhares
sobre alguns problemas. O raciocinio logico, necessario a descoberta das interagoes entre
dois térmos, sempre motiva e as vezes desafia os estudantes a descobrir estes padroes, que

necessitara de outros conhecimentos.

Este trabalho pretende mostrar formas no estudo, que ajudarao o ensino das
Progressoes Aritméticas, indo das triviais ja estudadas no Ensino Médio, e principalmente,

indo até as de ordem superior, mostrando algumas ferramentas e sua aplicabilidade.

Atualmente, os professores concentram o ensinamento sobre Progressoes Geo-
métricas e Aritméticas, sendo esta somente do tipo ordinaria, ou de primeira ordem, e

alguns até de segunda ordem, porém de uma forma rapida e superficial.

As Progressoes Aritméticas, pela sua simplicidade, haja vista suas variagoes
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serem constantes para intervalos iguais, sao muito apropriadas para fazer os alunos de-
senvolverem sua pesquisa na busca dos padroes das variacao destas, o que lhes fard,
percorrer varios temas, como contagem, simetria, geometria e outras estratégias de va-
riacao nas sequéncias, e lhes permitira descobrir os elementos seguintes da sequéncia ou

seja a logica utilizada para a sua geragao.

Para Progressoes Aritméticas ordinarias, essas regras sao simples e quase ime-
diatas, (porém) para as Progressoes Aritméticas de Ordem Superior, estas regras nao sao
tao imediatas, motivos pelas quais, o conhecimento de algumas ferramentas sao importan-
tes, e, os desafios maiores ainda, o que mostra serem elementos a fazer crescer a motivacao

do estudante, além de incentiva-los a avancar em temas e ferramentas menos triviais.

No entanto, deve-se ousar mais e dar-lhes ferramentas e procedimentos mais
interessantes, com o propésito de lhes permitir que entrem voluntariamente, em con-
ceitos e problemas mais complexos, além de provocarmos e abrirmos um campo amplo
para aqueles alunos mais curiosos e interessados. Deve-se dar aos estudantes, condicoes
e ferramental, para que mesmo sem lhe ter sido apresentado um assunto, possa desenvol-
ver caminhos e sugestoes de solugdo com base nos seus conhecimentos. As Progressoes
Aritméticas ainda aparecem em muitas provas de concursos e nem sempre com a mesma
aparéncia, portanto é necessario uma maior intimidade para que o aluno possa identi-
ficar e dar prosseguimento na solucao. Percebe-se que as ferramentas e conceitos aqui
utilizados sao passiveis de serem repassados aos estudantes do Ensino Médio, e que estas
dariam um novo horizonte no raciocinio mateméatico e que poderiam ser utilizados em
outros campos, e ainda, que muitas outras lacunas seriam preenchidas, haja vista serem
ferramentas nao exclusivas para este tema, aumentando consideravelmente o poder de

raciocinio do estudante, o que motivou a apresentacao deste trabalho.

1.2 Breve Historico

Na histéria da humanidade, o homem sempre se deparou com ntimeros, nas
suas necessidades diarias de fazer contagens e em muitas situagoes se deparava com
sequeéncias de numeros. Algumas sequéncias tém regras de formagao e de acordo com
estas regras elas se classificam em diversos tipos. Em casos particulares onde a regra
envolve apenas soma ou grandezas que sofrem variagoes iguais em intervalos iguais, que

caracterizam as Progressoes Aritméticas.
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Observando alguns documentos antigos, pode-se verificar a existéncia de rela-
tos sobre varios problemas envolvendo distribuicao de terras e de particoes de colheitas.
Um destes documentos é um papiro que data de 1950 a.C. onde sao encontrados alguns
problemas tedricos a respeito de Progressoes Aritméticas e Geométricas. Esse papiro foi
encontrado em Kahun, também chamado de Papiro de Rhind. Papiro de Rhind ou papiro
de Amésis , veja Figura . E um dos mais famosos documentos mateméaticos antigos
que chegaram aos dias de hoje. Para mais informacoes sobre o Papiro de Rhind, veja mais

detalhes em [O’'CONNOR, 2015|.

Figura 1.1: Papiro de Rhind.
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Fonte: [Wikipédia, 2015].

Consta neste papiro um problema interessante com Progressoes Aritméticas,
o problema 64, por exemplo, é para encontrar uma distribuicao de cereais entre alguns
homens segundo alguns critérios, resumidamente é achar uma progressao aritmética. O
problema é o seguinte: Se te digo, divide 10 héqats(medida antiga, de volume de cereais) de
cevada por 10 homens, de tal maneira que a diferenca entre cada homem e o seu vizinho
seja em héqats de cereal, 1/8, qual é a parte que cabe a cada homem? Observando
a descricao do problema, verificamos se tratar de uma Progressao Aritmética, com um
nimero fixo de térmos, onde é dado a soma destes térmos. Vamos resolver este problema,

utilizando um conceito, que certamente poderia ser viavel para a época:

'E um documento egipcio de cerca de 1.650 a.C., onde um escriba de nome Amésis detalha a solucao
de 85 problemas de aritmética, fracoes, cilculo de dreas, volumes, progressoes, reparticoes proporcio-
nais, regra de trés simples, equagcoes lineares, trigonometria bésica e geometria entre outros, veja mais

informacoes em [MARTINS, 2015].
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Considerando que a primeira pessoa tivesse um certo volume, vamos chamar de V, e os

demais teriam valores acrescidos em 1/8 de héqats.

V

V+1/8

V+1/8+1/8

V+1/84+1/8+1/8

V+1/8+1/84+1/8+1/8
V+1/84+1/8+1/8+1/8+1/8
V+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8
V+1/8+1/8+1/8+1/84+1/8+1/8+1/8
V+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8

V4+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8+1/8

A soma de todas estas parcelas totalizariam em 10 unidades de volume, héqats de ce-
vada. Somando-as, teremos o equivalente a 10 vezes o valor da primeira parcela, portanto
10 V acrescida de 45 parcelas de 1/8, entdao poderiamos escrever esta expressao como:
10=10-V +45-1/8

O que os levaria a encontrar o valor de V = 0.4375, que corresponde
ao valor recebido pelo primeiro homem, e os demais acrescidos de 1/8 =
0.125; somados sucessivamente. Que mostra uma sequéncia de numeros.
0.4375;0.5325; 0.6875; 0.8125; 0.9375; 1.0625; 1.1875; 1.3175; 1.4375; 1.5625

Onde o primeiro homem recebe 0.4375 do volume de 1 héqats de cereal; A partir deste
ponto, o homem seguinte recebe o valor do anterior, acrescido de 0.125. Portanto:

O proximo recebe 0.5625 do volume de 1 héqats de cereal; O proximo recebe 0.6875 do
volume de 1 héqats de cereal; O préximo recebe 0.8125 do volume de 1 héqats de cereal,
O proximo recebe 0.9375 do volume de 1 héqats de cereal; O proximo recebe 1.0625 do
volume de 1 héqats de cereal; O préximo recebe 1.1875 do volume de 1 héqats de cereal;
O proximo recebe 1.3125 do volume de 1 héqats de cereal; O proximo recebe 1.4375 do
volume de 1 héqats de cereal; E o tltimo recebe 1.5625 do volume de 1 héqats de cereal.
Cuja soma, totaliza o valor de 10 volumes de héqats de cereal, que confirma a solugao

deste problema como sendo uma Progressao Aritmética.
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Referéncias na Escola Pitagorica

Pitdgoras de Samos (570 a 495 a.C.) foi um filésofo e matematico grego jonico
creditado como o fundador do movimento chamado Pitagorismo. A maioria das in-
formacoes sobre Pitagoras foram escritas séculos depois que ele viveu, de modo que ha
pouca informacao confidvel sobre ele. Nasceu na ilha de Samos e viajou o Egito e Grécia,
em 520 a.C. e voltou a Samos. Cerca de 530 a.C. mudou-se para Crotona, na Magna
Grécia. As vezes, afirma-se que devemos matematica pura a Pitagoras e ele é frequente-
mente chamado de o primeiro matemaético ”verdadeiro”. Embora sua contribuic¢ao tenha
sido claramente importante, ele continua sendo uma figura controversa. Ele mesmo nao
deixou escritos matematicos e muito do que sabemos sobre o pensamento pitagoérico vem
até nos dos escritos de Filolau e de outros estudiosos posteriores de Pitagoras. De fato,
nao estd claro se muitos (ou algum) dos teoremas atribuidos a ele foram resolvidos por

Pitagoras pessoalmente ou por seus seguidores.

No entanto, Pitagoras e sua escola assim como alguns outros matematicos da
Grécia antiga, foram os principais responsaveis por introduzir uma matematica mais ri-
gorosa do que a anterior, construindo a partir dos primeiros principios usando axiomas
e logica. Antes de Pitdgoras a geometria por exemplo, era apenas uma colecao de re-
gras derivadas da medicao empirica. Pitdgoras descobriu que um sistema completo de
matematica podia ser construido, onde elementos geométricos correspondiam a nimeros
e onde inteiros e suas proporcoes eram tudo o que era necessario para estabelecer um

sistema inteiro de légica e Verdade.ﬂ

A escola que ele estabeleceu em Croton, no sul da Itélia, por volta de 530 a.C.,
era o nicleo de uma seita pitagérica bastante bizarra. Embora o pensamento pitagorico

fosse amplamente dominado pela matematica, ele também era profundamente mistico.ﬂ

Parece que isso aconteceu no século VI antes de Cristo, na Grécia. Pitagoras

passava na frente de um atelié de ferreiros quando subitamente estacou. Ficou ouvindo a

20 ditado dominante da escola de Pitdgoras era " Tudo é ntimero”ou ”Deus é niimero”, e os pitagéricos
efetivamente praticavam um tipo de numerologia ou adoracao por ntmeros, e consideravam cada nimero
como tendo seu proprio carater e significado. Por exemplo, o nimero um era o gerador de todos os
ntimeros; dois representavam opiniao; trés harmonia; quatro, justica; cinco casamento; seis, criagao; sete,
os sete planetas ou "estrelas errantes”; etc. Os nuimeros impares eram considerados femininos e os pares,
masculinos.

3Pit4dgoras impos suas filosofias quase religiosas, vegetarianismo estrito, vida comunitéria, ritos secretos
e regras estranhas a todos os membros de sua escola (incluindo regras bizarros e aparentemente aleatérios,
nunca se casando com uma mulher que usa jéias de ouro, nunca comendo ou mesmo tocando em favas
pretas etc).
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pancada dos martelos percutindo sobre o denso metal da bigorna. Nos sons projetados no
ar, reconhecia com nitidez os intervalos musicais de quarta, quinta e oitava. Tratou logo
de pesar os martelos. Aquele que produzia o som da oitava tinha exatamente a metade do
peso do martelo cujo som era o mais grave e que fazia as vezes de tonica. O que produzia
o som da quinta pesava dois tercos do peso do mais pesado. O som do intervalo de quarta
vinha do martelo que pesava trés quartos do peso do mais pesado. Pitagoras descobriu
que havia uma relacao matemaética entre os sons emitidos e os pesos dos martelos. Refez
a experiéncia usando, dessa vez, uma corda tensionada. Dividiu a corda em partes iguais.
Notou que as mesmas proporcoes produziam os mesmos intervalos sonoros. Confirmou,

maravilhado, sua grande descoberta.

Os pitagoéricos descobriram que a harmonia na musica correspondia a razoes
simples entre nimeros. De acordo com Aristételes, os pitagoricos pensavam que todo
o céu era composto por escalas musicais e nimeros. A harmonia musical e os dese-
nhos geométricos levaram os pitagoricos a acreditar que tudo se resumia a niimeros. Os
pitagoricos pensavam que as razoes numéricas basicas da musica envolviam apenas os
numeros 1, 2, 3 e 4, cuja soma ¢ 10. E 10, por sua vez, é a base do nosso sistema de nu-

meracao. Representavam o nimero 10 como um triangulo, ao qual chamaram tetraktysﬁ

Essa visao mistico matematica do mundo penetrou também o universo da
beleza artistica. Passando do conceito aritmético de relagao numérica a ideia de relagao
geométrico espacial, os pitagdéricos conseguiram estender o império do niimero ao dominio
da arquitetura e das artes plasticas. Estabeleceram que as relagoes que existem entre
as dimensoes de diferentes elementos dos templos, entre os espacos vazios e 0s espacos
preenchidos das colunas, correspondiam as relagoes que regem os intervalos musicais, veja

mais detalhes em [The Story of Mathematics, 2020].

Numeros Figurados

Nesta época, surgiu o conceito dos Numeros Figurados, que eram arranjos de
objetos geométricos, onde o formato, determinava o nome destas sequéncias formadas, e

a quantidade de objetos, representava o nimero da sequéncia.

40 ntimero mais sagrado de todos foi "tetractys”ou dez, um nimero triangular composto pela soma
de um, dois, trés e quatro. E uma grande homenagem as realizagoes intelectuais dos pitagéricos que eles
deduziram o lugar especial do nimero 10 a partir de um argumento matemaético abstrato, e nao de algo
tao mundano quanto contar os dedos com as duas maos.
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Figura 1.2: Numeros Triangulares

Dado pela Sequéncia Numérica (1,3,6,10,15,21,...),en-

eooo0000
o] o] of of ol o] &
ooo0000

Fonte: Autoria Propria.

Figura 1.3: Numeros Quadrados

Dado pela Sequéncia Numérica (1,9,25,49,81,...)en.

Q0909900009
0009000000
QPVVVVVO0
Q9090
:CQOQ

00090900000
Q009000000

Fonte: Autoria Propria.

Figura 1.4: Numeros Hexagonais.

Dado pela Sequéncia Numérica (1,7,19,37,...)en.
9903020
%020°

Fonte: Autoria Propria.
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Figura 1.5: Nimeros Piramidais Quadrados

Dado pela Sequéncia Numérica ((1, 5, 14, 30, 55,91, 140, .. .) ,en.

eo000
,,ooo::::aaece
0e®%ceo0 eco0000
“ooo::::eeeee

ecoo00

Fonte: Autoria Propria.

Referéncias na China

Por volta do século XIII, registra-se um matematico chinés, chamado de Zhu

Shijie ou Chu Shih-Chieh []

Zhu Shijie , Wade-Giles Chu Shih-Chieh , (floresceu em 1300, China), ma-
tematico chinés que estava no auge da matematica tradicional chinesa . Zhu também é

conhecido por ter unificado as tradicoes mateméticas do sul e do norte da China.

A fama de Zhu repousa principalmente em duas publicagoes, Suanxue gimeng
(1299; Introducao a Ciéncia Matematica) e Siyuan yujian (1303; ”Espelho precioso dos
quatro elementos”). O primeiro é um livro didético de matemética introdutério que vai

dos célculos aritméticos elementares aos calculos algébricos [

Através de seu layout e progressao, atesta claramente a preocupacao didéatica
do autor. Seguindo a tradigao da matematica no sul da China, este livro contém muitas

regras e problemas apresentados na forma de versiculos para facilitar sua memorizagao.

5Um dos maiores matemdticos chineses nascido perto de Pequim, o tltimo dos quatro grandes ma-
tematicos chineses do século XIII da era cristao, juntamente com Qin Jiushao, Yang Hui e Li Zhi, pouco
se sabe de sua vida, exceto que ele provavelmente era um nativo da atual area de Pequim e que viajou por
todo o palis como professor itinerante durante os ultimos 30 anos do século XIII, mas sua obra matemética
sobreviveu até os dias de hoje.

6No seu segundo livro, O Precioso Espelho dos Quatro Elementos, escrito em 1303 e conside-
rado a sua obra mais importante, apresenta entre outros um método de resolucao de equacoes por
aproximagoes sucessivas, calculos de raizes quadradas e traz figuras de tridngulos, conhecidos hoje,
por Triangulo de Pascal, além de estudos sobre sequéncias e progressoes, veja mais detalhes em:
|The Story of Mathematics, 2020].
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Essa orientacao pratica, juntamente com a introducao de dados contemporaneos em pro-
blemas comerciais, sugere que a matematica comegou a ir além dos limites da socie-
dade mandarim. Este livro também foi lido na Coréia e no Japao; desempenhou um
papel central no desenvolvimento do wasan (”Célculo japonés”), veja mais detalhes em:

[Horiuchi-Encyclopedia Britannica, 2020].

Carl Friederich Gauss - Princeps Mathematicorum

Na histéria, temos também o grande matematico alemao, Carl Friederich
Gauss, [Z] alguns se referem a ele como Princeps Mathematicorum, veja mais detalhes
em [The Story of Mathematics, 2020] (em latim: "o principe da matemética”ou "o mais
notavel dos matematicos”) e um ”grande matemético desde a antiguidade”. Conta-se que
aproximadamente aos 7 anos de idade, o seu professor mandou os alunos somarem todos
os numeros que aparecem na sequéncia de 1 até 100, o objetivo do professor, segundo
alguns narradores, era para que a turma se acalmassem, pois ele imaginava, que os alunos
demorariam muito tempo fazendo esta soma.
Gauss demorou um tempo muito curto, que surpreendeu muito o professor, sendo o pri-
meiro a terminar, como também foi o inico a acertar o resultado (5050). Além disso, nao
apresentou céalculo algum. O que ele fez foi verificar a seguinte propriedade: Somando
o primeiro com o ultimo térmo, 1 + 100, teria 101 por resultado; somando o segundo
com o pentltimo térmo 2 4+ 99, o resultado também seria 101 e assim por diante, sempre
somando os térmos equidistantes dos extremo, até chegar aos dois ultimos térmos deste
raciocinio, 50 4+ 51, que também tinha como resultado 101. Como a soma de todos os pa-
res de térmos equidistantes dos extremos resultava em 101, Gauss sé precisou multiplicar
esse numero pela metade dos térmos disponiveis para encontrar o resultado. Observa-se
que do nimero 1 até o nimero 100, existem exatamente 100 ntimeros. Entao a conta se
resumiu a multiplicar 101 por 50(metade dos nimeros, pois tinha 50 pares de nimeros,

cuja soma resultava em 101), totalizando 5050.

Aos doze anos Gauss ja olhava com desconfianga para os fundamentos da

geometria euclidiana. Aos dezesseis ja tinha tido seu primeiro vislumbre de uma geometria

"Johann Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 30 de abril de 1777, Gottingen, 23 de fevereiro de 1855)
foi um matemaético, astronomo e fisico alemao que contribuiu muito em diversas areas da ciéncia, dentre
elas a teoria dos numeros, estatistica, andlise matematica, geometria diferencial, geodésia, geofisica,
eletrostatica, astronomia e éptica. Filho de pais humildes, o pai, Gerhard Diederich, era jardineiro e
pedreiro, a mae Dorothea Benze era analfabeta, nao tendo registrado a data de nascimento de Gauss.
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diferente da de Euclides. Um ano mais tarde, comegou uma busca critica das provas, na
teoria dos nimeros, que tinham sido aceitas por seus antecessores e tomou a decisao de
preencher os vazios e completar o que tinha sido feito pela metade. Aritmética, o campo
de seus primeiros triunfos, tornou-se seu estudo favorito e o campo de sua obra prima.
Para que a prova fosse absolutamente certa, Gauss acrescentou uma fecunda e engenhosa

matemadtica que nunca foi superada. Veja mais detalhes em [Amaral-Unicamp, 2020].

Entao ja no fim do século 19, acontece outra mudanca notavel, a matematica

se converte em um conjunto de objetos abstratos e de regras para manipula-los.

Eugene Paul Wigner

Nascido em novembro de 1902, fisico tedrico hungaro-americano e também
contribuiu para a fisica matemaética, veja mais detalhes em |[Eugene Wigner, 2019]. Em
1960, publicou um artigo, “The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural
Sciences”, veja mais detalhes em [Eugene Wigner Artigo, 2019], com tradugao livre: ”A
eficacia irracional da matematica nas ciéncias naturais”. Neste artigo, ele observou, “que
as estruturas matematicas de uma teoria fisica, muitas vezes aponta o caminho para mais
avancos nesta teoria, e até mesmo para previsoes empiricas”. E conclui: “O milagre da
adequagao da linguagem da matematica para a formulacao das leis da fisica é um presente

maravilhoso que nao entendemos nem merecemos”.
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2 Progressao Aritmética Ordinaria

2.1 Introducao Teodrica

Neste capitulo, sera feito uma breve introducao tedrica sobre Progressoes

Aritméticas Ordindrias e algumas de suas propriedades.

Definicao 2.1. Sequéncia Numérica, € uma funcao a : N — R que associa cada nimero
natural n a um nimero real a(n). O wvalor a(n), para todo n € N, serd representado por

a, € R e denominado n-ésimo termo da sequéncia.

Definigao 2.2. Progressao Aritmética, é uma Sequéncia Numérica (a1, as, ...,y .- )nen,
nas quais a diferenca entre dois térmos sucessivos € sempre iqual. FEssa diferenca cons-

tante, tem o nome de razao da progressao.

Comentdrio: Doravante, podera ser usado a abreviatura PA, quando for re-
ferido a uma Progressao Aritmética, ou (Progressdo Aritmética Ordindria), o primeiro

térmo sera representado por a;, um térmo qualquer de ordem n, por a, e a razao por r.

2.1.1 Férmula de Recorréncia

A Férmula de Recorréncia de uma PA, é dada pela equagao:

Api1 = Qp + T (2.1)

Esta propriedade decorre diretamente da definicao de PA, onde a diferenca
entre dois térmos sucessivos é constante. a,,; — a, = r. Com a definicao, chega-se a
formula recursiva, em que um térmo qualquer, ¢ igual ao térmo anterior, adicionado da

razao, que traduz a Férmula de Recorréncia, a,+1 = a, +r.

Exemplo 2.1. Seja uma PA, em que o primeiro térmo seja 5, e a razao 3, determinar

entdo a Sequéncia Numérica:
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Solucao: Onde o térmo de ordem 1, é o primeiro térmo, que é 5; o térmo
de ordem 2, é o anterior mais a soma da razao 3, totalizando 8; o térmo de ordem 3,
¢ o anterior mais a soma da razao 3, totalizando 11; e assim sucessivamente, gerando a

Sequéncia Numérica a seguir: (5,8,11,14,17,20...),en.

2.1.2 Formula do Térmo Geral

Utilizando-se a Férmula de Recorréncia de uma PA, dado pela Equagao [2.1]
verifica-se que um térmo qualquer é sempre o anterior adicionado da razao. No entanto,
¢ importante térmos a expressao de um térmo de ordem "n”em funcao do primeiro térmo

da razao e da ordem ocupada.

Lema 2.1.1. A Férmula do Térmo Geral de uma PA, € dada pela equacao:

a, =ay + (n—1)r.

Demonstracdao. Para isto, escreve-se todos os térmos da ordem 1 até o de ordem "n”,
utilizando a Equagao [2.1, conforme abaixo:

Somando-se todos os térmos em ambos os lados das igualdades, observa-se que os térmos
se cancelam dois a dois, sobrando apenas o térmo a, do lado esquerdo e o térmo a; do

lado direito adicionados de (n— 1) valores de r, o que resulta na expressao do térmo geral.

T = a1
Thg =0 T
Thg =g + T

Ty =g 7

Cpel = G2 T T

An = Gm—1 + 7"

Chegando-se ao térmo final:

a, =a;+ (n—1)r.

O que comprova a afirmacao. O



Formula do Térmo Geral 23

Exemplo 2.2. Dada a PA (3,6,9,12,15.. . ),en, calcule a razdo.

Solugao: Para o calculo da razao de uma PA, verifica-se que a diferenca entre
dois térmos sucessivos é constante: 6 —3=3;9—-6=3;12—-9=3e 15— 12=3. O que
de acordo com a Defini¢ao [2.2] pode-se afirmar que a razao desta PA é r = 3.

Exemplo 2.3. Calcular o térmo, que ocupa a posicao 34, da PA, dada pelos sequintes

parametros, primeiro térmo ay =5 e razao r = 3.

Solucao: Para isto, aplica-se a Férmula do Térmo Geral de uma PA, dado pela
equacao do Lema [2.1.1, onde: a; = 5;r = 3;n = 34;a,, = as4.

Entao tem-se que:

a3q4 = 5+ (34— 1)3

s34 = 104.

Observacao 2.1. Qutros problemas utilizando a equagao do Lema também sao

utilizados para cdlculo da razdo da PA, ou da ordem de um determinado térmo.

Exemplo 2.4. Dada a PA com o primeiro térmo a1 = 5, e o décimo quarto térmo

a14 = 44, calcule a razdo desta PA, e o térmo de ordem 90.

Solucao: Primeiro calcula-se a razao desta PA. Aplicando-se a Formula do
Térmo Geral de uma PA, dado pela equagio do Lema[2.1.1. Onde: a; = 5;n = 14;a, =
apy = 44
Onde,

Tem-se entao que:

Agora deve-se calcular o térmo de ordem 90. Aplicando-se a Formula do Térmo Geral de
uma PA, dado pela equagdo do Lema[2.1.1. Onde: a; = 5;n = 90;r = 3.
Onde,

ago =5+ (90 —1)3

Entao chega-se ao térmo final:

Qgp — 272.
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2.1.3 Formula do Térmo Geral na Posicao m, em Funcao da

Posicao n

Lema 2.1.2. A Formula do Térmo Geral na Posicio m, em Funcdo da Posicao n, é
dada pela equacao:

Uy = ap + (M —n)r.

Demonstracdo. Utilizando-se a Formula do Térmo Geral de uma PA, dado pela equacao
do Lema [2.1.1} e escrevendo-se o térmo da PA, na posicao m; ou seja, escrever a,, em
funcao de a;,m e r.

am = a1+ (m—1)r

Subtraindo e somando nr nesta equacao.

p =a1+ (m—1r —nr+nr=a;+mr—r—nr+nr
Rearrumando e reagrupando.

am =ay+nr—r+mr—nr=a + (n—1r+(m-—n)r

Mas a,, = a; + (n — 1)r. Entao substituindo esta expressao na anterior, pode-se escrever
a equacao final:

U = ap + (M —n)r.

2.1.4 Formula do Térmo Central de Trés Numeros

Lema 2.1.3. A Formula do Térmo Central de Trés Numeros, ¢ dado pela média dos
extremos, através da equacao:

4. = ap—1 + An+1

n 2 .

Demonstragao. Utilizando-se a Formula de Recorréncia de uma PA, dado pela Equacao
[2.1], verifica-se que um térmo qualquer, é sempre o anterior, adicionado da razao, ou da

mesma forma, o térmo atual, é o térmos seguinte, subtraido da razao.



Formula do Térmo Central de Trés Niumeros 25

Entao escrevendo-se o térmo atual utilizando estes dois formatos.
Ap, = Qp_1 + 7.

Qp = Qpy1 — T

Somando térmo a térmo, estas duas equagoes, teremos:

20, = ap—1 + Apn41-

Entao pode-se escrever:
Ap—1 + Ap+t1
5 :

Ap =
]

Lema 2.1.4. Formula do Térmo Central, distante k posicéoes, o térmo central numa PA,

¢ a média dos extremos e dada pela equacao.

o An+k + Ap—k
=

Demonstracao. Utilizando-se a Férmula de Recorréncia de uma PA, dado pela Equacao

[2.1] aplicada sucessivamente a partir do térmo de ordem n, até o térmo de ordem n + k.

a, = a,
Ap+1 = Ap + 7T
Qpio = Qp + 27

(py3 = Qp + 37

Qpir = Qp + k7. (2.2)

Entao conclui-se que um térmo qualquer a, ., distante de k posicoes de um térmo de
ordem n, é o térmo de ordem n, adicionado de k vezes a razao r.

Identicamente, pode-se a partir da equagao de recorréncia dado pela Equagao2.1], aplicada
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sucessivamente a partir do térmo de ordem n, até o térmo de ordem (n — k).

ap = Qp,
Ap1 = Qp — T
Ap_o = Ay — 21

Ap—3 = Ay, — 3T

Ayt = Ay — k. (2.3)

Da mesma forma, conclui-se que um térmo qualquer a,,_j, distante de k£ posicoes de um

térmo de ordem n, é o térmo de ordem n, subtraido de k vezes a razao r.

Escrevendo a Equacao 2.2 e a Equagao

Gpip = Qp + kr

Ap_ = Qp — k7T
Somando-se estas duas equagcoes:
Qptk + Qp—g = 2ay,.

Entao pode-se escrever a equacao final:

o Qp+k + Ap—k
a, = T

]

Exemplo 2.5. Dada a PA, (3,8,13,18,23,28,33,38,43,48,53, .. )uen. Verificar que o
térmo central de uma sequéncia com quantidade impar de térmos, € a média de quaisquer

dois térmos extremos ao térmo central.

Solugao: Listamos alguns térmos, equidistante de um térmo central com suas

médias desta PA, para verificagcao:

3+43 8438 13433 18428

23.
2 2 2 2 s

Observando-se a Figura[2.1], tem-se uma visualizagdo mais clara.
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Figura 2.1: Sequéncia com quantidade impar de térmos.

Dado pela Sequéncia Numérica (3,8, 13, 18,23, 28,33, 38,43,48,53, . . .)nen-

13 18 @ 28 33
\ & |
(18 +28)/2=23

(13 +33)/2=2
(8 +38)/2=23
(3+43)/2=23

Fonte: Autoria Propria.

Verifica-se portanto que dado térmos equidistantes do térmo central, nesta PA,

este é a média dos outros dois térmos extremos.

Exemplo 2.6. Dada a PA, (2,6,10,14,18,22,26,30,34,38, ... )pen. Verificar que, a
média de quaisquer dois térmos equidistantes dos extremos € constante, para uma quan-

tidade par de térmos.

Solucao: Listamos alguns térmos, com suas médias desta PA, para verificacdo:

2430 6426 10422 14+18

16.
2 2 2 2 0

Observando-se a Figura[2.9, tem-se uma visualiza¢do mais clara.

Figura 2.2: Sequéncia com quantidade par de térmos.

Dado pela Sequéncia Numérica (2,6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, .. .) nen-

N

6 10 14 18 22 26 30

\\\\ | I’///
(14+18)/2=16

(10+22)/2=16
(6+26)/2=16
(2+30)/2=16

Fonte: Autoria Prépria.
Exemplo 2.7. Dada a PA, (3,8,13, 18,23, 28,33, 38,43,48,53,58,63,68,73,78,83, . . .)nen-
Verificar que, a média de quaisquer dois térmos equidistantes dos extremos € constante.

Listamos alguns térmos, com suas médias desta PA, para verificacao:

3473 8468 13+63 18+58

2 2 2 2 58
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Observando-se a Figura[2.3, tem-se uma visualizagao mais clara.
Figura 2.3: Sequéncia com quantidade qualquer de térmos.
Dado pela Sequéncia Numérica (3,8,13,18,...58,63,68,73,...)nen-
3 8 13 ... 58 63 68 73

(18+58)I2 38/
(13+63)/2=38
(8 +68)/2=138

(3+73)/2=38

Fonte: Autoria Propria.

Observando-se a Figura verifica-se ainda, que termos equidistantes, na
PA, tem o mesmo valor médio. Fazendo-se a média de quaisquer quantidade de térmos
equidistantes dos extremos, ainda permanece a mesma média, (3+ 8+ 13+ 18 + 58 + 63 +
68 4+ 73)/8 = 38.

2.1.5 Soma dos Primeiros Térmos

Notacao: Denotaremos por S, a soma dos n primeiros térmos de uma PA,

isto €, S, = a1 +as +as+ ...+ a,.

Lema 2.1.5. A Formula da Soma dos Térmos de uma PA, dos n primeiros térmos de

uma PA, € dado pela equacao:
n(a; + ay)

Sp = 5

Demonstracao. Seja S, = a; + as + a3 + ...+ a,. Escrevendo cada térmo da sequéncia,

em fungao de a; e r, usando-se a Equagao teremos:

a1 = aq
G2:a1+x
az = ap + 2%

(2.4)
ap_o = a; + (M=3)r
ap_1 = a; + (MT=—2)r
an, = a; + (m—L)r.
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Novamente, escrevendo cada térmo da sequéncia em funcao de a,, e r, usando-se novamente

a Equagdo [2.1], podemos escrever também:

a; = a, — (m—L)r
as = a, — (M=—2)r
T
D
K

as = Qp —

Somando-se todas as igualdades dos dois blocos de Equacoes e[2.5, membro a membro,
teremos do lado esquerdo da igualdade, 2 vezes a soma da sequéncia (a; +as+az+...+ay,)
portanto 25n, enquanto do lado direito teremos n térmos de a; e n térmos de a,,, enquanto
que os térmos que contém valores multiplos de r sao iguais e positivos e negativos, alter-
nadamente no bloco de cima com o bloco de baixo, cancelando-se mutuamente, conforme
indicado, restando apenas:

2S5, = na; + na,,

Donde, pode-se concluir que a soma dos primeiros n térmos de uma PA é dada pela

expressao:
n(a; + ay,)

S = =5

]

Exemplo 2.8. Calcular a soma dos 34 primeiros térmos da PA, dada pelos sequintes

parametros, primeiro térmo ay =5 e a razao r = 3.

Solucao: Primeiro vamos calcular o térmo de ordem 34, utilizando-se a equacao

do Lema do térmo Geral de uma PA.
Sendo: a1 =5, r =3 en = 34. Entao:

azs =5+ (34— 1)3

asqy = 104.
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Aplicando-se a formula da soma dos n primeiros térmos de uma PA, dada pela equacao

do Lema[2.1.5:
Sea; =5 e azs = 104.

Entao:
34(5 + 104)
Saq = 5
Portanto
534 = 1853

Exemplo 2.9. Dada a PA=(3,5,7,9,11...)nen, calcule a soma dos seus 100 primeiros

termos.

Solucao: Para calcular essa soma € necessario conhecer os térmos a; € 0 aig-
Porém, primeiro vamos encontrar alguns parametros desta PA: O primeiro térmo € 3,
entdo a; = 3; a razao € encontrada fazendo-se a diferenca entre quaisquer dois térmos
consecutivos, por exemplo, as —a; =5 — 3 = 2, entao r = 2.
Calculando-se o térmo aigg, utilizando-se a Formula do Térmo Geral de uma PA, dada

pela equacao do Lemal|2.1.1).

Entao:

a100 — 3+ (100 — 1)2

aioo = 201.

Calculando-se a soma de todos os térmos, desde o térmo de ordem 1 até o térmo de ordem

100, wutilizando-se a Formula do Térmo Geral da soma, dada pela equagdao do Lema[2.1.5

100(3 + 201)
2

SlOO == 10200

SlOO =

2.1.6 Soma dos Térmos desde a Posicao n até a Posicao m

Notagao: Denotaremos a Soma dos térmos de uma PA, da posicdo n, até a
posicao m, comn < m, como sendo a soma de todos 0s térmos de uma PA, do térmo a,,

até o térmo a,,, ou seja Sy = Gp + Gpi1 + Apao + ..o+ Qoo + A1 + Ay

Lema 2.1.6. A formula da soma dos térmos de uma PA da posicao n até a posicao m €
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dado pela equacao:
Ay + G,y

Spm =(m—n+1)- 5

Demonstragao. Seja Sy, = an + apni1) + Any2) + - .+ Aom—2) + Am-1) + ayp,. Como esta
sequéncia vai desde a posicao n, até a posicao m, entao o numero de térmos é dado por:
(m —n+ 1). Sabemos que a média entre dois térmos equidistante do centro de uma PA
permanece constante e é igual a média dos térmos inicial e final, os extremos desta PA,
conforme equacao do Lema [2.1.4]

Entao a média entre os extremos serd dada pela expressao:

Ay, + Gy
2

Portanto a soma de todos os térmos desde a posi¢ao n até a posicao m sera o numero de
térmos, multiplicado pela média dos extremos.

Spm = (nimero de térmos) - (média dos térmos).

Portanto podemos escrever.

(an + am) .

Spm =(m—n+1)- 5

]

Exemplo 2.10. Dada a PA com os sequintes parametros, primeiro térmo a; = 5 e a
razao v = 3, calcular a soma dos térmos desta, a partir do térmo de posicao 25 até o

térmo de posi¢ao 99.

Solugao: Primeiro calcular o térmo de ordem 25, e em sequida o térmo de
ordem 99, wutilizando a equacdo do térmo geral do Lema e sabendo-se dos itens:

a1 = b;r =3;n =25. Para o primeiro térmo.
Qp = Ags5
Entao tem-se que:

Qo5 — 5+ (25— 1)3

Qor = 77
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Para o sequndo térmo:

ayp = Agg

Teremos que:

Qg9 — 5+ (99— 1)3

Qg9 = 299.

Conhecido estes dois térmos, aplica-se a equacdo de soma entre dois térmos quaisquer

usando a equacao do Lema|2.1.6,

Spm = (m —n+ 1)an—|—Tam

5'25799 — (99 - 25 + 1)@
774 299

525799 - (99 —_ 25 + 1)T

Sas.00 = 14.100.
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3 Progressao Aritmética de Ordem Superior

3.1 Consideracoes Iniciais

Neste capitulo serao estudadas as Progressoes Aritméticas de Ordem Superior

e utilizadas algumas solugoes e comprovagoes feitas por outros autores.

Para o estudo das Progressoes Aritméticas de Ordem Superior, necessita-se da

definicao de um operador denominado Operador Diferenca.

Definicao 3.1. Dada a Sequéncia Numérica (a,)nen = (a1, a2, a3, aq, ..., ap, . . . )nen define-
se Operador Diferenca A desta Sequéncia Numérica para o térmo (n)-ésimo como sendo
a diferenga entre o térmo (n+1)-ésimo e o térmo (n)-ésimo. Que serd abreviado por OD

e podera ser representado por:

(Alan)nEN = (@nt1 — an)neN‘

Proposicao 3.1. A aplicacao do OD sobre uma Sequéncia Numérica gera uma nova

Sequéncia Numérica.

Demonstracao. Seja (an)neny = (a1, a2,as3,a4,...,0,,. .. )nen. Aplicando-se o OD sobre a
sequéncia sucessivamente, construird uma nova sequéncia (Ala, )nen.

Entao aplicando-se o OD nesta sequéncia, teremos outras sequéncias como a seguir:
(Gps1 — Gp)neny = (ag — a1,a3 — G, G4 — Q3,45 — A4y . .., Apy1 — Qpy - - - )peN

Ou ainda:

1 1 1 1 1 1
(Atap)nen = (Atay, Atag, Aag, Atay, ..., Ay, .. )nen

Aplicando-se novamente o OD.

(Al(Alan))neN = (A2an>n€N = (A2CL1, A2&27 AZGS, A2a4, e 7A2@m .- -)neN
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E assim sucessivamente, k vezes, formando consequentemente, novas sequéncias.
(Ak&n)nEN = (Akala Ak@?a Aka?n Akaéb v 7Akan7 .- ')nEN
O]
Exemplo 3.1. Dada a Sequéncia Numérica (1,4,10,20,35,56, 84,120, 165, 220, . . .),en,

calcule as sequéncias decorrentes da aplicacao sucessiva do OD.

Solucao: Analisando-se as sequéncias apos a aplicacao do OD.
Sequéncia dada.

(an)nen = (1,4,10,20,35,56 . . .)pen
Aplicando-se o OD sobre esta sequéncia.
(Alan)HEN = (an+1 - an)nGN

= (4—1,10 — 4,20 — 10,35 — 20,56 — 35, .. .)nen

(A'ay)nen = (3,6,10,15,21, .. .)en
Aplicando-se novamente o OD sobre a ultima sequéncia.

(AY(A'ap))nen = (AY(3,6,10,15,21,...))pen
= (6—3,10 — 6,15 — 10,21 — 15,.. ) pen

(AQCLn)nEN = (37 47 57 67 .- ~)7LEN
Aplicando-se novamente o OD sobre a iultima sequéncia.

(Al (A2an))n€N = (Al (37 47 57 67 c '))HEN
—(4—35-46-5,.. )nen

(A3an)n€N = (17 17 1a c ‘)nEN-
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Portanto as sequéncias geradas, com suas ordens, sao as sequintes:

(@n)nen = (1,4,10,20, 35,56, .. .)nen ordem do OD - 0
(A'ay)pen = (3,6,10,15,21, .. )pen ordem do OD - 1
(A%a,)nen = (3,4,5,6,...,.. Jnen ordem do OD - 2
(A% nen = (1,1,1, .. Jnen ordem do OD - 3.

3.2 Progressao Aritmética de Ordem Superior

Definigao 3.2. Uma Sequéncia Numérica (ay,as, ..., an, ... )nen, € uma Progressao Arit-
mética de Ordem Superior, quando a aplicacao sucessiva do OD encontrar em algum
momento, uma sequéncia constante, e quando a ordem do OD desta sequéncia gerada,

constante, for maior ou igual a 2.

Comentarios: Doravante, poderd ser usado a abreviatura PAOS, quando refe-
rido a uma Progressao Aritmética de Ordem Superior.
Nota 1: Quando, a sequéncia constante for atingida na aplicagdo do OD de valor da or-
dem igual a 1, a sequéncia (a1, as, ..., ay, ... )nen, Serd chamada de Progressao Aritmética
Ordindria, ou simplesmente PA.
Nota 2: Quando, a sequéncia constante for atingida na aplicagao do OD de valor da ordem

igual a 0, a sequéncia (ay,ag, ..., Gp, .. )nen, Serd chamada de Sequéncia Constante.

Definicao 3.3. Define-se a ordem de uma PAOS, como sendo o valor da ordem do OD

da sequéncia gerada, quando for encontrado uma sequéncia constante.

Notagao: Doravante, quando referido a uma Progressao Aritmética de Ordem

k, poderd ser usada a notagao PAOS},.

Exemplo 3.2. Seja a Sequéncia Numérica (4,6,8,10,12,. .., ay,...)nen, verificar que se

trata de uma PAOS e determinar a sua ordem.

Solugao: Aplicando-se o OD na sequéncia (4,6,8,10,12, ... ap, .. . )nen, obte-
mos outra, ou seja, (AY(4,6,8,10,...,apn, .. ))neny = (2,2,2,..., Ay, .. )pen. Verifica-se
que a sequéncia que tem a ordem do OD =1 € uma sequéncia constante, portanto chega-
se a conclusio que esta Sequéncia Numérica é uma Progressao Aritmética Ordindria.

Usaremos a notacao PAOS, ou somente PA.
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Exemplo 3.3. Seja a Sequéncia Numérica (2,8,20,40,70,112,. .., ap, .. )nen, verificar

que se trata de uma PAOS e determinar a sua ordem.

Solugao: Aplicado o OD na sequéncia (2,8,20,40,70,112,... an, .. . )nen, 0b-
temos outra sequéncia nao constante, desta forma aplicando o OD sucessivamente até
chegarmos numa sequéncia constante, como visualizado a sequir.

Aplicando-se o OD sobre a sequéncia (2,8,20,40,70,112,. .., ay,...)nen, Sucessivamente,

teremos entao:

(an)neN — (2, 8, 207 40, [P 7an7 . ')HEN

(AY(2,8,20,40,. .., a0, .. .))nen = (6,12,20,30,...,Ala,, .. )nen-
Aplicando-se novamente o OD sobre a ultima sequéncia.

(AY(6,12,20,30,..., A"y, ... ) )neny =

(A%(2,8,20,40,...,an,...))nen = (6,8,10,12,14, ..., A%a,, .. )pen.
Aplicando-se novamente o OD sobre a ultima sequéncia.

(AY(6,8,10,12,14, ..., A%y, .. Jneny =

(A%(2,8,20,40, ... a0, .. )nen = (2,2,2,2,2,..., 0%, .. Jnen.

Separando-se e organizando as sequéncias, tem-se uma visualizacdo melhor:

(@n)nen = (2,8,20,40, .. . )nen ordem do OD - 0 PAOS;
(A'a,)nen = (6,12,20,30, .. )nen ordem do OD - 1 PAOS,
(A%a,)nen = (6,8,10,12, 14, .. )pen ordem do OD - 2 PAOS,
(A0, nen = (2,2,2,2,2,.. nen ordem do OD - 3 PAOS,.

Constata-se que a sequéncia gerada de ordem 3 do OD € constante, e isto da a
informacao para que se possa afirmar, que esta sequéncia € uma PAOS e que a sua ordem

¢ 3, pois € a ordem do OD da sequéncia constante, entao esta é uma PAOS3.

Exemplo 3.4. Seja a Sequéncia Numérica (0, —3,—8,—8,5,40,107,217 ... ay,, .. . )nen,

verificar que € uma PAOS e determinar sua ordem.
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Solugao: Aplicado o OD na sequéncia (0, —3, —8, —8,5,40,107,. .., ayn, .. . )nen,

obtemos outra sequéncia nao constante, desta forma aplicando o OD sucessivamente até

chegarmos numa sequéncia constante, como visualizado a sequir.

Aplicando-se o OD sobre a sequéncia (0,—3,—8,—8,5,40,107,217...,an, .. . )nen, Suces-

stwamente, teremos entao:

(an)nen = (0,—3,—8,—8,5,40. .., ap, - - )nen

(A'(0,-3,—8,—8,5,40,...,an,...))nen = (=3, -5,0,13,35,67,...,A'a,, .. )nen.
Aplicando-se novamente o OD sobre a iultima sequéncia.

(A'(=3,-5,0,13,35,67,...,Ala,,...))nen =

(A*(0,—3,—8,—8,5,40,...,Gn,...))nen = (—2,5,13,22,32,... A%, .. )nen.
Aplicando-se novamente o OD sobre a ultima sequéncia.

(A'(=2,5,13,22,32,..., A%, .. Jpen =
(A3(0,—3,—8,—8,5,40,...,an, .. ))nen = (7,8,9,10,11,12, ..., Ada,, .. )pen.

Aplicando-se novamente o OD sobre a ultima sequéncia.

(AY(7,8,9,10,11,12,..., A%ay, .. Jneny =

(A*(0,—-3,—8,-8,5,40,...,an, .. Jneny = (1,1,1,1,1,..., A%a,, .. )nen-

Separando-se e organizando as sequéncias tem-se uma visualiza¢ao melhor:

(an)nen = (0,—3,—8,—8,5,40, .. )pen ordem do OD 0 PAOS,
(A'ay)nen = (—3,-5,0,13,35,67, .. .)pen ordem do OD 1 PAOS,
(A%a,)neny = (—2,5,13,22,32, .. Jpen ordem do OD 2 PAOS,
(A%a,)nen = (7,8,9,10,11,12, .. )pen ordem do OD 3 PAOS,
(A% )nen = (1,1,1,1,1, .. Jpen ordem do OD / PAOS,.

Constata-se que a sequéncia gerada de ordem 4 do OD ¢é constante, e isto dd
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a informacgao para que se possa afirmar, que esta sequéncia € uma PAOS, e que a sua

ordem ¢ 4, entdao é uma PAOS,.

Estas sequéncias, ilustram o conceito central do que se considera uma Pro-
gressao Aritmética de Ordem Superior. Na Escola Pitagorica, algumas sequéncias de
numeros foram muito reverenciadas pelas distribuicoes geométricas a elas associadas, e
estas sequéncias ficaram conhecidas como Numeros Figurados, as quais sao representantes

tipicas de Progressao Aritmética de Ordem Superior.

Numeros Figurados no Plano

Na historia, vimos vdrias Sequéncias Numéricas, chamadas de Numeros Figu-

rados.

Observacgao 3.1. Numeros Figurados no Plano, sao as Sequéncias Numéricas, as quais
permitem formar arranjos de objetos no plano, e de acordo com a semelhanca da figura

geométrica formada, tomar-lhe o nome.

Os Numeros Figurados sao exemplos classicos de Progressio Aritmética de

Ordem Superior:

Exemplo 3.5. Seja a Sequéncia Numérica de Numeros Triangulares, dados por:
(1,3,6,10,15,21,28,36,...,a,,...)nen. Confirmar que é uma PAOS e determinar sua

ordem.

Figura 3.1: Numeros Triangulares.

Dado pela Sequéncia Numérica (1,3,6,10,15,21,...),en-

Fonte: Autoria Propria.
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Solucao: Para verificar quanto a caracterizacdo e ordem desta sequéncia, va-
mos aplicar o OD a esta Sequéncia Numérica (1,3,6,10,15,21,28,36,...,a,,...)nen-
Aplicando-se o OD obtemos outra sequéncia ndao constante, aplicando o OD sucessiva-

mente, até chegarmos numa sequéncia constante, conforme a sequir:

Aplicando-se o OD sobre a sequéncia (1,3,6,10,15,21,... ap, ... )nen, Sucessivamente,

teremos entao:

(@n)nen = (1,3,6,10,15,21, ..., an, ... )nen

(AY(1,3,6,10,15,21,28,36, ..., an, ... ))nex = (2,3,4,5,6,7,8, ..., dn, .. Jnex
Aplicando-se o OD sobre a tltima sequéncia.

(AY(2,3,4,5,6,7,8,..., A%, .. ey =

(A*(1,3,6,10,15,21, ..., apn, .. Jnen = (1, 1,1,1,1,... A%y, .. nen.

Constata-se que a sequéncia gerada na ordem 2 do OD € constante, e isto dd a informacao
para que se possa afirmar, que esta sequéncia € uma Progressao Aritmética de Ordem

Superior, e que a sua ordem € 2, entdo ¢ uma PAOS;.

FEsta Sequéncia Numérica (1,3,6,10,15,21,28,36,...,a,,...)nen, cOmpoem a
terceira coluna do Triangulo de Pascal. Estes numeros, também representam as maneiras
de inserir um par de parénteses numa sequéncia de n letras. Por exemplo, existem 6
maneiras para trés letras: (a) be, (ab) ¢, (abc), a (b) ¢, a (bc), ab (¢). Ou ainda,
também representam as maneiras em que dois numeros diferentes podem ser selecionados
no conjunto (0,1,2,...,n) sem repeticio ou também o nimero de maneiras em que dois
numeros diferentes podem ser selecionados no conjunto (1,2,...,n) com repeti¢do, veja

mais detalhes desta sequéncia em [OFEIS, 1964).

Exemplo 3.6. Seja a Sequéncia Numérica conhecida como Numeros Quadrados, da-
dos por: (1,4,9,16,25,36,49,64,81,...,a,,...)nen. Confirmar que é uma Progressao

Aritmética de Ordem Superior e determinar sua ordem.

Sao Numeros Figurados, cujos arranjos geométricos tém a semelhanca de qua-

drado formado por bolas empilhadas como na Figura[3.3
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Figura 3.2: Numeros Quadrados.
Dado pela Sequéncia Numérica (1,4, 9, 16,25,36,49,64,81,...,ap, .. .)nen-

Q090000000
990000000
990000000
990000000
99090000000
99909000000
99009000000
99009000000
9900000000

Fonte: Autoria Propria.

Para verificar quanto a caracteriza¢ao da ordem desta sequéncia, vamos aplicar
0o OD a esta Sequéncia Numérica (1,4,9,16,25,36,49,64,81,...,an,...)nen. Aplicando-
se o OD na sequéncia, obtemos outra, uma sequnda sequéncia, desta forma, aplicando o

OD sucessivamente, até chegarmos numa sequéncia constante.

Aplicando-se o OD sobre a sequéncia (1,4,9,16,25,36,49,64,...,a,, ... )neN, SUCESSiva-

mente, teremos entao:

(an)nen = (1,4,9,16,25,36,49,64, ..., an, .. )nen

(A'(1,4,9,16,25,36,49,64, ..., ap, ... ))nen = (3,5,7,9,11,13, ..., an, .. Jnen.
Aplicando-se o OD novamente, sobre a ultima sequéncia.

(AY(3,5,7,9,11,13,..., A%, .. Jpnen =

(A?(1,4,9,16,25,36,49,64, ..., 00, .. Jneny = (2,2,2,2,2,2,..., A%y, .. nen.

Constata-se que a sequéncia gerada de ordem 2 no OD é constante, e isto da a
informacgao para que se possa afirmar, que esta sequéncia € uma PAOS, e que a sua ordem
¢ 2, entio é uma PAOS;. Esta sequéncia (1,4,9,16,25,36,49,64,81,...,a,,.. . )nen € @
do quadrado dos numeros naturais, veja mais detalhes desta sequéncia em .

Os numeros triangulares, quadrados, assim como vdrios outros, tem suas re-
presentacoes no plano. Mas existem alguns Numeros Figurados, que tem sua construcao

geométrica no espaco.
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Numeros Figurados no Espaco - Nimeros Piramidais

Na historia, vimos vdrias Sequéncias Numéricas, chamadas de Numeros Figu-

rados Piramidais.

Observacao 3.2. Numeros Figurados no Espaco ou Piramidais sao as sequéncias nu-
méricas, as quais permitem construir empilhamento de objetos no espaco, em formato
de piramides e de acordo com a semelhanca do solido geométrico formado, tomar-lhe o

nome.

Estas construgoes em formato de piramides, pode ter bases de diversas for-
mas, como triangulares, quadradas, poligonais etc. Observa-se que a formag¢ao de uma
piramide, se dd pela justaposicdo de camadas, de sucessivos Numeros Figurados planos

crescentes, que sao classificados sequndo a figura da sua base.

Exemplo 3.7. Seja a Sequéncia Numérica conhecida por Numeros Piramidais Quadrados,
dados por: (1,5,14,30,55,91,140, ..., Gp, .. .)nen. Verificar que é uma PAOS e determi-

nar sua ordem.

Sao Numeros Figurados, cujos arranjos geométricos espaciais, cuja base tém a
semelhanga de quadrado, como exibido na Figura[3.3, formado por bolas empilhadas, que

sao construidas por camadas sucessivas de nimeros quadrados, sucessivamente crescentes.

Figura 3.3: Nimeros Piramidais Quadrados.
Dado pela Sequéncia Numérica (1,5, 14,30, 55,91, 140, . . .)en-

00000
ceeecgg::ooo,¢
00000 00099,
eeceeggggooo“
00000

Fonte: Autoria Propria.

Para verificar quanto a caracterizacao da ordem desta sequéncia, vamos apli-
car o OD a esta Sequéncia Numérica (1,5,14,30,55,91,140, .. ),en. Aplicando-se o OD
na sequéncia, obtém-se outra sequéncia nao constante, desta forma, aplicando o OD su-

cessivamente, até chegarmos numa sequéncia constante.
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Aplicando-se o OD sobre a sequéncia (1,5,14,30,55,91,140,...,an, .. .)nen, Sucessiva-

mente, teremos entao:

(an)nen = (1,5,14,30,55,91,140, ..., ay, . . )nen

(A(1,5,14,30,55,91,140, ..., ay, ...))nen = (4,9,16,25,36,49,64, ..., Ala,, .. )nen.
Aplicando-se novamente o OD sobre a ultima sequéncia.

(A'(4,9,16,25,36,49,64, ..., A'ay,, .. .))pen =

(A%(1,5,14,30,55,91,140, ..., apn, .. .))nen = (5,7,9,11,13,15,17, ..., A%a,, .. )pen.
Aplicando-se novamente o OD sobre a ultima sequéncia.

(AY(5,7,9,11,13,15,17, ..., A%y, .. Jpen =

(A3(1,5,14,30,55,91,140, ..., @n, - . )nen = (2,2,2,2,2,..., A%, .. Jnen.

Separando-se e organizando as sequéncias, tem-se uma visualiza¢ao melhor:

(an)nen = (1,5,14,30,55,91, 140, . . .)pen ordem do OD 0 PAOS,
(A'ay)nen = (4,9, 16,25,36,49, 64, .. .)pen ordem do OD 1 PAOS,
(A2, )nen = (5,7,9,11,13,15,17, .. pen ordem do OD 2 PAOS,
(A0, nen = (2,2,2,2,2,2,2, .. Jnen ordem do OD 3 PAOS,

Constata-se que a sequéncia gerada de ordem 3 é constante, e isto da a informagao para
que se possa afirmar, que esta sequéncia € uma PAOS, e que a sua ordem € 3, entdo € uma
PAOS;. A Sequéncia Numérica tem a sua representacdo geométrica, por uma piramide.

Veja mais detalhes desta sequéncia em |[OFEIS, 1964).

Definicao 3.4. Define-se como Primeiros Térmos das Sequéncias de uma Progressao
Aritmética de Ordem Superior, a Sequéncia Numérica, composto dos primeiros térmos
de todas as sequéncias originadas da aplicacao do OD sobre a Progressao Aritmética de

Ordem Superior.

Observacao 3.3. Os conceitos e definicoes a sequir, ficarao melhor explicitados, quando

forem tratados novamente no capitulo sequinte, onde serao mostrados novas ferramentas
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e formas de visualizarmos as Progressao Aritmética de Ordem Superior.

Exemplo 3.8. Seja a PAOS: (1,5,14,30,55,91,140, ..., ay,,...)nen dos Numeros Pira-
midais Quadrados. Encontrar os Primeiros Térmos das Sequéncias desta Progressao

Aritmética de Ordem Superior.

Solugao: Esta PAOS foi utilizada no Exemplo onde foram calculadas as

sequéncias geradas pelo OD conforme a sequir:

(an)nen = (1,5,14,30,55,91,140, ..., ap, . . . )nen.
(A'ap)pen = (4,9,16,25,36,49,64, ..., Alay,, .. Jnen.
(A%a, ) )nen = (5,7,9,11,13,15,17, ..., A%ay, .. Dnen.
n))nen = (

(A3(a 2,2,2,2,2,2,2,...,A%a,, .. nen.

neN —

O que permite escrever os Primeiros Térmos das Sequéncias, da Progressao Aritmética

de Ordem Superior: (1,5,14,30,55,91,140, ..., ay, ... )nen como sendo igual a (1,4,5,2).

3.3 PAOS de Ordem k, Polinémio de Ordem k

Afirmacao 3.1. Uma PAOS de ordem k pode ser representada por um polinomio de

ordem k.

Demonstracao. Um polinomio qualquer de ordem k é composto pela soma de monomios

de ordem decrescente, desde sua ordem mais alta, até zero.

2

P(n) = bon® 4+ bin"~! + byn*~ 4 bnt + by

Vamos mostrar a seguir, que a aplicagao do OD sobre um monoémio de ordem k, reduz o
grau deste mondémio para um polinémio com uma ordem (k — 1), cujos monémios poderao
entao ser somado aos outro monémio de ordem mais baixa, e novamente poderemos tratar
o segundo polinémio, apenas tratando o monémio de ordem mais alta (k — 1), e assim
sucessivamente, e com isto, pode-se tratar um polinomio, para efeito da aplicagao do OD
considerando apenas o monoémio de ordem mais alta.

Portanto para efeito de simplicidade, e sem perda de generalidade, vamos considerar um

polinomio de ordem k representado apenas pelo térmo de maior ordem k.
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Entao seja o polinomio de ordem k&, como a seguir:
P(n) = bn*. (3.1)

E, desenvolvendo o binomio para P(n + 1) = b(n + 1)*, tem-se:

b(n + 1) :b[(Z)n’% (kﬁl)n’“ + <kﬁz>n“+...+ (T)n%t <§)n0].

Mas como

E,n’=1sen#0.

Tem-se entao

Pln+1)= bnk+b[(kfl)n’“‘1 + (kﬁQ)nk_2+...+ (lf)n-i— 1]. (3.2)

A aplicagdo do OD sobre o polinémio P(n), equivale a proceder a subtragao da Equagao

3.2, pela Equagao conforme Definicio 3.1 Entdo A'P(n)],eny = P(n+ 1) — P(n).

k—2

[A'P(n)|en = bt + b[<kﬁl)nk—1 + ( g )nk_2 + ...+ G’)n + 1] — pr*,

Os térmos bn* se cancelam, sobrando apenas:

[A'P(n)]pen = b[(k: f 1)nk_1 + <k ﬁ 2) nf 4+ (Dn +1]. (3.3)

O que demonstra, que a aplicacao do OD sobre um polinémio qualquer de
ordem k, diminui de 1 unidade, a ordem deste polinomio, ou seja o polindomio passa a ter
ordem (k—1). Se aplicarmos k vezes o OD sobre este polinémio, com a diminuigao suces-
siva da sua ordem, chegaremos a um resultado constante, o que implica que o polinomio

de ordem k, pode representar uma PAOS de ordem k. O
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3.4 Foérmula do Térmo Geral

Proposigao 3.2. Um térmo qualquer de uma PAOSy, pode ser representada pela equagdo:

b n—1 A
Ay — Z ; aq.
=0

Demonstracao. Esta demonstracao vai se restringir a apresentar os téermos de composicao
da férmula, haja vista a prova desta féormula, se encontrar em sua completude, na refe-
rencia citada no fim deste trabalho, exibido em [NOBRE, 2019].

Uma outra prova sera demonstrada pelo autor, no préximo Capitulo, com o desenvolvi-
mento de novos conceitos e ferramentas.

Seja (ay)neny uma PAOSy a qual foi aplicado k vezes o OD até chegar-se a uma sequéncia

constante.

Entao utilizando-se os Primeiros Térmos das Sequéncias, e portanto a formula

pode ser escrita como:

n—1 n—1 n—1 n—1
an:( 0 )a1+( 1 )Alal—i-...—i-(k_l)Ak_lal—i—( I )Akr.

Ou ainda:

]

Exemplo 3.9. Tomando novamente o Exemplo a sequéncia referente aos Numeros
Piramidais Quadrados, (1,5,14,30,55,91,140, ..., a,,...)nen. Encontrar a Férmula do

Térmo Geral desta Progressao Aritmética de Ordem Superior.
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Solucao: Verificamos que apos a aplicacao sucessiva do OD sobre esta sequéncia,

ja verificado no exemplo indicado, obtemos o sequinte resultado.

(an)nen = (1,5,14,30,55,91,140, ..., ayp, . . nen-
(A'ay)nen = (4,9,16,25,36,49,64, ..., AMay, .. nen
(A%a,) )neny = (5,7,9,11,13,15,17, ..., A%a,, .. )nen

Jnen = (

)
(A*(ay,) 2,2,2,2,2,2,2,... ., Aay,, .. nexn

neN —

Destes resultados localizamos os Primeiros Térmos das Sequéncias, que serao dadas por:

((a1), (Alay), (A%ay), (A3a; = 1)) = (1,4,5,2)

Utilizando-se estes resultados na equacao da Proposi¢ao podemos escrever:

||
/\
S
=
—_
N———

Ou ainda, arrumando e reagrupando, que representa um polinomio de ordem 3:

(2n+ 1)n(n+1)
3! '

Ay =

3.5 Soma dos n Primeiros Térmos de uma PAOS

Proposigao 3.3. A soma dos n primeiros térmos de uma PAOSy, € dada pela equacdo:

k

n i
:iz_; <¢+1)A“1‘

Demonstracao. Este item, vai se restringir a apresentar os térmos de composicao da
formula, haja vista a prova desta férmula, estar em sua completude, na referencia ci-
tada no fim desta segao, exibido em [DLAB, 2011].

Uma outra prova serda demonstrada pelo autor no préximo capitulo, com o desenvolvi-

mento de novos conceitos e ferramentas.
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Seja (an)nen uma PAOSy, a qual foi aplicado sucessivamente o OD até chegar-

se a uma sequeéncia constante.

(@n)nen = (a1, - an; - Jnen
(Alay)nen = (Alay, ..., Alay, .. nen
(A%a,)nen = (A%ay, ..., A%y, .. nen
(A3a,)nen = (A3ay, ..., Ay, .. pen

Entao utiliza-se os Primeiros Térmos das Sequéncias, e entao a formula pode ser escrita

_(n n\ \1 n\ n k
S, = (1)a1—|— (Q)A al—l—...—|—<k)A a1+<k+1>A T

:zk: (z+1)

CO1mo:

Ou ainda:

]

Exemplo 3.10. Tomando novamente o Fxemplo a sequéncia referente aos Numeros

Piramidais Quadrados. Encontrar a formula da soma dos n primeiro térmos desta PAOS.

Solucdo: Trata-se da sequéncia (1,5,14,30,55,91,140, ..., ay, ... )nen, apos a

aplicagao sucessiva do OD sobre esta sequéncia, obtém-se o sequinte resultado.

(a

wnen = (1,5,14,30,55,91,140, . . ., @y, - - -)nen-
(A'ay)nen = (4,9,16,25,36,49,64, ..., Alay, .. nex
) (
Jnen = (

(A%a,) )neny = (5,7,9,11,13,15,17,..., A%a,, .. Dnen

)
(A (ap))nen = (2,2,2,2,2,2,2,..., A%y, .. Jnen

Destes resultados, localizamos os primeiros térmos de cada sequéncia, ou seja,
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0s Primeiros Térmos das Sequéncias, que serd dada por:

((a1), (Alay), (A%a1), (A%a; = 7)) = (1,4,5,2)

Utilizando-se estes resultados na equagdo da Proposi¢ao[3.3:

S

() () () 2 ()
ORRGTED

1-
1- 2 44.

Sn

2 ' 3!
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4 Tabela de PAOS

4.1 Consideracoes Iniciais

Neste capitulo serd desenvolvido um novo formato para a andlise das Pro-
gressoes Aritméticas de Ordem Superior, onde, se distanciando das formas de andlise
tradicionalmente estabelecidos, conforme [NOBRE, 2019] e [DLAB, 2011)], apresentamos
uma tabela, onde vdrias relagoes entre todas as sequéncias envolvidas sao encontradas,
tendo-se ainda em conta, que a forma minimalista da tabela € o proprio Triangulo de
Pascal, de onde utilizando-se de uma caracteristica deste, para efetuar a formulacdo do
conceito da Tabela de PAOS, e encontrar vdrias relagoes entre seus térmos e sequéncias,

criando novas linhas de pensamento e estratégias.

Seja a PAOS dos Numeros Piramidais Quadrados, esta sequéncia, foi utilizada

no Eremplo[3.9: (1,5,14,30,55,91, 140, 204, 285, 385,500, . . ., dy, - - Jnen-

Representando-se a sequéncia dada, na primeira coluna de uma tabela, e apli-
cando-se o OD como visualizado na Tabela [{.1 Verifica-se que cada coluna, representa

uma sequéncia desta PAOS, conforme jd verificado neste mesmo exemplo.

Tabela 4.1: Sequéncias da PAOS geradas pelo OD.

(a;) | (Alay) | (A%q;) | (A3a; =7)
1 4 5 2

) 9 7 2
14 16 9 2
30 25 11 2
55 36 13 2
91 49 15 2
140 64 17 2
204 81 19 2
285 100 21 2

Fonte: Autoria Propria.
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Esta tabela, foi construida de cima para baixo e da esquerda para a direita,
utilizando-se o Operador Diferenca, conforme Defini¢ao e para exemplificar, mostra-
mos a relacao entre alguns térmos; 7T —5 = 2,36 — 25 = 11,204 — 140 = 64. E assim, se
procede para toda a tabela. Veja, que partiu-se da PAOS, e chegou-se a tabela.

Observando-se esta tabela, constata-se que as sequéncias obtidas no Exemplo
sao as mesmas que compoem esta tabela, o que era esperado, pois em ambas, foi
aplicado o OD comprovando que os dois tratamento a que a sequéncia foi submetida, na

verdade trata-se de um so, porém com formatos diferentes.

Esta mesma tabela, pode ser reconstruida, utilizando-se apenas os Primeiros
Térmos das Sequéncias, conforme Defini¢ao ou seja, os térmos das sequéncias que
compoem a primeira linha da tabela, retirado da Tabela[{. 1], e tem como objetivo, mostrar
que todas as sequéncias anteriormente geradas, podem ser representadas apenas por esta

primeira linha.

Tabela 4.2: Primeiros Térmos das Sequéncias da PAOS.

(a1) | (Alar) | (A%ay) | (A3ay =7)
1 4 5 2

2

2

2

2

Fonte: Autoria Prépria.

Para efetuar a reconstrucao desta tabela, vamos considerar apenas os térmos
escritos na primeira linha da Tabela[{.1], considerando o iltimo térmo, repetido em todas
as linhas da ultima coluna, conforme pode ser visualizado na Tabela haja vista, ser
esta a condicao para uma Sequéncia Numérica ser uma PAOS, € que a ultima sequéncia
seja constante, conforme Defini¢ao[3.3. Em sequida, efetuando-se uma operagdao de soma
entre dois térmos, que € a operacao inversa do OD uma vez que estamos agora invertendo

o processo de geragdao dentro da tabela, conforme mostrado na Tabela[{.3
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Tabela 4.3: Tabela reconstruida.

(a;) | (Alay) | (A%a;) | (A3a; =7)
1 4 15 2

) 9 7 2
14 16 9 2
30 25 11 2
55 36 13 2
91 49 15 2
140 64 17 2
204 81 19 2
285 100 21 2
385 121 23 2
506 144 25 2

Fonte: Autoria Propria.

A Tabela [{.3 foi reconstruida a partir da Tabela [4.3, utilizando-se o inverso
do Operador Diferenca, efetuando-se as operagoes de cima para baizo e da direita para a
esquerda, mostrando-se as relagoes entre alguns termos; 2+5 = 7,15+49 = 64, 1004285 =

385. FE assim, se procede para toda a tabela.

Observando-se as Tabela gerada utilizando-se a PAOS com o OD, com a
Tabelal].3 gerada através da aplica¢ao dos Primeiros Térmos das Sequéncias desta PAOS,
verifica-se que as Sequéncias Numéricas sao iguais, pois para as primeiras foi utilizada
o OD, enquanto nas sequndas, utilizamos o artificio de efetuarmos as operacoes inversas
do OD, tornando entdo iguais as sequencias numericas, o que nos permite afirmar que as

duas tabelas também sao iguais.

4.2 Tabela de PAOS

Definicao do Operador Soma

Definicao 4.1. Define-se Operador Soma, do térmo (a;.), numa tabela, como sendo a

soma deste térmo e o seu sucessor nesta linha (ac+1), € tendo como resultado, o térmo
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imediatamente sucessor na linha e coluna, (aj4+1,.+1), conforme exibido na Figura e

na Tabela[4.4)

Comentario: Doravante, quando referido a um Operador Soma, poderd ser

usada a notacgao, e dado pela expressao:
OS<al,c) = Ql41,c+1 = Qlc + QA e41-

Figura 4.1: Operador Soma Visual, OS(a;.).

(+)
Qe — Qlc+1

l<=>

Al41,c+1

Fonte: Autoria Propria.

Tabela 4.4: Operador Soma na Tabela, OS(a;..)).

Col C C+1 C+2 C+3 C+4
Lin
L - ayc agc+1 Ay c+2 ajc+3 apct4
L+11 ... | aiy1e | @ttedt | Qiler2 | Qilet3 | Giglerd
L+21 ... | g2 | Gg2et1 | Q2,642 | Q42,643 | Q42,044
L+3| .. | Gi43c | Qa3,e41 | Qa3,et2 | Q43,043 | Qt3,c44

Fonte: Autoria Propria.

Definicao da Tabela de PAOS

Definigao 4.2. Chamamos de Tabela de PAOS, a tabela, onde a primeira coluna € cons-

tante e para os demais térmos, vale o Operador Soma.

Definicao 4.3. A Sequéncia Geratriz da Tabela de PAOS € definida como a primeira
linha da Tabela.

Algoritmo 4.1. Define-se o Algoritimo para a construcao da Tabela de PAOS, estrutu-

rando-o em trés etapas:

Utiliza-se a Sequéncia Geratriz de uma Tabela de PAOS, preenchendo a primeira linha;
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Repete-se o primeiro térmo, da Sequéncia Geratriz, em todas as linhas da primeira coluna;

Utiliza-se o Operador Soma para gerar os demais térmos.

Exemplo 4.1. Seja dada a Sequéncia Numérica (1,2,3,4). Considere-a como a Sequéncia

Geratriz, construir a Tabela de PAOS correspondente.

Pela notagao, representa-se esta Tabela de PAOS como PAOS(1,2,5,4).
Inserindo esta Sequéncia Numérica na primeira linha e, repetindo-se o primeiro térmo

desta sequéncia em todas as linhas da primeira coluna, obtém-se a Tabela [{.]],

Tabela 4.5: PAOS(1,2,3,4) - Inicio.

Cl|C2|C3|C4

L1 2 3 4

L2
L3
L4

L5
L6
L7

e S S e e =

Fonte: Autoria Prépria.

Utiliza-se o Operador Soma, para os demais térmos, completando-se a Tabela[4.0.

Tabela 4.6: PAOS(1,2,3,4) - Concluida.

Cl1|C2|C3|C4
L1 1 2 3 4
L2 1 3 ) 7
L3 | 1 4 8 | 12
L4 1 5 | 12 | 20
L5 1 6 | 17 | 32
L6 || 1 7T |23 | 49
L7 1 8 | 30 | 72

Fonte: Autoria Propria.



Tabela de PAOS 54

Observacao 4.1. Para a notacao PAOS(1,2,3,4), leia-se: ”Tabela de PAOS, da

Sequéncia Geratriz (1,2,3,4).”

Observacao 4.2. A Sequéncia Geratriz de uma Tabela de PAOS € uma permutacao
dos Primeiros Térmos das Sequéncias de uma Progressao Aritmética de Ordem Superior,

sendo a sequéncia tomada do fim para o inicio.

Exemplo 4.2. Dada a Progressao Aritmética de Ordem Superior
(1,5,14,30,55,91, 140, 204, 285, 385,506, . . . , @y, - . . )nen. Encontrar os Primeiros Térmos

das Sequéncias e construir a Tabela de PAOS, utilizando-se sua Sequéncia Geratriz.

Solucao: A sequéncia refere ao Exemplo|3.8, a qual tem os Primeiros Térmos

das Sequéncias Geradas da PAOS, jd calculado como sendo:
((a1) = 1, (A'ay) = 4, (A%ay) = 5,(A%y) =r =2) = (1,4,5,2).

A Sequéncia Geratriz serd a sequéncia tomada do fim para o inicio dos Primeiros Térmos
das Sequéncias geradas pela aplicagao do OD, conforme Observagdo [4.3, entao podemos

escrever esta Sequéncia Geratriz como sendo (2,5,4,1).

Portanto utilizando-se a sequéncia (2,5,4,1), inserindo esta Sequéncia Numérica
na primeira linha da tabela e, repetindo-se o primeiro téermo em toda as linhas da primeira

coluna, e para os demais térmos utilizando-se o Operador Soma, completa-se a Tabela de

PAOS, visualizada na Tabela [].7]

Tabela 4.7: PAOS(2,5,4,1)

(A3a; =7) | (A%q;) | (Alay) | (@)
L1 2 153 4 1
L2 2 7 9 b}
L3 2 9 16 14
L4 2 11 25 30
L5 2 13 36 55
L6 2 15 49 91
L7 2 17 64 140

Fonte: Autoria Prépria.
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A Tabela [{.7 foi construida de cima para baizo e da esquerda para a direita,
utilizando-se o Operados Soma, mostrado na relagao entre alguns deles; 2+ 9 = 11, 15+

49 = 64. E assim, se procede para toda a tabela.

Afirmacgao 4.1. Uma Tabela de PAOS fica completamente definida pela primeira linha
da Tabela de PAOS, que ¢é representada pela Sequéncia Geratriz.

Demonstragcao. Observando-se a Tabela gerada utilizando-se a PAOS com o OD, com
a Tabela gerada através da Sequéncia Geratriz, comprova-se que que uma tabela é o
reflexo da outra e tnica.

Como esta Tabela representa a Progressao Aritmética de Ordem Superior e todas as
suas sequéncias, entao conclui-se que a tabela contendo todos as sequéncias de uma PAOS

pode ser representada apenas com a primeira linha da Tabela. O

4.2.1 Ordem das Sequéncias de uma Tabela

Proposicao 4.1. Dada uma Progressao Aritmética de Ordem Superior de ordem k, as
colunas desta Tabela de PAOS, representam PAOS de ordem crescentes, iniciando pela

ordem zero, e crescendo unitariamente até a ordem k, cuja sequéncia representa esta

PAOS.

Demonstracao. Nota 1- Comprova-se que uma PAOS de ordem k, ao ser aplicado o Opera-
dor Diferenca, vai diminuindo de ordem, unitariamente, até que se chegue a uma sequéncia
constante, na aplicacdo do OD(k), portanto as sequéncias encontradas, e que compdem
uma Tabela de PAOS, vao desde a de ordem k até a de ordem O.

Nota 2 - A ordem da sequéncia de maior ordem, serd igual a quantidade de térmos da
Sequéncia Geratriz desta PAOS, menos 1.

]

Exemplo 4.3. Dada a PAOS (1,5,14,30,55,91, 140, .. .)pen. Encontrar as sequéncias e

verificar as suas ordens.

Solucao: FEsta PAOS jd teve suas sequéncias encontrados no Exemplo
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como:

(A3 )nen = (2,2,2,2,2,2,2, .. Jnen ordem do OD 3 PAOS,
(A%a,)pen = (5,7,9,11,13,15,17, ..., .. pen ordem do OD 2 PAOS,
(A'ay)nen = (4,9, 16,25,36,49, 64, .. ) pen ordem do OD 1 PAOS,

(an)nen = (1,5,14,30,55,91, 140, . . )nen ordem do OD 0 PAOS,;

Também mostrado na Tabela[4.7. O que comprova o enunciado.

Exemplo 4.4. Dada a PAOS (1,5,14,30,55,91,140, .. .),en. Encontrar a Sequéncia Ge-
ratriz da Tabela de PAOS, e comprovar que a sequéncia de maior ordem, serd dada pela

quantidade de térmos da Sequéncia Geratriz, menos 1.

Solucao: Seja a PAOS (1,5,14,30,55,91,140,204, ..., ay,, .. .)nen, onde jd foi
encontrado a sua Sequéncia Geratriz no Fxemplo como sendo (2,5,4,1):
Como temos 4 térmos nesta Sequéncia Geratriz, e usando-se a Proposicao /.1

nota 2, a ordem desta PAOS serd de (4—1), portanto teremos uma PAOSs. Comparando

com o Exemplo[{.5, comprova-se o enunciado.

4.2.2 Parametrizacao de uma Tabela

Definicao 4.4. Dada uma Tabela de PAOS, esta tabela serd dita Limitada, se a maior

ordem das sequéncias, for um numero finito.

Exemplo 4.5. Dada a PAOS (1,5,14,30,55,91,140,204 ..., ay,, ... )nen. Encontrar sua
Sequéncia Geratriz, para uma Tabela de PAOS Limitada.

Solucao: FEsta sequéncia, jd teve sua Sequéncia Geratriz encontrados no Exem-
plo como: (2,5,4,1).

Esta Tabela de PAOS, diz-se que é limitada, pois ela representa somente, as
sequéncias geradas pela aplicagao do OD na sequéncia (1,5,14,30,55,. .., ay, .. .)nen, CON-

forme visualizada na Tabela[{.7 limitadas nas linhas.

Definicao 4.5. Uma Tabela de PAOS serd dita Estendida se a sua Sequéncia Geratriz,

finita, for acrescidos de zeros indefinidamente, no final.
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Exemplo 4.6. Dada a PAOS (1,5,14,30,55,91,140, ..., ay,...)nen. Encontrar sua Se-

quéncia Geratriz para uma Tabela de PAOS Estendida, construir a tabela.

Solucao: FEsta PAOS jad teve sua Sequéncia Geratriz encontrados no Exem-
plo como: (2,5,4,1). Portanto podemos escrever a Sequéncia Geratriz da Tabela
Estendida, acrescendo de 0’s: (2,5,4,1,0,0,0,0,0,...).

Tabela 4.8: PAOS(2,5,4,1,0,0,0,...) Tabela de PAOS Estendida

Ci1|C2|C3|C4|C5|C6 | Cr|C8|C9
L1 215 4 1 0 0 0 0 0
L2 | 2 7 9 ) 1 0 0 0 0
L3 | 2 9 |16 | 14 6 1 0 0 0
L4 2 |11 |25 | 30 | 20 7 1 0 0
L5 2 |13 ]36 | 55 | 50 | 27 8 1 0
L6 | 2 |15 49 | 91 | 105 | 77 | 35 9 1
L7 2 | 17 | 64 | 140 | 196 | 182 | 112 | 44 | 10
L8| 2 |19 | 81 | 204 | 336 | 378 | 294 | 156 | 54

Fonte: Autoria Prépria.

Caracteristicas de algumas Sequéncias Numéricas desta Tabela de PAOS.

Sequéncia Coluna  Ordem da PAOS
(2,2,2,2,2,2,2,.. )pen C1 PAOS,
(5,7,9,11,13,15,17,19,21, .. . )pen c2 PAOS,
(4,9,16,25,36,49, 64, 81,100, . . .)nen C3 PAOS,
(1,5,14,30, 55,91, 140, 240, . . .)en C4 PAOS;
(0,1,6,20,50,105, 196, 336, 540, 825 . . . ) nen C5 PAOS,
(0,0,1,7,27,77,182,378, 714, 1254, 2079, . . . )nen C6 PAOSs
(0,0,0,1,8,35,112,294, 672, 1386, 2640,4719, . . .)nen C7 PAOSg

Observagao 4.3. Constata-se que a PAOS, que deu origem a esta Tabela é uma PAOSs.
Enquanto todas as sequéncias desta Tabela, a partir da coluna 5, tem ordem superior a 3

e crescente, indefinidamente.
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Definicao 4.6. Dada uma Tabela de PAOS, esta serd dita Ilimitada, se a Sequéncia

Geratriz da Tabela de PAOS, for uma sequéncia numérica aleatoria qualquer.

Exemplo 4.7. Dada uma sequéncia numérica aleatdria qualquer (2,3,1,0,2,1,0,5,3,...),

exibir as primeiras linhas e colunas da Tabela de PAOS.

Solugdo: Utilizando-se a Definicao[4.3, e do Algoritmo de uma Tabela de
PAOS, e ainda, a Defini¢ao de Tabela de PAOS Ilimitada. Inicia-se a construcao,

considerando esta sequéncia como Sequéncia Geratriz.

Tabela 4.9: PAOS(2,3,1,0,2,1,0,5,3,...) Tabela de PAOS Ilimitada

Cl|C2| C3|] C4| C5] C6| C7| C8| C9

L1 2 3 1 0 2 1 0 5 3
L2 2 ) 4 1 2 3 1 ) 8
L3 2 7 9 ) 3 ) 4 6| 13
L4 2 9| 16| 14 8 8 9| 10| 19
L5 21 11| 25| 30| 22| 16| 17| 19| 29
L6 21 13| 36| 55| 52| 38| 33| 36| 48
L7 21 15| 49 91107 90| 71| 69| &4
L8 2 17| 64| 140 | 198 | 197 | 161 | 140 | 153
L9 21 19| 81204 | 338 | 395 | 358 | 301 | 293
L10 2| 21| 100 | 285 | 542 | 733 | 753 | 659 | 594

Fonte: Autoria Prépria.

Caracteristicas de algumas Sequéncias Numéricas desta Tabela de PAOS.

Sequéncia Numérica Coluna Ordem da PAOS
2,2,2,2,2,2,2, .. Jnen C1 PAOS,
3,5,7,9,11,13,15,17,19,21, .. . )pen C2 PAOS,

0,1,4,9,16,25,36,49, 64,81, 100, .. .)pen C3 PAOS,

2,2,3,8,22,52,107,198, 338,542, .. .)pen 0] PAOS,

(
(
(
(1,5,14,30,55,91,140, 204, 285, . . .)nen C4  PAOS;
(
(1,3,5,8,16,38,90,197,395, 733, .. )nen C6  PAOS;
(

0,1,4,9,17,33,71,161, 358,753, .. .)nen c7 PAOSs.
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Exemplo 4.8. Dada uma sequéncia numérica aleatdria qualquer (2,3,1,0,2,1,0,5,3,...),
gerar algumas Tabelas de PAOS, Limitadas e Estendidas, mostrando apenas a Nota¢ao

das Tabelas de PAOS.

Solugao: Utilizando-se os conceito de Parametrizacao de Tabela de PAOS,

dada na Defini¢ao [{.4) e na Defini¢ao 4.6 visualizamos o resultado.

Sequéncias Geratrizes Tipo de PAOS
PAOS(2,3,1,0,2,1,0,5,3,...) Ilimitada
PAOS(2,3) Limitada
PAOS(2,3,0,0,0,...) FEstendida
PAOS(2,3,1,0,2) Limitada
PAOS(2,3,1,0,2,0,0,0,...) Estendida
PAOS(2,3,1,0,2,1,0,5) Limitada
PAOS(2,3,1,0,2,1,0,5,0,0,0,...) Estendida

4.3 Propriedades das Tabelas de PAOS

4.3.1 Regra da Soma em L

Regra 4.1. Define-se a Soma em L, numa Tabela de PAOS(A), aplicado no térmo a;,
como sendo a soma deste térmo e o seu sucessor nesta linha aj.i1, e, tendo como re-
sultado, o térmo imediatamente sucessor na linha e coluna, aj+1.+1. Que serd dada pela
equacao:

S.L(am) = Q41,41 = Qi c + Qe
Observagao 4.4. Também poderd ser usada S.L(a;.) = S-L(A),.
Demonstracao. Esta propriedade decorre diretamente da definicao do Operador Soma,

dado na Defini¢cao e da definicao da Tabela de PAOS, dado na Definicao [4.2] conforme
visualizado na Figura e na Tabela
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Figura 4.2: Regra da Soma em L. S.L(a;.).

Qjc > Q] c+1

j<=>

Al41,c+1

Fonte: Autoria Propria.

Tabela 4.10: Regra da Soma em L. S.L(a; ).

Col C c+1 C+2 C+3 C+4 C+5
Lin

L aj.c Ql,c+1 Qal,c+2 Q] c+3 Q) c+4 Qal,c+5
L+1 Atle | @tlerl | Q+1,c+2 | Q1,43 | Qd+l,ctd | Q4l,e4+5
L+2 e | Q42,041 | Q42,042 | Ut2,643 | G42,e44 | Q142,045

Fonte: Autoria Prépria.
O que comprova esta Regra.
Exemplo 4.9. Seja dada a PAOS (1,5,14,30,55,91,140,...,a,, .. .)nen-

Tabela de PAOS, verificar a Regra da Soma em L, para alguns valores.

O

Construir a

Solugdo: Esta PAOS tem sua Sequéncia Geratriz dados por: (2,5,4,1) e a

tabela do Exemplo [{.9, jd construida.

Tabela 4.11: Regra da Soma em L, PAOS(2,5,4,1)

(A%ay) | (A%ay) | (Alay) | (aa)
2 5 4 1
2 7 9 5
2 9 16 | 14
2 11 25 | 30
2 13 36 | 55
2 15 49 | 91
2 17 64 | 140

Fonte: Autoria Prépria.
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Onde para os valores que aparecem marcados sao mostrados a relagao entre

eles; 24+5=17;254+30=55 e 15+ 49 = 64.

4.3.2 Regra da Soma da Coluna

Regra 4.2. A Soma da Coluna de uma Tabela de PAOS, aplicado sobre o térmo a;.,
por 1 térmos sucessivos serd definido como sendo a soma do térmo sucessivo nesta linha
ajc+1, somado com os téermos da coluna, desde o térmo a;., por v colunas, até o térmo
Ap4rc, € tendo como resultado, o térmo sucessivo na linha e coluna deste ultimo térmo,

Apiri1,ct1- Que serd dada pela equagao:

S-C(al,c)r = Ql4r41,c41 = A ct1 + Qj.c + Aj41,c + Aj4-2,c + A14-3,c +...+ Al4r—1,c + Al4r.c

Observacao 4.5. Também poderd ser usada S.C(ay.)r = S.C(A)u,e), -

Demonstracao. Visualizando conforme a seguir na Tabela [4.12 e Figura [4.3

Tabela 4.12: Regra da Soma da Coluna S.C(a; ),

C C+1 C+2 C+3
L aj.c Aj,c+1 Al c4+2 Al c+3
L+1 al+1,c 141,041 Al41,c42 141,643
L+2 A142,c a142,c+1 142,42 A142,c+3
L+3 al4+3,c a143,c41 143,042 143,043
L+r—1 Alyr—1,c | A4r—1,c+1 | QGl4r—1,c+2 | Gl4r—1,c+3
L+r Ql4r.c Q)47 c4+1 Q47 c4+2 Al4r.c+3
L+r+1 Al4r+1,c Ql+r+1,c+1 | Cl4+r+1,c+2 | Ql4r+1,c+3

Fonte: Autoria Propria.
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Figura 4.3: Regra da Soma da Coluna S.C(a;.),

a -
Le ™

(+)

Al c+1

Ql+1,c
()
QAj4+2,c
()
QAj+3,c

(+)

Al4r41,c4+1

Fonte: Autoria Prépria.

Vamos aplicar a Regra da soma em L, dado na propriedade da Tabela, pela

Definigao [£.1]

Apc T Alet1 = OTFhesl
At 1,c T Tlrhed] = el
Al 42,c T WTFet] = UlFsietl
A143,c T UIF3iet]l = OlFhedl

Algr—1,c T UFr=—tetl = OFretl
Al4r.c +UT-F7~,sdi = Al4r+1,c+1

Somando-se estas igualdade, os termos, ajy1.ci1; Gr2,c41; Q43,415 - - 5 Qgr—1,e41; Qtretls
cancelam-se mutuamente, pois aparecem dos dois lado da igualdade, alternadamente.

Sobrando apenas:

Qaj ¢ + Al c+1 + Ql41.c + Qr42.c + A143.c + ...+ Qlyr—1,c + Qlyrc = Qlgr+41,c+1
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O que comprova a regra.

Exemplo 4.10. Seja dada a Progressao Aritmética de Ordem Superior:

(2,5,4,1,0,0,0,0,...,a,,...)nen. Construir a Tabela de PAOS, e comprovar a Regra da

Soma da Coluna, para alguns valores.

Solugao: Tomando-se a tabela do Exemplo [4.0, jd construida, e confirmando

alguns valores, conforme tabela.

Tabela 4.13: Regra da Soma da Coluna - PAOS(2,5,4,1,0,0,0,0,...)

Ci|C2| C3 C4 C5 C6 C7 C8 C9
L1 2 5 4 1 0 0 0 0 0
L2 2 7 9 ) 1 0 0 0 0
L3 2 9 16 14 6 1 0 0 0
L4 2 11 25 30 20 7 1 0 0
L5 2 13| 36 55 50 27 8 1 0
L6 2 15 | 49 91 | 105 77 35 9 1
L7 2 17| 64 140 | 196 | 182 112 44 10
L8 2 19| 81 204 | 336 | 378 294 156 o4
L9 2 21 | 100 | 285 | 540 | 714 672 450 210
L10 || 2 23 | 121 | 385 | 825 | 1254 | 1386 | 1122 | 660
Li1 || 2 | 25 | 144 | 506 | 1210 | 2079 | 2640 | 2508 | 1782
L12 || 2 | 27 | 169 | 650 | 1716 | 3289 | 4719 | 5148 | 4290
L13 || 2 | 29 | 196 | 819 | 2366 | 5005 | 8008 | 9867 | 9438

Fonte: Autoria Prépria.

Onde para os valores que aparecem marcados, sao mostrados a relacao entre
eles, a somatoria das colunas, abaixo indicadas:

Somatoria da coluna do térmo aso por 6 térmos sequidos.

S.C(as2)6 =25+ 11+ 13+ 15+ 17 + 19 + 21 4 23 = 144;
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Somatdria da coluna do térmo a4 por 7 térmos sequidos.
S.C(a14)7 =041+ 5+ 14 + 30 + 55 4 91 4 140 + 204 = 540;
Somatdria da coluna do térmo a; 7 por 9 térmos sequidos.

S.C(a17)g=04+0+0+0+1+8+35+ 112+ 294 + 672 + 1386 = 2508.

4.3.3 Regra da Soma da Diagonal

Regra 4.3. Define-se a Soma da Diagonal de uma Tabela de PAOS do térmo a;., por
r térmos sucessivos como sendo a soma deste térmo, com r térmos sucessivo, na linha e
na coluna, a partir do térmo a;.+1, por r térmos, até o térmo aiir—1c4r, € tendo como
resultado, o térmo desta ultima coluna e da linha sucessiva, ou seja Qpprerr. Que serd

dada pela equacao:
S'D(al,c)r = Al4r,c+r = Al c + Al c+1 + Q41,042 + Q142 c+3 +...+ A 4r—2,c+r—1 + Qltr—1,c+r-

Observagao 4.6. Também poderd ser usada S.D(ayc)r = S-D(A) (.0, -

Demonstracao. Visualizando uma Tabela de PAOS, construida, conforme exibido a seguir,

na Figura 4.4} e na Tabela |4.14
Figura 4.4: Regra da Soma da Diagonal. S.D(a;.),

(+)
Q¢ > Q] c+1

&

Al41,c+2

&

(+)

A 4r—2,c+r—1

&

Ql4r—1,c+r

l()

Q47 c4r

Fonte: Autoria Propria.
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Tabela 4.14: Regra da Soma da Diagonal. S.D(a;.),

C C+1 C+2 C+r—1 C+r
L ajc Al c+1 Ql,c+2 R Q] cr—1 aj cr
L+1 ar41,c 41,641 41,642 | --- A1 cpr—1 41, c4r
L+r-—2 Al+r—2c | Altr—2,c+1 | A+r—2.c+2 | --- Al+r—2,c+r—1 Al4+r—2,c+r
L+r—1 Al4r—1,c | Qltr—Tl,c+1 | Qdr—1c+2 | --- Al 4r—1,c+r—1 Ql+r—1,c+r
L+r Al 4r.c Al4r.ct+1 Qltrc+2 cee Qltrc+r—1 Al r.ctr
L+r+1 Al+r+1l,c | Cltr+l,e+1 | Qtr+le+2 | - Al+r+1,c+r—1 Ql+r+1,c+r

Fonte: Autoria Prépria.

Vamos aplicar o Operador Soma, dado na propriedade da Tabela, pela De-

finicao 4.1}

Qy ¢ + Al c+1 = RT—PL,G:Q
Trrhesl T At1c+2 = OrFed2.
TWrporet2 T A142,043 = TF3ed3.

TFr=gredkr=2 T Qltr—2,ctr—1 = OFr=hete=1
M—i_ Qlgr—1,c4r = Atrctr

Somando, 0s termos: (@41 .ci1s Q42,6425 Ut3,c43s - - - s Ubr—2.c4r—25 Alpr—1c+r—1) Cancelam-
se mutuamente, pois aparecem dos dois lado da igualdade, alternadamente. Sobrando

apenas:

SD<al,c)r = Ql4rctr = Alc + Al c+1 + A41,c42 + A142,c+3 +...+ Al 4r—2 c4r—1 + Qgr—1,c4r

O que comprova a Regra.

]

Exemplo 4.11. Seja dada a PAOS: (2,5,4,1,0,0,0,0,...,a,,...)nen. Construir a Tabela

de PAOS, e comprovar a Regra da Soma da Diagonal, para alguns valores.
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Solugao: Tomando-se a tabela do Exemplo [{.0, jd construida, confirmamos

alguns valores, conforme tabela.

Tabela 4.15: Regra da Soma da Diagonal PAOS(2,5,4,1,0,0,0,0,...)

c1|C2| C3 | C4 Ch C6 c7 C8 C9
L1 2 5 4 1 0 0 0 0 0
L2 2 7 9 5 1 0 0 0 0
L3 2 9 16 14 6 1 0 0 0
L4 2 | 11 | 25 30 20 7 1 0 0
L5 2 13| 36 95 20 27 8 1 0
L6 2 |15 49 91 105 7 35 9 1
L7 2 |17 | 64 140 | 196 182 112 | 44 10
L8 2 119 | 81 | 204 336 378 294 156 | 54
L9 2 21 | 100 | 285 | 540 714 | 672 450 | 210
Lio| 2 | 23 | 121 | 385 | 825 1254 | 1386 | 1122 | 660
L11 | 2 | 25 | 144 | 506 | 1210 | 2079 | 2640 | 2508 | 1782
L12 || 2 | 27 | 169 | 650 | 1716 | 3289 | 4719 | 5148 | 4290
L13 || 2 | 29 | 196 | 819 | 2366 | 5005 | 8008 | 9867 | 9438

Fonte: Autoria Propria.

Onde para os valores que aparecem marcados sao mostrados a relagao entre

eles: Somatoria da diagonal do térmo as ;1 por 7 térmos sequidas.
S.D(asy)7 =24 7416+ 30+ 50 + 77 + 112 + 156 = 450;
Somatoria da diagonal do térmo asg por 6 térmos sequidas.
S.D(asp)s =2+ 13+ 49+ 140 + 336 + 714 = 1254;
Somatoria da diagonal do térmo ag s por 3 térmos sequidas.

S.D(ags)s = 21 + 100 + 385 4 1210 = 1716.
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4.3.4 Somatorio de Tabelas

Regra 4.4. A Soma de duas Tabela de PAOS € igual a Tabela de PAOS da soma das

suas Sequéncias Geratrizes.

Observagao 4.7. A soma de Tabelas de PAOS, se dard na forma de térmo a térmo.
Somando-se Tabelas de PAOS, a tabela resultante € também uma Tabela de PAOS.
Nota 1 - Para representar o térmo a; . da PAOS(A), poderd utilizar-se: a;. = PAOS(A),.

E podera ser representadas pelas equacoes:

PAOS(A+ B)= PAOS(A)+ PAOS(B). (4.1)
PAOS(A+ B)ic= (a+0b)ip1,e41 = (a1c + bie) + (Qrep1 + bies). (4.2)
p p
> PAOSE ((a;3,0,0,...) =  PAOSE, () (a;:,0,0,...)). (4.3)
j=1 j=1

Nota 2 - Para Tabelas de PAOS Limitadas, as Somas da Tabelas de PAOS, so podem ser

efetuadas, se as Sequéncias Geratrizes tiverem a mesma quantidade de térmos, conforme

visualizado na Tabela[{.17, no Exemplo[{.13

Nota 8 - As Tabelas de PAOS, Estendidas ou Ilimitadas, podem ser somadas sem res-
tricoes, conforme visualizado no Exemplo conforme tabelas exibidas na sequéncia,

Tabela Tabela e Tabela[4.20.

Demonstragao. Sejam as PAOS A e B. As Tabelas de PAOS correspondentes serao ge-

radas pela aplicacao da Regra da Soma do L, [£.1] e pela definigdo de Tabela de PAOS,
dada na Definigao [4.2]
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Tabela 4.16: Somatério das Tabelas de PAOS A e B.

(a) Tabela da PAOS(A) (b) Tabela da PAOS(B).
C C+1 C+2 C C+1 C+2
L ajc QA c+1 QA c+2 L bl,c bl,c+1 bl,c+2
L+1 | ait1c | @igtesr | Qrgiet2 L+1 | biyie | bistesr | bigice2
L+2 | airoc | Qrg2c41 | Qrg2,e42 L+2 | bigoe | big2er1r | big2eq2

(c) Tabela da PAOS(A)+PAOS(B).

C C+1 C+2

L aj.c + bl,c Q] c41 + bl,c—|—1 aj c+2 + bl,c+2

L4+1 | a1, +bivie | @rtert F 0t er1 | Qigier2 + b e

L+2 | aipo0+biyoe | igoert +bivocrr | Qigoero + bivocyo

(d) Tabela da PAOS(A+B).

C C+1 C+2

L (@+0b)ic (@+0)ict (@+b)icto
L+1 | (@a+b)is1e | (@+0)ipierr | (a+0)ir1cto

L+2 | (a4+b)isoc | (@+b)itoer1 | (@4 b)is2cto

Fonte: Autoria Propria.

Aplicando a Regra da soma em L de uma Tabela de PAOS, nos térmos da

linha L e coluna C das PAOS A e B, conforme exibido na Tabela teremos:

Soma em L do térmo a; .

S.L(A) e = Q1,041 = Qe+ Qe (4.4)

)

Soma em L do térmo b;.

S.L(B)LC - bl—l—l,c—i—l - bl7c + bl,c—‘,—l‘ (45)

Somando-se estas duas equagoes térmo a térmo e comparando-se a soma dos primeiros

térmos com a soma dos segundos térmos, resultante da somatéria da Equacao [4.4] com a



Somatorio de Tabelas 69

Equacao [.5] teremos:

S.L(A) .+ S.L(B)ic = @s1,041 + big1ct1-

Mas
1,041 + bip1,c41 = S-L(A+ B)j.

Entao

S.L(A) e+ S.L(B). = S.L(A + B),.. (4.6)

Com este resultado exibido na Equacao demonstra que somando-se duas PAOS, térmo
a térmo, continua valendo a Regra da Soma em L, para a PAOS resultante da soma, se
constituindo uma nova PAOS.

Comparando-se agora a soma dos segundos térmos com a soma dos terceiros térmos,

resultante da somatéria da Equagao 4.4, com a Equagao 4.5], visualizamos:

Al41,c+1 + bl+1,c+1 = Q¢ + Al c+1 + bl,c + bl,chl-

Mas
Q1,01+ bipre01 = PAOS(A + B)e.
E
aj.c + Al c+1 + bl,c + bl,c+1 = PAOS(A)LC + PAOS(B)[VC
Entao

PAOS(A+ B);. = PAOS(A),. + PAOS(B),. (4.7)

Como se demonstrou, que a regra vale para um térmo qualquer, conforme visto na Equagao

[4.7] entao vale para toda a PAOS. Portanto podemos escrever:

PAOS(A + B) = PAOS(A) + PAOS(B). (4.8)

O que valida a Regra[4.4] da soma de PAOS.
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Generalizando, podemos escrever:

PAOS(Gl,l, CLLQ, Ce ,a17k, 0, O, .. )+

PAOS(CLQJ, a22,...,02%, 0, 0, .. )+

PAOS(GPJ, Ap2,...,Qpk, 0, O, .. ) =

PAOS(CLLl—'—CLQ’l—i-. . .—|—CLP71, CL172—|—CL272—|—. . .—|—CLP72, ey a17k+a27k+- . .—|—ap,k, O7 0, .. ) (49)
Ou
p
ZPAO *1(a0,0,0,..) = PAOSE () (a;,0,0,. (4.10)
7=1

O que comprova a Regra.

]

Exemplo 4.12. Sejam dadas as PAOS (1,2,3,4) e a PAOS (2,5,4,1). Mostrar que a
soma destas € a PAOS (3,7,7,5). Construir as Tabelas de PAOS, para comprovar a Regra

da Somatorio de Tabelas de PAOS, mostrando alguns valores.

Solugao: Tomando-se as PAOS e construindo-se as Tabelas de PAOS, corres-

pondentes.
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Tabela 4.17: Somatério das PAOS(1,2,3,4)+ PAOS(2,5,4,1)= PAOS(3,7,7,5).

(a) Tabela da PAOS(1,2,3,4) (b) Tabela da PAOS(2,5,4,1)
Cl|C2|C3|C4 Ci1|C2|C3| C4
L1 1 2 3 4 L1 2 5 4 1
L2 1 3 5 7 L2 2 7 9 5)
L3 1 4 8 | 12 L3 2 9 16 14
L4 1 5 | 12 | 20 L4 2 111 | 25 30
L5 1 6 | 17 | 32 L5 2 13 | 36 5%5)
L6 1 7 |23 | 49 L6 2 15| 49 | 91
L7 1 8 | 30 | 72 L7 2 17 | 64 | 140
(c) Tabela PAOS(1,2,3,4)+ PAOS(2,5,4,1) (d) Tabela da PAOS(3,7,7,5)
C1 C2 C3 C4 Cl1|C2|C3| C4
1] 142 | 245 3+4 4+1 L1 3 7 7 5
L2 || 1+2 3+7 5+9 745 L2 3 |10 | 14 12
L3 1+2 | 449 8+16 12+14 L3 3 |13 | 24 26
L4 || 142 [ 64+11 | 12425 20430 L4 3 |16 | 37 50
L5 || 142 | 6413 17436 32455 L5 3 | 19 | 53 87
L6 || 142 | 7+15 | 23449 | 49491 L6 3 1 22| 72| 140
L7 || 142 | 8417 | 30464 | 724140 L7 3 | 25| 94 | 212

Fonte: Autoria Propria.

Exemplo 4.13. Sejam dada a PAOS (5,0,0,0,...) e a PAOS (0,3,0,0,...). Mostrar que
a soma destas é a PAOS (5,3,0,0,...). Construir as Tabelas de PAOS para comprovar a

Regra da Somatorio de Tabelas de PAOS mostrando alguns valores.

Solucao: Tomando-se as PAOS e construindo-se as Tabelas de PAOS, cor-
respondentes a PA0S(5,0,0,0,...), visualizada na Tabela a PAOS(0,3,0,0,...),
exibida na Tabela e a PAOS(5,3,0,0,...), representando a somatoria destas duas
PAOS anteriores, exibida na Tabela [{.21]
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Tabela 4.18: PAOS(5,0,0,0, ..
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Fonte: Autoria Prépria.

)

Tabela 4.19: PAOS(0, 3,0,0,..
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Fonte: Autoria Propria.
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Tabela 4.20: PAOS(5,3,0,0,0,...)

Cl|C2| C3| C4| C5| C6|C7T|C8|C9|C10
L1 5 3 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 5 8 3 0 0 0 0 0 0 0
L3 5| 13 11 3 0 0 0 0 0 0
L4 5| 18 24| 14 3 0 0 0 0 0
L5 5| 23 421 38 | 17 3 0 0 0 0
L6 5| 28 65| 80| 55| 20 3 0 0 0
L7 5133 | 93| 145|135 | 75 | 23 3 0 0
L8 5| 38 | 126 | 238 | 280 | 210 | 98 | 26 3 0

Fonte: Autoria Prépria.

Exibindo alguns valores, para verificacao:

5+15=20 30 475 =105 30+5=35
0+3=3 3+ 18=21 45418 =63
5+ 18 =23 33+ 93 = 126 75+ 23 = 98.

Exemplo 4.14. Crie algumas PAOS genéricas, do tipo Estendida ou Ilimitada, exibir a
PAOS resultante da soma destas.

Solucao: Sejam PAOS Estendidas quaisquer, representadas pelas suas Sequén-
cias Geratrizes:
PAOS(2,3,1,0,2,1,0,5,3,5,4,7,...);
PAOS(2,5,4,1,0,0,0,0,...);
PAOS(1,3,7,2,9,13,0,0,...);
PAOS(0,3,23,11,0,...).

Analisando as PAOS, vé-se que a primeira € uma PAOS Ilimitada, jd visuali-
zada no Fxemplo a sequnda também foi exibida no Exemplo onde foi construida
suas Tabelas de PAOS, enquanto as demais, saio PAOS genéricas(aleatdrias), do tipo Es-

tendida.
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PAOS(2,3,1,0,2,1,0,5,3,5,4,7,...) Tlimitada;
PAOS(2,5,4,1,0,0,0,0,...) Estendida;
PAOS(1,3,7,2,9,13,0,0,...) Estendida;
PAOS(0,3,23,11,0,0,0,0,...) Estendida.

Para encontrar a Somatoria das Tabela de PAOS, soma-se térmo a térmo suas Sequéncias
Geratrizes para compor a Tabela de PAOS resultante.
Organizado estas Tabelas de PAOS, veja que a iltima linha, a Sequéncia Geratriz[4.11) é

o resultado da soma das anteriores.

5, 14, 35 14, 11, 14, 0, 5 3, 5 4, 7. (4.11)

Portanto a Tabela de PAOS resultante serd dado pela Sequéncia Geratriz[{.11):
Ezibir as primeiras linhas e colunas desta Tabela de PAOS.

Tabela 4.21: PAOS(5,14,35,14,11,14,0,5,3,5,4,7,...)

Cl|C2| C3|] C4| C5] C6| Cr| C8| C9|C10|C11 | C12
L1 5| 14| 35| 14| 11| 14 0 5 3 5 4 7
L2 5| 19| 49 49| 25| 25| 14 5 8 8 9 11
L3 5| 24| 68| 98| 74| 50| 39| 19| 13 16 17 20
L4 51 29| 92166 | 172 | 124 | 89 | 58| 32 29 33 37
L5 5| 34| 121 | 258 | 338 | 296 | 213 | 147 | 90 61 62 70
L6 5| 39| 155 | 379 | 596 | 634 | 509 | 360 | 237 | 151 | 123 | 132

Fonte: Autoria Prépria.



Produto de um Numero por uma Tabela 75

4.3.5 Produto de um Niumero por uma Tabela

Regra 4.5. Uma Tabela de PAOS(A), ao ser multiplicada por um nimero inteiro n, terd
como resultado, uma Tabela de PAOS, onde cada térmo fica multiplicado pelo nimero n.

E representadas pelas equacoes:

PAOS(n-A)=n-PAOS(A) (4.12)
PAOS(n-A).=n-ap. (4.13)

Demonstracao. Multiplicar uma PAOS por um niimero n inteiro é o mesmo que somar a

mesma PAOS n vezes. Utilizando o conceito de Somatoria de Tabelas de PAOS, dado na

Regra

PAOS(n-A) = PAOS(A+ ...+ A) = PAOS(A) + ...+ PAOS(A)
n térmos n tg;mos

Mas
PAOS(A)+ ...+ PAOS(A) =n-PAOS(A)

_
n térmos

Entao pode-se escrever:

PAOS(n-A)=n-PAOS(A)
Conforme proposto. O

Exemplo 4.15. Considerar a Tabela de PAOS(1,2,3,4), construir as Tabelas de
PAOS(3,6,9,12), 3- PAOS(1,2,3,4) e PAOS(1,2,3,4), e mostrar alguns valores para com-

provacao.

Solucao:construir as Tabelas de PAOS indicadas, conforma Tabela
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Tabela 4.22: Produto da PAOS por n. 3 - PAOS(1,2,3,4) = PAOS(3,6,9,12).

(a) Tabela da PAOS(3,6,9,12) (b) Tabela de 3-PAOS(1,2,3,4)
Ccl1|C2| C3 | C4 Cl1]|C2] C3 C4
L1 3 | 6 9 12 13132 33 | 34
L2 3 9 15 | 21 L2 31133 35 37
L3 3 |12 | 24 | 36 L3 31|34 38 | 312
L4 3 [ 15| 36 | 60 L4 31 [ 35 312 | 320
L5 3 | 18 | 51 | 96 L5 31|36 | 317 | 3-32
L6 || 3 | 21| 69 | 147 L6 || 3-1 | 3.7 | 3-23 | 349
L7 3 |24 ] 90 | 216 L7 311 38| 330 | 3:72

(c) Tabela da PAOS(1,2,3,4)

Cl1]C2|C3|C4
L1y 1] 2|3 | 4
L2 1 35 |7
L3 1|4 | 8 |12
L4 1 8 | 12| 20
Lo || 1 6 | 17 | 32
Lé || 1 7123149
L7 1 8 | 30 | 72

Fonte: Autoria Propria.

Ezibindo alguns valores, marcados, e comprovando, que n-PAOS(A)=PAOS(n-A).

3=3-1 3=3-1 69 = 3-23
6=3-2 12=3-4 147 =3-49
9=3-3 15=3-5 216 =3 - 72
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4.3.6 Unitizacao de Tabela

Definicao 4.7. Define-se a Tabela de PAOS Unitdria, quando a Sequéncia Geratriz é uma
Sequéncia Numérica, composta de 0(zeros) e somente um térmo desta sequéncia € o nu-
meral 1. Que poderd ser representada por: PAOS (0,...,0,1,0,...)keny = PAOS(p(k)),

onde k indica a ordem de localizagao do térmo igual a 1.

Afirmagao 4.2. Uma Tabela de PAOS Unitdria, PAOS(p(k)), representa um Triangulo

de Pascal deslocado para a coluna k.

Demonstracao. A comprovacao desta afirmativa baseia-se em dois elementos bésicos para
a construgao da Tabela de PAOS:

1 - A regra Tabela de PAOS - Regra da Soma em L, dada na Defini¢ao [4.1], coincide com
a relacao de Stiefel do Triangulo de Pascal;

2 - A Tabela de PAOS Unitaria comeca com o numeral 1, da mesma forma que o Triangulo
de Pascal;

3 - O inicio da construcao da Tabela de PAOS inicia-se na coluna k.

Exemplo 4.16. Gerar algumas PAOS Unitarias quaisquer.

Solucao: Utilizando-se a definicao de Tabela de PAOS Estendida, conforme
Definicao indica-se algumas PAOS Unitdrias, exibidas a sequir.

PAOS(1,0,0,0,0,0,0,...) (p(1))
PAOS(0,1,0,0,0,0,0,...) (p(2))
PA0OS(0,0,1,0,0,0,0,...)en = PAOS(p(3))
PA0S(0,0,0,1,0,0,0,...) (p(4))
PAOS(0,0,0,0,1,0,0,...) (p(5))

PAOS(O, O, ceey 1k7 ce ,0,0, .. -)nEN = PAOS(p(k‘))
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Exemplo 4.17. Construir a PAOS(1,0,0,0,0,...).

Considerando a PAOS Unitdrias, dada por PAOS(p(1)), conforme exibida na
Tabela |4.25.

Tabela 4.23: PAOS(p(1))

Cl|C2|C3|C4|C5|C6|CT7T|C8|C9|CI10
L1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
L3 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0
L4 1 3 3 1 0 0 0 0 0 0
L5 1 4 6 4 1 0 0 0 0 0
L6 1 5| 10| 10 ) 1 0 0 0 0
L7 1 6| 15| 20| 15 6 1 0 0 0
L8 1 7121 35| 35| 21 7 1 0 0

Fonte: Autoria Propria.

Exemplo 4.18. Construir a PAOS(0,1,0,0,0,...).

Considerando a PAOS Unitdrias, dada por PAOS(p(2)), conforme exibida na
Tabela |4.24).

Tabela 4.24: PAOS(p(2))

Cl|C2|C3|C4|C5|C6|C7T|C8|C9|CI10
L1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
L2 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
L3 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0
L4 0 1 3 3 1 0 0 0 0 0
L5 0 1 4 6 4 1 0 0 0 0
L6 0 1 5| 10| 10 5 1 0 0 0
L7 0 1 6| 15| 20| 15 6 1 0 0
L8 0 1 71 21| 35| 35| 21 7 1 0

Fonte: Autoria Propria.
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Exemplo 4.19. Construir a Tabela de PAOS(0,...,0,1;,0,...).

Seja a PAOS Unitdrias, PAOS(p(k)), conforme Tabela [§.25,
Tabela 4.25: PAOS(p(k))

Ci-1 | Ck | Ckt1 | Cit2 | Cikis | Ckga | Cgs | Crio | Crir
L4 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
Lo 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
Ls 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0
Ly 0 0 1 3 3 1 0 0 0 0
Ls 0 0 1 4 6 4 1 0 0 0
Lg 0 0 1 b 10 10 5) 1 0 0
Ly 0 0 1 6 15 20 15 6 1 0
Lg 0 0 1 7 21 35 35 21 7 1
Ly 0 0 1 8 28 56 70 956 28 8
Ly 0 0 1 9 36 84 126 126 84 36

Fonte: Autoria Propria.

Corolario 4.1. Qualquer Tabela de PAOS, do tipo PAOS(ay,as,as, ..., a,...,a,), pode

ser reescrita, utilizando-se de Tabelas de PAOS Unitdrias. E dado pelas equagoes:

PAOS(0,...,0,a,0,...)pen = a - PAOS(p(k)) (4.14)
PAOS(ay,a2,a3,ay4,...,05, ... ,0n)neNy = Z ap - PAOS(p(k)) (4.15)
k=1

Demonstrag¢ao. A comprovagao desta afirmativa, baseia-se no fato de que qualquer nimero,
pode ser reescrito, como sendo o produto dele mesmo, pela unidade.

Utilizando-se a propriedade do Produto de um Ntumero Inteiro por uma Tabela de PAOS,
conforme Definicao .5 Pode-se escrever:

Seja uma PAOS estendida qualquer, de um tnico térmo diferente de zero.

PAOS (0,0,0,...,0,a,0,...), como pode-se escrever a, = ay, - 1

Entao.

PAOS(O,...,O,ak,O,...) = Q PAOS(O,,O, 1k,0,)
PAOS(0,...,0,a,0,...) = a, - PAOS(p(k)) (4.16)
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Seja uma Tabela de PAOS, qualquer, dada por: PAOS(a1,as,...,ax, ..., ay,)
Utilizando-se a Equacao pode-se reescrever sucessivamente:

PAOS(ay,0,0,0,0,...) =a; - PAOS(p(1))
PAOS(0,a2,0,0,0,...) =ay - PAOS(p(2))

PAOS(0,...,0,a,0,...) = a, - PAOS(p(k)) (4.17)

PAOS(0,0,0,0,...,a,) = a, - PAOS(p(n))

Somando-se as coluna, térmo a térmo, do bloco de equagoes visualizadas na Equacao [£.17]
Levando-se em conta, a propriedade de Somatoria de Tabela de PAOS, na Regra|d.4] e a

Unitizagao da Tabela de PAOS na Definigao [4.7] pode-se escrever:

n

zn: PAOS(0, ... ,a,...,0) = > ax- PAOS(p(k))

k=1
Mas

ZPAOS(O, ey Ay, 0) = PAOS(ay, a2, a3, a4y -+, Qpey - - -5 Q)

k=1
Entao:

PAOS(ay,a9,as3,a4,... 05, ...,a4,) = Z a - PAOS(p(k))
k=1

Conforme proposic¢ao. O

Afirmacao 4.3. Reescrever uma Tabela de PAOS Limitada, utilizando-se de Tabelas de
PAOS Unitdrias, transforma a Tabela de PAOS Limitada em Tabela de PAOS FEstendida.

Demonstracao. A Tabela de PAOS Unitaria é uma Tabela de PAOS Estendida, portanto
a multiplicacdo de um numero inteiro por uma Tabela de PAOS Estendida, gera uma

Tabela de PAOS Estendida. O

Exemplo 4.20. Representar a PAOS(5,0,0,0, ...) em fun¢ao de uma PAOS Unitdria.
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Solucao: Como: 5=5 - 1. Entao pode-se reescrever:

PAOS(5,0,0,0,...) = 5- PAOS(1,0,0,0,...)
PAOS(5,0,0,0,...) = 5- PAOS(p(1))

Exemplo 4.21. Representar a PAOS(2,5,4,1), que é uma PAOS limitada, em fung¢do
de uma PAOS Unitdria.

Solucao: Como: 2=2-1,5=5-1, j=4-1e 1=1- 1. Entao pode-se reescrever:

PAOS(2,0,0,0) =2- PAOS(1,0,0,0,...) = 2- PAOS(p(1))
PAOS(0,5,0,0) = 5- PAOS(0,1,0,0,...) = 5- PAOS(p(2))
PAOS(0,0,4,0) = 4- PAOS(0,0,1,0,...) = 4- PAOS(p(3))
PAOS(0,0,0,1) = 1- PAOS(0,0,0,1,...) = 1- PAOS(p(4))

A soma destes térmos gera a PAOS: PAOS(2,5,4,1) = 2-PAOS(p(1))+5-PAOS(p(2))+
4-PAOS(p(3))+ PAOS(p(4)) = PAOS(2,5,4,1,0,0,0,...), que € uma Tabela de PAOS

Estendida, que pode ser verificado as alteracoes da tabela, quando ainda limitada, veja a

Tabela[{.7 e a Tabela[].8

Exemplo 4.22. Representar a Tabela de PAOS(6,2,5,0,0,0,0, ...), em fun¢do de PAOS
Unitdrias.

Solucao: Como: 6=6 - 1, 2=2 - 1, 5=5 - 1. Portanto pode-se reescrever:

PAOS(6,0,0,0,...) =6- PAOS(1,0,0,0,...) = 6 - PAOS(p(1))
PA0OS(0,2,0,0,...) =2 PAOS(0,1,0,0,...) = 2- PAOS(p(2))
PAOS(0,0,5,0,...) =5- PAOS(0,0,1,0,...) = 5- PAOS(p(3))

Somando-se a primeira e a terceira coluna térmo térmo, pode-se escrever entao:

PAOS(6,2,5,0,...) = 6 - PAOS(p(1)) + 2 - PAOS(p(2)) + 5 - PAOS(p(3))
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4.3.7 Formula do Térmo Geral

Teorema 4.1. A Formula do Térmo Geral de uma Tabela de PAOS ¢ dada pela Equacao:

al,czzak' (i:lli’)

Demonstragao. Seja a Tabela Unitéria a seguir PAOS(0,...,0,1,0,...) conforme De-
finicao[4.7] a qual representa um Tridngulo de Pascal, conforme Teorema[d.2] Observando-
se a Tabela [4.26] e levando-se em conta que ela se inicia a partir da coluna ”k”, para
determinar a férmula do térmo na posicao da linha | e na coluna ¢, de um Triangulo de

Pascal, pode-se escrever como a; .

Tabela 4.26: Formula do Térmo Geral de uma Tabela de PAOS.

1] ... | k1 |k |k+1 | k+2 | k+3 | ... c |ct+l|c+2 | c+3

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 |1 1 0 0 0 0 0 0
3 0 0 |1 2 1 0 0 0 0 0
4 0 0 |1 3 3 1 0 0 0 0
5 0 0 |1 4 6 4 0 0 0 0
6 0 0 |1 5 10 10 0 0 0 0
1 01 ... 0 | 1] -1 ] e

I+1 0| ... 0 1 1

+2 (| 0 ... 0 1] 141

Fonte: Autoria Propria.

Este térmo constante na linha ”1”e coluna ”c¢”da Tabela, fica na linha ”1-17e
coluna ”c-k”do Triangulo de Pascal, uma vez que neste, a linha e a coluna comegam em
0(zero). Portanto para este térmo do Triangulo de Pascal, nesta posi¢ao, pode-se escrever

a equacao do térmo geral, somente para esta Tabela de PAOS Unitaria, que se inicia na

apc = <i: 2) (4.18)

Considerando agora, que seja uma Tabela de PAOS, com varios, termos dife-

coluna k, como sendo:
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rentes de 0(zero), do tipo: PAOS (ay,as, as, s, ..., Gy ... Qp,...).

Fazendo a Equacao do térmo para uma tnica Tabela Unitaria percorrer
todos os térmos da PAOS, e utilizando-se o Corolario [4.1], que reescreve uma PAOS, em

funcao das PAOS unitarias, teremos:

O que comprova o Teorema. ]

Exemplo 4.23. Seja a PA0OS(2,3,1,0,2,1,0,5,3,...), determinar o térmo ag 5.

Observando-se a Tabela[f.27, construida utilizando-se esta Sequéncia Geratriz.

Tabela 4.27: Térmo Geral PAOS(2,3,1,0,2,1,0,5,3,...)

Cl|C2| C3| C4 Ch C6 c7 C8 C9

L1 2 3 1 0 2 1 0 5 3
L2 2 5 4 1 2 3 1 5 8
L3 2 7 9 ) 3 ) 4 6 13
L4 2 9| 16| 14 8 8 9 10 19
L5 21 11| 25| 30 22 16 17 19 29
L6 2113 36| 55 52 38 33 36 48
L7 2116 49| 91 107 90 71 69 84
L8 2| 17| 641|140 | 198 | 197 | 161 | 140 | 153
L9 21 19| 811|204 | 338 | 395 | 358 | 301 | 293
L10 2121|100 | 285 | 542 | 733 | 753 | 639 | 9594
L11 2| 23| 121 | 385 | 827 | 1275 | 1486 | 1412 | 1253

Fonte: Autoria Prépria.

Utilizando a equac¢ao do térmo geral de uma PAOS qualquer, mostrada na

equagao do Teorema . 1], vamos escrever:

5
9-—-1

G9,5=E ak'( )
— 5—k
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9-1 9-1 9-1 9-1 9-1
=92. 3. 1- 0- 2.
w2 (500) i) e Goy) (o) ()
8 8 8 8 8
—9. . 1. . 2.
O O
=2-70 +3-56 +1-28 +0-8 +2-1

Q95 = 338.

4.3.8 Formula da Soma da Coluna

Corolario 4.2. A Formula da Soma da Coluna, de uma Tabela de PAOS, serd dada pela

< l
scic=Y (o)
— c+1—k

Demonstracao. Seja a Tabela de PAOS Unitaria [4.28], a qual representa um Triangulo de

FEquacgao:

Pascal, conforme Teorema |4.2]

De acordo com a Regra da Soma da Coluna [4.2 a soma da coluna ¢, desde a
linha 1 até a linha [ é representada pelo térmo a;41 4+1. Entao utilizando-se a Férmula do
Térmo Geral, vista no Teorema [4.1], para o térmo, teremos como resultado, a equagao:
Vilido para Tabelas de PAOS Estendida, a partir da tltima coluna dos digitos da Sequéncia

Geratriz diferentes de zero.
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Tabela 4.28: Férmula da Soma da Coluna.

1 k| k+1 | k+2 | k+3 | ... c c+1 c+2 | c+3
1 0 1 0 0 0 |0.. 0 0 0 0
2 0 1 1 0 0 0 0 0 0
3 0 1 2 1 0 0 0 0 0
4 0 1 3 3 1 0 0 0 0
0 1
1 0 1| 1-1 .. ajc
1+1 || 0 1] 1 . Q141 et
142 || O 1| 1+1

Fonte: Autoria Propria.
Entao podemos escrever:

° I -1 ° (1+1)—1 ° l
SCre = rrien = ) _ar- <c—k) =2 ((c+ 1)—k> =2 (c+1—k)‘
k=1 k=1

Conforme proposigao.

Exemplo 4.24. Seja uma Tabela de PAOS Estendida qualquer, dado como a sequir:
PAOS (2,5,4,3,0,0,0,...).

Calcular a soma até a linha 7, da coluna 4.
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Tabela 4.29: PAOS(2,5,4,3,0,0,0,...)

Ci|C2| C3| C4] Cb C6 c7 c8 | C9 | C10
L1 2 5 4 3 0 0 0 0 0 0
L2 2 7 9 7 3 0 0 0 0 0
L3 2 9| 16 16 10 3 0 0 0 0
L4 2| 11| 25 32 26 13 3 0 0 0
L5 21 13| 36 o7 o8 39 16 3 0 0
L6 2| 15| 49 93 | 115 97 95 19 3 0
L7 2| 17| 64| 142 | 208 | 212 | 152 74| 22 3
L8 2119 81| 206 | 350 | 420 | 364 | 226 | 96 25
L9 2] 21 | 100 | 287 | 556 | 770 | 784 | 590 | 322 | 121
L10 2| 23| 121 | 387 | 843 | 1326 | 1554 | 1374 | 912 | 443

Fonte: Autoria Propria.

Aplicando-se a Formula da Soma da Coluna de uma Tabela de PAOS FEsten-
dida, conforme visto na Equacao 4.4

‘ l
SCI,CZZ%'( )
— c+1—k

para a coluna 4, da linha 1 até a 7.

Utilizando a equacao:

! 7 ! 7
507’4220/]{:- (4_’_1_1{:) :;ak‘ (5_k>

k=1

s (7)) e () (T ()
Y R R

=235 +5 - 35 +4-21 437
SCh.4 = 350.
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4.3.9 Formula da Soma da Diagonal

Corolario 4.3. A Formula da Soma da Diagonal, de uma Tabela de PAOS, serd dada

pela Equacao:

c+r
[+r—1
Pao. = Zak' <c+r— k)

k=1

Demonstragao. De acordo com a Regra da Soma da Diagonal [4.3] que se inicia no térmo
ajc, por r térmos sucessivos crescentes em linha e coluna, é representada pelo térmo

Uigretr- Entdo utilizando-se a Férmula do Térmo Geral, vista no Teorema [4.1]

Utilizando-se esta equagao para o térmo @i, +,, substituindo-se na Férmula
do Térmo Geral, a linha por [ 4+ r e a coluna por ¢ + r, conforme visualizada na Tabela

4. 501

Tabela 4.30: Féormula da Soma da Diagonal.

C C+1 C+2 . C+r—1 C+r Z
L aj,c Qajc+1 aj,c+2 . Al c4r—1 al.c+r
L+1 Ql41,c Ql+41,c+1 Al41,c4+2 | - Ql41,c4r—1 Ql41,c+r
L+r-2 Al4+r—2.c | Al4r—2,c+1 | A4+r—2,c+2 | - Al4r—2ctr—1 | A4r—2ctr
L+r-1 Al4r—1,c | Al4r—1,c+1 | Atr—1,c+2 | - Al4r—1,c+r—1 Al 4r—1,c+r
L+r Al 4r.c Al 4rc+1 Q4 c+2 . Al grctr—1 Q4 ctr
L+r+1 | aiprite | Qariterl | Qarster2 | - | Qigrglerr—1 | Qgriletr

Fonte: Autoria Propria.
Entao podemos escrever:

c+r c+r
(l+r)—1 [+r—1
SD(I’C)T:ZGIC'((ch?“)—k :Zak. c+r—kJ)

Conforme proposigao.
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]

Exemplo 4.25. Seja o exemplo ja dado, recalcular as mesmas somas, agora uti-
lizando a Formula do Térmo Geral da soma da Diagonal de uma Tabela de PAOS FEs-
tendida. Seja dada a PAOS: (2,5,4,1,0,0,0,0,...,a,,...)nen. Comprovar a Férmula do

Térmo Geral dado pela equagio relatada em [4.5

Solucao: Tomando-se a Tabela de PAOS, aplicar a equacao e comprovar a

conformidade.

Tabela 4.31: Térmo da Soma da Diagonal PAOS(2,5,4,1,0,0,0,0,...)

Ci|C2| C3 | C4 C5 C6 C7 C8 C9
L1 2 5 4 1 0 0 0 0 0
L2 2 7 9 5 1 0 0 0 0
L3 2 9 16 14 6 1 0 0 0
L4 2 | 11 | 25 30 20 7 1 0 0
L5 2 13 | 36 95 20 27 8 1 0
L6 2 |15 49 91 105 7 35 9 1
L7 2 |17 | 64 140 | 196 182 112 | 44 10
L8 2 119 | 81 | 204 336 378 294 156 | 54
L9 2 21 | 100 | 285 | 540 714 | 672 450 | 210
Li10 | 2 | 23 | 121 | 385 | 825 1254 | 1386 | 1122 | 660
L11 | 2 | 25 | 144 | 506 | 1210 | 2079 | 2640 | 2508 | 1782
L12 || 2 | 27 | 169 | 650 | 1716 | 3289 | 4719 | 5148 | 4290
L13 || 2 | 29 | 196 | 819 | 2366 | 5005 | 8008 | 9867 | 9438

Fonte: Autoria Prépria.

Onde para os valores que aparecem marcados, sao mostrados a relacdo entre

eles: Utilizando a equagao térmo geral da Soma da Diagonal de uma Tabela de PAOS:

c+r
[+r—1
5o, =S (177))

k=1

Verificando a Soma da Diagonal, do térmo (ag;) por 7 térmos sucessivos.

S.D(as1)7 =24 7416+ 30+ 50 + 77 + 112 + 156 = 450;
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1+7 8
24+7-1 8
D = . = .
SD2,), E Ak <1 L7 k:) ng Qg (8 B k)

k=1

Observar que a Tabela de PAOS é: PAOS(2,5,4,1,0,0,0,0,0,0,0, ...), portanto a partir do

quinto térmo, a parcela ay, € igual a 0(zero), o que motiva a ndao exibi-los.

=2 (5) o (50 () () o
(3 ) () () e

2-8 +5-28 +4-56 +1-70 +0...

SD,1), = 450.
Verificando a Soma da Diagonal, do térmo (as0) por 6 térmos sucessivos.

S.D(as)s =2+ 13449 + 140 + 336 + 714 = 1254;

c+r
[+r—1
D, = > k- <c—|—r—k>

k=1

1+6 7
4+6—-1 9
T SR (M B U Ay

k=1

Observar que a Tabela de PAOS é: PAOS(2,5,4,1,0,0,0,0,0,0,0, ...), portanto a partir do

quinto térmo, a parcela ag, € igual a 0(zero), o que motiva a ndo exibi-los.

o =2-(,7) w5 ;1) (0 () o
) el ) ) e

=2-126 +5- 126 +4 -84 +1-36 +0...
SD(4’0)6 == 1254

Verificando a Soma da Diagonal, do térmo (ag2) por 8 térmos sucessivos.

S.D(ag )3 = 21 + 100 + 385 4 1210 = 1716;
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ct+r
[+r—1
59w¢f=§jmf<c+r—k>

2+3 5
9431 1
D = . — .
Do, ;ak <2+3—k) ;“’“ <5—k>

Observar que a Tabela de PAOS é: PAOS(2,5,4,1,0,0,0,0,0,0,0, ...), portanto a partir do

quinto térmo, a parcela ay, € igual a 0(zero), o que motiva a ndo exibi-los.

11 11 11 11
SD =2. 5- 4. 1- 0...
=2 (2) (1) (Gl () ¢
=2 1 +5 1 +4 1 +1 1 +0
- 4 3 2 1
=2-330 +5-165 +4-55 +1-11 +0...

SD(9a), = 1716.

4.3.10 Foérmula da Soma de uma Linha

Corolario 4.4. Define-se Soma de uma Linha de uma Tabela de PAOS Estendida, como

sendo a soma de todos os seus térmos pertencentes a esta linha, e serd dado pela Equacao:

n

S.Ll = 2(l_1) . Z(ak)

k=1

Demonstracao. Tendo-se em conta que de acordo com a definicaio de PAOS Unitaria,
ver na Defini¢ao , (0,0,...,1%,0,0,...), ser equivalente a um Triangulo de Pascal, a
partir da coluna K de um Tabela de PAOS. Mas em um Triangulo de Pascal, temos que
a somatoéria de uma linha de uma PAOS unitaria, é igual a 27!, e, para uma PAOS
Estendida nao unitdria, (0,0,0,0,...,ag,...), a somatéria é dada por ay - 2! L.

Para uma PAOS estendida qualquer, (ai,as,as,...,ak, ...+ a,), percorremos todos os

térmos da Sequéncia Geratriz da tabela de PAOS, portanto podemos escrever:

n

SLi=20"0 (0 +ay+ag+ .. g+ +a,) = 20703 (a).
k=1
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Exemplo 4.26. Determinar a SOMA da linha de uma PAOS Estendida qualquer.

Solugao: Seja a PAOS (2,5,4,3,0,0,0,...), determinar a soma da linha 5, da
Tabela [4.533,

Tabela 4.32: Soma da linha 5 da PAOS(2,5,4,3,0,0,0,...)

Ci| C2| C3| C4| Cb C6 c7 c8 | C9| C10
L1 2 ) 4 3 0 0 0 0 0 0
L2 2 7 9 7 3 0 0 0 0 0
L3 2 91 16| 16| 10 3 0 0 0 0
L4 2| 11| 25| 32| 26 13 3 0 0 0
L5 2| 13| 36 | 57 | 58 39 16 3 0 0
L6 21 15| 49| 93| 115 97 95 19 3 0
L7 2| 17| 641|142 | 208 | 212 | 152 4] 22 3
L8 2] 19| 81206 | 350 | 420 | 364 | 226 | 96 25
L9 2] 21 |100 | 287 | 856 | 770 | 784 | 590 | 322 | 121
L10 2| 23| 121 | 387 | 843 | 1326 | 1554 | 1374 | 912 | 443

Fonte: Autoria Propria.
Aplicando a Equagdo calcular a soma da linha 5 da PAOS(2,5,4,3,0,0,...)

S.L5 = 2(5_1) (ak)

5
k=1
:24((11+CL2+6L3+CL4>
=2%245+4+3)
=16-14

S.Ls = 224.
Por outro lado, temos:
S.Ly=(2+ 13436+ 57+ 58 + 39+ 16 + 3) = 224.

O que comprova esta afirmagao.
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5 Transformacoes numa Tabela de PAOS

5.1 Consideracoes Iniciais

Neste Capitulo, serdo desenvolvidos alguns conceitos novos, que poderdao servir
de linhas de desafios e pesquisa nas relagoes entre Progressoes Aritméticas de Ordem

Superior e Polinomios, que ficam como dreas ainda a serem melhor desenvolvidas.

Definicao 5.1. Define-se uma transformagao numa Tabela de PAOS, quando a Sequéncia
Geratriz, € transformada em outra sequéncia, dentro da Tabela de PAOS, por alguma regra

definida e estruturada.

5.1.1 Transformacgao Direta Restrita Inicial

Definicao 5.2. Define-se uma Transformagao Direta Restrita Inicial, de ordem p, na
Tabela de PAOS, como sendo a sequéncia encontrada, avan¢ando-se p linhas no sentido
descendente, considerando os primeiros térmos da linha e preservando a sua ordem e a

mesma quantidade de térmos.

Notacao: Doravante, para indicarmos a sequéncia Transformada Direta Res-
trita Inicial, de ordem p, de uma Tabela de PAOS, pode-se usar a notac¢ao:

TDRI.PAOS(a,as, ..., an),.

Exemplo 5.1. Determinar a Transformada Direta Restrita Inicial, de ordem 3, da Tabela

de PAOS(2,5,4,1,0,0,0 ...).

Solucao: Montada a PAOS(2,5,4,1,0,0,0,...), a transformada, € formada

pelos 4 primeiros térmos, ao avancgar 3 linhas, ou seja, na linha 4.
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Tabela 5.1: Transformacao Direta Restrita Inicial.

Cl | C2|C3|C4)|C5|C6|CT7T|C8|CI
L1 | 2 5 4 1 0 0 0 0 0
L2 | 2 7 9 5 1 0 0 0 0
L3 | 2 9 116 | 14| 6 1 0 0 0
L4 2 |11 |25 | 30| 20 | 7 1 0 0
L5 2 |13 |36 | 55| 50 | 27 | 8 1 0
L6 | 2 |15 149 |91 |105 | 77 | 35| 9 1

Fonte: Autoria Propria.

Observacao 5.1. Portanto de acordo com a defini¢io, a sequéncia (2,5,4,1) foi trans-

formada na sequéncia (2,11,25,30), avan¢ando 3 linhas, e o indicamos pela notagdo:

TDRI.PAOS(2,5,4,1); = (2, 11,25, 30).

5.1.2 Transformacao Direta Restrita Final

Definicao 5.3. Define-se uma Transformacgao Direta Restrita Final, de ordem p, em uma
Tabela de PAOS, como sendo a sequéncia encontrada, avan¢ando-se p linhas no sentido
descendente, considerando os ultimos térmos da linha e preservando a sua ordem e a

mesma quantidade de térmos.

Notagao: Doravante, para indicarmos uma Transformacao Direta Restrita Fi-
nal, de ordem p, de uma Tabela de PAOS, pode-se usar a notac¢ao:

TDRFPAOS(CH, ag, . . . ,an)p.

Exemplo 5.2. Determinar a Transformada Direta Restrita Final, de ordem 5, da Tabela

de PAOS(2,5,4,1,0,0,0 . ..).

Solucao: Montada a PAOS(2,5,4,1,0,0,0,...), a transformada, é composta

pelos 4 ultimos térmos, ao avangar 5 linhas, ou seja na linha 6.
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Tabela 5.2: Transformagcao Direta Restrita Final da PAOS(2,5,4,1).

Cl | C2|C3|C4)|C5|C6|CT7T|C8|CI
L1 | 2 5 4 1 0 0 0 0 0
L2 | 2 7 9 ) 1 0 0 0 0
L3 | 2 9 116 | 14| 6 1 0 0 0
L4y 2 |11 |25 |30 | 20 | 7 1 0 0
L5 2 |13 |36 | 55| 50 | 27 | 8 1 0
L6 2 | 15|49 |91 | 105 |77 | 35| 9 1

Fonte: Autoria Propria.

Observacgao 5.2. Portanto de acordo com a defini¢io, a sequéncia (2,5,4,1) foi trans-

formada na sequéncia (77,35,9,1), avancando 5 linhas, e o indicamos pela notagdao:

TDRI.PAOS(2,5,4,1)5 = (77,35,9,1).

5.1.3 Transformacao Direta Extensiva

Definicao 5.4. Define-se uma Transformacao Direta FExtensiva, de ordem p, em uma
Tabela de PAOS, como sendo a sequéncia encontrada, quando avancando p linhas no

sentido descendente, considerando todos os térmos desta linha e preservando a sua ordem.

Notacao: Doravante, para indicarmos uma Transformacao Direta Extensiva,
de ordem p, de uma Tabela de PAOS, pode-se usar a notagao:
TDE.PAOS(ay, ag, ..., an),-

Exemplo 5.3. Determinar a Transformada Direta Restrita Ertensiva, de ordem 3, da

Tabela de PAOS(2,5,4,1,0,0,0 ...).

Solucdo: Montada a PAOS(2,5,4,1,0,0,0,...), a transformada, é composta

por todos os térmos, ao avancar 3 linhas, ou seja na linha 4.
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Tabela 5.3: Transformacao Direta Extensiva da PAOS(2,5,4,1)

Cl | C2|C3|C4)|C5|C6|CT7T|C8|CI
L1 | 2 5 4 1 0 0 0 0 0
L2 | 2 7 9 5 1 0 0 0 0
L3 | 2 9 116 | 14| 6 1 0 0 0
L4y 2 |11 |25 30| 20 | 7 1 0 0
L5 2 |13 |36 | 55| 50 | 27 | 8 1 0
L6 | 2 |15 149 |91 |105 | 77 | 35| 9 1

Fonte: Autoria Propria.

De acordo com a defini¢ao, a sequéncia (2,5,4,1) foi transformada na sequéncia

(2,11,25,30,20,7,1), avancando 3 linhas, e o indicamos pela notagao:
TDE.PA0OS(2,5,4,1)3 = (2,11,25,30,20,7,1).

Observagao 5.3. A Transformacdo Direta Fxtensiva, passa a representar a continuidade

da Tabela de PAOS, da sequéncia anterior, como se uma nova Tabela de PAOS, tivesse

a sua Sequéncia Geratriz naquela linha, como pode ser vista na Tabela[5.4)

Tabela 5.4: PAOS(2,11,25,30,20,7,1,0,...) Gerada a partir de PAOS(2,5,4,1,0,...)

Cl1|C2| C3| C4 Ch C6 c7 C8 c9| C10| C11 | C12

L1 2|11 | 25| 30 20 7 1 0 0 0 0 0
L2 21 13| 36| 55 50 27 8 1 0 0 0 0
L3 2115 49 91| 105 77 35 9 1 0 0 0
L4 2| 17| 64| 140 | 196 | 182 | 112 44 10 1 0 0
L5 21 19| 811|204 | 336 | 378 | 294 | 156 o4 11 1 0
L6 2| 211|100 | 285 | 540 | 714 | 672 | 450 | 210 65 12 1
L7 2] 23121 | 385 | 825 | 1254 | 1386 | 1122 | 660 | 275 77 13
L8 2| 25| 144 | 506 | 1210 | 2079 | 2640 | 2508 | 1782 | 935 | 352 90
L9 2] 27| 169 | 650 | 1716 | 3289 | 4719 | 5148 | 4290 | 2717 | 1287 | 442
L10 2129|196 | 819 | 2366 | 5005 | 8008 | 9867 | 9438 | 7007 | 4004 | 1729

Fonte: Autoria Propria.
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Observacao 5.4. Cada linha da Tabela de PAOS, representa uma Familia de Polinomios,
que vai desde o grau zero, cresce até atingir um valor mdximo, decrescendo movamente,

retornando a zero.

5.1.4 Transformacgao Retrograda
Consideragoes Iniciais

Para o estudo das Transformagao Retrograda numa tabela de PAOS, necessita-

se de algumas defini¢coes:

Definicao 5.5. Define-se Operador Reverso, sobre o térmo (a;.), numa tabela, como
sendo este térmo, subtraido do térmo da mesma coluna e da linha anterior (a_1.), e
tendo como resultado, o térmo imediatamente anterior da linha e da coluna (aj—1.-1),

conforme exibido na Figura[5.1], e na Tabela[5.5

Notagao: Doravante, quando referido a um Operador reverso, poderd ser usada
a notacao, e dado pela expressao:

OR<al,c) = Q—1,c—1 = Qlc — Q-1 -

Figura 5.1: Operador Reverso, visual.

(=)
Qjc — QA c+1

m<—>

al+1,c+1

Fonte: Autoria Propria.

Tabela 5.5: Operador Reverso na Tabela.

Col| C-1 C Cc+1 C+2 C+3
Lin
L—-11 ... | G—1c-1 | Q-1 | Q—t,e41 | Q=142 | Q—1,c4+3
L - age—1 agc agct1 ag 42 aj 43
L+1| ... | Gi41e-1 | Qgte | Qalerl | Qitler2 | Qlal,ers
L+2| ... | G421 | Qy2e | Q42,041 | Q42,042 | Q42,043

Fonte: Autoria Propria.
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Espago das Tabelas de PAOS

Definigao 5.6. Define-se o Espaco das tabelas de PAOS, como sendo uma regiao infi-
nita, dividida em dois semi-espacos, sendo que, a parte inferior vale o Operador Soma,

conforme Definicao e a parte superior, onde vale o Operador Reverso, conforme

Definicao [5.5. Visualizado na Figura[5.3

Figura 5.2: Espaco das Tabelas de PAOS.

Parte superior, se aplica o Operador Reverso.

(=)
alc = Qlc+1

m<—>

Al41,c+1
0/[0|0|0O|O0O|OJO]O]0O0]|O0
0/[0|0O|0O|O0O]OJO]O]0O]|O0
0/0[0|]O0O[O0O|]O|OIO0|0O|O0
0/0|]0|0O]O0O|O|O]|O]O0O|O0

(+)
Qaj.c — Al c+1

M<:)

Al4+1,c+1

Parte inferior, se aplica o Operador Soma.

Fonte: Autoria Propria.

Exemplo 5.4. Introduzir um numero na linha central do espaco das Tabelas de PAOS,

e visualizar como ocorre a perturbacao no FEspaco das Tabela de PAOS.

Solucao: Inserindo-se o numeral 1, na linha no Espaco das Tabelas de PAOS,

pode-se visualizar como ocorre esta perturbacao.



Transformacgao Retréograda 98

Tabela 5.6: Perturbacao no Espaco da Tabela de PAOS.

1,0 0] 0] O|]O[O]O|] O] O] OO
5|1 0,0 0j]0]0JO0O] Of O 0|0
0(-4y 1,0 0000 O O 0]0

-0 6/-3] 1] 0,0|0j0| O] O OO

5/-4 32 1]0]0(0| O] O] O]O

-1/1/-1}1}-1}1/0]0| O] O] 0|60

Fonte: Autoria Propria.

Transformagao Retrograda numa Tabelas de PAOS

Definicao 5.7. Define-se uma Transformac¢ao Retrégrada, num Espago das Tabelas de
PAOS, de ordem p, retroagindo-se p linhas no sentido ascendente, a partir da linha que
separa as duas regioes, considerando-se os primeiros téermos da linha e preservando a sua

ordem e a mesma quantidade de térmos.

Notagao: Doravante, para indicarmos a sequéncia Transformada Retrograda,

de ordem p, de uma Tabela de PAOS, pode-se usar a notagdo:

TRPAOS(CLl, as, ..., an)p.

Exemplo 5.5. Introduzir a sequéncia, (1,2,3,4) na linha central do Espago das Tabelas de
PAOS, e visualizar como ocorre a perturbacdo no Espaco das Tabela de PAOS. Encontrar

a Transformagao retrégrada TR.PAOS(1,2,3,4)¢.

Solucao: Inserindo-se a sequéncia (1,2,3,4), na linha no Espago das Tabelas

de PAOS, pode-se visualizar como ocorre esta perturbagao.
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Retroagindo em 6 linha no Espaco das Tabela de PAOS, encontra-se.
TR.PAOS(1,2,3,4)s = (—172, 68, —21, 4).

Tabela 5.7: Transformagcao Retrégrada indice 6, da PAOS(1,2,3,4,0,0, ...).

-29 4 0 0 0] 0] 0] O O 0 0 0 0
93 | -25 4 0 0,07 0] O O 0 0 0 0
-172 68 | -21 4 0,0} 0] 0 O 0 0 0 0
200 | -104 | 47 | -17 4101 0| 0] O 0 0 0 0
-149 96 |57 | 30 |-13| 4| 0| O O 0 0 0 0
69 | 53| 39 |-27| 17|-9 4] 0| O 0 0 0 0
-18 16 |-14| 12 |-10| 8|-5| 4| O 0 0 0 0
2 -2 2| -2 2121 3|-1,| 4 0 0 0 0

0 0 0 0 0| 0] 1| 2| 3 4 0 0 0

0 0 0 0 0Oy 0} 1] 3| 5 7 4 0 0

0 0 0 0 0] 0] 1] 4| 8] 12| 11 4 0

0 0 0 0 0] 0] 1| 5[12] 20| 23| 15 4

0 0 0 0 0| 0| 1| 6|17] 32| 43| 38| 19

0 0 0 0 0] 0| 1| 723 ] 49| 75| 81| 57

0 0 0 0 0] 0] 1| 8|30 ] 721|124 | 156 | 138

0 0 0 0 0] 0] 1] 938102196 | 280 | 294

0 0 0 0 0] 0] 1] 10|47 | 140 | 298 | 476 | 574

Fonte: Autoria Prépria.

Exemplo 5.6. Construir a Tabela de PAOS, PAOS(-172, 68,-21,4).

Solugao: Montando-se a Tabela de PAOS, PAOS(-172, 68,-21,4).
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Tabela 5.8: PAOS(-172, 68, -21,4,0,0,0, ...).

C1 C2 C3 C4 C5 C6 Cr| C8

Q
Ns)

C10

L1 || -172 68 -21 4 0 0 0 0 0 0
L2 || -172 | -104 47 -17 4 0 0 0 0 0
L3 || -172 | -276 -57 30 -13 4 0 0 0 0
L4 || -172 | -448 | -333 -27 17 -9 4 0 0 0
L5 | -172 | -620 | -781 | -360 -10 8 -5 4 0 0
L6 || -172 | -792 | -1401 | -1141 | -370 -2 3 -1 4 0
L7 || -172 | -964 | -2193 | -2542 | -1511 | -372 1 2 3 4
L8 || -172 | -1136 | -3157 | -4735 | -4053 | -1883 | -371 3 ) 7
L9 || -172 | -1308 | -4293 | -7892 | -8788 | -5936 | -2254 | -368 8 12

Fonte: Autoria Prépria.

Observagao 5.5. Ao wverificar o Espago das Tabelas de PAOS e na Tabela

constata-se que:

TR.PAOS(1,2,3,4)s = (—172, 68, —21,4)

E que, encontrando a Transformagdo Direta Restrita Inicial da PAOS(-172, 68,-21,4) e

visualizando na Tabela [5.8, veremos que:

TDRI.PAOS(—172,68,—21,4)¢ = (1,2,3,4).
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