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RESUMO 

Neste trabalho, é proposta uma metodologia de filtragem de dados de trajetórias de veículos 

espaciais via estimações de estado 2H  e ∞H , discretos. Nessa metodologia, obtém-se, 

inicialmente, a solução do problema de filtragem de dados de trajetórias de veículos espaciais 

via estimação de estado 2H  através das equações do filtro de Kalman para Estimadores 

Filtrados. O problema é resolvido através do desenvolvimento matemático das equações do 

filtro de Kalman que tem como objetivo principal encontrar uma estimação de estado que 

minimize o erro quadrático médio. As equações matemáticas são utilizadas para o 

desenvolvimento do algoritmo computacional do filtro de Kalman. O algoritmo de filtragem 

de Kalman tem duas funções básicas: predição e correção. Na fase de predição são dadas as 

estimativas iniciais e atualização do tempo de amostragem, enquanto que, na fase de correção 

são atualizadas as medidas. Aplica-se, também, a nova metodologia proposta no projeto de 

filtragem de dados de trajetória de veículos espaciais via estimação de estado ∞H  através de 

equações do filtro de Kalman robusto. A filtragem robusta tem como objetivo principal 

estimar uma combinação linear que minimize a norma ∞H , que tem a interpretação da 

existência de ganho de energia máxima da entrada para a saída. Como contribuição, obtém-se 

um novo algoritmo computacional para filtragem de dados de trajetórias de veículos 

espaciais, agora através de estimação de estado ∞H . Todos os procedimentos de projeto são 

ilustrados através de alguns exemplos aplicados a sistemas de rastreamento de veículos 

espaciais. Os resultados são comparados e discutidos. 



 

 

   ABSTRACT 

In this work, a new methodology of filtering data of paths of space vehicles is proposed 2H  

and ∞H  saw state estimates and discreet. In that new methodology, it is obtained, initially, 

the solution of the problem of filtering of data of paths of space vehicles saw state estimate 

through the equations of the filter of Kalman for Predicted Estimators and Filtered Estimators. 

The problem is solved through the mathematical development of the equations of the filter of 

Kalman that has as main function, to find a state estimate that minimizes the least-squares 

error. The equations mathematics are used for the development of the algorithm of the filter of 

Kalman. The algorithm of filtering of Kalman has two basic functions: prediction and 

correction. In the prediction phase the initial estimates and updating of the time of sampling 

are given, while, in the correction phase they are updated the measures. It is applied, also, the 

new methodology proposed in the project of filtering of data of path of space vehicles ∞H  

saw state estimate through equations of robust filter. The robust filtering has as function to 

esteem a linear combination that minimizes the norm, that has the interpretation of the 

existence of earnings of maximum energy of the entrance for the exit. In addition, it is 

obtained a new algorithm for filtering of data of paths of space vehicles, now through state 

estimate. All the project procedures are cultured through some applied examples to systems of 

tracking of space vehicles. The results are compared and discussed. 
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CAPITULO I 

1 Introdução 

Um sistema de rastreamento de veículos espaciais é composto, basicamente, por 

estações de radar e seus respectivos sistemas de tratamento de dados e visualização de 

trajetórias. Uma boa visualização dessa trajetória em rastreamento de veículos espaciais 

garante ao setor responsável pela segurança do vôo dos mesmos, parâmetros para análise e 

tomada de decisão com maior confiabilidade e precisão. Por esta razão os algoritmos de 

filtragem1 (estimação de estado) de trajetórias de veículos espaciais exercem uma função 

importante no tratamento dos dados rastreados. Uma característica importante do sistema de 

tratamento dos dados é a de operar em tempo real, condição necessária para o rastreamento de 

foguetes. Uma das facilidades deste sistema é efetuar a filtragem dos dados brutos (medidas 

de posição dos foguetes pelos radares) através da implementação de algoritmos e gerar o que 

se denominam dados filtrados (valores de posição e velocidade estimados do foguete).  

Portanto, a função básica do algoritmo para filtragem de dados de trajetórias é 

estimar a posição e a velocidade de um veículo espacial em movimento. A informação 

disponível para computar estas estimativas são medidas ruidosas da posição do veículo. Estas 

medições são obtidas a intervalos de tempo regulares pelos radares de rastreamento. As 

variáveis estimadas são utilizadas para prever a posição do veículo no próximo instante de 

amostragem, permitindo a eliminação das medidas errôneas. 

Esta dissertação tem como objetivo principal investigar o emprego de 

metodologias de filtragem robusta2 para tratamento de dados, com a finalidade de cálculo de 

ganhos de filtros dos dados de radar, para a obtenção de melhores propriedades de 

rastreamento de veículos espaciais. Estas metodologias são baseadas no problema de 

filtragem ∞H  para sistemas dinâmicos discretos e lineares, onde são consideradas as 

incertezas significativas nas estatísticas das medidas ruidosas.  
________________ 

1 O problema de obtenção de uma boa aproximação para uma grandeza corrompida por ruídos leva 
o nome genérico de filtragem. 

________________ 
2 A teoria do espaço robusto ( pH ) tem suas origens nas descobertas feitas por alguns matemáticos 

como G. H. Hardy e J. E. Littlewood. O começo do ponto histórico para a teoria do espaço pH  foi considerado 

com o trabalho, em 1915, por Hardy, com um teorema da convexidade. 
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Diferentemente da metodologia convencional (baseada no filtro de Kalman), onde 

o conhecimento exato a priori das propriedades estocásticas (ruído branco e sua respectiva 

densidade espectral) das medidas ruidosas é necessário para não degradar a estimação de 

estado, a filtragem robusta baseada no ganho de energia máxima das perturbações de entrada 

para a saída, procura fazer frente a esta dificuldade, sendo atualmente objeto de intensa 

pesquisa (HASSIBI, Vol. 44, n° 2, 1996).  

Como motivação adicional, pretende-se dar uma contribuição investigativa ao 

sistema de filtragem dos dados de radar do Centro de Lançamento de Alcântara, apresentando 

uma metodologia alternativa para a realização de análises comparativas de desempenho com o 

filtro atualmente utilizado no CLA ( “filtro γβα −−  tracker”, descrito no anexo D), com a 

finalidade de auxiliar no ajuste e adequação dos dados filtrados para diferentes tipos de 

veículos com fases (propulsada e balística) distintas durante a trajetória.Tais mudanças de 

fase podem provocar erros significativos na medição dos dados de posição do rastreamento 

em virtude do filtro em operação no CLA ajustar seus parâmetros constantes e iguais para 

todas as direções (BARROSO, 1992; CALDEIRA, 2000). Portanto, é altamente desejável que 

o filtro seja insensível a este tipo de incerteza, isto é, que o filtro seja robusto. 

Para análise comparativa de algoritmos de filtragem baseados no filtro de Kalman 

(em regime permanente, sob certas condições dos parâmetros γβα −− , o filtro de mesma 

denominação é semelhante ao filtro de Kalman convencional) e no filtro ∞H , uma aplicação 

é realizada para o tratamento de dados brutos obtidos de um radar da trajetória de um foguete 

de sondagem, bastante empregado no CLA em pesquisas científicas (CALDEIRA, 2000).  

Na seção 1.1, é apresentado a estrutura de rastreamento do CLA, com uma breve 

descrição do sistema de tratamento de dados, compreendendo as principais etapas: aquisição 

de dados brutos, filtragem e visualização na sala de segurança de vôo. 

Na seção 1.2, são descritos os modelos cinemático e de medidas normalmente 

adotados para os estimadores de estado usados em sistema de rastreamento de foguetes. 

No Capítulo II, apresenta-se uma revisão de alguns conceitos estatísticos e após, 

faz-se uma abordagem matemática da filtragem de Kalman (estimação de estado 2H ). De 

posse das informações necessárias, implementa-se um algoritmo computacional para 

filtragem dos dados da trajetória de um foguete de sondagem. 

No Capítulo III, estuda-se a filtragem robusta (estimação de estado ∞H ) e suas 

respectivas vantagens e desvantagens em relação a filtragem convencional de Kalman, 
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implementando-se um algoritmo de filtragem robusta para estimação de trajetórias de 

veículos espaciais. 

No Capítulo IV apresenta-se a análise de desempenho dos filtros 2H  e ∞H . 

Finalmente, no Capítulo V, apresenta-se uma conclusão do resultado dos 

trabalhos desenvolvidos nesta dissertação. 

1.1 Sistema de rastreamento de veículos espaciais 

O sistema de rastreamento de veículos espaciais do CLA é composto, 

basicamente, por duas estações de radar e seus respectivos sistemas de tratamento de dados e 

visualização de trajetórias (BARROSO, 1992; CALDEIRA, 2000). Devido às suas 

características técnicas e posicionamento em relação à rampa de lançamento os radares são 

denominados de radar de proximidade e radar de precisão.  

Na Figura 1.1, é apresentado esquematicamente o sistema de rastreamento de 

veículos espaciais do CLA, onde os dados brutos da trajetória do veículo rastreado são 

adquiridos pelos radares 1 e 2, em uma freqüência de amostragem, predefinida em vinte vezes 

por segundo (20 Hz), fornecendo informações de elevação, azimute e distância do foguete à 

rampa de lançamento. 

D a d o s   f i lt ra d o s
x , y , z

V x , V y , V z

D a d o s  b ru to s
e l,  a z , d

D a d o s   f i l tra d o s
x , y ,  z

V x , V y , V z

R A D A R  1 R A D A R  2

D a d o s  b ru to s
e l,  a z , d

T ratam en to
c en tra l d e

d ados

R A M P A  D E
L A N Ç A M E N T O

V IS U A L IZ A Ç Ã O  D A
T R A JE T Ó R IA

x(i)

T ratam en to
loc al de
d ados

T ratam en to
loc al de
dados

 
 Figura 1.1 – Sistema Básico de Rastreamento de Veículos Espaciais. 
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A seguir, os dados são enviados a um sistema de tratamento local de dados, 

situado na própria estação do radar, onde são processados localmente por um algoritmo de 

filtragem de ruído através de um programa computacional, adotando os critérios de 

minimização do desvio padrão (erro médio quadrado). Além da filtragem, objeto de 

investigação deste trabalho, o sistema de tratamento de dados local ainda realiza outras 

funções, na seguinte seqüência: eliminação de pontos aberrantes, transformação das 

coordenadas polares em coordenadas cartesianas, e mudança da referência do radar para a 

rampa de lançamento. 

Os dados filtrados da posição e as estimativas de velocidade e aceleração do 

veículo rastreado, em coordenadas cartesianas no referencial da rampa de lançamento 

utilizada, são enviados a uma cadência predefinida em projeto de dez vezes por segundo (10 

Hz), a um sistema de tratamento central de dados que tem como principal objetivo a 

realização das seguintes funções: 

• Visualização gráfica da trajetória percorrida pelo foguete; 

• Designação dos meios de rastreamento (se um radar perde o alvo, um 

outro radar que está rastreando lhe envia as coordenadas de posição, azimute e elevação e este 

volta a ser apontado para o foguete, voltando a rastrear); 

• Cálculo do possível ponto de impacto do foguete com a superfície 

terrestre caso a propulsão acabasse naquele instante; 

• Armazenamento dos dados em memória. 

Os radares podem rastrear os veículos no modo “eco de pele”, também chamado 

de modo radar ou no modo transponder  (modo respondedor). No modo transponder, o 

veículo rastreado dispõe de um equipamento embarcado que responde a um sinal de 

interrogação do radar. No modo radar, o rastreamento é feito através da reflexão no veículo de 

um pulso eletromagnético enviado pelo radar. Quando é utilizado o modo transponder o 

rastreamento pode ser efetuado no modo automático desde o início do lançamento. No modo 

radar, os operadores dos radares precisam monitorar o sinal refletido e comutar para o modo 

automático quando a relação sinal/ruído for considerada satisfatória. A comutação para o 

modo automático inicia a execução do algoritmo de filtragem. 

Quando o veículo rastreado possui vários estágios e está sendo rastreado no modo 

radar, os operadores precisam monitorar os instantes de separação dos estágios para evitar que 

os radares passem a rastrear o estágio liberado ao invés do veículo. Nestes casos, os 

operadores precisam comutar para o modo manual, realinhar os radares com o alvo correto e 
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depois retornar ao modo automático. A inicialização do rastreamento e filtragem requer o 

fornecimento dos seguintes dados: 

• Ângulo da rampa de lançamento; 

• Aceleração inicial do veículo; 

• Dados da trajetória nominal (valores das coordenadas cartesianas e os 

respectivos tempos); 

• Tempos de início e término da fase propulsada. 

Com estes dados, é possível modelar as fases do lançamento do veículo com boa 

precisão. Na fase balística pode-se supor uma aceleração aproximadamente igual à da 

gravidade, no valor de 9,81 m/s2.  

1.2 Modelo cinemático e de medidas 

Nesta seção, define-se a trajetória de lançamento de um veículo espacial e suas 

fases de lançamento. Na fase propulsada do lançamento, as equações do movimento se 

assemelham às do movimento retilíneo uniformemente acelerado, visto que nessa fase o 

veículo apresenta aceleração de propulsão que varia rapidamente de zero a um certo patamar 

de aceleração, caindo novamente (BARROSO, 1992). Portanto, supõe-se uma aceleração 

média constante (despreza-se os tempos de crescimento e decrescimento da mesma), do início 

ao fim da fase propulsada. Na fase balística as equações do movimento se assemelham às do 

movimento de um projétil, pois nesse estágio (despreza-se a resistência do ar), o veículo 

estará sujeito unicamente à força gravitacional. 

 O modelo cinemático adotado para os filtros deste sistema de rastreamento de 

foguetes é o de aceleração constante por partes (YAAKOV, 1993). Neste modelo, o ruído 

branco do processo ( iw ) é o incremento da aceleração durante o i-ésimo período de 

amostragem. Portanto, para o intervalo de tempo compreendido entre os instantes de tempo it  

e 1+it , a aceleração do foguete é constante e dada por: 

 itt waa
ii
+=

+1
           (1.1) 

para o intervalo de tempo 1+≤≤ ii ttt  e 

   
ii tti aaw −=

+1
           (1.2) 

As equações de estado (posição e velocidade) para o modelo cinemático são 

dados, respectivamente, por: 
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   tdt
ds ϑ=            (1.3) 

   ta
dt
d

=
ϑ

           (1.4) 

onde: ts , tϑ  e ta  são respectivamente os vetores de posição, velocidade e aceleração do 

veículo no instante de tempo t . 

Deve-se mencionar que estas equações são válidas para uma determinada 

coordenada. Para movimento em três dimensões, é conveniente considerá-lo independente em 

cada dimensão. 

Substituindo a aceleração definida na Eq. (1.1) na Eq. (1.4) e integrando em 

relação ao tempo, entre os instantes it  e t , tal que 1+≤≤ ii ttt , obtém-se: 

  [ ] [ ]( )iit

t

t ittt ttwadwa
ii ii

−+=+=− ∫ τϑϑ .              (1.5) 

Agora, de forma análoga, integrando a Eq. (1.3), obtém-se: 

  τϑτ dss
t

ttt
ii ∫=−           (1.6) 

Substituindo a Eq. (1.5) na Eq. (1.6), pode-se escrever 

 ∫∫ +−+=−
t

t t

t

t itttt
i ii ii

ddtwass τϑττ )]([ ,           (1.7) 

resultando em  

[ ] [ ] [ ]
22

22
i

i
i

tittt

ttwttattss
iii

−
+

−
+−+= ϑ            (1.8) 

 Fazendo 1+= itt , nas Eqs. (1.1), (1.5) e (1.8) e definindo-se ii ttT −= +1  (período 

de amostragem uniforme), obtém-se, respectivamente,  

  
22

.
22

1

TwTaTss itttt iiii
+++=

+
ϑ     (1.9) 

    TwTa ittt iii
..

1
++=

+
ϑϑ      (1.10) 

e 

    itt waa
ii
+=

+1
      (1.11) 
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As Eqs. (1.9), (1.10) e (1.11) descrevem a dinâmica do foguete e podem ser 

representadas na forma de equação discreta de estado para uma determinada coordenada 

como: 

   iiiii wGxFx +=+1          (1.12) 

em que: 

 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

i

i

i

i

a

s
x ϑ ,      (1.13) 

   
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
100

10
21 2

T
TT

F ,     (1.14) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
1

22

T
T

G       (1.15) 

 O modelo de medidas de posição em uma coordenada específica é dado por 

iiii vxHy +=      (1.16) 

em que nx ℜ∈  representa o vetor de estados, my ℜ∈  representa o vetor de medidas, iv  (de 

características estatísticas) representa o ruído de medidas e 

[ ]001=iH      (1.17) 

representa a matriz de observação. 

 A equação dinâmica completa, na sua versão discreta, compreende o modelo 

tridimensional, ou seja, para movimento em várias dimensões, é conveniente considerar 

equações dinâmicas independentes e desacopladas para cada coordenada, como apresentado a 

seguir: 



 
 

 8 
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    (1.18) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
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ϑ

ϑ
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00100
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00001

   (1.19) 

No modelo acima, x
is , y

is  e z
is  representam as coordenadas cartesianas x , y , e z  da posição 

do veículo no i-ésimo período de amostragem T. 

1.3 Fundamentos matemáticos 

Esta seção é dedicada à apresentação de alguns fundamentos matemáticos 

necessários ao entendimento e desenvolvimento deste trabalho, em conseqüência, 

aproveitamos este capítulo para introduzir os fundamentos teóricos e as técnicas básicas a 

serem utilizados nos capítulos subseqüentes. 

1.3.1 Propriedades de vetores aleatórios Gaussiano 

Considera-se dois vetores aleatórios Gaussiano x  e y  tal que 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

y

x
#  seja Gaussiano 

(SINGH, 1978). Estes vetores têm as seguintes propriedades: 
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Propriedade 1.1: 

A esperança condicional de x  dado y  é  

)]([][]/[ 1 xEyPPxEyxE yyxy −+= −     (1.20) 

onde: 

       

])()(([(

])()(([(

])()(([(

T
yy

T
yx

T
xy

T
xx

yEyyEyEP

PyEyxExEP

xExxExEP

−−=

=−−=

−−=

 

Na diferença, ]/[ yxEx − é independente de y e tem média zero. 

Propriedade 1.2:  

Considerando o vetor Gaussiano 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2

1

y
y
x

 onde 1y  e 2y  são vetores independentes. 

A esperança condicional de x  dados 1y  e 2y  é: 

  ][]/[]/[],/[ 2121 xEyxEyxEyyxE −+=    (1.21) 

Propriedade 1.3: 

A densidade de probabilidade condicional do vetor x , conhecendo o vetor y  é 

Gaussiana com média  ]/[ yxE  e covariância yxyyxyxx PPPP 1−− . 

1.3.2 Propriedades estatísticas relativas ao modelo discreto perturbado. 

Sendo o modelo dinâmico, discreto: 

  iiiii wGxFx +=+1  ∴  i  = 0, 1, 2...  (1.22) 

,iiii vxHy +=                    (1.23) 

em que nx ℜ∈  representa o vetor de estados, my ℜ∈  representa o vetor de medidas, 

nw ℜ∈  representa a perturbação do processo (neste caso, o incremento de aceleração), 
mv ℜ∈  representa o vetor ruído de medidas, nxnF   representa a matriz de transição de 

estado, nxlG   representa a matriz de transição da perturbação do processo e mxnH   representa 

a matriz de observação, este sistema deve obedecer as seguintes hipóteses: 



 
 

 10 

Propriedade 2.1: 

Os vetores iw  e iv  são seqüências de vetores com distribuição Gaussiana, 

independentes, de média zero, portanto: 

0][ =iwE , é a  esperança ou perturbação de média zero; 

0][ =ivE ,  é a  esperança ou ruído de média zero; 

 
⎩
⎨
⎧

≠
=

==
ji
jiQ

QwwE ij
T
ji 0
][ δ , matriz covariância da perturbação; 

 
⎩
⎨
⎧

≠
=

==
ji
jiR

RvvE ij
T
ii 0

,][ δ , matriz covariância do ruído, onde, R>0. 

 ijδ  é a função delta “Kronecker”  definida por          
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
ji
ji

ij 1
,0

δ  

 Q  e R  são as matrizes de covariância dos ruídos do processo e de medidas, 

respectivamente. A variável iw  é usada para descrever tanto os erros ocorridos no processo 

quanto as incertezas no modelo de estados e iv  representa os erros das medidas e os erros no 

modelo de observação. 

Propriedade 2.2: 

A perturbação iw e o ruído iv  não são correlatos, portanto: 

0][ =T
jivwE ;  ∀ i ≠j 

Propriedade 2.3: 

O estado inicial 0)0( xx =    é um vetor aleatório Gaussiano com: 

  média       00 ][ μ=xE  e  

 covariância    00000 ]))([( PxxE T =−− μμ  

Propriedade 2.4: 

O estado inicial 0x   e  ii vw ,  são não correlatos (independentes), logo 

0][ 0 =T
iwxE ;   0][ 0 =T

ivxE  ∀i. 

 

Propriedade 2.5: 

Valores médios de matrizes e vetores 
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a) Valor médio xm , onde x é um vetor aleatório 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

][

][
][

][ 2

1

n

x

xE

xE
xE

xEm
#

     (1.24) 

b) Matriz Covariância. 

[ ]
⎥
⎥
⎥
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⎥
⎥

⎦

⎤
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⎢
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⎢
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⎡
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T
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mxE
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"#
#

%#
"
"

GG (1.25) 

que pode ser escrita da seguinte forma 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2

2

2

21

2212

1211

nnn

n

n

xxxxx

xxxxx

xxxxx

x

KK

KK

KK

K

σ

σ

σ

"
#%##

#

"

    (1.26) 

em que, se os termos ix  da Eq. (1.26) forem estatisticamente independentes, resta só a 
diagonal principal (σ ). 

Propriedade 2.6: 

Seja 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)(

)(2

)(1

in

i

i

i

x

x
x

x
#

 ,      i = 0, 1, 2, ......   (1.27) 

Se os elementos são Gaussianos, então eles são conjuntamente Gaussianos e tem função 

densidade conjunta: 

       
[ ] [ ]

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−− −

=
iii

T
ii xxXxx

i

nx e
X

ixp
1

2
1

2
1

2)2(

1),(
π

            (1.28) 

em que:      ][ ii xEx =  

      [ ] [ ]{ }ii
T

iii xxxxEX −−=   é uma matriz covariância de dimensão nxn; 
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      iX  é o determinante da matriz covariância. 

1.3.3 Normas 

As teorias de estimação de estado 2H  e ∞H  fazem grande uso de normas, que são 

medidas do tamanho de um vetor ou de uma matriz.  

1.3.3.1 Normas de vetores 

Seja [ ]Tnx,x,xx …21=  um vetor de n elementos pertencentes aos números 

reais. A definição geral da norma deste vetor é (DOYLE, 1996): 

pn

i

p
ip xx

1

1
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∑

=
,     np ≤≤1 .         (1.29) 

Somente três normas-p, obtidas pelo conjunto p para 1, 2 ou ∞ são comumente usados: 

 

Nome Fórmula Comentários 

norma -1 ∑
=

=
n

i
ixx

11  Somatório dos valores absolutos 

norma - 2 ∑
=

=
n

i
ixx

1

2
2  Raiz quadrada do somatório dos valores 

absolutos ao quadrado. 

norma - ∞ ii
xmaxx =

∞
 

Máximo valor absoluto 

Tabela 1.1 – Resumo de normas de vetores comumente usadas 

 As normas 2L  e 2L [0, N] de um vetor ix  são definidas, respectivamente, por: 

   
21

0
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑
∞

=i
i

T
i xxx   e   

21

0
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑
=

N

i
i

T
i xxx . 

 No Apêndice F faz-se uma abordagem conceitual mais completa das normas de 

vetores e matrizes, mostrando exemplos numéricos e ilustração geométrica das normas de 

vetores 1, 2 e ∞. 

1.3.3.2 Normas de matrizes 

Estendendo o alcance de normas de vetores para matrizes requer o entendimento 

do papel destas matrizes como operador linear, decisivo na teoria de estimação de estado 

com muitas variáveis.  
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Recordando a definição de multiplicação de matrizes tem-se: para uma matriz 

mxnmnmmm

n

n

aaaa

aaaa
aaaa

A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

"
#%###

"
"

321

2232221

1131211

 

de m-linha e n-coluna no espaço mxnℜ  e para um vetor de saída my ℜ∈  e um vetor de 

entrada nx ℜ∈ , escreve-se Axy =  onde cada elemento do vetor de entrada é dado por 

∑ == n
j jiji xay 1 , sendo que ija  é o elemento da  matriz A  na linha i  e coluna j . Pode-se 

definir normas úteis para matrizes em termos do ganho do vetor norma de x para y. Isto é, a 

razão da norma de saída y e a entrada x mede o ganho de A como um operador linear, de 

entrada no espaço nℜ  e saída no espaço mℜ . Desde que esta relação não é sempre fixa, mas 

depende da escolha de x , usa-se o máximo ganho possível da norma do vetor de entrada para 

o vetor de saída:  

p

p

Rx
xp x

Ax
maxA

p∈

≠
=

0
     (1.30) 

A norma da matriz definida neste método é chamada de norma induzida, pois é induzida pela 

escolha da norma do vetor. Existem três normas de matriz induzida comumente usadas, 

correspondentes a normas de vetores para p = 1, 2 e ∞.  

Nome Fórmula Comentários 

norma -1 ∑
=

=
m

i
ijj

amaxA
11    Máximo somatório dos valores absolutos das 

colunas. 

norma - 2 

)A(A σ=2   ou 

[ ] 2
1

2 )AA(maxA T
iλ=  

Máximo valor singular, denotado de (.)σ . 

)AA(max T
iλ  é o máximo autovalor de AAT . 

Achar Autovalor 21,λλ :  0)det( =− AIλ  

norma - ∞ ∑=∞ j iji amáxA    Máxima soma da linha (valor absoluto). 

Tabela 1.2 – Resumo de normas de matrizes comumente usadas 

1.3.4 Normas de matrizes de transferência 

Há dois tipos de normas de matrizes de transferência: as dependentes e as não 

dependentes da freqüência. Das normas que não dependem da freqüência, são usuais as 

normas 2H  e ∞H . 
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1.3.4.1 Norma 2H  para sistemas discretos 

 A norma 2H  de uma matriz de transferência ( )sG  é definida por 
(VIDYASAGAR, 1993): 

{ } 2
1

2

0

jwjwT
2 ))G(e(eGTr

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫

π

π
dwG       (1.31) 

e a correspondente temporal 

  ( ) 2
1

0i
2 tr

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
i

T
i ggG            (1.32) 

em que a operação de integração utilizada no caso contínuo aparece substituída pelo 

somatório. As mesmas propriedades e interpretações discutidas no caso contínuo podem ser 

transpostas para o caso discreto. 

1.3.4.2 Norma ∞H  para sistemas discretos 

A norma e ∞H  é definida por (DOYLE, 1996; OLIVEIRA, 1999; RUDIN, 1987): 

( )jw

w
eGmaxG

ℜ∈∞
=      (1.33) 

e no domínio do tempo por: 

2

2

)(
)(

max
tu
tGu

G
w ℜ∈∞

=          (1.34) 

A norma ∞H  de um operador de transferência T  da perturbação da entrada iw  

para a variável medida na saída iy , é definida da seguinte forma:  

  
2

2

0,2 u
Tu

maxT
ulu ≠∈∞

=      (1.35) 

supondo-se o sistema uTy =  estável (onde 2L  é o espaço formado pelas funções quadráticas 

somáveis) em que u  representa a entrada do operador de transferência, Tuy =  representa a 

saída do mesmo operador e 
2

u  representa a norma usual 2H  de uma seqüência causal 

{ }ku , isto é, 

      ∑= ∞
=0

22
2 i iuu ou ( ) 2

12
2 ∑= i iuu ou ∑= ∞

=0
2

2 i i
T
i uuu . 

A norma 
∞

T  limitada por um número γ  é escrita no domínio do tempo e pode ser definida 

como o máximo valor de γ  para o qual 

    22 uy γ<           (1.36) 
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e 

   2
2
2

2
2

0,2
γ<

≠∈ u

Tu
máx

ulu
     (1.37) 

A norma ∞H  tem, deste modo, a interpretação da existência de ganho de energia máxima da 

entrada u  para a saída y . 

Neste estudo, T  é uma matriz, então a norma ∞H  de T  é o valor máximo de T , ).(Tσ  

1.3.5 Minimização do operador de transferência ∞T  

Como visto na seção 1.3.4, o operador de transferência ∞T  é dado por: 

   
2

2

0,2 u
Tu

T max
ulu ≠∈∞

=      (1.38) 

que, minimizando vem: 

   
2

2

0,2 u
Tu

máxminTmin
ulu ≠∈∞

=          (1.39) 

supondo Tu  estável, onde 2L  é o espaço formado pelas funções quadraticamente somáveis. 

A norma ∞T  , visto na Eq. (1.37), limitada por um número γ  é reescrita no domínio do 

tempo como: 

2
2
2

2
2

0,2
γ<

≠∈ u

Tu
máx

ulu
     (1.40) 

em que u  é formado pelo conjunto das seguintes penalidades: perturbação do processo )(w ,  

ruído das medidas da saída )(v  e do estado inicial )( 0x , como visto na Eq. (1.41). 

2
2

2
20

1
00

2
2 vwxxu ++Π= −     (1.41) 

e a função custo dada por: 

][ 2
2

2
20

1
00

22
2 vwxxTuJ ++Π−= −γ            (1.42) 

O primeiro termo do lado direito da Eq. (1.42) corresponde à função custo que 

minimiza o erro médio quadrático. O segundo termo do lado direito da Eq. (1.42) é o termo 

da penalidade sobre w , v  e  0x , sendo γ  uma constante positiva que representa a magnitude 

da penalidade. Do ponto de vista teórico, pode-se dizer que a estimativa Tu  e as variáveis 
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( )0,, xvw  são as políticas de  minimização e maximização da função custo J , 

respectivamente. 
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CAPITULO II 

2 Filtragem de dados via estimação de estado 2H  

2.1 Introdução ao filtro de Kalman 

Em 1960, Rudolf Emil Kalman3 publicou o seu famoso artigo descrevendo uma 

solução recursiva para o problema da filtragem linear de dados discretos (KALMAN, 1960; 

KALMAN, 1961). Desde então, devido principalmente aos avanços da computação digital, o 

Filtro de Kalman tem sido uma ferramenta de muita pesquisa e desenvolvimento. A Filtragem 

de Kalman vem sendo aplicada em áreas tão diversas quanto: aeroespacial, navegação 

marítima, instrumentação de usinas nucleares, modelamento demográfico, astronomia, 

meteorologia, economia e indústria em geral. 

A primeira aplicação prática para o Filtro de Kalman foi encontrada por Stanley 

F. Shimidt que trabalhava no projeto Apollo da NASA cujo objetivo era levar uma nave à Lua 

e trazê-la de volta a Terra. No momento ele tinha problemas na estimação de trajetórias e 

controle. Shimidt trabalhou no que seria a primeira implementação completa do Filtro de 

Kalman e tornou o mesmo parte integrante do sistema de controle da Apollo. Também por 

influência de Shimidt, o Filtro de Kalman foi incluído no sistema de navegação do cargueiro 

aéreo C5A. Neste caso, o Filtro de Kalman resolveu o problema de fusão sensorial, quando 

combinou dados de radar com aqueles provenientes de sensores inerciais para estimar a 

trajetória do avião. Desde então o Filtro de Kalman vem sendo parte integrante da maioria dos 

sistemas de bordo de estimação de trajetória e controle em aeronaves. 

 O Filtro de Kalman é, porém, considerado por muitos o grande avanço da teoria 

de estimação do século vinte. Muitas realizações desde sua introdução talvez não fossem 

possíveis sem ele. As principais aplicações da filtragem de Kalman estão nos sistemas de 

controle modernos e na navegação e rastreamento de todos os tipos de veículos. 

 Diante das qualidades abordadas e de sua vasta aplicação, como já mencionado 

anteriormente, decidimos investigar e dar continuidade na utilização da filtragem de Kalman, 

agora, aplicado em rastreamento de foguetes de sondagem, aproveitando dados de vôos 

realizados no Centro de Lançamento de Alcântara – CLA. 

______________ 
 3 No Apêndice A é mostrado uma pequena biografia de R. E. Kalman. 
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2.2 Filtragem via estimação de estado 2H  

 O problema de estimação de estados se resume, basicamente, ao seguinte 

conceito: dado um modelo de espaço de estado de um sistema dinâmico, deseja-se estimar as 

variáveis de estado a partir das medições das variáveis de saída (MENDEL, 1995; 

JACQUOT, 1994; HASSIBI, Vol. 44, n° 2, 1996; HASSIBI, Vol. 41, n° 1, 1996; SINGH, 

1978).  

 Um procedimento padrão para resolver o problema de estimação de estado, 

compreende a minimização de alguns critérios quadráticos com base nos erros de estimação. 

Este procedimento, denominado de Método dos Mínimos Quadrados (MMQ) ou estimação de 

estado 2H , é bastante atraente sob vários pontos de vista, como por exemplo, o emprego de 

algoritmos de otimização para se determinar estimativas ótimas. 

No emprego da filtragem de Kalman, inicialmente, estuda-se o desenvolvimento 

matemático da estimação de estado predita ou estimação a priori, que significa calcular a 

estimativa de estado no tempo i  dado uma seqüência de medidas somente até 1−i . Esta 

estimação pode ser calculada recursivamente através de uma equação que faz a correção do 

erro estimado dando um ganho do desempenho do filtro. Este ganho obedece à recursividade 

de Riccati, discreta no tempo. A seguir, são desenvolvidas as equações da estimação de estado 

filtrada (ou estimação a posteriori), que significa calcular a estimativa de estado no tempo i  

dada uma seqüência de medidas até o tempo i . Esta estimação pode ser calculada 

recursivamente através de uma equação que faz a correção do erro estimado dando um ganho 

do desempenho do filtro. Este ganho, também, obedece a uma recursividade discreta no 

tempo de Riccati. É observado que as estimativas de estado filtrado e predito são inter-

relacionadas. De posse das equações necessárias para se fazer predição e correção de erros de 

estimação, desenvolve-se e implementa-se o algoritmo para fazer a filtragem de dados da 

trajetória de um veículo espacial, usando um sistema de radar de rastreamento. 

A solução do problema de estimação de estado 2H  é dada através do estudo do 

Filtro de Kalman. Mas o que é o Filtro de Kalman? Teoricamente, ele é um estimador para 

aquilo que é chamado o “problema Gaussiano-linear-quadrático”, que é o problema de 

estimação dos estados instantâneos de um sistema linear dinâmico perturbado por ruído 

Gaussiano branco usando-se medições linearmente relacionadas aos estados e também 

corrompidos por ruído branco (CAINES, 1987). Na prática, o Filtro de Kalman é um conjunto 

de equações matemáticas que provê uma solução computacional eficiente para o método dos 
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mínimos quadrados, ou seja, descreve uma solução recursiva para o problema da filtragem 

linear de dados discretos (MENDEL, 1995; JACQUOT, 1994; SINGH, 1978; GREG, 2001). 

O filtro é muito poderoso, pois, permite a estimação dos estados passados, presentes e futuros 

de um sistema, sendo que para isso não é necessário um conhecimento preciso de seu modelo. 

Pelo que foi mencionado, pode parecer estranho que um estimador seja chamado 

de “filtro”, no entanto, dá uma idéia de remoção de parte indesejável de uma mistura. Este 

conceito pode ainda, ser estendido à separação entre “sinal” e “ruído”. Com o Filtro de 

Kalman, o termo além destes significados inclui também, o problema da inversão de um 

sistema, que representa as várias medidas como função das variáveis de interesse principal. 

No fundo, o filtro inverte esta relação funcional e estima as variáveis independentes 

(medidas). 

2.3 Objetivo do filtro de Kalman 

O objetivo do Filtro Ótimo de Kalman é estimar a cada instante, de forma ótima, o 

estado de um sistema dinâmico usando medidas de ruído da saída do sistema, conhecendo 

ix (variável de estado) sabendo que iy (saída medida) está sendo contaminada pelo ruído ( iv ) 

e pela perturbação ( iw ), o que permite dizer que filtragem é: poder estimar x  a cada 

instante. 

2.4 Filtro de Kalman discreto 

O Filtro de Kalman discreto é um algoritmo linear, recursivo e de variância 

mínima para a estimação dos estados desconhecidos de um sistema dinâmico a partir de 

medições discretas, corrompidas por ruído. Estado, neste contexto, se refere a qualquer 

quantidade de interesse envolvido no processo dinâmico. 

 O Filtro de Kalman discreto no tempo é um procedimento iterativo representado 

em várias etapas de processamento, como visto na Fig. 2.1. 

 O filtro é provido de uma informação inicial, incluindo medidas do erro de 

covariância, estimativas dos parâmetros iniciais e erro associado, sendo estes parâmetros 

usados para calcular uma matriz de ganho. O erro entre os parâmetros estimados e o dado 

medido é determinado e calculado pela matriz ganho para atualizar os parâmetros estimados e 

erro estimado. O erro atualizado e os parâmetros são usados como entrada de um modelo de 

comportamento para predizer o erro projetado e parâmetros para o próximo instante de tempo. 
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Para o desenvolvimento do algoritmo de estimação de estado 2H  (Filtro de 

Kalman), deve-se considerar inicialmente, algumas propriedades estatísticas, vistas na Sessão 

1.3.1, de variáveis aleatórias Gaussiana ao modelo discreto, contaminada com perturbações 

do sistema e ruídos nas medidas (GREG, 2001). Tais propriedades dão base matemática para 

o desenvolvimento das principais equações do Filtro de Kalman. 

Calculo do ganho de Kalman

Estimativa atualizada em função
das medidas

Projeção adiantada dos erros e
parâmetros

Cálculo do erro de covariancia
para as estimativas atualizadas

("Predição")
estimatimava inicial e

erro de covariância inicial

("Correção")
("Correção")

 

  Figura 2.1 – Malha usual do Filtro de Kalman 
 

2.5 Estimação ótima 2H  

A técnica de estimação de parâmetros associados a fenômenos físicos, baseados 

em medições imprecisas, não é recente e certamente vem desde os tempos dos esforços de 

Gauss para estimar parâmetros de órbitas planetárias baseado em dados adquiridos de muitos 

observatórios espalhados pela Europa. Gauss postulou que erros positivos e negativos 

poderiam ser considerados igualmente se uma medida de erro quadrático fosse empregada. 

Ele também encontraria que a melhor estimativa prevista seria atualizada pelos dados recentes 

de ponderação de acordo com a confiança na precisão das medições atuais. Isto é a essência 

da técnica de estimação de estado de Kalman (JACQUOT, 1994; SINGH, 1978). 
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 O problema de filtragem envolve estimação de estados de um sistema usando 

medições ruidosas passadas. Desde a publicação de artigos fundamentais por R. E. Kalman, a 

teoria de filtragem de Kalman baseada no critério de erro médio quadrático ( 2H  ótimo) tem 

sido profundamente estabelecido no controle e teoria de processamento de sinais e suas 

aplicações por mais de três décadas. Quando as perturbações de ruído são processos de ruído 

branco e suas densidades espectrais são exatamente conhecidas, o filtro de Kalman oferece o 

algoritmo de estimação de estado ótimo no sentido médio quadrático e variância mínima em 

que 
2

~
ix  e }~{ 2

ixE  são minimizadas, onde iii xxx ˆ~ −=  denota o erro de estimação. 

Entretanto, é difícil conhecer as propriedades estocásticas exatas das perturbações a priori. 

Neste caso, os estados estimados baseados no critério médio quadrático podem ser graduados 

pela estatística das incertezas das perturbações (TAKABA, 1996). 

 Neste capítulo é elaborado um estudo do Filtro de Kalman, onde se aborda a parte 

conceitual, tratamento matemático e aplicação do mesmo. Dando seqüência ao estudo de 

estimação de estado é apresentado uma versão do filtro de Kalman, escolhido pode ser, 

comprovadamente, o melhor estimador linear no sentido mínimo-quadrado 2H  (FORSSELL, 

1996; KAILATH, 1996; SINGH, 1978). 

2.5.1 Equações do filtro de Kalman para estimativas filtradas. 

 Inicia-se este desenvolvimento considerando o modelo discreto do filtro de 

Kalman, onde será calculada a estimativa de ix  dada a seqüência de medições de saída 

{ }iyyy ,....,, 10 , ou seja, incluindo o tempo atual i . O filtro de Kalman é um estimador linear, 

que trabalha envolvendo valores iix /ˆ (estimativa filtrada), isto é, a estimativa de ix  dado a 

seqüência de medições de saída { }iyyy ,...,, 10 . Para dar mais clareza a este raciocínio estuda-

se a seguir o Filtro de Kalman para estimativas filtradas. 

 O problema do Filtro de Kalman é estimar, a cada instante, os estados de um 

sistema dinâmico usando medições de ruído da saída do sistema. O Filtro de Kalman 

pressupõe que o sistema em questão pode ser descrito por duas equações que compõem um 

modelo geral de um sistema dinâmico discreto, da seguinte forma: 

001 =+=+ xwGxFx iiiii            (2.1) 

…,3,2,1=+= ivxHy iiii         (2.2) 
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sendo que nx ℜ∈  representa o vetor de estados, my ℜ∈  representa o vetor de medidas, 

nw ℜ∈  representa o ruído do processo, mv ℜ∈  representa o vetor de erros de medidas, 

nxnF   é uma matriz de transição de estado, nxlG   é uma matriz de transição do ruído do 

processo e mxnH   é a matriz de observação. 

 A equação (2.1) é denominada equação de estado, que no caso específico deste 

trabalho, descreve a dinâmica do foguete, conforme Eq. (1.12) e a equação (2.2) representa as 

medidas de posição do foguete em uma direção específica, conforme Eq. (1.16). Os índices 

i  e 1−i  representam os instantes de tempo atual e anterior, respectivamente.  

 Considera-se as equações de espaço de estado (2.1) do modelo geral do sistema 

dinâmico que será controlado pela equação diferença do vetor e matriz estocástico, com um 

vetor de saída (2.2) medido através de uma combinação linear de estados contaminados com 

medidas de ruído com { }0,, .. xvw ii  variáveis aleatórias, puramente Gaussiana, de média zero, 

de tal forma que a matriz covariância seja dada por: 

⎥
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      (2.3) 

em que as matrizes { }0,,,,, Πiiiii RQHGF são assumidas conhecidas (FORSSELL, 1996). 

A estimativa ótima de estado filtrado, também chamado de estimativa de estado  a 

posteriori, de ix  dada a seqüência de medições de saída { }iyyy ,...,, 10  pode ser calculada via 

recursão de Riccati, conforme visto nas seções subseqüentes. 

Para dar seqüência ao desenvolvimento do Filtro de Kalman, é necessário 

conhecer, inicialmente, alguns princípios estatísticos, apresentados na Seção 1.3.2, relativos 

ao modelo dinâmico discreto contaminado com perturbação e ruído. 

2.5.2 Problema do filtro ótimo de Kalman 

O problema do filtro ótimo de Kalman, discreto no tempo, é determinar a melhor 

estimativa de ix  da Eq. 2.1 em função de uma seqüência de observações passadas e recentes 

{ iyyy ",, 10 } da Eq. 2.2. O conjunto da seqüência de observações é denotado por: 

{ } ii Yyyy =",, 10 . 
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A melhor estimativa no sentido de minimização do seguinte critério de erro 

quadrático é: 

]/)ˆ()ˆ[( YxxSxxE ii
T

ii −−          (2.4) 

em que S representa uma matriz de ponderação simétrica definida não-negativa (S ≥ 0) e ix̂  

representa uma estimativa de estado em função das observações { } Yyyy i =",, 10 . 

Dadas as considerações iniciais sobre o modelo discreto, o objetivo é encontrar 

uma estimação ótima para o vetor ix , representada por ix̂ , que minimize o erro médio 

quadrático 

   iii
T

ii PxxxxE =−− )]ˆ()ˆ[(  

Definindo iii xxx ˆˆ~ −=  como sendo o vetor dos resíduos entre os estados reais e 

os estimados vê-se que a função custo a ser minimizada (pelo método dos mínimos 

quadrados) é exatamente o somatório do quadrado dos resíduos para cada instante de 

amostragem: 

∑
=

=
N

i
i

T
i xxEJ

1
]~~[           (2.5) 

Nota-se que ao minimizar uma função custo, minimiza-se também a covariância do resíduo: 

    ]~~[ i
T
ii xxEP =              (2.6) 

Sabendo que a estimativa ótima com relação ao critério de erro quadrático é a 

estimativa média condicional, pode-se escolher ix̂  tal que o erro médio quadrático 

condicional seja minimizado: 

   ]/~~[
2
1

ii
T

i YxxEJ =         (2.7) 

ou 

   ]/)ˆ()ˆ[(
2
1

iii
T

ii YxxxxEJ −−=     (2.8) 

em que iii xxx ˆ~ −=  representa o vetor erro de estimação, ix  representa o vetor de estado e ix̂  

representa a estimativa ótima. 

A estimativa ótima ( x̂ ) do critério acima é a média condicional, ou seja, 
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]/[]/[ˆ ,1,0 iiii
i

i YxEyyyxEx == "         (2.9) 

Observa-se das propriedades descritas nas seções 1.3.1 e 1.3.2, que a densidade de 

probabilidade condicional )/( ii Yxp  é gaussiana e a estimação máxima a posteriori é 

idêntica à estimativa média condicional para este problema. 

Define-se, também, os estados estimados a priori (ou predição de um passo), 

como a estimação de estado ix  no instante i , dado uma seqüência de medições até 1−i , ou 

seja: 

 ]/[],,/[ˆ 11101/ −−− == iiiiii yxEyyyxEx "    (2.10) 

sendo que n
iix ℜ∈−1/ˆ representa a estimativa ótima de estado. 

Através desta definição observa-se que poderão ser solucionados dois outros 

problemas, os quais estão próximos do problema do filtro, que são: a determinação de ijx /ˆ  

com i < j que representa o problema de Predição ou Extrapolação e a determinação de ijx /ˆ  

com i > j que representa o problema Smoothing. Tratar-se-á a seguir apenas o problema de 

filtragem. 

2.5.3 Desenvolvimento das equações do filtro de Kalman. 

A abordagem para o desenvolvimento das equações do filtro de Kalman pode ser 

dividida em um número de passos distintos, descritos a seguir: 

Passo 1  –  Transição do estado 1−ix  para ix . 

Assumindo conhecido a estimativa de estado 1/1ˆ −− iix , deseja-se determinar o 

preditor de um passo 1/ˆ −iix . Considerando a equação dinâmica (2.1) e tornando a média 

condicional dos dois lados da equação, obtém-se: 

],,/[],,/[],,/[ 1101111011110 −−−−−−− += iiiiiiii yyywGyyyxEFyyyxE """    (2.11) 

Porém, desde que 1−iw  seja independente de 02 ,, wwv ii "−  e 0x , ele é independente 

de { }iyyy ",, 10 , tal que  

0][],,/[ 11101 == −−− iii wEyyywE "  

e a Eq. (2.11) fica 
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],,/[],,/[ 11011110 −−−− = iiiii yyyxEFyyyxE ""  

que corresponde a 

1/111/ ˆˆ −−−− = iiiii xFx      (2.12) 

A equação acima é denominada de “preditor”. 

Erro de predição de 1 passo: 

A seguir determina-se a matriz covariância para o erro de predição de 1 passo, ou seja: 

],,/)ˆ)(ˆ[( 1101/1/1/ −−−− −−= i
T

iiiiiiii yyyxxxxEP "       (2.13) 

A propriedade 1.1 da Seção 1.3.1, sobre vetores aleatórios Gaussianos, garante que o erro de 

predição  )ˆ( 1/ −− iii xx  é independente da seqüência 110 ,, −iyyy " , de tal forma que a 

matriz covariância da Eq. (2.13) pode ser reescrita da seguinte forma: 

 ])ˆ)(ˆ[( 1/1/1/
T

iiiiiiii xxxxEP −−− −−=      (2.14) 

O erro de predição de um passo pode ser escrito assim 

     111/1111/ )ˆ(ˆ −−−−−−− +−=− iiiiiiiii wGxxFxx     (2.15) 

de tal forma que se obtém 

}])ˆ(][)ˆ({[ 111/111111/1111/
T

iiiiiiiiiiiiii wGxxFwGxxFEP −−−−−−−−−−−−− +−+−=  

       

])()ˆ()(

)(ˆ)(ˆ)(ˆ

)()ˆ()([

11111/11111111

111/111/111/11111/11

11111/11111111

T
iiii

T
iiiii

T
iiii

T
iiiii

T
iiiiii

T
iiiii

T
iiii

T
iiiii

T
iiii

wGwGxFwGxFwG

wGxFxFxFxFxF

wGxFxFxFxFxFE

−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−

+−+

−+−

+−=

 

que resulta 

T
ii

T
ii

T
iiiii

T
ii

T
iiiii

T
iiiiii

QGGFYxxwEG

GYwxxEFFPFP

11111/1111

1111/11111/111/

]/)ˆ([

]/)ˆ[(

−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−

+−+

−+=
  (2.16) 

Nota-se que 0][ 11 =−− ii wxE , desde que 1−ix  seja uma função de 0x  e de 

210 ,, −iwww " , mas não de 1−iw . Na soma 1−iw  tem média zero e também:  

  0][ˆ][ˆ]/ˆ[ 11/11/11/1111/1 === −−−−−−−−−−−
T
iii

T
iiiii

T
iii wExwExYwxE  

Observa-se que o termo T
ii/ii FPF 1111 −−−−  da equação (2.16) é dado pela seguinte simplificação  



 
 

 26 

     }])ˆ(ˆ[)]ˆ({[ 11/111/1111/111111/11
T

i
T

iiiiii
T

iiiiii
T

iiii FxxxFFxxxEFFPF −−−−−−−−−−−−−−−−− −−−=  

que resulta em 

  T
i

T
iiiiiii

T
iiii FxxxxEFFPF 11/111/11111/11 ])ˆ)(ˆ[( −−−−−−−−−−−− −−= . 

sendo que o termo 

   1/11/111/11 ])ˆ)(ˆ[( −−−−−−−− =−− ii
T

iiiiii PxxxxE  

tal que a matriz covariância do erro de predição de 1 passo, possa ser determinada pela 

expressão abaixo, chamada de Recursão de Riccati. 

T
ii

T
iiiiii QGGFPFP 1111/111/ −−−−−−− +=     (2.17) 

A equação acima serve para determinar o “Erro de Predição médio quadrático”. 

Passo 2  –  Predição de um passo da estimativa filtrada (a posteriori). 

Neste passo deseja-se expressar a estimativa de ix  dado as medidas até it , ou 

seja, dado a seqüência de medidas de saída { } iii Yyyyy =− ,,, 110 " . Para fazer isto, 

determina-se a densidade de probabilidade condicional 

    )/(),,,/( 110 iiiii Yxpyyyyxp =−"  

Notando que pode-se reescrever esta densidade de probabilidade condicional como 

    ),/()/( 1 iiiii yYxpYxp −=  

onde separa-se a saída da última medição de todas as medidas da seqüência 1−iY . Aplicando o 

teorema de BAYES para esta expressão, isto conduz para a seguinte relação: 

)/(
)/(

),/(
),(
),(

)/(
),(

),,(
),/()/(

1

1
1

1

1
1

1

1
1

−

−
−

−

−
−

−

−
− ====

ii

ii
iii

ii

ii
ii

ii

iii
iiiii Yyp

Yxp
Yxyp

yYp
Yxp

xyp
yYp

yYxp
yYxpYxp     (2.18) 

Considerando a equação de observação (2.2) e observando que o conhecimento de 

ix  implica que a única quantidade aleatória é iv  que é independente de 
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{ }110 −iyyy ",,  (desde que { }iv  seja uma seqüência de variáveis aleatórias 

independentes e iv  seja independente de 0x  e iwww ,...,, 10 ), pode-se então escrever: 

    )/(),/( 1 iiiii xypYxyp =−  

Substituindo em (2.18) obtém-se 

  
)/(

)/()/()/(
1

1

−

−=
ii

iiii
ii Yyp

YxpxypYxp     (2.19) 

Nesta ordem, para determinar a máxima estimativa a posteriori usando a 

expressão acima, somente será necessário avaliar a densidade de probabilidade do numerador 

desde que o denominador não seja uma função explícita de ix .  

Para avaliar a densidade de probabilidade condicional )/( ii xyp , considera-se a 

equação de observação (2.2). Para um dado ix , iy  é um vetor aleatório Gaussiano de média 

    ]/[]/[]/[ iiiiiii xvExxHxyE += . 

que resulta 

][]/[ iiii xHxyE =  

desde que  

    0][]/[ == iii vExvE  

 

A matriz covariância do erro é dada por: 

   RvvExHyxHyE T
ii

T
iiiiii ==−− ][]))([(  

podendo então escrever a densidade de probabilidade )/( ii xyp  da seguinte forma 

)()(
2
1 1

)/(
iii

T
iii xHyRxHy

ii Kexyp
−−− −

=     (2.20) 

onde K  é uma constante de normalização apropriada. 

Para avaliar a densidade de probabilidade, a priori, )/( 1−ii yxp , nota-se que da 

Propriedade 1.3 da Seção 1.3.1, esta densidade de probabilidade é Gaussiana de média 1/ˆ −iix  

e covariância 1/ −iiP  tal que tem-se 
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)ˆ()ˆ(
2
1

'
1

1/
1

1/1/
.)/(

−
−
−− −−−

− =
iiiii

T
iii xxPxx

ii eKYxp    (2.21) 

de tal forma que a densidade de probabilidade a posteriori  )/( ii Yxp  pode ser escrita assim 

 
)]ˆ()ˆ()()[(

2
1

'' 1/
1

1/1/
1

)/(
−

−
−−

− −−+−−−
=

iiiii
T

iiiiii
T

iii xxPxxxHyRxHy
ii eKYxp       (2.22) 

Aqui, ''K   também leva em conta o denominador )/( 1−ii Yyp  da Eq. (2.19). 

 

A fim de desenvolver a estimativa máxima a posteriori (que é o mesmo que a 

estimativa média condicional para este caso), pode-se derivar o logaritmo de (2.22) em 

relação a ix , através da regra C6 do Apêndice C, e igualar a zero para obter a estimativa 

ótima iix /ˆ . Assim, obtém-se: 

   0)ˆ()( 1/
1

1/
1 =−−− −

−
−

−
iiiiiiii

T
i xxPxHyRH  

para  iii xx /ˆ=  

 1/
1

1/
1

/
1

1/
1 ˆˆ)( −

−
−

−−
−

− +=+ iiiii
T
iiiiii

T
i xPyRHxPHRH  

)ˆ()(ˆ 1/
1

1/
111

1/
1

/ −
−
−

−−−
−

− ++= iiiii
T
iiii

T
iii xPyRHPHRHx  

)ˆ)()(ˆ 1/
1

1/
11

1/
1111

1/
1

/ −
−
−

−−
−

−−−−
−

− +++= iiiiiii
T
ii

T
iiii

T
iii xPPHRHyRHPHRHx  (2.23) 

chamando MPHRH iii
T
i =+ −−

−
− 11

1/
1 )(   e usando o Lema da Inversão de Matriz, Apêndice 

B, o segundo termo da Eq. (2.23) fica: 

1/
1

1/
1

1/ ˆ)(ˆ −
−

−
−
− −= iii

T
iiiii xHRMHIxMP  

           1/
11 ˆ)( −
−− −= iii

T
i xHRMHMM  

           1/
1

1/
1 ˆˆ −

−
−

− −= iii
T
iii xHRMHxMM  

  1/
111

1/
1

1/ ˆ)(ˆ −
−−−

−
−

− +−= ii
T

ii
T

ii xHRHPHRHx       (2.24) 

Substituir (2.24) em (2.23) vem: 
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)ˆ)(ˆ)(ˆ 1/
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−−−

−
−

−
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−
− +−++= ii

T
ii

T
iii

T
iiii

T
iii xHRHPHRHxyRHPHRHx  

que pode ser reescrito assim 

)ˆ()(ˆˆ 1/
111

1/
1

1// −
−−−

−
−

− −++= iiii
T
iiii

T
iiiii xHyRHPHRHxx   (2.25) 

Esta expressão nos habilita a obter o novo valor de estimação de estado dado uma nova 

observação. 

Finalmente, calcula-se a variância do erro de estimação. Nota-se que 

     )ˆ()(ˆ 1/
1

1/
111

1/
1

/ −
−
−

−−−
−

− ++= iiiii
T
iiii

T
iii xPyRHPHRHx  

e 

iiii vxHy +=  
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)ˆ()(ˆ 1
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1
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T
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T
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T
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−
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− −++++−=−  

que simplificando dá 

     )]ˆ([)(ˆ 1/
1

1/
111

1/
1

/ −
−
−

−−−
−

− −−+−=− iiiiii
T
iiii

T
iiii xxPvRHPHRHxx  

e 

       )]ˆ()ˆ[( /// iii
T

iiiii xxxxEP −−=  

Usando as expressões acima e notando que iv  e ix  são independentes, sendo iv  

um ruído de média zero e, também, que  iv  e 1/ˆ −iix  são independentes, obtém-se 

11
1/

1
/ )( −−

−
− += iii

T
iii PHRHP      (2.26) 

As expressões (2.25) e (2.26) envolvem a inversão de matrizes n x n, onde n é a ordem do 

vetor de estado. Porém, desde que o vetor observação seja usualmente de ordem baixa, é 

possível converter estas inversões de matrizes para ordens menores de si mesma, usando o 

Lema de inversão de matrizes, Apêndice B, que se tem usado no método recursivo mínimo 

quadrado. 

Assim, usando o Lema citado acima, pode-se reescrever a expressão da Eq. (2.26) da seguinte 

maneira 
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   1/
1

1/1/1/
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1/
1 )()( −

−
−−−

−−
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− +−=+ iii
T
iiii

T
iiiiiiii

T
i PHRHPHHPPPHRH  

e para a expressão (2.25) precisa-se avaliar que a igualdade abaixo é verdadeira 

 1
1/1/

111
1/

1 )()( −
−−

−−−
−

− +=+ RHPHHPRHPHRH T
iiii

T
iii

T
iiii

T
i   (2.27) 

O segundo membro da Eq. (2.27) foi obtido como visto na demonstração abaixo: 

111
1/

1 )( −−−
−

− += RHPHRHM T
iiii

T
i   × 11)( −−RH T

i  

11
1/

111 )().( −−
−

−−− += iii
T
i

T
i PHRHRHM . 

Elevando à potência negativa vem 

 1
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111. −
−

−−− += iii
T
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T
i PHRHRHM    × ( 1−i/iP ) 

IHRPHPRHM iii
T
iii

T
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T
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T
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Elevando à potência negativa vem 

1
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1
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T
ii/i

T
i   × ( 11−/i

T
i PH ) 

1
1
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T
iii/i

T
i PH)RHPH(M  

Como pode ser visto, a equação acima é o segundo membro da Eq. (2.27).  

Usando a igualdade acima, obtêm-se as duas novas relações a seguir. 

 )ˆ()(ˆˆ 1/
1

1/1/1// −
−

−−− −++= iiii
T
iiii

T
iiiiiii xHyRHPHHPxx   (2.28) 

e 

1/
1

1/1/1// )( −
−

−−− +−= iii
T
iiii

T
iiiiiii PHRHPHHPPP    (2.29) 

 

As Eqs. (2.12), (2.17), (2.28), (2.29) constituem as equações do filtro ótimo de 

variância mínima linear desenvolvido por Kalman e Bucy. 

A Eq. (2.28) nos habilita calcular a estimativa ótima no instante i , dadas ass 

medidas { }iyyy ",, 10  usando a predição de um passo e a diferença entre a saída atual 

iy  e a saída predita 1/ˆ −iii xH . A diferença ( 1/ˆ −− iiii xHy ) é chamado de “Processo de 
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Inovação” ou resíduo e reflete a discrepância entre as medidas preditas 1/ˆ −iii xH  e a medida 

atual iy . Em um resíduo de média zero, as duas medidas estão em completo acordo. A 

diferença ( 1/ˆ −− iiii xHy ) é ponderada pelo seguinte termo: 

1
1/1/ )( −
−− += RHPHHPK T

iiii
T
iiii     (2.30) 

A matriz (ou vetor) iK  é o fator de ponderação e usualmente chamado de 

“Ganho do Filtro de Kalman”, que minimiza o erro de covariância a posteriori. O fator iK  

minimiza os termos individuais da diagonal principal de iP , pois estes termos representam as 

variâncias dos erros de estimação dos elementos do vetor de estado que está sendo estimado. 

Uma forma do resultado de K  que minimiza (2.29) é determinado por (GREG 

2001): 

RHPH
HP

RHPHHPK

T
iiii

T
iii

T
iiii

T
iiii

+
=

+=

−

−

−
−−

1/

1/

1
1/1/ )(

 

Analisando a equação acima vê-se que, quando o erro de covariância das medidas 

R  se aproxima de zero, o ganho K  pesa mais fortemente no resíduo (erro de estimação), ou 

seja, 

1
0

lim −

→
= ii

R
HK

i

. 

Por outro lado, quando o erro de covariância da estimativa a priori 1/ −iiP  se aproxima de zero, 

o ganho K  pesa menos fortemente no resíduo (erro de estimação), ou seja,  

0lim
01/

=
→−

i
P

K
ii

. 

Outro modo de analisar a contribuição de K é que, quando a covariância do erro 

da medida R se aproxima de zero, a medida atual iy  é cada vez mais confiável, enquanto a 

medida predita 1/ˆ −iii xH  cada vez menos confiável. Por outro lado, quando a matriz de 

covariância do erro de estimação a priori 1/ −iiP  se aproxima de zero, a medida atual iy  é 

cada vez menos confiável, enquanto a medida predita 1/ˆ −iii xH  é cada vez mais confiável. 
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A Tabela abaixo resume as principais equações demonstradas acima. 

Equações do Filtro de Kalman Discreto N° 

Preditor de 1 passo        1111 −−−− = iiiii xFx // ˆˆ  2.12 

Recursão de Riccati        T
ii

T
iiiiii QGGFPFP 1111/111/ −−−−−−− +=  2.17 

Cálculo da estimativa        )ˆ(ˆˆ 1/1// −− −+= iiiiiiiii xHyKxx  2.28 

Cálculo da covariância        1// )( −−= iiiiii PHKIP  2.29 

Ganho de Kalman        1
1/1/ )( −
−− += RHPHHPK T

iiii
T
iiii  2.30 

Tabela 2.1 – Resumo das Equações do Filtro de Kalman 

Desta forma foram encontrados todas as equações necessárias para a obtenção do 

Filtro de Kalman Discreto – FKD. 

Estas expressões podem ser representadas através do diagrama de blocos que 

representa o processo (planta), a saída (medidas) e o estimador (filtro), como visto na Fig. 2.2. 

G Delay

F

H
wi +

+

x i +
+

v i

y i
x i+1

iii xxx ˆ~ −=Ki

H

+

-

+

Cálculo do
ganho do

Filtro

W, V, M

y i

Delay
iix /1ˆ +

F

+

1/ˆ −iix

Filtro

vi

1/1/ ˆˆ −− = iiii xHy

1/ˆ −iixF

MedidaPlanta

 
  Figura 2.2 – Diagrama de blocos dos modelos de Planta, Medidas e Filtro. 
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 Nota-se que o filtro tem a mesma estrutura do processo. A Eq. (2.29) que habilita 

o cálculo do erro de covariância é uma matriz do tipo Equação de Riccati, e que esta 

equação, assim como, a Eq. (2.17) são independentes das observações, de tal forma que estas 

equações, juntamente com o Ganho do Filtro de Kalman (2.30) podem ser pré-calculadas. 

2.6 Algoritmo do filtro de Kalman 

O diagrama de blocos de um sistema que utiliza o Filtro de Kalman e onde este é 

inserido no processo de filtragem é mostrado na Fig. (2.3). 

 

Início
x0

Entrada
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Cálculo do Ganho de Kalman

i = 0
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T
iiiiiii PHRHPHHPPP

1
111
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−−− +−= )( /// RHPHHPPK T
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T
iiiiii

Saída iK

T
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T
iiiiii QGGFPFP 1111/111/ −−−−−−− +=

1+= ii
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+ Delay H +
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+
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+

H
F

Delay

+
ix̂

iK
−

1ˆ −ixF

1ˆˆ −= ii xHy

1ˆ −ix

iy

iv

+

 
 

  Figura 2.3 – Fluxograma e algoritmo do vetor Filtro de Kalman. 

Nesta figura pode-se perceber a relação existente entre o Filtro e o sistema cujos 

estados estão sendo estimados. 

A partir das equações da seção anterior tem-se o seguinte algoritmo: 
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1. Escolher os valores iniciais 0x̂  e 0P  e fazer 1=i . Se não houver nenhum 

conhecimento sobre as condições iniciais do sistema, a Eq. (2.17) sugere que a 

covariância do erro de predição seja grande para favorecer a convergência. 

2. Calcular os estados estimados a priori: (predição) 

  1111 −−−− = iiiii xFx // ˆˆ  

3. Obter o novo vetor de medidas iy  

4. Estimar as matrizes de covariância dos erros de processo e medição, 1−iQ  e 

iR  respectivamente. 

5. Calcular a covariância dos resíduos de estimação a priori: 

  T
ii

T
iiiiii QGGFPFP 1111/111/ −−−−−−− +=  

6. Calcular o ganho do Filtro de Kalman: 

  1
1/1/ )( −
−− += RHPHHPK T

iiii
T
iiii  

7. Estimar o vetor de estados: (correção) 

  )ˆ(ˆˆ /// 11 −− −+= iiiiiiiii xHyKxx  

8. Calcular a covariância do erro: 

  1−−= iiiiii PCKIP // ][   

9. Incrementar i  e voltar ao item 2. 

2.7 Observações na implementação prática 

O algoritmo do Filtro de Kalman é bem geral e direto, porém, muitas vezes sua 

implementação requer alguma prática, bom senso e conhecimento prévio sobre o sistema. 

Desta forma, além de se obter e sintonizar o modelo do processo deve-se descobrir se o 

conjunto de sensores disponíveis é suficiente ou não para observar todos os estados de 

interesse. Finalmente, uma importante observação que deve ser feita para qualquer sistema de 

estimação em tempo real é o custo computacional. Em função disso, se algum processo puder 

ser feito para reduzir o tempo de computação on-line, deve ser considerado. A seguir serão 

feitos alguns comentários sobre a implementação do Filtro de Kalman. 

2.8 Sintonia do sistema e obtenção das matrizes de covariância 

Apesar de existirem métodos analíticos para a obtenção da matriz de covariância 

iQ , a implementação destes métodos é muito difícil. Na prática, esta matriz é estimada por 
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experimentação e intuição. Uma vez que o filtro de Kalman já foi implementado esta matriz 

pode ser ajustada por tentativa e erro através da comparação entre os resultados obtidos, 

sendo que o seu valor inicial é escolhido intuitivamente. A matriz de covariância final, é 

então, aquela que forneceu os melhores resultados durante a fase de experimentação. Duas 

possíveis simplificações em relação à estrutura da matriz podem ser feitas a fim de facilitar a 

obtenção do valor final. A primeira é assumir que esta é constante e a outra é considerar que 

não existe correlação entre os erros das variáveis de processo. Esta última consideração, reduz 

iQ  a uma matriz diagonal. O conhecimento de como os estados estão se comportando em 

relação aos valores reais também pode ser útil na determinação desta matriz. Isto significa que 

devem ser atribuídos menores valores de covariância aos estados que foram modelados mais 

precisamente. Deve ser lembrado também, mesmo que a matriz não seja diagonal, que toda 

matriz de covariância é simétrica. 

Para a determinação da matriz iR  não existem métodos analíticos. Novamente, é 

necessária uma determinação empírica da mesma, considerando que a matriz é diagonal. 

Neste caso esta consideração reflete bem a realidade, principalmente quando consideramos 

que as medições vêm de sensores distintos. Novamente, a matriz pode ser considerada 

constante e permitindo, assim, que os valores das covariâncias possam ser derivados, pelo 

menos aproximadamente, através dos dados fornecidos pelos fabricantes dos sensores já que 

os sensores mais precisos possuem covariância menor. 

Apesar de não ser muito trivial encontrar os valores das matrizes iQ  e iR  é 

importante que estas reflitam a precisão relativa existente entre o modelo dinâmico e o 

modelo de medição. Isto significa, por exemplo, que se as medições são precisas e o modelo 

dinâmico é impreciso, os elementos da matriz iQ  devem ser maiores que aqueles de iR . Em 

particular se as medições são perfeitas, 0=iR  e se o modelo dinâmico é perfeito, 0=iQ . 

Obviamente, isto não acontece na prática e mesmo se ocorresse, um Filtro de Kalman não 

seria a ferramenta mais apropriada para resolver este problema, já que este filtra sistemas 

contaminados. 

2.9 Aplicação nº 1: Filtragem da trajetória de um foguete 

Conhecidas, nas seções anteriores, todas as técnicas de filtragem linear de dados 

discretos (estimação de estado 2H ), inicia-se aqui a criação de um programa computacional 
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de filtragem para estimação da trajetória de um foguete de sondagem de um estágio e duas 

fases: uma propulsada e uma balística. 

Neste trabalho, o objetivo principal é verificar a capacidade de operação do Filtro 

de Kalman, através da estimação de dados de posição, velocidade e aceleração de um veículo 

espacial. 

Considerando uma variância do processo pequena, assume-se que 2=Q . O valor da 

estimativa inicial é dado pelo vetor  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=−

1,0
1
10

ˆ 1/0x .  Por este motivo, a covariância do 

resíduo deve ser grande, de forma a proporcionar uma convergência rápida do filtro. 

Consideram-se as Eqs. (1.12), (1.13), (1.14) e (1.15) que descrevem a dinâmica do foguete e 

as Eqs. (1.16) e (1.17) que dão o modelo das medidas de posição em uma direção específica. 

Para iniciar o algoritmo, atribuiu-se um valor inicial à covariância do resíduo, dada pela 

matriz diagonal       
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

10000
01000
00100

0P . 

A implementação do algoritmo de filtragem de Kalman se desenvolveu baseada 

no fluxograma da Fig. (2.3) e nas Eqs. da Tabela (2.1). Os dados brutos, da trajetória, usados 

no programa foram obtidos através do rastreamento de um foguete de sondagem. Os 

resultados são apresentados através das Fig. (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8). 
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 Figura 2.4 – Dados não filtrados da trajetória do vôo de um foguete. 

A Fig. 2.4 mostra os dados brutos da trajetória do foguete, através da coordenada 

z (zênite), onde observa-se que este atingiu um apogeu de 70 Km e teve uma duração de vôo 

de aproximadamente 264 segundos. 

Submetendo os dados brutos ao algoritmo de filtragem de Kalman obtém-se os 

dados filtrados visto na Fig. (2.5). Observa-se nesta figura que os dados filtrados estão 

sobrepondo os dados brutos e não se tem muita clareza do resultado da filtragem. Para se ter 

uma melhor visualização do efeito da filtragem sobre os dados brutos foi necessário 

selecionar uma parte da trajetória, como visto no Detalhe 1 da Fig. (2.5) e mostrar na Fig. 

(2.6). 
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 Figura 2.5 – Dados brutos e filtrados da trajetória de um foguete. 

A Fig. (2.6) mostra a resposta do filtro de Kalman às variações das medidas 

ruidosas feitas pelo radar. 

 
 Figura 2.6 – Vista ampliada da resposta à filtragem de Kalman. 

 A Fig. (2.7) mostra o erro entre a medida atual iy  e a medida predita 1/ˆ −iii xH .  

Detalhe 1 

Vista ampliada do 
Detalhe 1 da Fig. (2.5) 
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 Figura 2.7 – Desempenho do FKD em função dos parâmetros P, Q e R. 

  Analisando a Fig. (2.7) observa-se um comportamento anômalo nos intervalos 

de tempo compreendidos entre 65 a 120 e 260 a 264 segundos. No primeiro intervalo o erro 

residual aumenta em decorrência da separação de estágios e início do processo de ativação do 

sistema de controle de atitude, já no segundo intervalo do rastreamento o erro aumenta em 

virtude do sensor radar está com visibilidade praticamente na linha do horizonte, 

notadamente, captando alvos indesejáveis.  

 A Fig. (2.8) mostra o ganho do filtro de Kalman para o vetor posição. 

 
 Figura 2.8 – Ganho do filtro de Kalman 
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 O filtro oscila inicialmente devido aos valores iniciais estimados 0x̂  e 0P  não 

serem os mais precisos, porém, este entra em regime aos 5 segundos. 

Resultados 

Para simular o processo, primeiramente foram adquiridos os dados brutos da 

coordenada cartesiana z . Adotando uma variância da perturbação de 2=Q , foram obtidas as 

medidas y  do sistema. Na simulação, cujos resultados podem ser vistos nas Figs. (2.4)  a 

(2.8), o parâmetro de ajuste, referente à variância do ruído de medição, foi fixado em 6=R . 

Como este é o valor real da variância deste ruído, espera-se que o filtro forneça os melhores 

resultados para esta situação. Para valores muito grandes observa-se que o filtro não consegue 

eliminar totalmente o ruído e não há convergência. Os resultados para R muito grande 

mostraram que o filtro tornou-se muito lento. Observou-se, também, que o comportamento do 

Filtro de Kalman é influenciado pelas condições iniciais. A convergência do filtro se tornou 

lenta quando o valor inicial da covariância do resíduo foi reduzido de 100. 

Discussão dos resultados e conclusões 

Observou-se, através do programa computacional de filtragem, que a posição 

estimada é mais precisa que a velocidade estimada, lembrando que somente a posição do 

veículo é medida, enquanto sua velocidade é somente estimada. Além dos testes feitos e 

apresentados através de gráficos, foram feitos outros onde os valores de Q e R variaram. 

Mesmo assim a relação entre os erros se manteve praticamente a mesma. Neste exemplo 

mostrou-se o funcionamento do filtro de Kalman Discreto, onde foi possível observar a 

influência de alguns parâmetros no desempenho do sistema. Durante os testes observou-se 

que a escolha dos parâmetros iniciais não é muito crítica, pois pequenas variações em torno 

do valor ideal não provocaram variações significativas nos resultados. Apesar disso, 

verificou-se que valores muito diferentes dos ideais (na ordem de 10 vezes maior ou menor) 

provocam variações no desempenho do Filtro de Kalman. A covariância do resíduo, por 

exemplo, que determina diretamente a correção dos estados na equação do filtro, deve ser 

inicializada corretamente em função dos valores iniciais dos parâmetros. Caso contrário, o 

filtro pode apresentar um tempo de resposta insatisfatório. 
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2.10 Aplicação nº 2: Filtragem da trajetória de uma aeronave. 

Para dar mais ênfase à grande aplicação da filtragem de Kalman na atividade 

espacial, nesta seção mostra-se a formulação e os resultados da aplicação do Filtro de Kalman 

na filtragem de dados de trajetórias de Aeronaves. Estes dados foram medidos com outro tipo 

de radar de rastreamento, chamado “radar de vigilância” (BOZIC, 1979; GREWAL, 2001). 

Observa-se, inicialmente, o que deve ser entendido antes da aplicação do algoritmo do filtro 

de Kalman para radar de rastreamento. 

Para estes radares, o tempo de retardo entre transmissão e recepção dos pulsos 

fornece uma estimativa da posição do veículo espacial (distância radial), enquanto a 

localização da antena se movimentando no tempo de detecção fornece o azimute e a elevação 

do veículo. 

Assume-se que um veículo sendo rastreado esteja na posição iR ρ+  no tempo i , 

e na posição 1++ iR ρ  no tempo 1+i , T  segundos após. Usa-se T  para representar no 

tempo o intervalo entre amostras. O alcance médio é denotado por R , enquanto que iρ  e 

1+iρ  representam divergências da média. O objetivo aqui é estimar estas divergências, as 

quais são estatisticamente aleatórias com valor médio zero.  

Em uma primeira aproximação, se o veículo está se movimentando com 

velocidade radial iρ�  e T  não é muito grande, então: 

   iii Tρρρ �+=+1      (2.31) 

que é a equação da posição. Similarmente, considerando a aceleração iu  tem-se 

   iiiTu ρρ �� −= ++ 11      (2.32) 

que é a equação da aceleração. Assumindo que iu  é um processo de ruído branco, 

estacionário, de média zero, a aceleração é, em média, zero e não correlacionada entre 

intervalos, ou seja, 0][ 1 =+ ii uuE , porém, tem variância conhecida 22 ][ uiuE ρ= . Tal 

aceleração pode ser causada por súbitas rajadas de vento ou pequenos períodos de 

irregularidades no veículo. A quantidade ii Tuu =+
1

1  é também um processo de ruído branco, 

e tem-se no lugar da Eq. (2.32), a seguinte equação: 

   1
1 iii u+=+ ρρ ��      (2.33) 
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O estado é observado por meio de um modelo de observação escalar. A equação diferença 

para o modelo do sistema dado é: 

iii wFxx +=+1  

ou 
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   (2.34) 

sendo que o estado 1
ix  representa a posição do veículo, o estado 2

ix  representa a velocidade 

radial, o estado 3
ix  representa o azimute, o estado 4

ix  representa a velocidade angular, 
i

u1 e 

i
u2  representam as perturbações aleatórias, estatisticamente independentes, estacionárias de 

média-zero e F  representa a matriz de transição de estado. 

 O estado é observado por meio de um modelo de observação 

iii vHxy +=  

sendo que H  é a matriz de observação. 

No caso específico desta simulação, as equações das medidas de saída são dadas por: 

     
232
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vxy
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+=
 

Para a simulação considera-se os seguintes valores da saída  
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    (2.35) 

onde 1
iv  e 2

iv  são ruídos aleatórias, estatisticamente independentes de média-zero e 

variâncias )(2 ipσ  e )(2 iθσ . 

 O próximo passo é formular a matriz covariância Q  da perturbação para o sistema 

e a matriz covariância R  do ruído para o modelo de medição, o que resulta nas seguintes 

matrizes 
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onde ][ 2
1

2
1 uE=σ  e ][ 2

2
2
2 uE=σ  representam, respectivamente, as variâncias das 

acelerações angular e radial no tempo T , relativas às perturbações, enquanto que, 

][ 2
1

2 vE=ρσ  e ][ 2
2

2 vE=θσ  representam, respectivamente, as variâncias das acelerações 

angular e radial no tempo T , relativas ao ruído de medidas. 

 Para começar o processamento do filtro de Kalman, o primeiro passo é inicializar  

a  matriz ganho iK . Para este fim, a matriz covariância do resíduo iP  tem de ser especificada. 

Usa-se as medidas de posição e azimute, nos tempos  1=i  e  2=i , para estabelecer o método 

de inicialização. Para os quatro valores de medidas pode-se fazer as seguintes estimativas. 
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    (2.36) 

Para calcular 2P , usa-se a expressão geral da matriz covariância do resíduo 

           ])ˆ)(ˆ[( T
iiiii xxxxEP −−=  

onde para 2=i , tem-se 

             })]ˆ)(ˆ[( 22222
TxxxxEP −−=  

Os valores de 2x̂  são obtidos pela Eq. (2.36), enquanto que, os valores de 2x  são obtidos 

pelas Eq. (2.34) e (2.35) e a diferença oferece o seguinte resultado: 
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que é um vetor coluna (4x1) e neste caso a matriz covariância do erro deve ser  uma matriz 

(4x4). 

Considerando a independência dos ruídos iu  e iv , a matriz covariância do erro inicial (ou 

estado inicial) é dada por: 
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Valores específicos podem ser substituídos por estas variâncias para definir 

numericamente o filtro de Kalman. No caso específico desta simulação os valores numéricos 

atribuídos são: 005,02
2

2
1 ==σσ ,  22 )300(=ρσ   e  22 )001,0(=θσ , ou seja: 

⎥
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Q ,     ⎥
⎦

⎤
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⎡
= 2

2

)001,0(0
0)300(R ,    sT 1=  e  g = 9,8 m/s2.  

Usando os valores de σ  na Eq. (2.37), obtém-se o valor inicial da matriz covariância do erro 

da estimação 2P , ou na  notação alternativa 2/2P , 
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Tendo a matriz covariância do erro no tempo 2=i , pode-se calcular o ganho preditor 3G  em 

3=i , que é dado por 

  1
2/32/33 ][ −+= RHHPHFPG TT     (2.38) 
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onde as quantidades F, H e R são conhecidas, exceto 2/3P . Para calcular este valor usa-se, 

para 2=i , a equação  

    QFPHGFP T +−= 1/222/3 ][  

porém, as quantidades 2G  e 1/2P  não são conhecidas. Para calcular estas quantidades usa-se 

a equação 

    QFFPP T
iiii += −−− 1/11/  

que para 3=i  vem 

  QFFPP T += 2/22/3      (2.39) 

onde o valor de 2/2P  já é conhecida. Substituindo as quantidades conhecidas na Eq. (2.39) 

vem 
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O valor da diagonal principal dá o erro de predição. O primeiro e o terceiro elemento desta 

diagonal são, respectivamente, erro de predição da posição quadrática média e erro de 

azimute quadrático médio para 3=i . 

Após os cálculos acima, é possível calcular o ganho preditor 3G  usando a quantidade 2/3P  na 

Eq. (2.38) que dá, após os cálculos das matrizes, o seguinte resultado: 
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O próximo passo é encontrar 3/3P  usando a equação  

i
PHKPP iiii 11 −=       (2.40) 

para 3=i , logo 

          2/332/33/3 HPKPP −=   

onde  

             3
1

3 GAK −= . 
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O processo é então repetido encontrando 3/4P , 4G  e assim sucessivamente.  

 Conclui-se que o Filtro de Kalman exerce duas funções precípuas: uma de 

predição e outra de correção, como visto através dos dois grupos de equações a seguir. 

Atualização no Tempo 
(“Predição”) 

Atualização das medidas 
(“Correção”) 

(1)  Projeta o estado na frente 

1/11/ ˆˆ −−− = iiii xFx  

(2)  Projeta o erro de covariância na frente 

11/11/ −−−− += iiiii GFPP  

(1) Calcula o ganho de Kalman 

1
1/1/ ][ −
−− += i

T
ii

T
iii RHHPHPK  

(2) Estimativa atualizada com as medidas iy  

]ˆ[ˆˆ 1/1// −− −+= iiiiiiii xHyKxx  

(3)   Atualiza do erro de covariância  

1// ][ −−= iiiii PHKIP  

 

Estimativas iniciais de 1/1ˆ −− iix 1/1 −− iiPe  
A seguir é feita a representação gráfica da Filtragem de dados de rastreamento 

de uma aeronave, usando o Algoritmo de Filtragem Discreta de Kalman, da seguinte forma: 

 

 
 Figura 2.9 – Erro de Estimação Residual. 
 

Obs: unidade em pés 
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 Figura 2.10 – Estimativa Ótima da Posição. 
 
 

 

 Figura 2.11 – Visualização das trajetórias medida e estimativa da posição. 
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CAPÍTULO III 

3 Filtragem de dados via estimação de estado ∞H  

3.1 Introdução 

Vários algoritmos de estimação ∞H , estão sendo pesquisados e empregados 

atualmente em uma grande variedade de métodos, em ambos os casos de tempo contínuo e 

discreto. Na literatura de controle alguns autores denominam a estimação ∞H  por filtragem 

∞H  ou filtragem robusta, referindo-se ao mesmo conceito. 

Neste capítulo será desenvolvido um novo procedimento de solução para o 

problema de estimação, no caso discreto, chamado de estimação ótima ∞H . Os filtros ∞H , 

aqui apresentados, são alternativas interessantes para a maioria dos problemas de estimação 

do filtro de Kalman (estimação 2H ). Como será visto no decorrer do capítulo, as equações do 

filtro ∞H  são muito similares às do filtro de 2H , porém concebidas através de idéias 

diferentes. Existem algumas similaridades formais entre o filtro ∞H  e o filtro convencional 

de Kalman (ou filtro 2H ), porém, será esclarecido no decorrer deste capítulo esta relação, 

mostrando que o filtro ∞H  nada mais é do que uma versão modificada do filtro de Kalman, 

pelo uso de um parâmetro γ , constante positiva, que representa a magnitude de uma 

penalidade ou fator de robustez. Em outras palavras, os filtros ∞H  podem ser vistos como um 

procedimento de recursividade desempenhando uma ortogonalização sobre um conjunto 

conveniente de dados de observações (medidas) que obedecem um modelo dinâmico de 

espaço de estado. 

No Capítulo ΙΙ viu-se que a otimalidade do filtro de Kalman ajuda no 

conhecimento de matrizes covariância iQ  e .iR  Na maioria das aplicações práticas este tipo 

de informação, a priori, não é disponível para uso, sendo necessário atribuir escolhas para iQ  

e iR . Faz-se então a seguinte questão. É garantido o resultado do filtro de Kalman para atingir 

um certo nível de desempenho? A resposta é não, embora os resultados de diferentes escolhas 

de iQ  e iR  sejam bem entendidos e freqüentemente utilizados. 
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Por outro lado, os filtros ∞H  dão valiosas contribuições sobre a determinação dos 

erros de estimação, não importando quais sejam as perturbações, desde que elas tenham 

energia finita. 

O próximo passo é formular o problema ∞H  e apresentar o filtro ótimo ∞H  

(HASSIBI, Vol. 44, n° 2, 1996; HASSIBI, Vol. 41, n° 1, 1996; TAKABA, 1996; SHAKED, 

1992; YAESH, 1991), onde será desenvolvido um procedimento de solução para o problema 

de estimação ∞H . A metodologia proposta para esta solução assegura que a partir do índice 

de desempenho derivado da norma ∞H , obtêm-se uma lei de estimação. 

A atenuação de sinais externos de perturbações no pior caso é formulada de forma 

conveniente como um problema de minimização da norma ∞H , ou seja, para um dado 

número γ , encontrar um estimador tal que a norma ∞H  da função de transferência da 

perturbação para a saída seja menor do que γ . 

3.2 Filtragem via estimação de estado ∞H . 

Nesta seção desenvolve-se um novo procedimento de solução para o problema de 

estimação de estado, no caso discreto, chamado de “Estimação Ótima ∞H ”, com o intuito de 

observar que apesar do algoritmo implementado no capitulo II fornecer solução aproximada 

para o problema de mínimos quadrados, é interessante observar que outros algoritmos, 

atualmente, geram soluções exatas para outro tipo de problema, a saber, problema de 

estimação minimax (HASSIBI, Vol. 44, n° 2, 1996; HASSIBI, Vol. 41, n° 1, 1996; 

TAKABA, 1996). A denominação padrão para este tipo de problema, na literatura atual, é 

denominado de “problema de estimação de estado ∞H ”. O objetivo do problema de 

estimação de estado ∞H  é minimizar o ganho de energia máxima das perturbações para o 

erro de estimação. O critério ∞H  pode, então, ser entendido como um critério para o pior 

caso, ou seja, o estimador será robusto para a pior perturbação possível.  

Praticamente todas as buscas na solução de problemas de estimação ∞H  são 

direcionadas para uma versão sub-ótima do problema. O principal objetivo da versão sub-

ótima é encontrar estimadores que tornam a norma ∞H  menor que algum limite 

preestabelecido, mas não necessariamente minimize a norma ∞H . A razão em se abordar 

problemas de estimação sub-ótimo vem das dificuldades matemáticas encontradas quando se 

tenta resolver o caso ótimo. 
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Esta nova abordagem é completamente diferente, e não muito bem conhecida, 

para solução de problemas de estimação de estado em comparação com o método padrão 

chamado de Método dos Mínimos Quadrados - MMQ ou 2H . 

3.3 Formulação do Problema de filtragem ∞H   

Seguindo a notação do capítulo II, considera-se o seguinte sistema dinâmico 

linear variante no tempo: 

⎩
⎨
⎧

≥+=
+=+

0
,

,

01

ivDxHy
xwGxFx

iiiii

iiiii        (3.1) 

em que n
ix ℜ∈ e q

iy ℜ∈  representam os vetores de estado e  de medidas, 

respectivamente. As entradas q
i

m
i v,w ℜ∈ℜ∈  representam a perturbação da entrada e 

medidas de ruído na saída, respectivamente. Nota-se que 0x , { }iw  e { }iv  são vetores 

desconhecidos, }{ iy  é a seqüência de medidas de saída e { }iiii DHGF ,,,  são matrizes 

conhecidas de tamanhos apropriados que neste trabalho, dependem do modelo cinemático. 

Além disso, assume-se que iD  é não singular, tal que 0>= T
iii DDR  (definida positiva) é 

assegurado. 

Diante dos dados acima, pode-se apresentar o seguinte problema: estimar uma 

combinação linear dos estados, tal como 

iiiii xLz // =        (3.2) 

em que iL  representa um estimador, dado que ocorreu uma medida de saída { }iy . 

 As expressões (3.1) e (3.2) representam o modelo de espaço de estado, 

discreto, variante no tempo e podem ser interpretadas através do diagrama de blocos que 

representa o processo (planta) e a saída (medida), como visto na Fig. 3.1. 
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  Figura 3.1 – Diagrama de blocos do modelo da planta e da medida. 

Observando as definições acima têm-se, então, o seguinte erro de estimação (filtragem ∞H ): 

  iiiiiiii zxLzzz // ˆˆ~ −=−=      (3.3) 

onde ),....,(ˆ 0/ iii yyKz =  representa o valor filtrado, ou estimativa a posteriori, dado que 

ocorreu medidas até { }iy  com ",2,1,0=i . 

Chamando )(KTN  o operador de transferência que mapeia as perturbações 

{ }∏− −2/1
0 00 )ˆ( xx , { } 1

0
−
=

N
iiw , { } 1

0
−
=

N
iiv  ( 0∏  é uma matriz de ponderação, definida positiva, 

denotando a incerteza sobre o estado inicial) sobre os erros de estimação { }N
iii zz 0ˆ =− . O 

estimador ∞H  ótimo minimiza a norma ∞H  do operador )(KTN . O operador de 

transferência ∞H  ótimo correspondente, será denotado  )( ∞KTN , como visto na Fig. (3.2) 

com perturbações (entradas) para erros de estimação (saída). Pode-se interpretar a norma ∞H  

como o ganho de energia máxima das perturbações para os erros de estimação. Daí, os 

estimadores ∞H  poderem ser vistos como estimadores de pior caso que será robusto contra as 

piores perturbações possíveis. 
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 Figura 3.2 – Operador de transferência ∞H  ótimo. 
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Agora o problema de estimação (filtragem) ∞H  pode ser formalmente 

determinado, como a seguir. 

3.4 Problema de Filtragem ∞H  ótimo  

Nesta seção, a partir da formulação do problema de Filtragem ∞H , objetiva-se 

encontrar as estratégias de estimação ∞H  ótimo, ),,,(ˆ 10/ iii yyyKz "= , que minimize a 

norma ∞H  do operador de transferência  )( fN KT . Desta forma, considere o seguinte 

problema: 

22 )(
∞

= fN
K

ot KTminγ         (3.4) 

Este problema pode ser reescrito como: 
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maxminγ  (3.5) 

 

Nota-se que o mínimo em (3.5) é considerado para todos os estimadores K , 

causais, desde que eles tenham acesso adicional para iy . Isto tem relevância desde que a 

solução para o problema ∞H , como será visto, dependa da estrutura da informação 

disponível para o estimador. A formulação do problema acima mostra que os estimadores 

∞H  ótimo garantem a menor energia para o erro de estimação sobre todas as perturbações 

possíveis de energia fixa. Eles são, portanto, muito conservadores, os quais resultam em um 

melhor comportamento para variações de perturbação.  

Do exposto acima e a partir da definição de )( ∞KTN  em (3.5), podemos 

considerar a seguinte norma: 

    
22 )(
∞

∞= KTNotγ        

As soluções de forma fechada para o problema de estimação ∞H  ótimo são 

disponíveis somente em alguns casos especiais. Em conseqüência, é mais conveniente 

adequar o problema de estimação ∞H  ótimo para o caso sub-ótimo. 
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3.5 Problema de filtragem ∞H  sub-ótimo. 

Fixado o escalar 0>fγ , o objetivo do problema de filtragem ∞H  sub-ótimo é 

encontrar a estratégia de estimação ∞H  sub-ótima ),,,(ˆ 10/ iii yyyKz "= , também 

conhecido como um filtro a posteriori, que minimiza a norma ∞H  do operador de 

transferência )(KTN , ou seja, obter  γ<
∞

)(KTN  cuja desigualdade pode ser reescrita 

como: 
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ˆ
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γ<
∏ ∑ ∑++−−

∑ −

−
= =

=

∈∈ N
i

N
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T

N

i
iii

lvlwx vwxxxx

zz
max   (3.6) 

Fica claro a verificação de otγγ ≥ . 

Nota-se que as soluções do problema ∞H  ótimo podem ser obtidas para uma 

precisão desejada através do ajuste iterativo do escalar γ  do problema ∞H  sub-ótimo. 

Nota-se, também, que os problemas definidos acima são problemas de horizonte 

finito. O problema denominado de horizonte infinito pode ser considerado se definirmos  

)(KT  como o operador de transferência que mapeia { { } { } },,ˆ 0000
∞
=

∞
=− iiii vwxx  para 

{ }∞=− 0/ˆ iiii zz . Então, garantindo γ<
∞

)(KTi  para todo i , pode-se resolver o problema 

de horizonte infinito  γ<
∞

)(KT .  

3.6 Formulação e solução do problema de filtragem ∞H  sub-ótimo  

O objetivo desta seção é garantir da existência de soluções para o problema de 

filtragem ∞H  sub-ótimo proposto na seção 3.5 e observar que estes filtros são muito 

similares em vários aspectos ao filtro convencional de Kalman (HASSIBI2, 1996; TAKABA, 

1996). 

Buscando a solução, considera-se o problema de estimação de estado Minimax no 

horizonte finito, que está intimamente relacionado com o problema de filtragem ∞H . Obtém-

se, inicialmente, as condições para a existência da solução Minimax usando um método de 

otimização baseado na técnica do multiplicador de Lagrange (LEWIS, 1995).  
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Seguindo a notação do capítulo ΙΙ, considera-se o sistema dinâmico linear variante 

no tempo, visto na Eq. (3.1), em que iD  é uma matriz não-singular, de forma que 

0>= T
iii DDR (definida positiva) é assegurada. Assume-se que os valores de iw  e iv  são  

desconhecidos.   

Da mesma forma que no problema de estimação de ix , deseja-se estimar um 

vetor saída de referência p
iz ℜ∈  definido como uma combinação linear do vetor  de estado a 

ser estimado, visto na Eq. (3.2) onde a matriz pxnL ℜ∈  é dada  a partir do vetor de medida 

iy .  

No problema de filtragem, são considerados as medidas { }ikyy ki ≤= ,. , de tal 

forma que a estimativa iẑ  de iz  depende da seqüência das medidas { }iyyy ...,,, 10 . Em 

adição, sem perda de generalidade, será considerado que a estimativa do estado inicial 0x  é 

dada a priori por 0x̂ . A estimativa iẑ  é chamada de filtro ∞H  (FUJITA, 1993). 

No contexto do problema de filtragem ∞H , inicialmente será definida a função 

objetivo para o problema de filtragem Minimax. A estimativa iẑ  tenta minimizar o erro de 

estimação quadrático ∑
=

−
N

i
ii zz

0

2ˆ , enquanto que as variáveis ( )ii vwx ,,ˆ0  tentam maximizar 

a energia do erro de estimação quadrática. Uma vez  que, os valores arbitrariamente grandes 

de iw , iv  e 0x  implicam valores arbitrariamente grandes para o erro de estimação, a 

função custo J  será definida como (SHAKED, 1992): 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+∑+∑−∑ −= −Π

===

2
00

0

2

0

22

0

2
0 1

0
ˆˆ),,;ˆ( xxvwzzvwxzJ

N

i
i

N

i
i

N

i
ii γ  (3.7) 

 O segundo termo do lado direito da equação (3.7) é o termo da penalidade sobre 

iw , iv  e  0x ; o termo  γ  (fator de robustez) é uma constante positiva que representa a 

magnitude da penalidade. Do ponto de vista teórico, pode-se dizer que a estimativa iẑ  e as 

variáveis ( )0,, xvw ii  são, respectivamente, as políticas de  minimização e maximização da 

função custo J . 
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 O problema de filtragem ∞H  sub-ótimo de horizonte finito é encontrar as 

estimativas ix̂  e iẑ , tal que 0<J , satisfazendo a seguinte desigualdade: 

  2

0 0
2

00
22

0

2
/

,, 1220 ˆ

ˆ
γ<

∑ ∑ −++

∑ −

= = Π

=

∈∈ −
N
i

N
i ii

N

i
iii

lvlwx xxvw

zz
max      (3.8) 

Esta condição é equivalente a: 

0),,;ˆ( 0 <vwxzJ ,  ),,( 0 ii vwx∀ . 

Tal que: 

 0ˆ0 0
2

00
22

1 ≠∑ ∑ −++= = Π−
N
i

N
i ii xxvw    (3.9) 

Fica claro, portanto, que os problemas de estimação Minimax formulados nesta seção estão 

intimamente relacionados com o problema de filtragem ∞H  para horizonte finito.  

 Da Eq. (3.1), observe  que: 

)(1
iiiii xHyDv −= −      (3.10) 

Assim, a função custo J  será reescrita como: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+∑ −+∑−∑ −= −− Π

===

2
00

0

2

0

22

0

2
0 11 ˆˆ),,;ˆ( xxxHywzzvwxzJ

N

i Riii

N

i
i

N

i
ii i

γ    (3.11) 

Desta forma, o problema Minimax entre iẑ  e ( )ii vwx ,,0  se reduz ao problema entre iẑ  e 

( )ii ywx ,,0 . 

Sejam os valores  ∗
iẑ  e ( )∗∗∗

ii ywx ,,0 ,  as decisões ótimas respectivamente ao 

problema Minimax, onde ∗
iw  e ∗

iv  são, respectivamente,  a perturbação e o ruído no pior 

caso. A quádrupla ( )∗∗∗∗
iii vwxz ,,,ˆ 0  refere-se à solução ótima do problema Minimax, onde o 

conjunto de medidas { }ii yyy ,,, 10 −"  está disponível para a estimação no instante de tempo 

i . Este problema Minimax é o problema de filtragem. Neste caso, dado que iy  seja 

disponível para estimativa iẑ , a ordem da otimização Minimax é: 
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))))))max(min(maxmax(min(maxmax(min(max
000 ,ˆˆˆ

"""" J
xwzywzywzy iiiiNNN

     (3.12) 

3.7 Condições necessárias para solução do problema do filtro ∞H  

Nesta seção, serão estabelecidas as condições necessárias de otimalidade em duas 

etapas. A primeira etapa compreende a maximização em relação a 0x  e w . Na segunda, a 

otimização Minimax com relação a ẑ  e iy . 

Maximizando em relação a 0x  e iw  

Desde que iw  seja um sinal arbitrário em [ ]NL ,02 , sem perda de generalidade, 

pode-se assumir que iw  pode utilizar todos os dados de { }Nyy ,,0 …  e { }Nzz ˆ,,ˆ0 … . 

Portanto, pode-se desempenhar primeiro a otimização em relação a 0x  e { }.,,0 Nww …  Para 

maximizar J  em relação a 0x  e iw , aplica-se o Hamiltoniano (LEWIS, 1995). Aplicando as 

condições de otimalidade para a filtragem a posteriori e definindo o Hamiltoniano temos: 

)xGwFx(xHywẑxL iii
T
iRiiiiiiii

i
11

22222
1

2
1

++
− −+λ+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+γ−−γ=Η −      (3.13) 

onde iλ  é o vetor co-estado. A relação entre a função objetivo J  e a função Hamiltoniana 

iΗ  é dada como: 

∑∑
=

++Π=

− −+λ−−−=γ −
N

i
iii

T
i

N

i
i )xGwFx(x̂xHJ

o 0
11
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2
1

2
1

2
1

  (3.14) 

As trajetórias ótimas ( )∗∗
iix λ,   correspondem aos valores de ( )iix λ,  para a perturbação ∗

iw  

no pior caso. 

Então, as condições necessárias de otimalidade são: 

),,(),,(1 11

H0
∗
+

∗∗
+ =+∂

∂
=

iiiiii xwxwi

i

λλλ
     (3.15) 

),,(),,( 11

H0
∗
+

∗∗
+ =∂

∂
=

iiiiii xwxwi

i

w λλ

     (3.16) 
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0,
H

1
),,(),,( 11

=
∂
∂
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=

∗
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+

N
xwxwi
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     (3.17) 

∗

=

∗− =
∂
∂

=−Π
∗∗∗

0
),,(),,(0

0
00

1
0

100100

H)ˆ( λ
λλ xwxwx

xx             (3.18) 

Logo, de (3.15) e (3.16) tem-se: 

,1
∗∗∗

+ += iiiii wGxFx   ∗∗ Π+= 0000 ˆ λxx .  (3.19) 

 ∗
+

∗ = 1i
T
ii Gw λ        (3.20) 

 Substituindo (3.20) em (3.19) vem: 

,11
∗
+

∗∗
+ += i

T
iiii i
GGxFx λ       (3.21) 

De (3.17) tem-se 

( ) i
T
iii

T
iii

T
iii

T
iii

T
i zLyRHxLLHRHF ˆ2121

1
−−∗−−∗∗

+ +−−+= γγλλ   (3.22) 

i
T
iii

T
iii

T
iiii

T
ii zLyRHxLLxHRH ˆ2121 −−∗−∗−∗ +−−+= γγλ        (3.23) 

Logo 

( ) ( ) 0,ˆ 1
21

1 =−+−−= ∗
+

∗−∗−∗∗
+ Niii

T
iiiii

T
iii

T
i xLzLxHyRHF λγλλ  (3.24) 

Das equações (3.19) a (3.24), tem-se o problema com dupla condição de contorno: 
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   (3.25) 

Uma vez que o problema com dupla condição de contorno é não homogêneo e linear 

com relação a ∗
ix  e ∗

iλ , ∗
ix  pode ser expresso como: 

 ∗∗ += iiii Pxx λˆ         (3.26) 

Então, das Eq. (3.25) e (3.26), obtém-se: 

∗∗∗
+ += iiiii wGxFx 1  

   ∗
+

∗∗
+++ ++=+ 1111 )ˆ(ˆ i

T
iiiiiiiii GGPxFPx λλλ   

   ∗
+

∗∗
+++ ++=+ 1111 ˆˆ i

T
iiiiiiiiii GGPFxFPx λλλ  
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   ∗
++

∗
+

∗
+ −+=− 1111 ˆˆ iii

T
iiiiiiii PGGPFxFx λλλ  

  ∗∗
+++ +−=− iiiii

T
iiiii PFPGGxFx λλ 111 )(ˆˆ     (3.27) 

Novamente, da Eq. (3.25) tem-se 
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T
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T
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T
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T
i zLyRHIxLLHRHF ˆ2121

1
−−∗∗−−∗

+ +−+−= γλγλ  

substituindo ∗
ix  da Eq. (3.26) na equação acima, verifica-se: 
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T
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T
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T
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T
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T
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onde  

       ii
T
iii

T
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T
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T
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T
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E por fim, obtém-se: 
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1

1
iii

T
iiiiii

T
iii

T
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Uma vez que ∗
iλ  é finito, iΣ  é não singular. Assim, substituindo ∗

iλ  de (3.27) em (3.28) vem 

∗
++

−−−−∗
+

−
+ λ−=−Σγ+−Σ+λΣ−− 11

1211
1

1
1 ii

T
iiiii

T
iiiiii

T
iii

T
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reescrevendo, tem-se: 
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Desde que a equação acima é verdadeira para ∗
iλ  arbitrário, obtém-se 
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T
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+
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1 ,  00 Π=P              (3.29) 
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onde    ii
T
iii

T
ini PLLHRHI )( 21 −− −+=Σ γ  

A Eq. (3.29) é a Equação Discreta de Riccati (EDR) modificada para o problema ∞H . 

Critério de Otimização Minimax em relação a iẑ  e iy  

A partir da manipulação (TAKABA, 1996) das Eqs. (3.19) a (3.30), obtém-se: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

Ω−Ξ−
Ξ−Ω

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−++−−=−

−−−

−

∗∗∗∗∗∗
++

∗
+

i

i

iii
T
iiii

i
T
iiii

T

i

i

iiiiiiiii
T

iii
T

i

y
z

RRLHR
RHL

y
z

xHywxLzPP

111

1

2222
111

2 )(ˆ)( γλλλλγ

         (3.31) 

onde: 

T
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)HHI( T
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 iiii x̂Hyy −=  

 iiii xLzz ˆˆ −=  

 1−Σ=Ξ iii P  

substituindo  Ω , Ω , iy , iz  e iΞ  na equação (3.31), tem-se: 
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Substituindo Σ  na equação acima, tem-se: 
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Dado que   ,01 =
∗
+Nλ     ∗∗ Π+= 0000 ˆ λxx   e  00 Π=P ,  obtém-se 
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Assim, segue que: 
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Observa-se pela Eq. (3.32) que existe uma única solução (decisão ótima) de 

minimização de ∗
iẑ , se e somente se, a matriz iΩ  é definida positiva, logo 

02 >Ξ+=Ω − T
iiipi LLI γ           [ ]Ni ,0∈∀           (3.33) 

substituindo Ξ  vem 

   012 >Σ+=Ω −− T
iiiipi LPLI γ  

substituindo Σ  vem 

0])([ 1212 >−++=Ω −−−− T
iii

T
iii

T
iniipi LPLLHRHIPLI γγ     (3.34) 

Lema 3.1 (TAKABA, 1996; FORSSELL, 1996): Supondo que  0>Ω i  e 

0≥iP (semidefinida positiva)  satisfaça a EDR (3.29), então 01 ≥+iP (semidefinida positiva). 

Prova:  Uma vez que iP  é uma matriz semi-definida positiva, existe uma matriz: 
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11 )(: −−+= iii
T

nii PHRHIPP
i

    (3.35) 

Substituindo iP  da equação acima em (3.34) fica: 

     T
iiipi LPLI 2−+=Ω γ  

e usando o Lema de inversão de matriz, demonstrado no Apêndice B, iΩ  pode ser expresso 

como: 

     0)( 12 >−=Ω −− T
iiipi LPLI γ  

O Lema 3.1 dá as condições de existência do filtro ∞H . 

Portanto, pode se observar das equações acima que, para um dado número 0>γ , 

se [ ]ii GF  tem rank completo, então um estimador que consegue γ<∞)(KTN  existe se, 

e somente se, 
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T
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T
iiii LLHRHP ,      N,.....i 0=    (3.36) 

Além disso, do segundo termo da diagonal principal da matriz da Eq. (3.31), tem-se: 
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T
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Ξ−=Ω γ  

substituindo Ξ  tem-se: 
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T
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desprezando o termo i
T
i LL2−γ  tem-se 
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onde define-se, uma parte da equação acima como o ganho de Kalman Robusto 
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para conseguir 
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O Apêndice E mostra a relação entre Eq. (3.35) e a Eq. (3.38), com a 

implementação da Eq. (3.37) do ganho. 

Conseqüentemente, da suposição anterior de que 0>Ωi  obtém-se 

T
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logo 
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T
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T
iiiii GGFPLLPPFP γ    (3.40) 

Isto completa a prova do Lema 3.1. 

De acordo com as referências (HASSIBI1, 1996; HASSIBI2, 1996; FORSSELL, 1996), a 

equação acima pode ser reescrita da seguinte forma: 
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A seguir assume-se que 0>Ωi (definida positiva) seja mantido para todo ],0[ Ni∈ . 

Completando o quádruplo em relação a iz , a Eq. (3.31) reduz para: 

∑ +−ΞΩ−ΩΞΩ−∑=
=

−−−−−−

=

∗∗ N

i
i

T
iiii

T
iii

T
iiiiii

T
ii

T
iiiii

N

i
yHPHRyyRHLzyRHLzywxzJ

0

121!11

0
0 )()()(),,;̂( γ   (3.43) 

Igualando o termo ii
T
iiiii yRHLz 11 −− ΞΩ−   da Eq. (3.43) a zero tem-se: 

011 =ΞΩ− −−
ii

T
iiiii yRHLz     (3.44) 

obtendo, assim, a estimativa ótima ∗
iẑ . Como visto anteriormente, o valor iix /ˆ  é uma 

estimativa de ix  baseado no conjunto de medições },,{ 0 iyy … . Desde que ix̂  possa ser visto 

como uma estimativa de ix  baseado nas medições },,{ 10 −iyy …  na Eq. (3.30), reescreve-se a 

estimativa ótima como iii xx ˆˆ 1/ =− . Então, segue que 



 
 

 63 

iiii xLz /ˆˆ =∗         (3.45) 

)ˆ(ˆˆ 1/1// −− −+= iiiiiiiii xHyKxx        (3.46) 

)ˆ(ˆˆ 1/1//1 −−+ −+= iiiiiiiiiii xHyKFxFx         (3.47) 

1)( −+= T
iiii

T
iii HPHRHPK      (3.48) 

Se for assegurado que 0>Ωi (definida positiva), então, pelo Lema 3.1, também 

são assegurados que 0≥iP  e 0)( >+ T
iiii HPHR , sendo 000 >Π=P (definida positiva). 

Logo, fazendo 0=iy , consegue-se uma única medida no pior caso de ∗
iy . Deste modo, o 

ruído no pior caso é dado por: 

)ˆ( 1/
1

−
−∗ −−= iiiiii xxHDv      (3.49) 

A Eq. (3.49) é obtida seguindo os seguintes passos: 

1/ˆ −−= iiiii xHyy  

fazendo 0=iy  tem-se que     1−= i/iii x̂Hy  

como      *
iiiii vDxHy +=  

          1/
* ˆ −=+ iiiiiii xHvDxH  

     )ˆ( 1/
1*

iiiiii xxHDv −= −
−  

     )ˆ( 1/
1*

−
− −−= iiiiii xxHDv  

Além disso, a função custo da solução ótima é dada por 

0),,;ˆ( 0 =∗∗∗∗ vwxzJ  

Teorema 3.1: Considera-se o problema de filtragem Minimax da Eq. (3.12). Para a 

existência de uma única solução para o problema, é necessário que a Equação Diferença de 

Riccati – RDE, dada pela Eq. (3.29) tenha uma solução semi-definida positiva de iP  e 

0)( 2 >− T
iiip LPLIγ (definida positiva) seja mantido para todo ],[ Ni 0∈ . Logo a estimativa 

ótima ∗
iẑ  é dada pelas Eqs. (3.45) a (3.48). 
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3.8 Algoritmo do filtro de Kalman Robusto 

O diagrama de blocos de um sistema que utiliza o Filtro de Kalman Robusto e 

onde este é inserido no processo de filtragem é mostrado na Fig. (3.3). 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figura 3.3 – Fluxograma e algoritmo do vetor Filtro de Kalman Robusto 
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3.9 Aplicação: Filtragem robusta da trajetória de um foguete 

Considera-se a equação dinâmica do sistema dado por 

   iiiii wGxFx +=+1  

     iiiii vDxHy +=  

  iii xLz =  

Conhecido, nesta seção, as técnicas de filtragem ∞H , inicia-se aqui a criação, 

como contribuição desta tese, de um algoritmo computacional de filtragem robusta para 

estimação da trajetória de um foguete de sondagem com duas fases: uma propulsada e uma 

balística. 

Neste trabalho, o objetivo principal é avaliar a capacidade de operação do Filtro 

de Kalman Robusto, através da estimação de dados de posição, velocidade e aceleração de um 

veículo espacial. 

Consideram-se as Eqs. (1.12), (1.13), (1.14) e (1.15) que descrevem a dinâmica do 

foguete e as Eqs. (1.16) e (1.17) que dão o modelo das medidas de posição em uma direção 

específica. O valor da estimativa inicial a ser estimada é dado pelo vetor 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=−

1,0
1
10

ˆ 1/0x . 

Para iniciar o algoritmo, atribuiu-se um valor inicial à covariância do resíduo, dada pela 

matriz diagonal 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

10000
01000
00100

0P .  

Usando as Eqs. (3.37), (3.38), (3.41), (3.45), (3.46) e (3.47) do filtro de Kalman 

Robusto, implementou-se um algoritmo computacional cujo resultado é visto a seguir. 

A Fig. (3.4) mostra os dados não filtrados da coordenada Z da trajetória do 

foguete.   
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 Figura 3.4 – Dados não filtrados da trajetória de um foguete. 

Selecionando um menor intervalo de tempo da trajetória acima, como visto no 

Detalhe 2 da Fig. (3.4), ampliada na Fig. (3.5), observa-se com mais clareza as variações das 

medidas ruidosas feitas pelo radar. 

 
 Figura 3.5 – Detalhe dos dados brutos da trajetória de um foguete. 
 

Detalhe 2 

Vista ampliada do 
Detalhe 2 da Fig. (3.4) 
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 Figura 3.6 – Dados brutos e filtrados da trajetória de um foguete. 

Selecionando um menor intervalo de tempo da trajetória acima, como visto no 

Detalhe 3 da Fig. (3.6), ampliada na Fig. (3.7), observa-se com mais clareza a resposta do 

filtro de Kalman Robusto às variações das medidas feitas pelo radar. 

   
 Figura 3.7 – Vista ampliada da resposta da filtragem Kalman Robusto. 

 A Fig. (3.8) mostra o erro entre a medida atual iy  e a medida predita 1/ˆ −iii xH .  

Detalhe 3 

Vista ampliada do 
Detalhe 3 da Fig. (3.6) 
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 Figura 3.8 – Desempenho do Filtro de Kalman Robusto.  
 
 Analisando a Fig. (3.8) observa-se um comportamento anômalo nos intervalos de 

tempo compreendidos entre 65 a 120 e 260 a 264 segundos. No primeiro intervalo o erro 

residual aumenta em decorrência da separação de estágios e início do processo de ativação do 

sistema de controle de atitude, já no segundo intervalo do rastreamento o erro aumenta em 

virtude do sensor radar está com visibilidade praticamente na linha do horizonte, 

notadamente, captando alvos indesejáveis. 

           
 Figura 3.9 – Ganho do filtro de Kalman Robusto 

Resultados 
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Para simular o processo, primeiramente, adquiriu-se os dados não filtrados da 

coordenada cartesiana z  da trajetória de um foguete de sondagem. Os resultados são vistos 

nas Fig. (3.4) a (3.9). Para este filtro usou-se o menor fator de robustez possível ( 8.0=γ ), 

valor que ainda mantém suas características de robustez.. 

Discussão dos resultados e conclusões 

 
Figura 3.10 – Velocidade estimada 

 

Observa-se, através das Figs. (3.7) e (3.10), que a posição estimada é mais precisa 

que a velocidade estimada, lembrando que somente a posição do veículo é medida, enquanto 

sua velocidade é somente estimada. A covariância do resíduo, por exemplo, que determina 

diretamente a correção dos estados na equação do filtro, deve ser inicializada corretamente 

em função dos valores iniciais dos parâmetros. Caso contrário, o filtro pode apresentar um 

tempo de resposta insatisfatório. 
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CAPÍTULO IV 

4 Análise comparativa dos filtros 2H  e ∞H  aplicados ao problema de 

rastreamento 

4.1 Introdução 

Conforme já dito anteriormente, a motivação para a realização deste trabalho é 

estabelecer metodologias de cálculo de ganhos dos filtros de um radar usado para 

rastreamento de veículos espaciais. Para o caso específico deste trabalho, usou-se os dados 

reais da trajetória de um foguete balístico, ou seja, foguete com uma fase propulsada e uma 

fase balística. 

4.2 Análise dos dados do radar 

Nesta seção são apresentadas as técnicas utilizadas para obtenção do ruído de 

média zero e algumas observações que permitem identificar se os dados são brutos ou 

filtrados, assim como, se o referencial adotado é a rampa de lançamento ou o radar. Uma 

análise é realizada sobre os dados do lançamento e rastreamento de um foguete. 

4.2.1 Extração de ruídos 

Para o processo de filtragem dos dados brutos oriundos do sensor radar é 

necessário ter informações sobre técnicas de obtenção do ruído de média zero, como visto na 

Propriedade 2.1 da seção 1.3.2, que está incorporado ao sinal (CALDEIRA, 2000). 

O ruído de média zero, em princípio, é obtido através da diferença entre o valor 

medido e o valor real para cada posição. 

Dois tipos de ruído existem dentro de um arquivo de dados de um lançamento: 

ruído bruto e filtrado. Denomina-se ruído bruto, aquele que se origina diretamente do sinal 

medido, enquanto que o ruído filtrado é aquele que se origina do sinal medido, após ter 

passado pelo programa computacional de filtragem, incorporado ao sistema de tratamento de 

dados. 

Os dados de rastreamento gerados são organizados da seguinte forma: ângulos de 

elevação (el) e de azimute (az), distância do foguete ao radar (d), coordenadas ,x  ,y  e z , e 

as velocidades xv , yv  e zv . Devido à coerência que deve ser mantida com o modelo 
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cinemático apresentado na Seção (1.3) do Cap. Ι, o interesse principal deste estudo está nos 

ruídos de medidas, em que os dados mais relevantes são os das coordenadas cartesianas de 

posição. No caso em que os dados são fornecidos em coordenadas esféricas (elevação, 

azimute e distância), estas são convertidas para coordenadas cartesianas ( zyx ,, ) através das 

seguintes equações: 

    )sen().cos(. azeldx =          (4.1) 

    )cos().cos(. azeldy =          (4.2) 

    )sen(. eldz =            (4.3) 

A Fig. 4.1, a seguir, mostra em detalhes a disposição das coordenadas polares e 

cartesianas. 

Foguete

z (Zênite)

d

el

x (Leste)

az y (Norte)

 
 Figura 4.1 – Sistema de coordenadas cartesianas e esféricas para rastreamento. 

É definido que: o eixo y  aponta para o norte geográfico, o eixo x  aponta para o 

leste e o eixo z  para o zênite. O ângulo de elevação é medido a partir do plano horizontal xy  

e o ângulo de azimute é medido em relação ao eixo y , no sentido horário. 

4.2.2 Análise de dados do rastreamento do foguete 

Foram disponibilizados dados reais do foguete, com tempo de amostragem de 

0,05 segundos (20 Hz). Os dados provenientes do sistema de tratamento local de dados e 



 
 

 72 

radar incluem tempo, elevação, azimute, distância e coordenadas x , y  e z , no intervalo de 

tempo compreendido entre 0,0 e 264 segundos. Os dados de elevação, azimute e distância 

foram convertidos em coordenadas cartesianas através das Eqs. (4.1) a (4.3). Considera-se, 

que os dados em coordenadas esféricas e retangulares pertencem aos referenciais radar e 

rampa, respectivamente. Segundo a referência (CALDEIRA, 2000), o ruído extraído do 

resultado da mudança de coordenadas esféricas para cartesianas, conforme descrito na Seção 

4.2.1, apresenta as mesmas amplitudes que o ruído extraído das coordenadas cartesianas, isto 

é, dados provenientes das conversões de coordenadas esféricas para cartesianas não sofrem o 

efeito do filtro. Desta forma, estes dados passam a ser considerado como dados brutos. 

4.3 Metodologias de cálculos de ganhos dos filtros. 

O objetivo desta análise é estabelecer critérios de ganhos de filtros, para um radar 

de rastreamento de veículos espaciais. Como mencionado em seções anteriores, propõe-se 

duas maneiras de inferir os ganhos dos filtros: uma através do critério dos mínimos quadrados 

e outra através do critério de otimização minimax (minimizando o máximo da energia nos 

erros de estimação, para todas possíveis perturbações). Em ambos os casos, necessitam-se da 

informação sobre o ruído real bruto. 

Este foguete é um veículo de sondagem com uma fase inicial propulsada de 

aproximadamente 30 segundos e o restante do vôo é balístico até aproximadamente 264 

segundos. A Fig. 4.2, a seguir, mostra a evolução, no tempo, das coordenadas x , y  e z  da 

trajetória do foguete em referência. Verifica-se que os valores máximos para as coordenadas 

x , y  e z  são 68, 5 e 70 Km, respectivamente. Os dados da Fig. 4.2 são dados reais brutos, 

adquiridos pelo radar com uma taxa de amostragem de 20 Hz (0,05 segundos). Estando o 

radar configurado em modo transponder, a coleta dos dados iniciou no momento da 

aquisição, considerado como t = 0,0 segundo e terminou no instante t = 264 segundos. 
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 Figura 4.2 – Evolução temporal das coordenadas da trajetória do foguete. 

4.4 Desempenho dos filtros propostos 

Nesta seção apresenta-se uma avaliação dos algoritmos de rastreamento da 

trajetória do foguete de sondagem, utilizando as metodologias de filtragem apresentadas nos 

Caps. II e III, ou seja, “Filtragem de Kalman” e “Filtragem Robusta”.  

Para realizar as avaliações, foram utilizados dados reais do lançamento de um 

foguete de um estágio, com duas fases: uma propulsada e uma balística. Os dados brutos são 

fornecidos nas coordenadas de azimute, elevação e distância, no referencial radar. Estes dados 

são convertidos para as coordenadas x , y  e z , no referencial rampa de lançamento. 

Adotando o modelo tridimensional da equação dinâmica, na sua versão discreta, 

vista nas Eqs. (1.18) e (1.19) e assumindo que cada coordenada de posição do veículo 

(posições horizontal e vertical do foguete em relação à base) é medida independentemente, as 

mesmas podem ser tratadas separadamente. Assim, para cada coordenada, o movimento do 

veículo pode ser descrito pelas Eqs. (1.9), (1.10) e (1.11) que descrevem o modelo dinâmico 

discreto do foguete e podem ser escritas, na forma matricial, pela equação de estado (1.12) e 

equação de saída (1.16). 
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4.4.1 Filtro de Kalman 

O Filtro de Kalman, também chamado de Filtro 2H , é um algoritmo de 

processamento de dados recursivo, que emprega a técnica de filtragem linear ótima. Um 

aspecto importante é que este incorpora todas as informações que lhe possa ser fornecida, 

processando todas as medidas disponíveis, independentemente de suas precisões, para estimar 

o valor atual das variáveis de interesse utilizando-se do conhecimento do sistema, da 

descrição estatística do ruído do sistema, dos erros de medição e das incertezas da dinâmica 

do modelo. Neste trabalho o filtro de Kalman processa as aplicações em tempo real. 

O problema da estimação linear recursiva ótima numa abordagem estocástica 

consiste em determinar a melhor estimação possível iix /ˆ  do vetor de estados ix , quando são 

disponíveis as seguintes informações: 

• modelo matemático do sistema (Capítulos I e II); 

• propriedades estatísticas dos ruídos (Capítulos I e II); 

• conjunto de medidas da saída até o instante it  (Capítulos I e II); 

• condições iniciais do estado estimado 00/0ˆ xx =  e covariância associada 

00/0 PP =  (Capítulo II). 

Teorema 4.1: O Filtro de Kalman ótimo (variância mínima) para um sistema discreto 

consiste de equações de diferença para a média condicional e a matriz de covariância. 

Antes de cada observação tem-se a predição dos dados: 

   
⎩
⎨
⎧

+=
=

++++

++

.
;ˆˆ

11/1/1

/1/1
T
iii

T
iiiiii

iiiii
GQGFPFP

xFx
   (4.4) 

Após cada observação tem-se a fórmula de recursão (filtragem ou correção) da 

estimativa do vetor de estado para o instante 1+it , do sistema dinâmico, dado por: 

[ ]
⎩
⎨
⎧

−=
−+=

++++++

++++

.
;ˆˆˆ

/111/11/1

/1/11/1

iiiiiiii

iiiiiiiii
PHKPP

xHyKxx
   (4.5) 

com 

     [ ] 1
1/1/

−

−− += iiii
T
iiii RPHHPK     (4.6) 

em que 1/1ˆ ++ iix  representa a atualização da estimativa do vetor de estado, iix /1ˆ +  representa o 

valor predito da estimativa do vetor de estado, 1ˆ +iy  representa o valor predito da estimativa da 
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medida, K  representa o vetor ganho do filtro de Kalman, P  representa a matriz de 

covariância do erro e iy  representa a medida de observação realizada sobre o sistema.  

Na implementação do filtro de Kalman é necessária a inversão da matriz da Eq. 

(4.6) a cada interação para se obter a matriz ganho 1+iK  antes de se efetuar a estimativa ótima 

1/1ˆ ++ iix . Como já observado anteriormente, para aplicações em tempo real, muitas vezes esse 

processamento se torna inviável e é necessário substituir o ganho de Kalman variante no 

tempo, denominado de iK  por um ganho invariante no tempo, denominado de K , para 

otimizar o tempo de computação. Neste trabalho adotou-se o ganho de Kalman variante no 

tempo iK . 

O filtro fornece as coordenadas cartesianas da posição e as velocidades estimadas 

do veículo a cada vez que uma medição é disponível. Quando ocorrem medições inválidas o 

filtro fornece uma predição para as coordenadas da posição do veículo. Nestes casos a 

velocidade do veículo é considerada igual a sua última estimativa válida. 

Com as variáveis do sistema e do filtro descritas acima, o algoritmo que 

implementa o filtro de Kalman, como visto na Fig. (3.2), pode então ser assim definido, 

através dos seguintes passos: 

1. Armazenar o estado atual do filtro  

;,ˆ // iiii Px  

2. Computar o estado estimado 

;ˆˆ /,1/1 iiiiii xFx ++ =  

3. Computar a matriz de covariância do erro estimado 

;1
1,1/,1/1

−
++++ += iii

T
iiiiiiii GQGFPFP  

4. Computar a matriz de ganho do filtro 

[ ] ;1

11/111/11

−

+++++++ += i
T
iiiiiiii RHPHHPK  

5. Processar a estimação a partir da nova medida 1+iy  

[ ];ˆˆˆ /1111/11/1 iiiiiiiii xHyKxx ++++++++ −+=  

6. Computar a nova matriz de covariância do erro  

;][ /1111/1 iiiiii PHKIP +++++ −=  

7. Fazer 1+= ii  e retornar ao passo (1). 
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Para o caso em apreciação, usa-se os dados das Eqs. (1.13), (1.14), (1.15), (1.17), 

(1.18) e (1.19) juntamente com as equações de implementação do filtro de Kalman, descritas 

acima, para o desenvolvimento do algoritmo. Após várias experimentações, atribui-se os 

valores estimados de 2=Q  e 6=R  para as matrizes de covariância da perturbação do 

sistema e ruído nas medidas. Como já mencionado, o período de amostragem é de 02,0=T  

segundos. 

A seguir usa-se o algoritmo do filtro de Kalman para filtrar a trajetória do foguete 

nas coordenadas x , y  e z . Observa-se que no Cap. II foi implementado este algoritmo 

apenas com a coordenada z . Nesta seção, a filtragem é feita para cada coordenada, 

separadamente, para se obter uma melhor visualização e entendimento do efeito da correção 

sobre os dados brutos. O filtro memoriza as coordenadas cartesianas da posição do veículo. 

Inicialmente, observa-se o resultado da filtragem de Kalman para a coordenada X 

, visto através das Figs. (4.3), (4.4) e (4.5). 

 
 Figura 4.3 – Coordenada X não filtrada 

 Visualizando apenas um trecho da trajetória, como visto no Detalhe 4 da Fig. 

(4.3), observa-se com mais clareza o efeito da filtragem, como visto na Fig. 4.4. 

 

Detalhe 4
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 Figura 4.4 – Trecho da Coordenada X filtrada 
 
 A estimativa inicial causou um erro inicial grande que foi corrigido rapidamente 

pelo filtro, como visto na Fig. 4.5. 

 
 Figura 4.5 – Ruído de média zero da coordenada X 

Vista ampliada do
Detalhe 4 da Fig. 4.3 
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O resultado da filtragem de Kalman para a coordenada Y é visto nas Figs. (4.6), 

(4.7) e (4.8) seguintes. 

 
 Figura 4.6 – Dados não filtrados da Coordenada Y 
 
 

 
 Figura 4.7 – Trecho da Coordenada Y filtrada 

Detalhe 5 

Vista ampliada do 
Detalhe 5 da Fig. 4.6 
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 Figura 4.8 – Ruído de média zero da Coordenada Y 
 

O resultado da filtragem de Kalman para a coordenada Z é visto nas Figs. (4.9), 

(4.10), (4.11) e (4.12). 

 
 Figura 4.9 – Coordenada Z não filtrada 
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 Figura 4.10 – Trecho da Coordenada Z filtrada 
 
 

 
 Figura 4.11 – Ruído de média zero da Coordenada Z 
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 Figura 4.12 – Ganho do Filtro de Kalman 
 

4.4.2 Filtro de Kalman Robusto 

Como já descrito no Capítulo III, o objetivo da filtragem Robusta (estimação 

∞H ) é minimizar o ganho de energia máxima da perturbação para o erro de estimação, como 

demonstrado através da Eq. (3.9). 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++−−= −Π

===
∑∑∑

2
00

0

2

0

22

0

2
1ˆˆ xxvwzzJ

N

i
i

N

i
i

N

i
ii γ    (4.7) 

O critério ∞H  pode, então, ser entendido como um critério para o pior caso, ou 

seja, o estimador será robusto para a pior perturbação possível. 

O filtro ∞H  nada mais é do que uma versão modificada do filtro de Kalman pelo 

uso de um parâmetro γ , chamado de fator de robustez, como visto na Eq. (4.7). 

 O filtro Robusto para um sistema discreto consiste de equações de diferença para 

a média condicional e a matriz de covariância. 

Antes de cada observação tem-se a predição dos dados, como visto no Capítulo III: 

iiiii xFx /1/1 ˆˆ ++ =         (4.8) 
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,/11/1/1    (4.9) 

com 

[ ]T
i

T
ii

i

i
ie LHP

L
H

I
I

R ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=−
2

1
, 0

0
γ

          (4.10) 

Após cada observação tem-se a fórmula de recursão (filtragem ou correção) da 

estimativa do vetor de estado para o instante 1+it , do sistema dinâmico, dado por: 

iiiiiiiiiiiii xLxHyKLxLz /1/1/ ˆ)ˆ(ˆˆ =−−= −−
∗     (4.11) 

)ˆ(ˆˆ 1/1// −− −+= iiiiiiiii xHyKxx        (4.12) 

i
T
i

T
iiniiini KKHKIPHKIP +−−= )()(     (4.13) 

1)( −+= T
iii

T
iii HPHIHPK        (4.14) 

em que iix /ˆ  representa a atualização da estimativa do vetor de estado, 1/ˆ −iix  representa o 

valor predito da estimativa do vetor de estado, iẑ  representa o valor predito da estimativa da 

medida, iK  representa o vetor ganho do filtro de Kalman, P  representa a matriz de 

covariância do erro e iy  representa a medida de observação realizada sobre o sistema. 

Com as variáveis do sistema e do filtro descritos acima, o algoritmo que 

implementa o filtro de Kalman Robusto, visto na Fig. (3.3), pode então ser definido através 

dos seguintes passos: 

1 Armazenar o estado atual do filtro; 

;,ˆ // iiii Px  

2 Computar o estado estimado; 

;ˆˆ /,1/1 iiiiii xFx ++ =  

3 Computar a matriz de covariância do erro estimado; 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+= −

++++
i

i
ie

T
i

T
iiii

T
ii

T
iiiiii L

H
RLHPFGGFPFP 1

,/11/1/1  

4 Computar a matriz de ganho do filtro; 
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[ ] ;1

11/111/11

−

+++++++ += i
T
iiiiiiii RHPHHPK  

5 Processar a estimação a partir da nova medida 1+iy ; 

)ˆ(ˆˆ 1/1// −− −+= iiiiiiiii xHyKxx  

6 Computar a nova matriz de covariância do erro; 

i
T
i

T
iiniiini KKHKIPHKIP +−−= )()(  

7 Fazer 1+= ii  e retornar ao passo (1). 

Para o caso em apreciação, usa-se os dados das Eqs. (1.13), (1.14), (1.15), (1.17), 

(1.18) e (1.19) juntamente com as equações de implementação do filtro robusto, descritas 

acima, para o desenvolvimento do algoritmo computacional. Como já mencionado, o período 

de amostragem é de 02,0=T  segundos. 

O resultado da filtragem Robusta para a coordenada X é visto nas Figs. (4.13) e 

(4.14) seguintes. 

 
 Figura 4.13 – Trecho da Coordenada X filtrada 
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 Figura 4.14 – Ruído de média zero em relação à Coordenada X 
 

O resultado da filtragem Robusta para a coordenada Y é visto nas Figs. (4.15) e 

(4.16) seguintes. 

 
 Figura 4.15 – Coordenada Y filtrada 
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 Figura 4.16 – Ruído de médio zero em relação à Coordenada Y 
 

O resultado da filtragem Robusta para a coordenada Z é visto nas Figs. (4.17) a 

(4.19) seguintes. 

 
 Figura 4.17 – Trecho da Coordenada Z filtrada 
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 Figura 4.18 – Ruído de média zero em relação à Coordenada Z 
 
 

 
 Figura 4.19 – Ganho do Filtro de Kalman Robusto em relação à Coordenada Z 
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4.5 Comparação entre os filtros de Kalman e Kalman robusto. 

O algoritmo do Filtro de Kalman para estimação de estados em (3.1), assumindo 

que as seqüências { }iw  e { }iv  são unidades de variância independentes de processos de ruído 

branco, é: 

  )ˆ()(ˆˆ 1
1 iii

T
iii

T
iiiiii xHyHPHIHPFxFx −++= −

+  

ou 

  )ˆ()(ˆˆ 111
1

11111/1/1 +++
−

+++++++ −++= iii
T
iii

T
iiiiiiii xHyHPHIHPFxFx  

onde 
T
ii

T
iiiii

T
ii

T
iiii FPHPHIPFGGFPFP 1

1 )( −
+ +−+= ,   00 Π=P . (3.50) 

Como observado através dos autores (FORSSELL, 1996; HASSIBI2, 1996) as 

soluções ∞H  são muito similares ao Filtro de Kalman convencional. As principais diferenças 

são as seguintes: 

1. A estrutura dos estimadores ∞H  depende, via recursão de Riccati, Eq. (3.36), 

da combinação linear dos estados que pretende-se estimar, ou seja, de iL . Já no Filtro de 

Kalman convencional, a estimativa de qualquer combinação linear de estado é determinada 

pela combinação linear da estimativa de estado.  

2. Tem-se condições adicionais na Eq. (3.36), que pode ser satisfeita para que o 

filtro robusto exista; no problema do filtro de Kalman o estimador iL  não aparece, e a 

covariância iP  é definida positiva, a fim de que a Eq. (3.36) seja imediata. 

3. Tem-se a matriz covariância indefinida , por exemplo,  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− I

I
20

0
γ

 contra 

apenas I  no filtro de Kalman. 

4. Quando ,∞→γ  a recursão de Riccati, Eq. (3.41), se reduz para a recursão do 

filtro de Kalman, Eq. (3.50). Esta redução indica que a norma ∞H  do filtro de Kalman 

convencional pode ser muito ampla, e que o mesmo pode ter propriedades inferiores de 

robustez.  
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4.6 Resultados obtidos 

Depois de observado a existência de soluções para o problema de filtragem de 

Kalman e Kalman Robusto, faz-se a análise comparativa entre os filtros, mostrando suas 

vantagens e desvantagens.  

Relembrando o que já foi dito anteriormente, observa-se, nos dois filtros, que a 

posição estimada é bem mais precisa que a velocidade estimada, lembrando que, somente a 

posição do veículo é medida, enquanto sua velocidade é somente estimada. 

Na filtragem de Kalman, além dos testes feitos e apresentados através dos 

gráficos, foram feitos outros onde os valores de Q e R variam, lembrando que para os gráficos 

acima usou-se os valores Q=2 e R=6.  

Na filtragem ∞H  o melhor resultado de robustez ao pior caso das perturbações 

foi obtido com o parâmetro 8,0=γ . Foi observado, também, que quando o parâmetro γ  se 

torna muito grande, como visto na Eq. (4.7), o filtro robusto se comporta como um filtro de 

Kalman convencional. 

Outra constatação importante é que o filtro de Kalman tem uma resposta mais 

lenta que o filtro Robusto, como visto nas Figs. (4.10) e (4.17). 

Por último, conclui-se que para nível de ruído pequeno, o filtro de Kalman 

Robusto (filtro ∞H ) apresenta uma resposta transitória muito melhor que o filtro de Kalman 

(filtro 2H ). Por outro lado, quando o nível de ruído é muito grande, o filtro ∞H  é mais 

sensível às medidas de ruído do que o Filtro de Kalman. 
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CAPITULO V 

5 Conclusão 

Neste trabalho foram investigadas algumas soluções para os problemas de 

filtragem 2H  e ∞H , aplicados à trajetografia de veículos espaciais, com suas respectivas 

análises. As principais contribuições do trabalho estão resumidas a seguir. 

Na introdução apresentou-se uma abordagem da configuração básica utilizada 

para rastreamento de veículos espaciais por radar, mostrando onde está inserido o sistema de 

tratamento de dados, desde a aquisição pelos radares, passando pelo sistema de filtragem e 

seguindo até ao sistema de visualização da trajetória do veículo. Ainda neste capítulo, fez-se 

um tratamento matemático do modelo cinemático e das medidas adotadas para os filtros. 

Primeiramente, obteve-se uma solução para o problema de estimação de estado 

2H  (filtragem de Kalman ou filtragem 2H ), via recursão de Riccati. Esta solução se deu 

através da aplicação do Método dos Mínimos Quadrados - MMQ, uma metodologia de 

filtragem de Kalman aplicada na recuperação de trajetórias ruidosas de veículos espaciais. No 

caso especial deste trabalho o programa computacional foi utilizado para filtrar uma trajetória, 

contaminada por ruído, de um foguete de sondagem, sendo atribuídos por experimentação, 

valores para as matrizes de covariância da perturbação e do ruído. A filtragem utilizando esta 

metodologia apresentou boa estabilidade e bom desempenho nos resultados obtidos, como 

visto nos gráficos dos Capítulos II e IV.  

Em seguida obteve-se uma solução para o problema de estimação de estado ∞H  

(filtragem de Kalman Robusto ou filtragem ∞H ), via recursão de Riccati. Esta solução foi 

obtida através do método Minimax, uma nova metodologia de filtragem aplicada na 

recuperação de trajetórias ruidosas de veículos espaciais. No caso específico deste trabalho o 

algoritmo computacional foi utilizado para filtrar a mesma trajetória do foguete balístico, 

mencionado na filtragem 2H . O problema de estimação ∞H  apresentou uma função 

desempenho diferente do problema de estimação 2H , portanto, houve a necessidade de 

resolver este novo problema de estimação, a saber problema Minimax. Na dedução da solução 

Minimax considerou-se o caso mais contaminado por ruído, maximizando a função custo, ou 

seja, maximizando o ganho de energia entre o erro de estimação e as perturbações. Através do 
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método Minimax buscou-se definir o parâmetro γ , fator de robustez, para o caso de 

estimação ∞H  sub-ótimo. Através dos resultados da análise dos gráficos gerados pelos 

programas de filtragem, o filtro ∞H  apresentou maior robustez para γ = 0,8. Para valores de 

γ menores que 0,8 o filtro tornou-se instável. Para valores de γ  muito maiores que 0,8 o 

filtro robusto se comportou como o filtro convencional de Kalman. 

Finalmente, de posse dos resultados das filtragens via estimação de estado 2H  e 

∞H , fez-se uma análise comparativa dos dois filtros submetidos a uma trajetória de mesmo 

nível de ruído e obteve-se desempenhos semelhantes, vistos nas figuras do Capítulo IV.  

Trabalhos futuros 

Com o objetivo de dar seqüência a este trabalho, fica como proposta para estudos 

futuros que envolvam desenvolvimento de algoritmos e projetos de filtros de Kalman, 

Kalman Robusto e Adaptativo para foguetes com mais de dois estágios e equipado com 

sistemas de manobrabilidade em sua trajetória. 
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Apêndices 
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Apêndice A 

Bibliografia de R. E. Kalman 
 

Rudolf Emil Kalman, filho de Otto e Ursula Kalman nasceu em Budapest, 

Hungria, em maio de 1930. Sua família mudou-se para os Estados Unidos durante a segunda 

guerra mundial. 

Kalman recebeu o grau de bacharel e mestre em Engenharia Elétrica no MIT 

(Massachusetts Institute of Thechnology) em 1953 e 1954 respectivamente. Seu orientador era 

Ernest Adolph Guillemin e o tema da sua dissertação era o comportamento das soluções de 

equações de diferença de segunda ordem. Depois disso, Kalman obteve o título de Doutor em 

Ciência na Universidade de Columbia em 1957. Nesta época, a Columbia era bem conhecida 

pelos trabalhos em teoria de controle liderados por John R. Ragazzini e Lotfi A. Zadeh.  

Suas principais posições incluem: pesquisador no R.I.A.S. (Research Institute for 

Advanced Study) em Baltimore, entre 1958-1964, professor da Universidade de Stanford entre 

1964-1971, e professor pesquisador e diretor do Center for Mathematical System Theory da 

Universidade da Flórida entre 1971 a 1992. Além disso, desde 1973, Kalman também 

lecionou a cadeira de Teoria Matemática de Sistemas no ETH (Swiss Federal Institute of 

Technology) em Zurich. 

Ele foi merecedor de numerosos prêmios, incluindo a medalha de honra do IEEE 

(1974), a Medalha do Centenário do IEEE (1984), o Prêmio de Kyoto em Alta Tecnologia da 

Fundação Inamori do Japão (1985), o Prêmio Steele da Sociedade Americana de Matemática 

(1987) e o Prêmio Ballman (1997). Kalman é membro da Academia Nacional de Ciências 

(EUA), Academia Nacional de Engenharia (EUA) e Academia Americana de Artes e 

Ciências. Além disso, é membro estrangeiro das Academias Húngara, Francesa e Russa de 

Ciências e recebeu muitos doutorados honorários. 

Kalman é casado com Constantina nee Stavrou com quem tem dois filhos, 

Andrew e Elisabeth. 
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Apêndice B  

Lema da Inversão de Matriz 
 

111 )( −−− += TBBRPM   sendo   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

nxm

mxm

nxn

B
R
P

 

Elevando a potência negativa vem 
 

)( 111 TBBRPM −−− +=       ou          TBBRPM 111 −−− =−  
 

)( 111 TBBRPMMM −−− +=  
 

TBMBRMPI 11 −− +=    × (P) 
 

PBMBRMP T1−+=    × (B) 
 

)( 1 PBBRIMBPB T−+=              ou                )( PBBRRRMBPB T11 −− +=  
 

)(1 PBBRMBRPB T+= −    × 1−+ )( PBBR T  
 

11 −− =+ MBRPBBRPB T )(   × )( TB  
 

TTT BMBRBPBBRPB 11 −− =+ )(  
 

11111 −−−−− −=−=+ MPMMPMMBPBBRPB TT )()(  
 

11 −− −=+ MPIBPBBRPB TT )(  × (P) 
 

MPPMPPPBPBBRPB TT −=−=+ −− 11)(  
 

PBPBBRPBPM TT 1)( −+−=  
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Apêndice C 

Regras de derivação usadas 

C1 
TT

x
f

x
f
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∂
∂
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Se Q  é simétrico vem 

C5 Qx
x
QxxT

2)(
=

∂
∂

 

C6 )(2)()( yxQ
x

yxQyx T
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Regras de Transposição de Matrizes 
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T
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TT
i

T
i FxFx =)(  

Se  HyxT  é um escalar tem-se o seguinte:  xHyHyxHyx TTTTT == )(  

As condições de otimalidade fornecem 
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Apêndice D 

Filtro γβα −−  Tracker 

O filtro γβα −−  Tracker é um filtro “sub-ótimo”e pode ser assim descrito: 

Processamento Discreto no Tempo para Radar de Rastreamento 

Um radar de rastreamento é usado para determinar o alcance e velocidade de um 

objeto a uma distância x de um transmissor. A figura abaixo mostra o diagrama simplificado 

de um conjunto ideal de pulsos transmitido e recebido, junto a um pulso típico recebido. 
Objeto

c 
(m

/s
)

Transmissor/Receptor Radar

)(ix

T 2T t

tT 2T

t

1tΔ

tΔ

 
 

A informação requerida é o valor do intervalo de tempo tΔ , representando o tempo que leva 

a onda de rádio para ir ao objeto e voltar ao radar. O sinal recebido típico não tem uma forma 

ideal devido a diversas perturbações e então mede-se tt Δ=Δ 1 . O alcance estimado 

21tcx Δ= , de uma medida pode, portanto, causar grandes erros. A grandeza c  é a 

velocidade de propagação do pulso no espaço. Para reduzir o erro, uma seqüência periódica 
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de pulsos é transmitida em um intervalo de tempo de T  segundos, como indicado na figura 

acima, que produz uma seqüência ixxx ,...,, 10  de valores medidos do alcance. Em muitos 

casos o objeto está em movimento e é necessário saber sua velocidade (taxa de variação da 

posição), junto com a posição do objeto no tempo de um pulso radar no futuro. 

Para estabelecer um esquema de processamento para os dados de radar introduz-

se as seguintes grandezas: 

• ix , medição da posição do objeto, obtida no i-ésimo retorno do pulso de radar; 

• iy , posição estimada do objeto no i-ésimo pulso de radar, depois do 

processamento de dados; 

• iy� , velocidade estimada do objeto no i-ésimo pulso de radar, depois do 

processamento de dados; 

• ipy , posição predita do objeto no i-ésimo pulso de radar, obtida no 

ésimoi −− )1(  pulso de radar, depois do processamento de dados. 

A grandeza ipy , acima, pode ser expressa como 

11 −− += iiip yTyy �  

onde T  é o intervalo de tempo entre os pulsos transmitidos. A próxima relação é estabelecida 

do seguinte modo: 

        ][ ipiipi yxyy −+= α  

onde a posição predita é corrigida pelo erro entre os valores medidos e preditos, que é 

ponderado pelo fator 0>α . De modo similar, tem-se para a velocidade: 

         ][1 ipiii yx
T

yy −+= −
β��  

com 0>β . 

Para a aceleração tem-se 

             ][
2 21 ipiii yx
T

yy −+= −
γ����  

 O conjunto de relações formadas pelas equações acima descrevem um esquema 

de processamento de sinal conhecido como equações de rastreamento γβα −− . O 

diagrama esquemático definido por estas equações é visto na figura seguinte: 
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1−iy�

D D

D

ix

entrada
+

-

ipi yx
erro
− α

T/β

T

+
+

velocidade
yi 1−�

Posição
yi 1−

ipy
Predição da Posição

1−iyT �

1−iy

correção da posição

correção da
 velocidade

+ +

+

+

 
 

Figura – Processador de rastreamento γβα −−  
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Apêndice E 

Matriz erro de covariância. 

Demonstração das equações da matriz erro de covariância filtrada (Eq. 3.35 e 

3.38). Da Eq. (3.38) tem-se: 

0)()( 1// ≥+−−= − i
T
i

T
iiniiiinii KKHKIPHKIP  

0)()( 1// ≥+−−= − i
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TT
niiiinii KKKHIPHKIP

ii
 

0))(( 1/1// ≥+−−= −− i
T
i
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0)()( 1/1// ≥+−−−= −− i
T
i

TT
iiiiniiiinii KKKHPHKIPHKIP
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0)( 1/1/1// ≥++−−= −−− i
T
i

TT
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T

n
T

iiii
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iiiiiinii iiii
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Da Eq. (3.37) tem-se que 
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iiiiiinii iii
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Substituindo iK  na Eq. acima tem-se 
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logo tem-se a Eq. (3.35) 
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Apêndice F 

F-1 Normas e valores singulares 

Normas são medidas do tamanho de um vetor ou de uma matriz.  

F-1.1 Normas de vetores 

Definição: Seja V  um espaço vetorial e Vyex ∈ , a função •  é dita ser uma 

norma em V se satisfaz as seguintes propriedades: 

1) 0≥x .  

2) 00 =⇔= xx . 

3) ℜ∈∀⋅= αα ,xax  . 

4) yxyx +≤+ . 

Esta definição é geral e se aplica, não somente a vetores, mais também a matrizes. 

Seja [ ]Tnx,x,xx …21=  um vetor de n elementos pertencentes aos números 

reais. A definição geral da norma deste vetor, também chamada de norma-p de x é: 

pn

i

p
ip xx

1

1
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∑

=
,     np ≤≤1 .           

Há três normas-p, também chamadas de normas Holder, obtidas pelo conjunto p = 1, 2 ou ∞ 

comumente usados: 

Nome Fórmula Comentários 

norma –1 ∑
=

=
n

i
ixx

11  Somatório dos valores absolutos 

norma – 2 ∑
=

=
n

i
ixx

1

2
2  

Raiz quadrada do somatório dos valores 

absolutos elevados ao quadrado. 

norma - ∞ ii
xmaxx =

∞
 

Máximo valor absoluto 

  As normas 2L  e 2L [0, N] de um vetor ix  são definidas, respectivamente, por: 

   
21

02 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∑

∞

=i
i

T
i xxx   e   

21

02 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∑

=

N

i
i

T
i xxx . 
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Ilustração geométrica: 

 Na Figura abaixo é visto uma ilustração geométrica das três normas para um vetor 

bidimensional (n = 2). 

1

1

1

1x

2x
12 ≤x p=2

2
2

2
12 xxx +=

1

1

1

1x

2x
11 ≤x p=1

211 xxx +=

1x

2x

1

1

1

1≤
∞

x
∞=p

{ }21 x,xmaxx =
∞

 

Considera-se, agora, um exemplo numérico com um vetor tridimensional (n=3) 

[ ]Txxxx 321 ,,= em 3ℜ . Para um exemplo numérico tem-se [ ]Tx 3,2,1 −= . As normas 1, 2 e 

∞ de x são dadas abaixo. 

  6321
3

11 =++=∑=
=i

ixx  

  742,3941
3

1

2
2 =++=∑=

=i
ixx  

  3max ==
∞ ii

xx  
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F-1.2 Normas de matrizes 

Estendendo o alcance de normas de vetores para matrizes requer o entendimento 

do papel destas matrizes como operador linear, decisivo na teoria de estimação de estado 

com muitas variáveis.  

Recordando a definição de multiplicação de matrizes tem-se: para uma matriz 

mxnmnmmm

n

n

aaaa

aaaa
aaaa

A

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

"
#%###

"
"

321

2232221

1131211

 

de m-linha e n-coluna no espaço mxnℜ  e para um vetor de saída my ℜ∈  e um vetor de 

entrada nx ℜ∈ , escreve-se Axy =  onde cada elemento do vetor de entrada é dado por 

∑ == n
j jiji xay 1 , sendo que ija  é o elemento da  matriz A  na linha i  e coluna j . Pode-se 

definir normas úteis para matrizes em termos do ganho do vetor norma de x para y. Isto é, a 

razão da norma de saída y e a entrada x mede o ganho de A como um operador linear, de 

entrada no espaço nℜ  e saída no espaço mℜ . Como esta relação não é sempre fixa, mas 

depende da escolha de x , usa-se o máximo ganho possível da norma do vetor de entrada para 

o vetor de saída:  

p

p

Rx
xp x

Ax
maxA

p∈

≠
=

0
       

A norma da matriz definida neste método é chamada de norma induzida, pois é induzida pela 

escolha da norma do vetor x . Existem três normas de matriz induzida comumente usadas, 

correspondentes a normas de vetores para p = 1, 2 e ∞.  

Nome Fórmula Comentários 

norma -1 ∑
=

=
m

i
ijj

amaxA
11    Máximo somatório dos valores absolutos das 

colunas. 

norma - 2 
)A(A σ=2   ou 

[ ] 2
1

2 )( AAA T
Mλ=  

Máximo valor singular, denotado de (.)σ . 

Mλ  é o maior autovalor de ( AAT ). 
Achar Autovalor 21,λλ :  0)det( =− AIλ  

norma - ∞ ∑=∞ j iji amáxA    Máxima soma da linha (valor absoluto). 
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Do ponto de vista teórico, para um sistema, as normas induzidas tem a 

interpretação de ganhos de amplificação entrada/saída. 

Para um exemplo numérico considera-se, agora, uma matriz ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

230
421

32xA , 

em 32xℜ . As normas 1, 2 e ∞ de A  são calculadas abaixo: 

norma –1: 6)]24(),32(),01max[(1 =+++=A  
 

norma – 2: 

634,4)528,12,472,21(max
132
221

max

24
32
01

230
421

max)(max2

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
==

i

i
T

i AAA

λ

λλ

 

 
norma - ∞: 7)]230(),421max[( =++++=

∞
A  

F-2 Valores singulares 

 O valor singular de uma matriz A é definido por: 
      niAAA ii ,,2,1),()( "== ∗λσ  

em que )(Aiσ  representa o i-ésimo autovalor de ,AA∗ e ∗A  é a transposta conjugada de A . 

 O máximo valor singular Mσ  fornece a norma espectral de uma matriz, isto é, 

seja A  uma matriz, então: 

      )( * AAA Mλ=  

 Uma matriz é dita ser grande se seu menor valor singular mσ  for grande e 

pequena se seu maior valor singular Mσ  é muito pequeno, isto é: 

      Matriz grande: 1>>mσ   

      Matriz pequena: 1<<Mσ . 

F-3 Normas de matriz de transferência 

Duas normas são comumente usadas para matriz de transferência: a norma-2 e a 

norma-∞. 
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F-3.1 Norma 2H  para sistemas discretos 

 A norma 2H  de uma função de transferência da matriz ( )sG  é definida por 
(VIDYASAGAR, 1993): 

{ } 2
1

2

0

jwjwT
2 ))G(e(eGTr

2
1

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π

= ∫
π

dwG      

e a correspondente temporal 

( ) 2
1

0i
2 tr

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
i

T
i ggG        

em que a operação de integração utilizada no caso contínuo aparece substituída pelo 

somatório. As mesmas propriedades e interpretações discutidas no caso contínuo podem ser 

transpostas para o caso discreto. 

F-3.2 Norma ∞H  para sistemas discretos 

A norma-∞ da função de transferência da matriz )(sG  pode ser definida por 

(LUENBERGUE, 1986; RUDIN, 1987): 

( )jw

w
eGmaxG

ℜ∈∞
=  

e a correspondente temporal 

    
2

2

)(
)(

max
tu
tGu

G
w ℜ∈∞

=  

em que )(tu  é um vetor sinal de entrada e )())(( tytGu = é o correspondente vetor sinal de 

saída de G . A norma-2 representa a energia do sinal. A norma-∞ da função de transferência 

dá o ganho máximo possível se o ganho é medido usando a norma-2. A norma-∞ é uma 

norma induzida. 


