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RESUMO

Neste trabalho, ¢ proposta uma metodologia de filtragem de dados de trajetérias de veiculos

espaciais via estimagdes de estado H, e H_, discretos. Nessa metodologia, obtém-se,

inicialmente, a solug¢do do problema de filtragem de dados de trajetorias de veiculos espaciais

via estimagdo de estado H, através das equagdes do filtro de Kalman para Estimadores

Filtrados. O problema ¢ resolvido através do desenvolvimento matematico das equagdes do
filtro de Kalman que tem como objetivo principal encontrar uma estimagao de estado que
minimize o erro quadratico médio. As equagdes matemadticas sdo utilizadas para o
desenvolvimento do algoritmo computacional do filtro de Kalman. O algoritmo de filtragem
de Kalman tem duas funcgdes basicas: predicdo e corre¢do. Na fase de predi¢do sdo dadas as
estimativas iniciais e atualiza¢ao do tempo de amostragem, enquanto que, na fase de corre¢ao
sdo atualizadas as medidas. Aplica-se, também, a nova metodologia proposta no projeto de
filtragem de dados de trajetoria de veiculos espaciais via estimag@o de estado H_ através de
equacdes do filtro de Kalman robusto. A filtragem robusta tem como objetivo principal
estimar uma combinagdo linear que minimize a norma H_, que tem a interpretacdo da
existéncia de ganho de energia méxima da entrada para a saida. Como contribui¢ao, obtém-se
um novo algoritmo computacional para filtragem de dados de trajetorias de veiculos
espaciais, agora através de estimagdo de estado H_ . Todos os procedimentos de projeto sdo

ilustrados através de alguns exemplos aplicados a sistemas de rastreamento de veiculos

espaciais. Os resultados sdo comparados e discutidos.



ABSTRACT

In this work, a new methodology of filtering data of paths of space vehicles is proposed H,
and H_ saw state estimates and discreet. In that new methodology, it is obtained, initially,

the solution of the problem of filtering of data of paths of space vehicles saw state estimate
through the equations of the filter of Kalman for Predicted Estimators and Filtered Estimators.
The problem is solved through the mathematical development of the equations of the filter of
Kalman that has as main function, to find a state estimate that minimizes the least-squares
error. The equations mathematics are used for the development of the algorithm of the filter of
Kalman. The algorithm of filtering of Kalman has two basic functions: prediction and
correction. In the prediction phase the initial estimates and updating of the time of sampling
are given, while, in the correction phase they are updated the measures. It is applied, also, the

new methodology proposed in the project of filtering of data of path of space vehicles H

saw state estimate through equations of robust filter. The robust filtering has as function to
esteem a linear combination that minimizes the norm, that has the interpretation of the
existence of earnings of maximum energy of the entrance for the exit. In addition, it is
obtained a new algorithm for filtering of data of paths of space vehicles, now through state
estimate. All the project procedures are cultured through some applied examples to systems of

tracking of space vehicles. The results are compared and discussed.
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CAPITULO I
1 Introducéo

Um sistema de rastreamento de veiculos espaciais ¢ composto, basicamente, por
estagdes de radar e seus respectivos sistemas de tratamento de dados e visualizagdo de
trajetorias. Uma boa visualizacdo dessa trajetoéria em rastreamento de veiculos espaciais
garante ao setor responsavel pela seguranca do v6o dos mesmos, parametros para analise e
tomada de decisdo com maior confiabilidade e precisdo. Por esta razdo os algoritmos de
filtragem' (estimag@o de estado) de trajetorias de veiculos espaciais exercem uma fungéo
importante no tratamento dos dados rastreados. Uma caracteristica importante do sistema de
tratamento dos dados ¢ a de operar em tempo real, condi¢do necessaria para o rastreamento de
foguetes. Uma das facilidades deste sistema ¢ efetuar a filtragem dos dados brutos (medidas
de posi¢do dos foguetes pelos radares) através da implementacdo de algoritmos e gerar o que
se denominam dados filtrados (valores de posi¢ao e velocidade estimados do foguete).

Portanto, a fun¢do basica do algoritmo para filtragem de dados de trajetdrias €
estimar a posicdo e a velocidade de um veiculo espacial em movimento. A informagao
disponivel para computar estas estimativas sdo medidas ruidosas da posi¢ao do veiculo. Estas
medi¢des sdo obtidas a intervalos de tempo regulares pelos radares de rastreamento. As
variaveis estimadas sdo utilizadas para prever a posicdo do veiculo no proximo instante de
amostragem, permitindo a eliminacdo das medidas erroneas.

Esta dissertagdo tem como objetivo principal investigar o emprego de
metodologias de filtragem robusta® para tratamento de dados, com a finalidade de calculo de
ganhos de filtros dos dados de radar, para a obtencdo de melhores propriedades de
rastreamento de veiculos espaciais. Estas metodologias sdo baseadas no problema de

filtragem H_ para sistemas dindmicos discretos ¢ lineares, onde sdo consideradas as

incertezas significativas nas estatisticas das medidas ruidosas.

'O problema de obtengdo de uma boa aproximagio para uma grandeza corrompida por ruidos leva
o nome genérico de filtragem.

* A teoria do espago robusto ( H p ) tem suas origens nas descobertas feitas por alguns matematicos
como G. H. Hardy e J. E. Littlewood. O comego do ponto historico para a teoria do espago H, foi considerado

com o trabalho, em 1915, por Hardy, com um teorema da convexidade.



Diferentemente da metodologia convencional (baseada no filtro de Kalman), onde
o conhecimento exato a priori das propriedades estocasticas (ruido branco e sua respectiva
densidade espectral) das medidas ruidosas € necessario para ndo degradar a estimacdo de
estado, a filtragem robusta baseada no ganho de energia maxima das perturbagdes de entrada
para a saida, procura fazer frente a esta dificuldade, sendo atualmente objeto de intensa
pesquisa (HASSIBI, Vol. 44, n° 2, 1996).

Como motivagdo adicional, pretende-se dar uma contribuicdo investigativa ao
sistema de filtragem dos dados de radar do Centro de Langamento de Alcantara, apresentando
uma metodologia alternativa para a realiza¢ao de analises comparativas de desempenho com o

filtro atualmente utilizado no CLA ( “filtro & — f — y tracker”, descrito no anexo D), com a

finalidade de auxiliar no ajuste e adequacdo dos dados filtrados para diferentes tipos de
veiculos com fases (propulsada e balistica) distintas durante a trajetéria.Tais mudancas de
fase podem provocar erros significativos na medicao dos dados de posi¢do do rastreamento
em virtude do filtro em operagdo no CLA ajustar seus parametros constantes e iguais para
todas as diregoes (BARROSO, 1992; CALDEIRA, 2000). Portanto, ¢ altamente desejavel que
o filtro seja insensivel a este tipo de incerteza, isto €, que o filtro seja robusto.

Para analise comparativa de algoritmos de filtragem baseados no filtro de Kalman

(em regime permanente, sob certas condi¢des dos pardmetros & — S — ¥, o filtro de mesma
denominagdo ¢ semelhante ao filtro de Kalman convencional) e no filtro H_ , uma aplicagdo

¢ realizada para o tratamento de dados brutos obtidos de um radar da trajetoria de um foguete
de sondagem, bastante empregado no CLA em pesquisas cientificas (CALDEIRA, 2000).

Na sec¢do 1.1, € apresentado a estrutura de rastreamento do CLA, com uma breve
descri¢dao do sistema de tratamento de dados, compreendendo as principais etapas: aquisi¢ao
de dados brutos, filtragem e visualizagdo na sala de seguranc¢a de voo.

Na secao 1.2, sdo descritos os modelos cinematico e de medidas normalmente
adotados para os estimadores de estado usados em sistema de rastreamento de foguetes.

No Capitulo II, apresenta-se uma revisdo de alguns conceitos estatisticos e apo0s,

faz-se uma abordagem matematica da filtragem de Kalman (estimagdo de estado H,). De

posse das informagdes necessarias, implementa-se um algoritmo computacional para
filtragem dos dados da trajetoria de um foguete de sondagem.

No Capitulo III, estuda-se a filtragem robusta (estimagdo de estado H_ ) e suas

respectivas vantagens e desvantagens em relacdo a filtragem convencional de Kalman,



implementando-se um algoritmo de filtragem robusta para estimacdo de trajetorias de
veiculos espaciais.

No Capitulo IV apresenta-se a analise de desempenho dos filtros H, e H .

Finalmente, no Capitulo V, apresenta-se uma conclusdo do resultado dos

trabalhos desenvolvidos nesta dissertagao.
1.1 Sistema de rastreamento de veiculos espaciais

O sistema de rastreamento de veiculos espaciais do CLA ¢ composto,
basicamente, por duas estagdes de radar e seus respectivos sistemas de tratamento de dados e
visualizacdo de trajetérias (BARROSO, 1992; CALDEIRA, 2000). Devido as suas
caracteristicas técnicas e posicionamento em relacdo a rampa de langamento os radares sao
denominados de radar de proximidade e radar de precisdo.

Na Figura 1.1, é apresentado esquematicamente o sistema de rastreamento de
veiculos espaciais do CLA, onde os dados brutos da trajetéria do veiculo rastreado sdo
adquiridos pelos radares 1 ¢ 2, em uma freqiiéncia de amostragem, predefinida em vinte vezes

por segundo (20 Hz), fornecendo informacdes de elevacdo, azimute e distancia do foguete a

rampa de langamento.

O

/
RADAR 1 / RADAR 2
;

/
/
/
/
/
/
/
/
/
@® RAMPADE

LANCAMENTO
Dados brutos Dados brutos
el,az, d el, az, d

Tratamento Tratamento
local de local de
dados dados

Tratamento
central de

dados
Dados filtrados Dados filtrados

X, ¥,z X, Y, 2
Vx, Vy, Vz Vx, Vy, Vz

VISUALIZACAO DA
TRAJETORIA

N

Figura 1.1 — Sistema Bésico de Rastreamento de Veiculos Espaciais.



A seguir, os dados sdo enviados a um sistema de tratamento local de dados,
situado na propria estagdo do radar, onde sdo processados localmente por um algoritmo de
filtragem de ruido através de um programa computacional, adotando os critérios de
minimizagdo do desvio padrio (erro médio quadrado). Além da filtragem, objeto de
investigacdo deste trabalho, o sistema de tratamento de dados local ainda realiza outras
funcdes, na seguinte seqliéncia: eliminagdo de pontos aberrantes, transformacdo das
coordenadas polares em coordenadas cartesianas, ¢ mudanca da referéncia do radar para a
rampa de langamento.

Os dados filtrados da posi¢ao e as estimativas de velocidade e aceleragao do
veiculo rastreado, em coordenadas cartesianas no referencial da rampa de langamento
utilizada, sd3o enviados a uma cadéncia predefinida em projeto de dez vezes por segundo (10
Hz), a um sistema de tratamento central de dados que tem como principal objetivo a
realizag¢ao das seguintes fungdes:

. Visualizagdo grafica da trajetoria percorrida pelo foguete;

. Designagao dos meios de rastreamento (se um radar perde o alvo, um
outro radar que esta rastreando lhe envia as coordenadas de posi¢ao, azimute e elevacao e este
volta a ser apontado para o foguete, voltando a rastrear);

. Célculo do possivel ponto de impacto do foguete com a superficie
terrestre caso a propulsdo acabasse naquele instante;

. Armazenamento dos dados em memoria.

Os radares podem rastrear os veiculos no modo “eco de pele”, também chamado
de modo radar ou no modo transponder (modo respondedor). No modo transponder, o
veiculo rastreado dispde de um equipamento embarcado que responde a um sinal de
interroga¢do do radar. No modo radar, o rastreamento ¢ feito através da reflexdo no veiculo de
um pulso eletromagnético enviado pelo radar. Quando ¢ utilizado o modo transponder o
rastreamento pode ser efetuado no modo automatico desde o inicio do langamento. No modo
radar, os operadores dos radares precisam monitorar o sinal refletido e comutar para o modo
automatico quando a relacdo sinal/ruido for considerada satisfatoria. A comutacdo para o
modo automatico inicia a execugao do algoritmo de filtragem.

Quando o veiculo rastreado possui varios estagios e estd sendo rastreado no modo
radar, os operadores precisam monitorar os instantes de separagao dos estagios para evitar que
os radares passem a rastrear o estdgio liberado ao invés do veiculo. Nestes casos, 0s

operadores precisam comutar para 0 modo manual, realinhar os radares com o alvo correto e

4



depois retornar ao modo automatico. A inicializagdo do rastreamento e filtragem requer o

fornecimento dos seguintes dados:

. Angulo da rampa de langamento;
. Aceleracio inicial do veiculo;
. Dados da trajetoria nominal (valores das coordenadas cartesianas € os

respectivos tempos);

. Tempos de inicio e término da fase propulsada.

Com estes dados, ¢ possivel modelar as fases do lancamento do veiculo com boa
precisao. Na fase balistica pode-se supor uma aceleragdo aproximadamente igual a da

gravidade, no valor de 9,81 m/s’.
1.2 Modelo cinematico e de medidas

Nesta secdo, define-se a trajetoria de lancamento de um veiculo espacial e suas
fases de langamento. Na fase propulsada do langamento, as equagdes do movimento se
assemelham as do movimento retilineo uniformemente acelerado, visto que nessa fase o
veiculo apresenta aceleragdo de propulsdo que varia rapidamente de zero a um certo patamar
de aceleragao, caindo novamente (BARROSO, 1992). Portanto, supde-se uma aceleragdao
média constante (despreza-se os tempos de crescimento e decrescimento da mesma), do inicio
ao fim da fase propulsada. Na fase balistica as equagdes do movimento se assemelham as do
movimento de um projétil, pois nesse estdgio (despreza-se a resisténcia do ar), o veiculo
estara sujeito unicamente a forca gravitacional.

O modelo cinematico adotado para os filtros deste sistema de rastreamento de
foguetes € o de aceleracdo constante por partes (YAAKOV, 1993). Neste modelo, o ruido

branco do processo (W;) ¢ o incremento da aceleragdo durante o i-€simo periodo de
amostragem. Portanto, para o intervalo de tempo compreendido entre os instantes de tempo {,

e t.,,aaceleragdo do foguete é constante e dada por:

i+1°

a, =a +W, (1.1)

i
para o intervalo de tempo t, <t <t e

i+1 t
As equagdes de estado (posicdo e velocidade) para o modelo cinematico sdo

dados, respectivamente, por:



ds_g

= _ 1.3
dt t ( )
dg

—=a 1.4
dt 1 ( )

onde: §, 8 e @, sdo respectivamente os vetores de posi¢do, velocidade e aceleragdo do

veiculo no instante de tempo t .

Deve-se mencionar que estas equagdes sdo validas para uma determinada
coordenada. Para movimento em trés dimensdes, ¢ conveniente considera-lo independente em
cada dimensao.

Substituindo a aceleracdo definida na Eq. (1.1) na Eq. (1.4) e integrando em

relacdo ao tempo, entre os instantes t; e {, tal que t; <t <t,, , obtém-se:

i+1°
9-39, =J:[ati+wi}jr=[ati+wi](t—ti). (1.5)
Agora, de forma anéloga, integrando a Eq. (1.3), obtém-se:
s,—s, =[ 9.dr (1.6)
Substituindo a Eq. (1.5) na Eq. (1.6), pode-se escrever
t t
S, —S, :_L.[ati +Wt](r—ti)dr+.|;_.9tidr, (1.7)
resultando em

[t_ti ]2

[t_zt‘] W (1.8)

s =5, +& [t—t ]+ a,

Fazendo t =t

i+12

nas Egs. (1.1), (1.5) e (1.8) e definindo-se T =t;,; —t; (periodo

de amostragem uniforme), obtém-se, respectivamente,

s, =S, +84 . T+a ;+wi ; (1.9)
g =3 +a, T+w.T (1.10)

€
a, =a, +W, (1.11)



As Egs. (1.9), (1.10) e (1.11) descrevem a dinamica do foguete e podem ser

representadas na forma de equagdo discreta de estado para uma determinada coordenada

CcCOomo:
X, = FX +Gw, (1.12)
em que:
Si
X, =|39 |, (1.13)
a
1T T2
F=l0o 1 T |, (1.14)
0 0 1
T2/)2
G=| T (1.15)
1

O modelo de medidas de posi¢cdo em uma coordenada especifica é dado por
Yi =HX +v, (1.16)
em que X € R" representa o vetor de estados, ¥ € R" representa o vetor de medidas, v, (de

caracteristicas estatisticas) representa o ruido de medidas e
H,=[1 0 0] (1.17)
representa a matriz de observagao.
A equacdo dinamica completa, na sua versdo discreta, compreende o modelo
tridimensional, ou seja, para movimento em varias dimensdes, ¢ conveniente considerar
equacdes dindmicas independentes ¢ desacopladas para cada coordenada, como apresentado a

seguir:



sl o1 s ] Tz 7
1o 1T 0 0 11T 0 0
a, 0 1 a; 1
Siu 0T % s’ % W,
g 1=l o 01 T 0 [ |+[o T olfjw, | (118
a’, 0 0 1 a’ 1 w,
Sin 0T % s/ %
9 0 0 0 1 Tig| |0 0T
at | | 0 0 1]l | 1
o
9
a
y ] [1 00 0 o s | [v,
y |=| 0 1 00 0 & |+, (1.19)
y; 0 0 10 ofar| |v,
S/
9
_aiz_

No modelo acima, S, S’ e S representam as coordenadas cartesianas X, Y, e Z da posi¢do

do veiculo no i-ésimo periodo de amostragem T.

1.3 Fundamentos matematicos

Esta se¢do ¢ dedicada a apresentacdo de alguns fundamentos matematicos
necessarios ao entendimento e desenvolvimento deste trabalho, em conseqiiéncia,
aproveitamos este capitulo para introduzir os fundamentos tedricos e as técnicas basicas a

serem utilizados nos capitulos subseqiientes.

1.3.1 Propriedades de vetores aleatorios Gaussiano

Considera-se dois vetores aleatorios Gaussiano X e Y tal que | : | seja Gaussiano

(SINGH, 1978). Estes vetores tém as seguintes propriedades:



Propriedade 1.1:

A esperanca condicional de X dado Y ¢
E[x/y]=E[X]+P,P,'[y—E(X)] (1.20)

onde:

E[(x—E(X)(X—E(X)"]
E[(x—EMX)(Y—E(y)' 1=P,
El(y—E(Y)(Y-E(y)']

PXX
Py
Pyy
Na diferenca, X — E[X/y] ¢ independente de y e tem média zero.

Propriedade 1.2:

X

Considerando o vetor Gaussiano | y, | onde Y, e Y, sdo vetores independentes.

Y>

A esperanga condicional de X dados Y, e Y, ¢é:
E[X/Yy1,Y21=E[X/y ]+ E[X/ Yy, ]-E[X] (1.21)

Propriedade 1.3:

A densidade de probabilidade condicional do vetor X, conhecendo o vetor Yy ¢

Gaussiana com média E[X/ Y] e covariéncia P, — P Py_y1 P,
1.3.2 Propriedades estatisticas relativas ao modelo discreto perturbado.
Sendo o modelo dindmico, discreto:
X, = FXx +Gw, So1=0,1,2.. (1.22)
yi =HX +v; (1.23)

em que XeR" representa o vetor de estados, Y €R™ representa o vetor de medidas,

n ~ 3 ~
We R representa a perturbacdo do processo (neste caso, o incremento de aceleragdo),

veR™ representa o vetor ruido de medidas, F representa a matriz de transi¢cdo de

nxn

estado, G, representa a matriz de transi¢do da perturbagdo do processo e H = representa

n

a matriz de observacao, este sistema deve obedecer as seguintes hipoteses:

9



Propriedade 2.1:

Os vetores W; e V; sdo seqiiéncias de vetores com distribuicdo Gaussiana,
independentes, de média zero, portanto:
E[w;]=0, éa esperanca ou perturbagdo de média zero;

E[v;]=0, éa esperanca ou ruido de média zero;

i=]

E[w, WJT 1= Q5ij = {3 . J , matriz covariancia da perturbacao;
1 # ]

. R i=] ) ca ,
E[v,v; ]=Rd;,= 0 . ., matriz covariancia do ruido, onde, R>0.
1 # ]
, N . 0, i ]
ojj € a fungdo delta “Kronecker” definida por oy = { i |

Q e R sdo as matrizes de covaridncia dos ruidos do processo e de medidas,
respectivamente. A varidvel W; ¢é usada para descrever tanto os erros ocorridos no processo
quanto as incertezas no modelo de estados e V; representa os erros das medidas e os erros no

modelo de observacao.

Propriedade 2.2:
A perturbagdo Ww; e o ruido Vv; ndo sdo correlatos, portanto:
E[w;v] ]=0; Vi #

Propriedade 2.3:

O estado inicial X(0) = X, ¢ um vetor aleatério Gaussiano com:

média E[Xgl=xo €
covariancia  E[(X, — #,)(X, — ,UO)T] =R,
Propriedade 2.4:

O estado inicial X, € W;,V; sdo ndo correlatos (independentes), logo

E[XoWw] 1=0; E[X,vi ]=0 Vi

Propriedade 2.5:
Valores médios de matrizes e vetores

10



a) Valor médio my, onde x ¢ um vetor aleatorio

Elx]
E[X
m, = E[x]= [, 2 (1.24)
E[Xn]
b) Matriz Covariancia.
E[(4 ~my)’] ELOG = M) =Myp) = E[(X) = Myp)(% = Myp)
B mme)Og M) B0 = myg)'] (1.25)
K= E[(X_mX)(X_mX) ]: E[(%3 =mMy3)(% —Myy)] : B
: E n— xn 2
L~ My )~ M) {0 =M’
que pode ser escrita da seguinte forma
-, -
le XX, X Xn
2 :
Ky=| o T T K (126)
2
Xa X Xn Xy an

em que, se os termos X; da Eq. (1.26) forem estatisticamente independentes, resta s6 a
diagonal principal (o).

Propriedade 2.6:

Xii)

. X2(i) .
Seja X, =| . , 1=0,1,2, ... (1.27)

| Xnai |

Se os elementos sdo Gaussianos, entdo eles sdo conjuntamente Gaussianos e tem funcdo

densidade conjunta:

L X% [ X7 %%
px(X,i)=+e{ sl o) (1.28)
@2z)|Xx,|?
emque: X =E[X]
X, = {[Xi - X ]T [Xi - X ]} ¢ uma matriz covariancia de dimensdo nxn;
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|X i| ¢ o determinante da matriz covariancia.

1.3.3 Normas

As teorias de estimagdo de estado H, e H_ fazem grande uso de normas, que sdo

medidas do tamanho de um vetor ou de uma matriz.

1.3.3.1 Normas de vetores

. T .
Seja X = [X1 , X, ...,Xn] um vetor de n elementos pertencentes aos niimeros

reais. A defini¢do geral da norma deste vetor ¢ (DOYLE, 1996):

1
i, ~($pp)

Somente trés normas-p, obtidas pelo conjunto p para 1, 2 ou c sao comumente usados:

, 1<p<n. (1.29)

Nome Formula Comentérios
n .
norma -1 ||X||1 = Z|Xi| Somatdrio dos valores absolutos
i=1
norma - 2 ||X|| = Zn:|xi|2 Raiz quadrada do somatério dos valores
2

i=1 absolutos ao quadrado.

[].. = maxix

norma - oo i Maximo valor absoluto

Tabela 1.1 — Resumo de normas de vetores comumente usadas

As normas L, e L,[0, N] de um vetor X; sdo definidas, respectivamente, por:

) 12 N
=250 ) e I, =( 20
i=0 1=0

No Apéndice F faz-se uma abordagem conceitual mais completa das normas de

12

vetores € matrizes, mostrando exemplos numéricos e ilustragdo geométrica das normas de
vetores 1, 2 e .

1.3.3.2 Normas de matrizes

Estendendo o alcance de normas de vetores para matrizes requer o entendimento
do papel destas matrizes como operador linear, decisivo na teoria de estimacgdo de estado

com muitas variaveis.
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Recordando a defini¢do de multiplicagdo de matrizes tem-se: para uma matriz

a a, a; 0
a a a e a
a=|f 2 fm
_aml am2 am3 o amn dmxn

de m-linha e n-coluna no espaco R™" e para um vetor de saida Yy € R"™ e um vetor de
entrada X € R", escreve-se Y = AX onde cada elemento do vetor de entrada é dado por
Yi =2].8;X; , sendo que @; ¢ o elemento da matriz A na linha i e coluna j. Pode-se
definir normas tteis para matrizes em termos do ganho do vetor norma de X para y. Isto é, a
razdo da norma de saida y e a entrada x mede o ganho de A como um operador linear, de
entrada no espago R" e saida no espago R™ . Desde que esta relagio nio é sempre fixa, mas

depende da escolha de X, usa-se 0 maximo ganho possivel da norma do vetor de entrada para

o vetor de saida:

|AX
|Al, = max—=
p X0 |X|
xeRP P
A norma da matriz definida neste método ¢ chamada de norma induzida, pois ¢ induzida pela

(1.30)

escolha da norma do vetor. Existem trés normas de matriz induzida comumente usadas,

correspondentes a normas de vetores parap =1, 2 e .

Nome Formula Comentarios

Miaximo somatorio dos valores absolutos das

m
norma -1 ||A||1 = m?x izzl‘aij‘ colunas.

H AHz =5(A) ou Maéximo valor singular, denotado de G(.).
norma - 2 A [ A (ATA ] I max A, ( AT A) é o maximo autovalor de A" A.
= [MmaXA;
” ”2 W ( ) Achar Autovalor A;,4,: det(Al —A)=0
norma - o ||A||OO = max; Z i ‘aij ‘ Maéxima soma da linha (valor absoluto).

Tabela 1.2 — Resumo de normas de matrizes comumente usadas
134 Normas de matrizes de transferéncia

Ha dois tipos de normas de matrizes de transferéncia: as dependentes e as nao
dependentes da freqiiéncia. Das normas que nao dependem da freqiiéncia, sdo usuais as

normas H, e H_ .
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1.34.1 Norma H, para sistemas discretos

A norma H, de uma matriz de transferéncia G(s) ¢ definida por
(VIDYASAGAR, 1993):

2 , , b
5], = (i g Tr{G™ (& )G(eJW)}de (1.31)

e a correspondente temporal

1

Lo (1 )2
|Gl :(Eéﬁ(gi gi)j (1.32)

em que a operagao de integracdo utilizada no caso continuo aparece substituida pelo
somatdrio. As mesmas propriedades e interpretagdes discutidas no caso continuo podem ser
transpostas para o caso discreto.

1.34.2 Norma H_ para sistemas discretos

A normae H_ ¢ definida por (DOYLE, 1996; OLIVEIRA, 1999; RUDIN, 1987):

G| =max|Gle™ 1.33
el = maxcle™ ] (1.33)
e no dominio do tempo por:
[Gu,
G| = _— 1.34

A norma H_ de um operador de transferéncia T da perturbagdo da entrada W,

para a variavel medida na saida Y;, ¢ definida da seguinte forma:

T

uel, ,u=0 || ||
2 ujl,

(1.35)

supondo-se o sistema Yy =T U estavel (onde L, € o espaco formado pelas fun¢des quadraticas
somaveis) em que U representa a entrada do operador de transferéncia, Y = TU representa a
saida do mesmo operador e HUH , representa a norma usual H, de uma seqiiéncia causal

{ue ), isto é,
1
ol = ol ou l, = () ou ;= e,

A norma ”THOO limitada por um numero ) ¢ escrita no dominio do tempo e pode ser definida

como o maximo valor de y para o qual
[yl <lul, (1.36)
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L
max D
uely ,u=0 ”u”2

(1.37)

A norma H_ tem, deste modo, a interpretagdo da existéncia de ganho de energia maxima da

entrada U para a saida Y.

Neste estudo, T € uma matriz, entdo anorma H_ de T ¢ o valor maximode T, &(T).

1.35 Minimizag&o do operador de transferéncia ||| _

Como visto na se¢do 1.3.4, o operador de transferéncia ||'I'||Oo ¢ dado por:

i
. .

uel, ,u#0 HUH
2 2

que, minimizando vem:

T
uely,u=0 ”U”2

min[T],

supondo Tu estavel, onde L, € o espaco formado pelas fungdes quadraticamente somaveis.

(1.39)

A norma ||T||oO , visto na Eq. (1.37), limitada por um numero y ¢ reescrita no dominio do

tempo como:

T 2
;. .

o ]

em que U ¢ formado pelo conjunto das seguintes penalidades: perturbagdo do processo (W),
ruido das medidas da saida (V) e do estado inicial (X,), como visto na Eq. (1.41).

Jull, = o T15"x, + ], + (1.41)

e a funcdo custo dada por:

3 =Tl =77 DTt %, + i + ) (1.42)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (1.42) corresponde a fungdo custo que
minimiza o erro médio quadratico. O segundo termo do lado direito da Eq. (1.42) ¢ o termo

da penalidade sobre W, V e X, sendo ¥ uma constante positiva que representa a magnitude

da penalidade. Do ponto de vista tedrico, pode-se dizer que a estimativa TU e as variaveis
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(W,v,xo) sdo as politicas de  minimiza¢do e maximiza¢do da fung¢do custo J,

respectivamente.
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CAPITULO 11

2 Filtragem de dados via estimacéo de estado H,

2.1 Introducéo ao filtro de Kalman

Em 1960, Rudolf Emil Kalman® publicou o seu famoso artigo descrevendo uma
solucdo recursiva para o problema da filtragem linear de dados discretos (KALMAN, 1960;
KALMAN, 1961). Desde entdo, devido principalmente aos avangos da computagdo digital, o
Filtro de Kalman tem sido uma ferramenta de muita pesquisa e desenvolvimento. A Filtragem
de Kalman vem sendo aplicada em dareas tdo diversas quanto: aeroespacial, navegacao
maritima, instrumentagdo de usinas nucleares, modelamento demografico, astronomia,
meteorologia, economia e industria em geral.

A primeira aplicagdo pratica para o Filtro de Kalman foi encontrada por Stanley
F. Shimidt que trabalhava no projeto Apollo da NASA cujo objetivo era levar uma nave a Lua
e trazé-la de volta a Terra. No momento ele tinha problemas na estimacao de trajetdrias e
controle. Shimidt trabalhou no que seria a primeira implementacdo completa do Filtro de
Kalman e tornou o mesmo parte integrante do sistema de controle da Apollo. Também por
influéncia de Shimidt, o Filtro de Kalman foi incluido no sistema de navegacao do cargueiro
aéreo C5A. Neste caso, o Filtro de Kalman resolveu o problema de fusdo sensorial, quando
combinou dados de radar com aqueles provenientes de sensores inerciais para estimar a
trajetoria do avido. Desde entdo o Filtro de Kalman vem sendo parte integrante da maioria dos
sistemas de bordo de estimagao de trajetoria e controle em aeronaves.

O Filtro de Kalman ¢, porém, considerado por muitos o grande avanco da teoria
de estimagdo do século vinte. Muitas realizagdes desde sua introdugdo talvez nao fossem
possiveis sem ele. As principais aplicagdes da filtragem de Kalman estdo nos sistemas de
controle modernos e na navegagao e rastreamento de todos os tipos de veiculos.

Diante das qualidades abordadas e de sua vasta aplicacdo, como ja mencionado
anteriormente, decidimos investigar e dar continuidade na utilizacdo da filtragem de Kalman,
agora, aplicado em rastreamento de foguetes de sondagem, aproveitando dados de voOos

realizados no Centro de Lancamento de Alcantara — CLA.

*No Apéndice A é mostrado uma pequena biografia de R. E. Kalman.
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2.2 Filtragem via estimacéo de estado H,

O problema de estimagdo de estados se resume, basicamente, ao seguinte
conceito: dado um modelo de espago de estado de um sistema dinamico, deseja-se estimar as
variaveis de estado a partir das medi¢cdes das varidveis de saida (MENDEL, 1995;
JACQUOT, 1994; HASSIBI, Vol. 44, n° 2, 1996; HASSIBI, Vol. 41, n° 1, 1996; SINGH,
1978).

Um procedimento padrdo para resolver o problema de estimagdo de estado,
compreende a minimiza¢do de alguns critérios quadraticos com base nos erros de estimacao.

Este procedimento, denominado de Método dos Minimos Quadrados (MMQ) ou estimagao de

estado H,, ¢ bastante atraente sob varios pontos de vista, como por exemplo, 0 emprego de

algoritmos de otimizagdo para se determinar estimativas 6timas.

No emprego da filtragem de Kalman, inicialmente, estuda-se o desenvolvimento
matematico da estimacdo de estado predita ou estimacdo a priori, que significa calcular a
estimativa de estado no tempo i dado uma seqiiéncia de medidas somente até i—1. Esta
estimagao pode ser calculada recursivamente através de uma equagdo que faz a correcdo do
erro estimado dando um ganho do desempenho do filtro. Este ganho obedece a recursividade
de Riccati, discreta no tempo. A seguir, sao desenvolvidas as equacoes da estimacao de estado
filtrada (ou estimagdo a posteriori), que significa calcular a estimativa de estado no tempo |
dada uma seqiiéncia de medidas at¢é o tempo i. Esta estima¢do pode ser calculada
recursivamente através de uma equagdo que faz a corre¢do do erro estimado dando um ganho
do desempenho do filtro. Este ganho, também, obedece a uma recursividade discreta no
tempo de Riccati. E observado que as estimativas de estado filtrado e predito sdo inter-
relacionadas. De posse das equagdes necessarias para se fazer predi¢cdo e corre¢do de erros de
estimacgao, desenvolve-se e implementa-se o algoritmo para fazer a filtragem de dados da

trajetoria de um veiculo espacial, usando um sistema de radar de rastreamento.

A solug@o do problema de estimagdo de estado H, ¢ dada através do estudo do

Filtro de Kalman. Mas o que ¢ o Filtro de Kalman? Teoricamente, ele ¢ um estimador para
aquilo que ¢ chamado o “problema Gaussiano-linear-quadratico”, que ¢ o problema de
estimacdo dos estados instantdneos de um sistema linear dindmico perturbado por ruido
Gaussiano branco usando-se medicOes linearmente relacionadas aos estados e também
corrompidos por ruido branco (CAINES, 1987). Na pratica, o Filtro de Kalman ¢ um conjunto

de equacdes matematicas que prové uma solu¢ao computacional eficiente para o método dos
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minimos quadrados, ou seja, descreve uma solug¢do recursiva para o problema da filtragem
linear de dados discretos (MENDEL, 1995; JACQUOT, 1994; SINGH, 1978; GREG, 2001).
O filtro € muito poderoso, pois, permite a estimagao dos estados passados, presentes e futuros
de um sistema, sendo que para isso ndo ¢ necessario um conhecimento preciso de seu modelo.

Pelo que foi mencionado, pode parecer estranho que um estimador seja chamado
de “filtro”, no entanto, da uma idéia de remocao de parte indesejavel de uma mistura. Este
conceito pode ainda, ser estendido a separagdao entre “sinal” e “ruido”. Com o Filtro de
Kalman, o termo além destes significados inclui também, o problema da inversdo de um
sistema, que representa as varias medidas como fungdo das variaveis de interesse principal.
No fundo, o filtro inverte esta relacdo funcional e estima as varidveis independentes

(medidas).
2.3 Objetivo do filtro de Kalman

O objetivo do Filtro Otimo de Kalman ¢ estimar a cada instante, de forma 6tima, o
estado de um sistema dindmico usando medidas de ruido da saida do sistema, conhecendo

X, (variavel de estado) sabendo que Y, (saida medida) esta sendo contaminada pelo ruido (Vv;)
e pela perturbagdo (w;), o que permite dizer que filtragem é: poder estimar X a cada

instante.
2.4 Filtro de Kalman discreto

O Filtro de Kalman discreto ¢ um algoritmo linear, recursivo e de variancia
minima para a estimagdo dos estados desconhecidos de um sistema dindmico a partir de
medicdes discretas, corrompidas por ruido. Estado, neste contexto, se refere a qualquer
quantidade de interesse envolvido no processo dindmico.

O Filtro de Kalman discreto no tempo ¢ um procedimento iterativo representado
em varias etapas de processamento, como visto na Fig. 2.1.

O filtro ¢ provido de uma informacdo inicial, incluindo medidas do erro de
covariancia, estimativas dos parametros iniciais e erro associado, sendo estes parametros
usados para calcular uma matriz de ganho. O erro entre os pardmetros estimados e o dado
medido ¢ determinado e calculado pela matriz ganho para atualizar os parametros estimados e
erro estimado. O erro atualizado e os parametros sdo usados como entrada de um modelo de

comportamento para predizer o erro projetado e parametros para o proximo instante de tempo.
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Para o desenvolvimento do algoritmo de estimagdo de estado H, (Filtro de

Kalman), deve-se considerar inicialmente, algumas propriedades estatisticas, vistas na Sessao
1.3.1, de variaveis aleatorias Gaussiana ao modelo discreto, contaminada com perturbacoes
do sistema e ruidos nas medidas (GREG, 2001). Tais propriedades dao base matematica para

o desenvolvimento das principais equacdes do Filtro de Kalman.

("Predigdo")
estimatimava inicial e
erro de covariancia inicial

Calculo do ganho de Kalman

Projecao adiantada dos erros e ("Corregao") Estimativa atualizada em fungdo
parametros das medidas

Calculo do erro de covariancia
para as estimativas atualizadas

Figura 2.1 — Malha usual do Filtro de Kalman

2.5 Estimacéo otima H,

A técnica de estimacao de parametros associados a fendmenos fisicos, baseados
em medi¢des imprecisas, ndo ¢ recente e certamente vem desde os tempos dos esforcos de
Gauss para estimar parametros de Orbitas planetarias baseado em dados adquiridos de muitos
observatorios espalhados pela Europa. Gauss postulou que erros positivos e negativos
poderiam ser considerados igualmente se uma medida de erro quadratico fosse empregada.
Ele também encontraria que a melhor estimativa prevista seria atualizada pelos dados recentes
de ponderacdo de acordo com a confianca na precisdo das medicdes atuais. Isto € a esséncia

da técnica de estimagao de estado de Kalman (JACQUOT, 1994; SINGH, 1978).
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O problema de filtragem envolve estimacdo de estados de um sistema usando
medicdes ruidosas passadas. Desde a publicagdo de artigos fundamentais por R. E. Kalman, a
teoria de filtragem de Kalman baseada no critério de erro médio quadratico (H, 6timo) tem
sido profundamente estabelecido no controle e teoria de processamento de sinais e suas
aplicagdes por mais de trés décadas. Quando as perturbagdes de ruido sdo processos de ruido
branco e suas densidades espectrais sdo exatamente conhecidas, o filtro de Kalman oferece o

algoritmo de estimacdo de estado 6timo no sentido médio quadratico e varidncia minima em
~ ~ |12 ~ e ~ A . ~
que ||Xi ||2 e E{”Xi” } sdo minimizadas, onde X. =X, —X, denota o erro de estimagdo.

Entretanto, ¢ dificil conhecer as propriedades estocasticas exatas das perturbagdes a priori.
Neste caso, os estados estimados baseados no critério médio quadratico podem ser graduados
pela estatistica das incertezas das perturbacdes (TAKABA, 1996).

Neste capitulo ¢ elaborado um estudo do Filtro de Kalman, onde se aborda a parte
conceitual, tratamento matematico e aplicacdo do mesmo. Dando seqiiéncia ao estudo de
estimagdo de estado ¢ apresentado uma versao do filtro de Kalman, escolhido pode ser,

comprovadamente, o melhor estimador linear no sentido minimo-quadrado H, (FORSSELL,

1996; KAILATH, 1996; SINGH, 1978).
25.1 Equacdes do filtro de Kalman para estimativas filtradas.

Inicia-se este desenvolvimento considerando o modelo discreto do filtro de
Kalman, onde serd calculada a estimativa de X, dada a seqiiéncia de medi¢des de saida
{yo, Yiseeros Vi }, ou seja, incluindo o tempo atual i. O filtro de Kalman é um estimador linear,
que trabalha envolvendo valores X;; (estimativa filtrada), isto é, a estimativa de X; dado a
seqiiéncia de medicdes de saida {yo s Y oo Yi } Para dar mais clareza a este raciocinio estuda-

se a seguir o Filtro de Kalman para estimativas filtradas.

O problema do Filtro de Kalman ¢ estimar, a cada instante, os estados de um
sistema dinamico usando medigdes de ruido da saida do sistema. O Filtro de Kalman
pressupoe que o sistema em questdo pode ser descrito por duas equagdes que compdem um

modelo geral de um sistema dindmico discreto, da seguinte forma:

y|=H|X|+V| |:1, 2,3,... (22)
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sendo que X € R" representa o vetor de estados, ye R™ representa o vetor de medidas,

n ’ m .
W e R representa o ruido do processo, V€ R representa o vetor de erros de medidas,

F ¢ uma matriz de transi¢cdo de estado, G ¢ uma matriz de transi¢do do ruido do

nxn nx|

processo e H_ =~ ¢ a matriz de observagao.

n

A equacdo (2.1) é denominada equacdo de estado, que no caso especifico deste
trabalho, descreve a dinamica do foguete, conforme Eq. (1.12) e a equagao (2.2) representa as
medidas de posicdo do foguete em uma direcdo especifica, conforme Eq. (1.16). Os indices
I e i—1 representam os instantes de tempo atual e anterior, respectivamente.

Considera-se as equagdes de espago de estado (2.1) do modelo geral do sistema
dindmico que sera controlado pela equagdo diferenca do vetor e matriz estocastico, com um

vetor de saida (2.2) medido através de uma combinagdo linear de estados contaminados com

medidas de ruido com {Wi vV, .XO} variaveis aleatorias, puramente Gaussiana, de média zero,

de tal forma que a matriz covariancia seja dada por:

T
Wi || W; QI5I_| 0 0

E Vi ||V = 0 Rlé‘lj 0 (23)
Xo Il Xo 0 0 II,

em que as matrizes {F;,G;,H;,Q;,R;,IT,} sdo assumidas conhecidas (FORSSELL, 1996).

A estimativa 6tima de estado filtrado, também chamado de estimativa de estado a

posteriori, de X, dada a seqiiéncia de medigdes de saida {yo, Yoo i } pode ser calculada via

recursdo de Riccati, conforme visto nas se¢des subseqiientes.
Para dar seqiiéncia ao desenvolvimento do Filtro de Kalman, ¢ necessario
conhecer, inicialmente, alguns principios estatisticos, apresentados na Sec¢do 1.3.2, relativos

ao modelo dindmico discreto contaminado com perturbacao e ruido.
2.5.2 Problema do filtro 6timo de Kalman

O problema do filtro 6timo de Kalman, discreto no tempo, é determinar a melhor

estimativa de X; da Eq. 2.1 em fun¢do de uma seqiiéncia de observagdes passadas e recentes

{Yo» Yy» -+ Y;} daEq. 2.2. O conjunto da seqiiéncia de observacdes ¢ denotado por:

{y0: Yi, - yi}:Yi'
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A melhor estimativa no sentido de minimizacdo do seguinte critério de erro
quadrético é:

E[(6 —%)" SO —%;)/Y] (2.4)
em que S representa uma matriz de ponderagdo simétrica definida ndo-negativa (S > 0) e X,

representa uma estimativa de estado em fungao das observagdes {yo s Y, o Y, } =Y.

Dadas as consideracdes iniciais sobre o modelo discreto, o objetivo ¢ encontrar

uma estimagédo Otima para o vetor X;, representada por )A(i , que minimize o erro médio

quadratico
E[(x — %) (% —%)]="P,

Definindo X; = X; — X; como sendo o vetor dos residuos entre os estados reais e

os estimados vé-se que a funcdo custo a ser minimizada (pelo método dos minimos
quadrados) ¢ exatamente o somatorio do quadrado dos residuos para cada instante de

amostragem:

J:iaf*] (2.5)

P =E[X'X ] (2.6)

Sabendo que a estimativa 6tima com relagdo ao critério de erro quadratico ¢ a

estimativa média condicional, pode-se escolher X; tal que o erro médio quadratico

condicional seja minimizado:

/Yi] (2.7)
ou
J :%E[(Xi _)A(i)T % —%)/Y;] (2.8)

em que X, = X, — X; representa o vetor erro de estimagdo, X; representa o vetor de estado ¢ X,

representa a estimativa otima.

A estimativa 6tima (%) do critério acima ¢ a média condicional, ou seja,

23



)A(% =E[Xi /Yo, Yy, - ¥i1= E[X /Yi] (2.9)

Observa-se das propriedades descritas nas se¢des 1.3.1 e 1.3.2, que a densidade de

probabilidade condicional P(X;/Y,) é gaussiana e a estimagdo maxima a posteriori ¢

idéntica a estimativa meédia condicional para este problema.
Define-se, também, os estados estimados a priori (ou predicdo de um passo),

como a estimagio de estado X; no instante 1, dado uma seqiiéncia de medigdes até i—1, ou
seja:
Riia =E[X /Yoo Yis o Yial=E[X% /Y] (2.10)

% n . . oL
sendo que X;,;_, € R representa a estimativa 6tima de estado.

Através desta definicdo observa-se que poderdo ser solucionados dois outros

problemas, os quais estio proximos do problema do filtro, que sdo: a determinagio de X /i
com i < j que representa o problema de Predi¢do ou Extrapolacdo e a determinagio de X i

com i > j que representa o problema Smoothing. Tratar-se-a a seguir apenas o problema de

filtragem.
2.5.3 Desenvolvimento das equac6es do filtro de Kalman.
A abordagem para o desenvolvimento das equagdes do filtro de Kalman pode ser

dividida em um niimero de passos distintos, descritos a seguir:

Passo 1 — Transic¢do do estado X;_, para X;.

Assumindo conhecido a estimativa de estado )A(i_1 jie1» deseja-se determinar o
preditor de um passo X, ,. Considerando a equagdo dindmica (2.1) e tornando a média

condicional dos dois lados da equacao, obtém-se:

B Yoo Yoo oo Vil =RAEXG Yo, Vi VA GLIWL Y e o Y] 211
Porém, desde que w;_; seja independente de Vi, Wj_,, -+ W, € X, ele ¢ independente
de {yp, ¥i. - v}, talque

E[Wi, /Yo, Yi» -+ Yial=E[w,]=0
e a Eq. (2.11) fica
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B /Yo, Yoo o Yiul=FOEXG /Yo, Yo o0 Viald

que corresponde a

i = FoXiin (2.12)
A equagdo acima ¢ denominada de “preditor”.

Erro de predicéo de 1 passo:

A seguir determina-se a matriz covariancia para o erro de predicdo de 1 passo, ou seja:

Pi/i—l = E[(Xi _)A(i/i-l)(xi - )A(i/i—1)T /yO’ Yi, yi—l] (2.13)

A propriedade 1.1 da Segao 1.3.1, sobre vetores aleatorios Gaussianos, garante que o erro de
predicdo (X; —Xi,;_,) ¢ independente da seqiiéncia Yy, VY;, -+ Yi_,de tal forma que a

matriz covariancia da Eq. (2.13) pode ser reescrita da seguinte forma:
Pi/i—l = E[(Xi - )A(i/H )(Xi - )A(i/H)T] (2.14)
O erro de predi¢do de um passo pode ser escrito assim

Xi — R = Fo O = R0 + Gw (2.15)

de tal forma que se obtém

P =EB{F 6 =X )+ G wi IR (X — X)) + 6wy 1"}

= E[F % (Foxi) = Fox (R %) +Fox (Gow '
—F & (P )T + Fo %y (Foxyio) = Fo R (Gowiy)T
+Gi Wi (Foi )" =Gywi (FRiyi)T +G Wi (G wi )]

que resulta

Pi/i—l = Fi—lpi—l/i—l FiL + FHE[(XH - )A(H/H)WL /YH ]GiT—l (2.16)
+Gi—1E[Wi—1(Xi—1 - ),Zi—l/i—l )T /Yi—l]Fijl +Gi—1QGiT—1 |

Nota-se que E[X;_,W;;]=0, desde que X, seja uma funcdo de X, e de

W,

0, W

\» ** W,_,,masndode W, . Nasoma W, , tem média zero e também:

E[)A(H/HWL /Yq] = )A(H/H E[WiT—l/ifl] = )A(H/HE[WL] =0

1
Observa-se que o termo F; ,P._,,; ,F:', da equacdo (2.16) ¢ dado pela seguinte simplificagio
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FiPoyia Rl = R B O =R )DIRD = B DRy O, = %) TR
que resulta em
Fi P Pl = P ELOG L = RO = R0 TR
sendo que o termo
ELOX = %) = Xii) 1= Py

tal que a matriz covariancia do erro de predicdo de 1 passo, possa ser determinada pela

expressao abaixo, chamada de Recurséo de Riccati.

Pia=F.aPoyia FiII + Gi—lQGiT—l (2.17)

A equagdo acima serve para determinar o “Erro de Predi¢do médio quadrético”.

Passo 2 — Predigdo de um passo da estimativa filtrada (a posteriori).

Neste passo deseja-se expressar a estimativa de X; dado as medidas até t;, ou
seja, dado a seqiiéncia de medidas de saida {yO, Yio o Yis Y } =Y. . Para fazer isto,

determina-se a densidade de probabilidade condicional
P(X; /yoa Yoo o Y Y =P /Y))

Notando que pode-se reescrever esta densidade de probabilidade condicional como

PCX /Yi) =P /Y, Y)

onde separa-se a saida da ultima medig@o de todas as medidas da seqiiéncia Y; ;. Aplicando o

teorema de BAYES para esta expressao, isto conduz para a seguinte relagao:

006 /¥ = 0 Yy yp) = PRI _ e POT) gy POITY) g g

p(Yiz, Yi) p(Yi, Yi) p(Yi /i)

Considerando a equagdo de observacdo (2.2) e observando que o conhecimento de

X; implica que a TUnica quantidade aleatéoria ¢ V; que ¢ independente de
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{yo, Vi, o yi_l} (desde que {Vi} seja uma seqiliéncia de variaveis aleatorias

independentes e V; seja independente de X, e W, , W, ..., W;), pode-se entdo escrever:

PCY:i /%5 Yi) = PYi /%)

Substituindo em (2.18) obtém-se

pCY; /%) P(X /Y. )
p(y; /Yi,)

p(x /Y,) = (2.19)

Nesta ordem, para determinar a mé&xima estimativa a posteriori usando a

expressao acima, somente sera necessario avaliar a densidade de probabilidade do numerador

desde que o denominador ndo seja uma funcdo explicita de X; .

Para avaliar a densidade de probabilidade condicional p(y;/X;), considera-se a
equacdo de observagdo (2.2). Para um dado X;, Y; ¢ um vetor aleatorio Gaussiano de média
ELyi /% 1=Hi[X /% 1+ ELv; /%]
que resulta
ELyi/x]=Hi[x]

desde que
E[v,/x;]=E[v;]=0

A matriz covariancia do erro ¢ dada por:
E[(y; —Hx)(yi —Hix)"1=E[v,v{ ]=R
podendo entdo escrever a densidade de probabilidade p(Y; / X;) da seguinte forma

1 T o-1
—(Yi—Hix))" R (yi—Hix;)
p(yi /x)=Ke 20 T (2.20)

onde K ¢é uma constante de normaliza¢do apropriada.
Para avaliar a densidade de probabilidade, a priori, p(X;/Y, ), nota-se que da
Propriedade 1.3 da Secdo 1.3.1, esta densidade de probabilidade ¢ Gaussiana de média )A(i /it

e covariancia P, , tal que tem-se
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1 . _ .
(% = Ri/ie)" P (% = Ri/i4)

p(x/Y; )=K'e 2 (2.21)

de tal forma que a densidade de probabilidade a posteriori P(X; /Y;) pode ser escrita assim

—%[(Yi —Hix)T R (yi=Hp)+06 =% /i) P (5% /ip)]

p(x; /Y =K'e (2.22)

Aqui, K* também leva em conta o denominador p(y, /Y, ) da Eq. (2.19).

A fim de desenvolver a estimativa maxima a posteriori (que ¢ 0 mesmo que a
estimativa média condicional para este caso), pode-se derivar o logaritmo de (2.22) em

relacdo a X;, através da regra Cs do Apéndice C, e igualar a zero para obter a estimativa

6tima X;,; . Assim, obtém-se:
HiTR_l(yi -Hx) - Pi;il—l(xi —Ri)in)=0
para X, =X,
(HiTR_lHi + Pi;il—l)ki/i = HiTR_lyi + Pi;il—l)?i/i—l
R = (HiTR_lHi + Pi;ilfl)_l(HiTR_lyi + Pi;il—lki/i—l
R, =(H{RTH + P ) T HIRT Y +(HTRTH, + P ) 'R K ) (223)

chamando (H'R™'H, + P! )" =M e usando o Lema da Inversdo de Matriz, Apéndice

B, o segundo termo da Eq. (2.23) fica:
MP %, =(1=MHTRTH)R .,
= (MM~ —=MHRH)%,,.,
=MM "%, —MHR'H %,

=%y —(H "R™H + Pi7i1—1)71 H RilH)zi/i—l (2.24)

Substituir (2.24) em (2.23) vem:
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%, =(H/RH; +P, )" HIRY, + %, ~(H'RTH+P L )"H'RH% ;)
que pode ser reescrito assim

)’Zi/i = ),Zi/i—l +(HiTR_1Hi + I:)i7i1—1)_1 HiTR_l(yi B Hi)’zi/i—l) (225)

Esta expressdo nos habilita a obter o novo valor de estimacdo de estado dado uma nova
observacao.

Finalmente, calcula-se a variancia do erro de estimagdo. Nota-se que

)zi/i :(HiTRilHi + I:)i/iil—l)il(HiTRilyi + I:)i/iil—l)’zi/i—l

Yi = Hixi +V,

X =%, =X —(H{RTH, + P7) " (HIRTH X, + HI RV, + P/ R + Pri X — Pri X))
que simplificando da

X — ),Zi/i :_(HiTRilHi + I:>i/7i1—1)71|:HiTRilVi - IDi;il—l(Xi - )zi/i—l)]

o T 5
P =BG = Xiyi)" (X = %ii)]
Usando as expressoes acima e notando que Vj e X; sdo independentes, sendo V;

um ruido de média zero e, também, que V; e X;,;_, sdo independentes, obtém-se
Pi=(HRH;+PL)" 2.26
i/ ( i i |/|71) ( : )

As expressoes (2.25) e (2.26) envolvem a inversdo de matrizes n X N, onde n ¢ a ordem do
vetor de estado. Porém, desde que o vetor observacdo seja usualmente de ordem baixa, ¢
possivel converter estas inversdes de matrizes para ordens menores de si mesma, usando o
Lema de inversao de matrizes, Apéndice B, que se tem usado no método recursivo minimo
quadrado.

Assim, usando o Lema citado acima, pode-se reescrever a expressao da Eq. (2.26) da seguinte

maneira
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(HiTR_lHi + I:)i/_il—l)_1 = I:)i/i—l B I:)i/i—lHiT(H'F)i/i—lHiT + R)_l HiPi/i—l

e para a expressao (2.25) precisa-se avaliar que a igualdade abaixo ¢ verdadeira
Tp-1 -1 -l Tp-1 T T -1
(Hi RH; + R, Hy R =R, Hy (HiF,,Hi +R) (2.27)
O segundo membro da Eq. (2.27) foi obtido como visto na demonstracao abaixo:

Tp-1 -1 \-lyTp-l Tp-1\-1
M=(H{R H; +PFi) H{R x(Hy R™)
Tp-1y- Tp-1 -1 -1
M.(H{R™)™ =(H/R™H; + P ).
Elevando a poténcia negativa vem
M~LHTR™ =H{R™H; +Pji x(Pyis)
M7 HR'P,  =H/P, RH; +1 x(R)
1 g7 T
M—.H{ R, =Hi PR, H +R
Elevando a poténcia negativa vem
(MT'H{P, )" =(HP,i H +R)™ x(H{Py)
M=(HP, H +R)"HPR,,
Como pode ser visto, a equagdo acima ¢ o segundo membro da Eq. (2.27).

Usando a igualdade acima, obtém-se as duas novas relagdes a seguir.

Risi =Riji +PisH (HiP o HT + RNy = HiRii) (2.28)

P/i=Pia— Pi/i—lHiT(HiPi/ileiT +R)"'H;P,i, (2.29)

As Egs. (2.12), (2.17), (2.28), (2.29) constituem as equacdes do filtro 6timo de
variancia minima linear desenvolvido por Kalman e Bucy.
A Eq. (2.28) nos habilita calcular a estimativa 6tima no instante I, dadas ass

medidas {y,, Y;, -~ Y;} usando a predigdo de um passo e a diferenca entre a saida atual

Yy, ¢ a saida predita H.X;, . A diferenga (Y, —H,X;,, ;) é chamado de “Processo de
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Inovacéo” ou residuo e reflete a discrepancia entre as medidas preditas H;X;,;_, ¢ a medida

atual Yy;. Em um residuo de média zero, as duas medidas estdo em completo acordo. A

diferenga (y; — H,X;,, ) € ponderada pelo seguinte termo:

Ki = Pi/i—lHiT(HiPi/i—lHiT + R)il (2.30)

A matriz (ou vetor) K; ¢ o fator de ponderacdo e usualmente chamado de
“Ganho do Filtro de Kalman”, que minimiza o erro de covariancia a posteriori. O fator K,
minimiza os termos individuais da diagonal principal de P, pois estes termos representam as

variancias dos erros de estimacdo dos elementos do vetor de estado que estd sendo estimado.

Uma forma do resultado de K que minimiza (2.29) ¢ determinado por (GREG
2001):

T T 1
Ki=PR,imiHi (HiP,;_Hi +R)
T
_ ByiaHi
-
HiByiHi +R

Analisando a equagdo acima vé-se que, quando o erro de covaridncia das medidas
R se aproxima de zero, o ganho K pesa mais fortemente no residuo (erro de estimago), ou

seja,

lim K; = H; .
R—0

Por outro lado, quando o erro de covariancia da estimativa a priori P, ;_, se aproxima de zero,

o ganho K pesa menos fortemente no residuo (erro de estimagao), ou seja,

lim K;=0.

Pijisi =0
Outro modo de analisar a contribuicdo de K ¢ que, quando a covariancia do erro
da medida R se aproxima de zero, a medida atual Y; ¢é cada vez mais confidvel, enquanto a
medida predita H;X;,;_, cada vez menos confidvel. Por outro lado, quando a matriz de
covariancia do erro de estimacdo a priori P,; ; se aproxima de zero, a medida atual y; ¢é

cada vez menos confiavel, enquanto a medida predita H;X;,;_, ¢ cada vez mais confiavel.
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A Tabela abaixo resume as principais equagdes demonstradas acima.

Equagdes do Filtro de Kalman Discreto N°
Preditor de 1 passo )A(i/i_l = Fi—l),zi—lli—l 2.12
Recursdo de Riccati P,.,=F,P,.F+G_QG', 2.17
Calculo da estimativa Xisi =Xisio +Ki(yi —HiXi/i) 2.28
Calculo da covariancia P,i=0-KH)P, 2.29
Ganho de Kalman Ki =PisH{ (HiP,,,_ H{ +R)™ 2.30

Tabela 2.1 — Resumo das Equacdes do Filtro de Kalman

Desta forma foram encontrados todas as equagdes necessarias para a obten¢dao do

Filtro de Kalman Discreto — FKD.

Estas expressdes podem ser representadas através do diagrama de blocos que

representa o processo (planta), a saida (medidas) e o estimador (filtro), como visto na Fig. 2.2.

W

7 +
w; + i+1 X + Yi
- » G %@—» Delay > H H@*‘b

p Yisiao = HX/i,
i/i-1
Delay > H  E—
= - W, V, M Célculo do
A — | ganhodo

Figura 2.2 — Diagrama de blocos dos modelos de Planta, Medidas e Filtro.
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Nota-se que o filtro tem a mesma estrutura do processo. A Eq. (2.29) que habilita
o célculo do erro de covariancia ¢ uma matriz do tipo Equacdo de Riccati, e que esta
equagdo, assim como, a Eq. (2.17) sdo independentes das observacdes, de tal forma que estas

equacdes, juntamente com o Ganho do Filtro de Kalman (2.30) podem ser pré-calculadas.
2.6 Algoritmo do filtro de Kalman

O diagrama de blocos de um sistema que utiliza o Filtro de Kalman e onde este ¢

inserido no processo de filtragem ¢ mostrado na Fig. (2.3).

Célculo do Ganho de Kalman

lniiio ™ F,G,Eljfr;(:,aR,Q ™ =0
Y
Pi=Pi,i—PiH (HP,H +R)'HP,,
Y
Ki =Py — P H (HP,H +R)™
i ili-1 ifi-1" i itifi-1t i
Y
SaidaKi
Y
Py =F PR +Gi_ QG
1/i-1 1—-1"1-1/i-1"1-1 i—-1 i—1
Y
i=i+1
|
Vi
\
W, X: Ty Y Ki
—» G —t@—»Dclay > H I K, w -

F H ? Delay
¥i = H%_ "]

Figura 2.3 — Fluxograma e algoritmo do vetor Filtro de Kalman.
Nesta figura pode-se perceber a relacdo existente entre o Filtro e o sistema cujos
estados estdo sendo estimados.
A partir das equacdes da secdo anterior tem-se o seguinte algoritmo:
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1. Escolher os valores iniciais X, € PO e fazer 1 =1. Se ndo houver nenhum

conhecimento sobre as condic¢des iniciais do sistema, a Eq. (2.17) sugere que a
covariancia do erro de predicao seja grande para favorecer a convergéncia.

2. Calcular os estados estimados a priori: (predigdo)

~ ~

Xisia = FiaXioyia
3. Obter o0 novo vetor de medidas Y,
4. Estimar as matrizes de covariancia dos erros de processo e medigdo, Q;_; e
R; respectivamente.
5. Calcular a covariancia dos residuos de estimagdo a priori:
P, =F_P_, F, +G_QG'
i/i-1 i-171-1/i-1"i-1 i-1 i-1
6. Calcular o ganho do Filtro de Kalman:
T T -1
Ki =PyiuHi (HiP,,;,_,Hi +R)
7. Estimar o vetor de estados: (corregao)
Xii = Xiiz + Ki(yi —HiXi i)
8. Calcular a covariancia do erro:
P =[1 -KiG IR,y
9. Incrementar | e voltar ao item 2.

2.7 Observagdes na implementacéo pratica

O algoritmo do Filtro de Kalman ¢ bem geral e direto, porém, muitas vezes sua
implementagdo requer alguma pratica, bom senso e conhecimento prévio sobre o sistema.
Desta forma, além de se obter e sintonizar o modelo do processo deve-se descobrir se o
conjunto de sensores disponiveis ¢ suficiente ou ndo para observar todos os estados de
interesse. Finalmente, uma importante observacao que deve ser feita para qualquer sistema de
estimacgdo em tempo real € o custo computacional. Em fun¢do disso, se algum processo puder
ser feito para reduzir o tempo de computagdo on-line, deve ser considerado. A seguir serdo

feitos alguns comentarios sobre a implementagdo do Filtro de Kalman.
2.8 Sintonia do sistema e obtencéo das matrizes de covariancia

Apesar de existirem métodos analiticos para a obten¢do da matriz de covariancia

Q;, a implementagdo destes métodos ¢ muito dificil. Na prética, esta matriz ¢ estimada por
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experimentacgdo e intuicdo. Uma vez que o filtro de Kalman ja foi implementado esta matriz
pode ser ajustada por tentativa e erro através da comparagdo entre os resultados obtidos,
sendo que o seu valor inicial € escolhido intuitivamente. A matriz de covariancia final, ¢
entdo, aquela que forneceu os melhores resultados durante a fase de experimentacdo. Duas
possiveis simplificagdes em relagdo a estrutura da matriz podem ser feitas a fim de facilitar a
obtencao do valor final. A primeira ¢ assumir que esta ¢ constante e a outra ¢ considerar que

nao existe correlagao entre os erros das varidveis de processo. Esta ultima consideracao, reduz
Q; a uma matriz diagonal. O conhecimento de como os estados estdo se comportando em
relagdo aos valores reais também pode ser util na determinacao desta matriz. Isto significa que
devem ser atribuidos menores valores de covariancia aos estados que foram modelados mais
precisamente. Deve ser lembrado também, mesmo que a matriz ndo seja diagonal, que toda
matriz de covaridncia € simétrica.

Para a determinagdo da matriz R; ndo existem métodos analiticos. Novamente, é
necessaria uma determinacdo empirica da mesma, considerando que a matriz ¢ diagonal.
Neste caso esta consideracao reflete bem a realidade, principalmente quando consideramos
que as medi¢cdes vém de sensores distintos. Novamente, a matriz pode ser considerada
constante e permitindo, assim, que os valores das covariancias possam ser derivados, pelo
menos aproximadamente, através dos dados fornecidos pelos fabricantes dos sensores ja que

0S Sensores mais precisos possuem covariancia menor.

Apesar de ndo ser muito trivial encontrar os valores das matrizes Q; ¢ Ry ¢

importante que estas reflitam a precisdo relativa existente entre o modelo dindmico e o

modelo de medicdo. Isto significa, por exemplo, que se as medi¢cdes sdo precisas € o modelo

dindmico ¢ impreciso, os elementos da matriz Q; devem ser maiores que aqueles de R; . Em
particular se as medigdes sdo perfeitas, R; =0 e se 0 modelo dindmico ¢ perfeito, Q; =0

Obviamente, isto ndo acontece na pratica e mesmo se ocorresse, um Filtro de Kalman nao
seria a ferramenta mais apropriada para resolver este problema, ja que este filtra sistemas

contaminados.
2.9 Aplicacdo n° 1: Filtragem da trajetdria de um foguete

Conhecidas, nas se¢des anteriores, todas as técnicas de filtragem linear de dados

discretos (estimagdo de estado H ), inicia-se aqui a criagdo de um programa computacional
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de filtragem para estimagao da trajetéria de um foguete de sondagem de um estagio e duas
fases: uma propulsada e uma balistica.

Neste trabalho, o objetivo principal € verificar a capacidade de operagao do Filtro
de Kalman, através da estimacgdo de dados de posi¢ao, velocidade e aceleracdo de um veiculo

espacial.

Considerando uma varidncia do processo pequena, assume-se que Q=2. O valor da

—10
estimativa inicial ¢ dado pelo vetor X,_,=| 1 |. Por este motivo, a covariancia do
0,1
residuo deve ser grande, de forma a proporcionar uma convergéncia rapida do filtro.
Consideram-se as Eqgs. (1.12), (1.13), (1.14) e (1.15) que descrevem a dindmica do foguete e
as Egs. (1.16) e (1.17) que dao o modelo das medidas de posi¢cdo em uma dire¢do especifica.

Para iniciar o algoritmo, atribuiu-se um valor inicial a covariancia do residuo, dada pela

100 0 O
matriz diagonal P,={ 0 100 O
0 0 100

A implementagdo do algoritmo de filtragem de Kalman se desenvolveu baseada
no fluxograma da Fig. (2.3) e nas Egs. da Tabela (2.1). Os dados brutos, da trajetéria, usados
no programa foram obtidos através do rastreamento de um foguete de sondagem. Os

resultados sdao apresentados através das Fig. (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) e (2.8).
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Figura 2.4 — Dados nao filtrados da trajetéria do voo de um foguete.

A Fig. 2.4 mostra os dados brutos da trajetoria do foguete, através da coordenada
Z (z€nite), onde observa-se que este atingiu um apogeu de 70 Km e teve uma duracao de voo
de aproximadamente 264 segundos.

Submetendo os dados brutos ao algoritmo de filtragem de Kalman obtém-se os
dados filtrados visto na Fig. (2.5). Observa-se nesta figura que os dados filtrados estdo
sobrepondo os dados brutos e nao se tem muita clareza do resultado da filtragem. Para se ter
uma melhor visualizacdo do efeito da filtragem sobre os dados brutos foi necessario
selecionar uma parte da trajetoria, como visto no Detalhe 1 da Fig. (2.5) e mostrar na Fig.

(2.6).
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Figura 2.5 — Dados brutos e filtrados da trajetoria de um foguete.

A Fig. (2.6) mostra a resposta do filtro de Kalman as variagdes das medidas
ruidosas feitas pelo radar.

% 1|:|4 Dados Filtrados
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Figura 2.6 — Vista ampliada da resposta a filtragem de Kalman.

A Fig. (2.7) mostra o erro entre a medida atual Y, e a medida predita H X, . ;.

38



Erro medido
400 : : T : T

300

200

100

Erra (m)

-100

-200

-300

-400

500 i i i i i
a 4l 100 140 200 250 300

Tempo (seq)

Figura 2.7 — Desempenho do FKD em funcéo dos parametros P, Q e R.

Analisando a Fig. (2.7) observa-se um comportamento andmalo nos intervalos
de tempo compreendidos entre 65 a 120 e 260 a 264 segundos. No primeiro intervalo o erro
residual aumenta em decorréncia da separagdo de estagios e inicio do processo de ativagao do
sistema de controle de atitude, j4 no segundo intervalo do rastreamento o erro aumenta em
virtude do sensor radar estd com visibilidade praticamente na linha do horizonte,
notadamente, captando alvos indesejaveis.

A Fig. (2.8) mostra o ganho do filtro de Kalman para o vetor posicao.

Filtro de Kalman

0.35 == T S E e e e = LIEEy
Ganho de Pasicao
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0.33 ------------------------------------------------- .
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€ |
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Figura 2.8 — Ganho do filtro de Kalman
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O filtro oscila inicialmente devido aos valores iniciais estimados X, e P, ndo

serem 0s mais precisos, porém, este entra em regime aos 5 segundos.

Resultados

Para simular o processo, primeiramente foram adquiridos os dados brutos da

coordenada cartesiana Z. Adotando uma variancia da perturba¢do de Q =2, foram obtidas as
medidas Y do sistema. Na simulagdo, cujos resultados podem ser vistos nas Figs. (2.4) a

(2.8), o parametro de ajuste, referente a variancia do ruido de medigao, foi fixado em R=6.
Como este ¢ o valor real da variancia deste ruido, espera-se que o filtro forneca os melhores
resultados para esta situagdo. Para valores muito grandes observa-se que o filtro ndo consegue
eliminar totalmente o ruido e ndo hd convergéncia. Os resultados para R muito grande
mostraram que o filtro tornou-se muito lento. Observou-se, também, que o comportamento do
Filtro de Kalman ¢ influenciado pelas condi¢des iniciais. A convergéncia do filtro se tornou

lenta quando o valor inicial da covariancia do residuo foi reduzido de 100.
Discusséo dos resultados e conclusdes

Observou-se, através do programa computacional de filtragem, que a posicao
estimada ¢ mais precisa que a velocidade estimada, lembrando que somente a posi¢do do
veiculo ¢ medida, enquanto sua velocidade ¢ somente estimada. Além dos testes feitos e
apresentados através de graficos, foram feitos outros onde os valores de Q e R variaram.
Mesmo assim a relacdo entre os erros se manteve praticamente a mesma. Neste exemplo
mostrou-se o funcionamento do filtro de Kalman Discreto, onde foi possivel observar a
influéncia de alguns pardmetros no desempenho do sistema. Durante os testes observou-se
que a escolha dos parametros iniciais ndo ¢ muito critica, pois pequenas variagdes em torno
do valor ideal ndo provocaram variagdes significativas nos resultados. Apesar disso,
verificou-se que valores muito diferentes dos ideais (na ordem de 10 vezes maior ou menor)
provocam variagdes no desempenho do Filtro de Kalman. A covariancia do residuo, por
exemplo, que determina diretamente a correcdo dos estados na equacdo do filtro, deve ser
inicializada corretamente em funcdo dos valores iniciais dos parametros. Caso contrario, o

filtro pode apresentar um tempo de resposta insatisfatorio.
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2.10 Aplicacdo n° 2: Filtragem da trajetéria de uma aeronave.

Para dar mais énfase a grande aplicagcdo da filtragem de Kalman na atividade
espacial, nesta se¢cdo mostra-se a formulagdo e os resultados da aplicag¢do do Filtro de Kalman
na filtragem de dados de trajetorias de Aeronaves. Estes dados foram medidos com outro tipo
de radar de rastreamento, chamado “radar de vigilancia” (BOZIC, 1979; GREWAL, 2001).
Observa-se, inicialmente, o que deve ser entendido antes da aplicagdo do algoritmo do filtro
de Kalman para radar de rastreamento.

Para estes radares, o tempo de retardo entre transmissao e recep¢ao dos pulsos
fornece uma estimativa da posicdo do veiculo espacial (distdncia radial), enquanto a
localizagdo da antena se movimentando no tempo de detec¢cdo fornece o azimute e a elevagao
do veiculo.

Assume-se que um veiculo sendo rastreado esteja na posi¢do R + p; no tempo i,
e na posicdo R+ pj,; no tempo i+1, T segundos apo6s. Usa-se T para representar no
tempo o intervalo entre amostras. O alcance médio ¢ denotado por R, enquanto que p; e
Pi,1 representam divergéncias da média. O objetivo aqui ¢ estimar estas divergéncias, as
quais sao estatisticamente aleatorias com valor médio zero.

Em uma primeira aproximagdo, se o veiculo estd se movimentando com
velocidade radial p; e T nédo ¢ muito grande, entdo:

Pi1 = Pi T 1P (2.31)
que € a equagdo da posi¢do. Similarmente, considerando a acelera¢do U; tem-se
TUj 1 = Pit1— P (2.32)

que ¢ a equagdo da aceleragdo. Assumindo que U; € um processo de ruido branco,
estacionario, de média zero, a aceleragdo ¢, em média, zero e ndo correlacionada entre
intervalos, ou seja, E[U; Uj]=0, porém, tem variancia conhecida E[ui2 ]=p3 . Tal
aceleracdo pode ser causada por subitas rajadas de vento ou pequenos periodos de
irregularidades no veiculo. A quantidade uil +1 = TU; é também um processo de ruido branco,

e tem-se no lugar da Eq. (2.32), a seguinte equacao:
. . 1
Pi+1 = Pi + Ui (2.33)
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O estado ¢ observado por meio de um modelo de observacao escalar. A equacdo diferenca

para o modelo do sistema dado é:

Xis1 = FX + W,

ou
[T oo ofx] o]
) |0 10 0] (2.34)
2110 0 1 Tx}| |0
_Xi4+1_ _0 0 0 1__Xi4_ _uiz_

sendo que o estado Xi1 representa a posicao do veiculo, o estado Xi2 representa a velocidade

radial, o estado Xi3 representa o azimute, o estado Xi4 representa a velocidade angular, U e

U, representam as perturbagdes aleatorias, estatisticamente independentes, estacionarias de
I

média-zero e F representa a matriz de transigdo de estado.

O estado ¢ observado por meio de um modelo de observacao
yi = HX +v,
sendo que H ¢ a matriz de observacao.
No caso especifico desta simulagdo, as equagdes das medidas de saida sdo dadas por:
=]
yP =%+

Para a simulagdo considera-se os seguintes valores da saida

Xi
Tt o 0 o] x? !
@ { }Xg oV (235)
Yi 00 1 0fx | v

X ]

1 2 . , , .. . , 1.
onde Vi e Vi sdo ruidos aleatorias, estatisticamente independentes de média-zero e
P 2 2
variancias o, (1) e o, (1).
O préximo passo ¢ formular a matriz covariancia Q da perturbagdo para o sistema

e a matriz covariancia R do ruido para o modelo de medicdo, o que resulta nas seguintes

matrizes
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Qi = E[ww; 1=

S o o O

2.
R = E[vvj 1= 7

0 0
0120
0 0 0
2
0 00'2
0
0 o5()

2 2 2 2 . A .
onde o, =E[u;] e o, =E[u;] representam, respectivamente, as varidncias das

aceleragdes angular e radial no tempo T, relativas as perturbagdes, enquanto que,

2 2 2 _ 2 . A ~
o, =E[v[] e o, =E[v,] representam, respectivamente, as variancias das aceleracdes

angular e radial no tempo T, relativas ao ruido de medidas.

Para comecar o processamento do filtro de Kalman, o primeiro passo ¢ inicializar

a matriz ganho Kj. Para este fim, a matriz covariancia do residuo P, tem de ser especificada.

Usa-se as medidas de posigdo e azimute, nos tempos i=1 ¢ 1=2, para estabelecer o método

de inicializagdo. Para os quatro valores de medidas pode-se fazer as seguintes estimativas.

Para calcular P, , usa-se a expressdo geral da matriz covariancia do residuo

onde para i =2, tem-se

=Py =
xf:%:@

22:92:

%5 =0, =

P = E[(X ~%)(X —%)"]

Y2
=1ly2 -y
Y3
Lrys-y

Pz = E[(Xz - )A(z )(Xz - )22 )]T}

(2.36)

Os valores de X, sdo obtidos pela Eq. (2.36), enquanto que, os valores de X, sdo obtidos

pelas Eq. (2.34) e (2.35) e a diferenca oferece o seguinte resultado:
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X; =%y =

que ¢ um vetor coluna (4x1) e neste caso a matriz covariancia do erro deve ser uma matriz
(4x4).
Considerando a independéncia dos ruidos U; e Vj, a matriz covariancia do erro inicial (ou

estado inicial) ¢ dada por:

) 2
o, O'p/T 0 0
2 2 /2 2
b = | /T 202 /T% +0; 0 0 037
0 0 o) 0'9/T
| 0 0 Gg/T 20'5/T2+022_

Valores especificos podem ser substituidos por estas variancias para definir

numericamente o filtro de Kalman. No caso especifico desta simulagdo os valores numéricos
tribuidos sio: o = 3 =0,005, o5 =(300)* ¢ o =(0,001), ou seja:
atribuidos sdo: oy =03 =0,005, o, =(300)" ¢ o, =(0,001)", ou seja:

0 0 0 0
0 0005 0 0 2
Q= , R= (300) 0 5 | T=1se g=298m/s
0o 0 0 0 0 (0,000
0 0 0 0,005]

Usando os valores de o na Eq. (2.37), obtém-se o valor inicial da matriz covariincia do erro

da estimagdo P,, ouna notacdo alternativa P, ,,,

90000 90000 0 0 |

Py = 90000 90000 0 0
0 0 0,000001 0,000001
| 0 0 0,000001 0,000027 |

Tendo a matriz covariancia do erro no tempo i = 2, pode-se calcular o ganho preditor G; em
i =3, que ¢ dado por
Gy = FPy,,HT[HPy,HT +R]" (2.38)
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onde as quantidades F, H e R s@o conhecidas, exceto P;,,. Para calcular este valor usa-se,
para i =2, a equacdo

Pyj» =[F —G,HIP, F' +Q
porém, as quantidades G, e P,,; néo sdo conhecidas. Para calcular estas quantidades usa-se
a equacao

Pyisi = FPiaF' +Q
que para i =3 vem

Py =FPy,FT +Q (2.39)

onde o valor de P,,, ja é conhecida. Substituindo as quantidades conhecidas na Eq. (2.39)

vem
4,5x105 2,7x10° 0 0o |
2,7x10°  1,8x10° 0 0
P3/2: 11 11
0 0 5,4x10 5,2x10
0 0  52x10™" 1,01x10™7 |

O valor da diagonal principal d& o erro de predicdo. O primeiro e o terceiro elemento desta
diagonal sdo, respectivamente, erro de predicdo da posicdo quadratica média e erro de
azimute quadratico médio para i =3.

Apbs os calculos acima, ¢ possivel calcular o ganho preditor G5 usando a quantidade P;,, na

Eq. (2.38) que da, apos os célculos das matrizes, o seguinte resultado:

(1,33 0 |
0,5 0
G3 =
0 192
0 0,94

O proximo passo ¢ encontrar P;,; usando a equagdo
Pi = Pli - Ki H i Pli (240)

para i =3, logo
Py3 =Py —K3HPy 5

onde

K, = A'G;.
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O processo ¢ entdo repetido encontrando P,,3, G, e assim sucessivamente.

Conclui-se que o Filtro de Kalman exerce duas fung¢des precipuas: uma de

predi¢do e outra de corre¢do, como visto através dos dois grupos de equagoes a seguir.

N

Atualizacdo no Tempo Atualizacdo das medidas
(“Predicao”) (“Correcéao”)
(1) Projeta o estado na frente (1) Calcula o ganho de Kalman
Xizie1 = FXicpyiz Ki=R,iHT[HR,i HT +RT"

(2) Projeta o erro de covariancia na frente
Rici=FR_1i1+Giy

(2) Estimativa atualizada com as medidas Y;
Risi =% /im0 + Kilyi —H% ]
(3) Atualiza do erro de covariancia

Pi/i =[1 —KiHIR,i_

\

Estimativas iniciais de  Xj_1/i_1 e Pi_1/i_

A seguir ¢ feita a representacao grafica da Filtragem de dados de rastreamento

de uma aeronave, usando o Algoritmo de Filtragem Discreta de Kalman, da seguinte forma:

Erra de Estimagao da Posigan
2000 .f T T 1. .' T T T .'

1000

-1000 |-

-2000 -

Erra Posigao Estimada-(Pes)

-3000

-4000

[ AN N N T N N N N A
] 10 20 30 40 a0 G0 70 a0 S0 100

Mumero de Medicoes

Figura 2.9 — Erro de Estimacéo Residual.
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Figura 2.10 — Estimativa Otima da Posicéo.
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Figura 2.11 — Visualizacéo das trajetorias medida e estimativa da posicao.
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CAPITULO Il

3 Filtragem de dados via estimacéo de estado H

3.1 Introducao

Varios algoritmos de estimagdo H_, estdo sendo pesquisados e empregados

o0 ?

atualmente em uma grande variedade de métodos, em ambos os casos de tempo continuo e

discreto. Na literatura de controle alguns autores denominam a estimagdo H_ por filtragem
H_ ou filtragem robusta, referindo-se ao mesmo conceito.

Neste capitulo serd desenvolvido um novo procedimento de solugdo para o

problema de estimag@o, no caso discreto, chamado de estimagdo 6tima H . Os filtros H

o0 2
aqui apresentados, sdo alternativas interessantes para a maioria dos problemas de estimagao

do filtro de Kalman (estimagdo H,). Como sera visto no decorrer do capitulo, as equagdes do
filtro H_ s3o muito similares as do filtro de H,, porém concebidas através de idéias
diferentes. Existem algumas similaridades formais entre o filtro H_ e o filtro convencional
de Kalman (ou filtro H,), porém, sera esclarecido no decorrer deste capitulo esta relagdo,
mostrando que o filtro H_ nada mais é do que uma versdo modificada do filtro de Kalman,
pelo uso de um pardmetro y, constante positiva, que representa a magnitude de uma
penalidade ou fator de robustez. Em outras palavras, os filtros H_ podem ser vistos como um

procedimento de recursividade desempenhando uma ortogonalizagdo sobre um conjunto
conveniente de dados de observagdes (medidas) que obedecem um modelo dindmico de
espaco de estado.

No Capitulo II viu-se que a otimalidade do filtro de Kalman ajuda no

conhecimento de matrizes covariancia Q; e R;. Na maioria das aplica¢des praticas este tipo
de informagdo, a priori, ndo ¢ disponivel para uso, sendo necessario atribuir escolhas para Q,
e R;. Faz-se entdo a seguinte questdo. E garantido o resultado do filtro de Kalman para atingir

um certo nivel de desempenho? A resposta € ndo, embora os resultados de diferentes escolhas

de Q; e R; sejam bem entendidos e freqiientemente utilizados.
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Por outro lado, os filtros H_ dao valiosas contribui¢des sobre a determinagdo dos

erros de estimagdo, ndo importando quais sejam as perturbagdes, desde que elas tenham
energia finita.

O proximo passo ¢ formular o problema H_ e apresentar o filtro 6timo H_

(HASSIBI, Vol. 44, n° 2, 1996; HASSIBI, Vol. 41, n° 1, 1996; TAKABA, 1996; SHAKED,
1992; YAESH, 1991), onde serd desenvolvido um procedimento de solu¢ao para o problema

de estimagdo H_ . A metodologia proposta para esta solu¢do assegura que a partir do indice
de desempenho derivado da norma H _, obtém-se uma lei de estimagao.
A atenuagdo de sinais externos de perturbagdes no pior caso ¢ formulada de forma

conveniente como um problema de minimiza¢do da norma H_, ou seja, para um dado

o0 2
numero ¥, encontrar um estimador tal que a norma H_ da fungdo de transferéncia da

perturbagdo para a saida seja menor do que ¥ .

3.2  Filtragem via estimacdo de estado H .

Nesta secdo desenvolve-se um novo procedimento de solug¢do para o problema de
estimacdo de estado, no caso discreto, chamado de “Estimacio Otima H_”, com o intuito de
observar que apesar do algoritmo implementado no capitulo II fornecer solugdo aproximada
para o problema de minimos quadrados, ¢ interessante observar que outros algoritmos,
atualmente, geram solucdes exatas para outro tipo de problema, a saber, problema de
estimagdo minimax (HASSIBI, Vol. 44, n° 2, 1996; HASSIBI, Vol. 41, n° 1, 1996;
TAKABA, 1996). A denominagdo padrdo para este tipo de problema, na literatura atual, ¢

denominado de “problema de estimagdo de estado H_”. O objetivo do problema de
estimagdo de estado H_ ¢é minimizar o ganho de energia maxima das perturbagdes para o
erro de estimagdo. O critério H_ pode, entdo, ser entendido como um critério para o pior
caso, ou seja, o estimador sera robusto para a pior perturbagao possivel.

Praticamente todas as buscas na solugdo de problemas de estimagdo H_ sdo
direcionadas para uma versdo sub-6tima do problema. O principal objetivo da versdo sub-
Otima ¢ encontrar estimadores que tornam a norma H_ menor que algum limite
preestabelecido, mas ndo necessariamente minimize a norma H_ . A razdo em se abordar

problemas de estimag@o sub-6timo vem das dificuldades matematicas encontradas quando se

tenta resolver o caso 6timo.
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Esta nova abordagem ¢ completamente diferente, ¢ ndo muito bem conhecida,
para solucdo de problemas de estimagdo de estado em comparagdo com o método padrdo

chamado de Método dos Minimos Quadrados - MMQ ou H,.
3.3 Formulagao do Problema de filtragem H

Seguindo a notacdo do capitulo II, considera-se o seguinte sistema dindmico

linear variante no tempo:

3.1)

Xiy = FX +Gw, X,
yi = Hx; + Dv; 1>0

em que X eR" e Yi e R representam os vetores de estado e de medidas,

respectivamente. As entradas W; € R™, v, € R representam a perturbagdo da entrada e
medidas de ruido na saida, respectivamente. Nota-se que X, {Wi} e {Vi} sdo vetores
desconhecidos, {Y;} ¢ a seqiiéncia de medidas de saida ¢ {Fi, Gi, H;, Di} sdo matrizes
conhecidas de tamanhos apropriados que neste trabalho, dependem do modelo cinematico.
¢ ndo singular, tal que R, =D, DiT > ( (definida positiva) é

Além disso, assume-se que D,

assegurado.
Diante dos dados acima, pode-se apresentar o seguinte problema: estimar uma

combinacao linear dos estados, tal como

Ziji = LiXii (3.2)
em que L; representa um estimador, dado que ocorreu uma medida de saida {yi }

As expressdes (3.1) e (3.2) representam o modelo de espaco de estado,
discreto, variante no tempo ¢ podem ser interpretadas através do diagrama de blocos que

representa o processo (planta) e a saida (medida), como visto na Fig. 3.1.
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W, Xi+1 X:
e G i@—» Delay 1

T
F =

A
T

Figura 3.1 — Diagrama de blocos do modelo da planta e da medida.
Observando as defini¢des acima tém-se, entdo, o seguinte erro de estimagao (filtragem H_):

7, =7; — Z;; = Ly — 2 (3.3)

onde Z;,; = K(Y,,...., Yj) representa o valor filtrado, ou estimativa a posteriori, dado que
ocorreu medidas até {yi} comi=0,1,2,--.

Chamando Ty (K) o operador de transferéncia que mapeia as perturbagdes

- / oY - - . . ., .
{1—101 2 (XO - XO)}, {Wi }i’\iol , {Vi }i’iol (Ho ¢ uma matriz de ponderagdo, definida positiva,

denotando a incerteza sobre o estado inicial) sobre os erros de estimagdo {z; —2; }:i o O

estimador H, Otimo minimiza a norma H, do operador Ty (K). O operador de

transferéncia H,, 6timo correspondente, sera denotado T\ (K ), como visto na Fig. (3.2)

com perturbagdes (entradas) para erros de estimagao (saida). Pode-se interpretar a norma H
como o ganho de energia maxima das perturbagdes para os erros de estimagdo. Dai, os
estimadores H_, poderem ser vistos como estimadores de pior caso que serd robusto contra as

piores perturbagdes possiveis.

{Wi}i’\ial — VK) — {Lixi_zi/i}ilio

N-1
{vi}iZo ’

Figura 3.2 — Operador de transferéncia H_, 6timo.
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Agora o problema de estimagdo (filtragem) H_ pode ser formalmente

determinado, como a seguir.

3.4  Problema de Filtragem H_ 6timo

Nesta se¢do, a partir da formulagdo do problema de Filtragem H_, objetiva-se
encontrar as estratégias de estimagdo H_ otimo, Z;,; = K(Y,, Y, ", Y;), que minimize a
norma H_ do operador de transferéncia Ty (K;). Desta forma, considere o seguinte

problema:
e =min|Ty (K [ (3.4)

Este problema pode ser reescrito como:

‘2

N
, _Z‘Zi — 2y
Yot =Min  max =0 (3.5)

A NT —r— ~ 2 2

Nota-se que o minimo em (3.5) é considerado para todos os estimadores K,
causais, desde que eles tenham acesso adicional para Y;. Isto tem relevancia desde que a
solugdo para o problema H_, como sera visto, dependa da estrutura da informagdo

disponivel para o estimador. A formulagdo do problema acima mostra que os estimadores

H_ o6timo garantem a menor energia para o erro de estimagdo sobre todas as perturbacdes

o0
possiveis de energia fixa. Eles sdo, portanto, muito conservadores, os quais resultam em um

melhor comportamento para variagcoes de perturbacao.
Do exposto acima e a partir da definigio de Ty (K™) em (3.5), podemos

considerar a seguinte norma:
2 _lr (k)|
Voo =[Tn(K7) .

As solugdes de forma fechada para o problema de estimagdo H_ 6timo sdo
disponiveis somente em alguns casos especiais. Em conseqiiéncia, ¢ mais conveniente

adequar o problema de estimagdo H_ 6timo para o caso sub-6timo.
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3.5  Problema de filtragem H_ sub-6timo.

Fixado o escalar y, >0, o objetivo do problema de filtragem H_ sub-6timo é

encontrar a estratégia de estimagdo H, sub-6tima Z;,; = K(Y,,Y,"*-,Y;), também

conhecido como um filtro a posteriori, que minimiza a norma H_ do operador de

transferéncia Ty (K), ou seja, obter HTN (K)HOO <y cuja desigualdade pode ser reescrita

cComo:
N 2
_ZO‘Zi - 2i/i‘
i=
max — - <y (3.6)
Xowelvely (Xo = Xo) TTo (Xo = Xo) + Zizo‘Wi‘ + Zizo‘vi‘

Fica claro a verificagdo de 7 2 7, .

Nota-se que as solugdes do problema H__ 6timo podem ser obtidas para uma

0

precisdo desejada através do ajuste iterativo do escalar ¥ do problema H_ sub-6timo.

o0
Nota-se, também, que os problemas definidos acima sdo problemas de horizonte

finito. O problema denominado de horizonte infinito pode ser considerado se definirmos

o]

T(K) como o operador de transferéncia que mapeia {X, — %, {W; }izo’ {v, }?io} para
{z, -2, }?10' Entdo, garantindo HTi (K)HOO <y para todo 1, pode-se resolver o problema

de horizonte infinito HT (K)HOo <y.

3.6  Formulagéo e solucéo do problema de filtragem H_ sub-6timo

O objetivo desta secdo ¢ garantir da existéncia de solucdes para o problema de

filtragem H_ sub-6timo proposto na se¢do 3.5 e observar que estes filtros sio muito

similares em varios aspectos ao filtro convencional de Kalman (HASSIBIz, 1996; TAKABA,
1996).

Buscando a solugdo, considera-se o problema de estimagdo de estado Minimax no

horizonte finito, que est4 intimamente relacionado com o problema de filtragem H_ . Obtém-

se, inicialmente, as condigdes para a existéncia da solu¢do Minimax usando um método de

otimizacao baseado na técnica do multiplicador de Lagrange (LEWIS, 1995).
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Seguindo a notagao do capitulo II, considera-se o sistema dinamico linear variante

no tempo, visto na Eq. (3.1), em que D; ¢ uma matriz ndo-singular, de forma que

R, =D, DiT > 0 (definida positiva) ¢ assegurada. Assume-se que os valores de W, e V; sdo
desconhecidos.

Da mesma forma que no problema de estimacdo de X;, deseja-se estimar um

vetor saida de referéncia z; € R” definido como uma combinagdo linear do vetor de estado a

ser estimado, visto na Eq. (3.2) onde a matriz L € ‘R PN ¢ dada a partir do vetor de medida
Yi-

No problema de filtragem, s3o considerados as medidas Y; = {yk kK< i}, de tal
forma que a estimativa Z;, de Z; depende da seqiiéncia das medidas {yo, Yisees Yi } Em
adi¢do, sem perda de generalidade, serd considerado que a estimativa do estado inicial X, ¢

dada a priori por X,. A estimativa Z; ¢ chamada de filtro H  (FUJITA, 1993).

No contexto do problema de filtragem H_ , inicialmente serd definida a fungdo

objetivo para o problema de filtragem Minimax. A estimativa Z, tenta minimizar o erro de
. . X 2 N .
estimagdo quadratico ZHZi - fi H , enquanto que as variaveis (XO,Wi , Vi ) tentam maximizar
i=0

a energia do erro de estimacdo quadratica. Uma vez que, os valores arbitrariamente grandes

de HWi

V; H e HXOH implicam valores arbitrariamente grandes para o erro de estimagdo, a

3

fungio custo J sera definida como (SHAKED, 1992):

N N N
3%, W) = 2z - 2 ‘72L§0H‘Ni P+ >y 17 +[%, = % \;al} (3.7)

O segundo termo do lado direito da equagdo (3.7) ¢ o termo da penalidade sobre

W,, V; e X,; otermo } (fator de robustez) ¢ uma constante positiva que representa a
magnitude da penalidade. Do ponto de vista tedrico, pode-se dizer que a estimativa Z; e as
variaveis (Wi Vi, Xo) sdo, respectivamente, as politicas de minimizacdo e maximizacio da

funcgdo custo J.
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O problema de filtragem H_ sub-6timo de horizonte finito é encontrar as

estimativas X; e Z;, tal que J < 0, satisfazendo a seguinte desigualdade:

N 2
iZOHZi =2 ,
max - <7y (3.8)
romelovely i | + S| + o = Ro 1
Esta condicao ¢ equivalente a:
‘](27 XOaWaV) < O? V(XOaWiavi)'
Tal que:
N 2 N 2 o |2
oWl T+ o+ %o = Ko 5o £ 0 (3.9)

Fica claro, portanto, que os problemas de estimagdo Minimax formulados nesta se¢do estdo

intimamente relacionados com o problema de filtragem H_, para horizonte finito.

Da Eq. (3.1), observe que:

v; =D (y; —Hix) (3.10)
Assim, a funcdo custo J sera reescrita como:
N N N
@ xomn = a2 =77 Sl + By -Hox o+l -l | o

Desta forma, o problema Minimax entre Z; e (XO,Wi ,Vi) se reduz ao problema entre Z; ¢
(Xo- Wi, Y3 ).

Sejam os valores Zi* e (XS,Wi* , yi* ), as decisdes Otimas respectivamente ao
problema Minimax, onde Wi* e Vi* sdo, respectivamente, a perturbacdo e o ruido no pior
caso. A quadrupla (2:‘ , X;,Wi’k ,Vi* ) refere-se a solug@o 6tima do problema Minimax, onde o
conjunto de medidas {yo > Yics i } esta disponivel para a estimagdo no instante de tempo

i. Este problema Minimax ¢ o problema de filtragem. Neste caso, dado que Y; seja

disponivel para estimativa Z;, a ordem da otimizagdo Minimax ¢:
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max(min(max - --max(min(max - --max(min( max J))---))--)) (3.12)
Yn o In Wy Yi 4w Yo o Zi WX

3.7  Condigdes necessarias para solucdo do problema do filtro H
Nesta se¢ao, serdo estabelecidas as condigdes necessarias de otimalidade em duas
etapas. A primeira etapa compreende a maximiza¢do em relagdo a X, ¢ W. Na segunda, a

otimizagdo Minimax com relagdoa Z ¢ Y;.
Maximizando em relagdo a X, e W,

Desde que W; seja um sinal arbitrario em L, [0, N], sem perda de generalidade,
pode-se assumir que W; pode utilizar todos os dados de {yo,...,yN} e {20,...,2N }
Portanto, pode-se desempenhar primeiro a otimizagdo em relagdo a X, ¢ {WO yeres Wy } Para

maximizar J em relagdo a X, e W,, aplica-se o Hamiltoniano (LEWIS, 1995). Aplicando as

condigdes de otimalidade para a filtragem a posteriori e definindo o Hamiltoniano temos:

=2l =2 =2 (il +ly - M )+ (P o -x) - Ga3)

onde A; ¢ o vetor co-estado. A relagdo entre a fung¢do objetivo J e a fungdo Hamiltoniana

H, ¢ dada como:

L2y oS e Cx 2 =347 (Fx +G

EY J —EO i _EHXO _Xo||nal _Eo i (X +GW; =X, ) (3.14)
As trajetorias 6timas (XI* ,ﬂv?) correspondem aos valores de (Xi A ) para a perturbagio W;
no pior caso.

Entdo, as condigdes necessarias de otimalidade sdo:

OH;

o_ OH; (3.15)
a/li"_l (Wiyxi»ﬂ“iJrl):(Wi*in*vﬂﬂ)
OH.

o OH; (3.16)
aWi (Wi, X =/1i+l):(wi*axrajjik+l)
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A= 8X , Ansg =0 (3.17)
(WI Xi» |+1):(Wi*7xi*=ﬂvr+1)
% A aH %
0 L(wo,Xo,21)=(Wg, 5,41 )
Logo, de (3.15) e (3.16) tem-se:
X, = R +Gw;, X, = Xy + 11, A,. (3.19)
w =G, (3.20)
Substituindo (3.20) em (3.19) vem:
Xin = Fx +GG' 4,,, (3.21)
De (3.17) tem-se
FT 2, =2 +(HIRH, = 2L )¢ —HIR My, +7 2L 2, (3.22)
=2 +HIRTH X 2L L —H Ry +7 7L 2, (3.23)

Logo

FlZ, =2 —HIRy, —Hx )+ 20 (3 -Lx ) A =0 (3.24)

i+1

Das equagoes (3.19) a (3.24), tem-se o problema com dupla condi¢do de contorno:

F PR P el
0 R[4 [HRH=7LL LA ] [FHRY 762 )| A, =0

Uma vez que o problema com dupla condi¢do de contorno ¢ ndo homogéneo e linear
com relagdo a Xi* e ﬂ,?, Xi* pode ser expresso como:
X;i =% +PA (3.26)
Entdo, das Eq. (3.25) e (3.26), obtém-se:
Xi = FiXi +Giw;

Xy + P A

i+17%+1 —

=R +P )+GG A
R +P. A

i+1 i+17%+1

=F% +FPA +GG 1,
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%, -F% =FPA+GG' X, -P A

it i+1 i+17%i+1

%1 —F% =(GG/ —P.)A, +FPA (3:27)
Novamente, da Eq. (3.25) tem-se
B A = (HTRYH, — L + 1,2 - IRy, +7 L

i+1

substituindo x; da Eq. (3.26) na equagdo acima, verifica-se:

i i+l

FTa, =(HTR'H, =y 2T L R + PAD+ 1,4 —HIR My, +7 2L 2,
=H/RTH & +HRTHRA 7L L& -7 L LRA + 1,4 —HIR™y, +7 7L 2,
=—H R (y, —H.2)+7 2L (2, - L&)+ A (I, +H'R'H,P -y LT L,P)
=—H/R(y, —H %) +77L (4 - LX)+ A1, +(HR'H, -y ?L L,)P]
onde
Z =1, +(HiTRi_1Hi —7/_2LiTLi)Pi
FTA, =S4 —HIR(y, —H.2)+72LT (2, - L&) (3.28)

E por fim, obtém-se:

A =S R A, S HIR (v, = H %)+ 7 25 LT (2, - L%)

i+1

Uma vez que A; é finito, ¥; é ndo singular. Assim, substituindo A; de (3.27) em (3.28) vem

% =R —RRIZR' G, + 2 HIRT (Y —H% ) +v 5 L (2 -L%)1=(GG R,

i+1

reescrevendo, tem-se:

X.

1+

1 _Fi,)\(i _F'P'Z'_IHiTRi_l(yi _Hi’)\(i )+Y_2Fi Pizi_ll-ir(lzi _Li,)\(i ):(Fipizi_lHiT +G‘|G|T _Pi+1 )X;H

~ . ’ . * . ,
Desde que a equacdo acima € verdadeira para A; arbitrario, obtém-se

P, =FPI'H/ +G,G/, Py =11, (3.29)

R, = FX +FPIHIR ! (y; —Hi&) -7 *FPE 'L (2, - L&), % =%, (3.30)
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onde %=1, +(H/R'H -y LiL)P

A Eq. (3.29) é a Equacgao Discreta de Riccati (EDR) modificada para o problema H .

Critério de Otimizacdo Minimax em relagdo a Z; e ,

A partir da manipulagdo (TAKABA, 1996) das Egs. (3.19) a (3.30), obtém-se:

VAL P~ ATRA) =2, -

i+1" i+l

onde:

kS
I

37| =Yi _HIXI
Zj = Z; Li)’zl
Zi =Pz’

substituindo Q, Q, Vi, Zj ¢ Z; naequagdo (3.31), tem-se:

<112

(3]
p—

X

”P&)——-—

7 (ALPA

i+ i1 T

. 2 -L% [, +7LPE Y ~LPZ'HR, 2, -L%
y, —H, X —kiPz4U -y (1, +HPEH] [y, —H%,

Substituindo X na equagdo acima, tem-se:
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2

P GiRaAa —ATRA)=

. AT
e
yi —HX

1, +7 LRI, +HR'H - LRI -LRI, +(H'R'H =L L)RT'H'R"
i —R'HR[l, +HH - L LRI _R_IVZ(lp +HPB[I, +HR'H L L)RTH'R”
]

Y —H&

]+

4 -Lx y, —HX|)

Dado que Ay, =0, Xy=X%,+I,4; e P, =II,, obtém-se
N * * * * * * * * * — 2
272 AR = AT RAD) =7 iR =4 ) =77 = %o [
i=

Assim, segue que:

maxJ(2; Xy, W, V) = J(2; X5, W, V")

W, X,
N . 2

_ T e
Zi:| Qi —LiEiHiTRi ! |:Zii|
Vil |[-RIHEL  —-RTIQR™T |V

Observa-se pela Eq. (3.32) que existe uma unica solucdo (decisao 6tima) de

2

2 * 2 *
—7 (HWi H +Hyi_HiXi

2ux o |I?
D% 632
i l_[0

minimizagdo de Z;, se e somente se, a matriz ; é definida positiva, logo
Q =1,+7 LEL >0 Vie[o,N] (3.33)
substituindo = vem
-2 -y T
Q =1,+y LR L >0
substituindo 2 vem

Q =1, +y7LP[,+(H'R'H, -y LI LH)PT"'L >0 (3.34)
Lema 3.1 (TAKABA, 1996; FORSSELL, 1996): Supondo que Q, >0 e
P. > 0 (semidefinida positiva) satisfaca a EDR (3.29), entdo P, > 0 (semidefinida positiva).
Prova: Uma vez que P, ¢ uma matriz semi-definida positiva, existe uma matriz:
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P:=P(l,+H RH;P)" (3.35)
Substituindo P. da equagdo acima em (3.34) fica:
2y p (T
Q=1+ LR L
e usando o Lema de inversdo de matriz, demonstrado no Apéndice B, Q; pode ser expresso

CcCOomo:
Q =(,-7 LPL)" >0

O Lema 3.1 da as condi¢des de existéncia do filtro H .

Portanto, pode se observar das equacdes acima que, para um dado numero y >0,
se [F, G;] tem rank completo, entio um estimador que consegue ||TN (K)”OO < y existe se,

€ somente se,

P'+HR'H —y?LL >0, i=0,..N (3.36)
Além disso, do segundo termo da diagonal principal da matriz da Eq. (3.31), tem-se:
Q =7 (Ri—H'EH)
substituindo = tem-se:
Q =7 (R —H/ Rl +(HRH =y ?LIL)RT'H;}
desprezando o termo y *L] L; tem-se

Qi =7 R —H{ Rl +H{RHRTH}

Q =y (R ~PH{[R +HRHTH}
onde define-se, uma parte da equacdo acima como o ganho de Kalman Robusto
Ki =PH{ (R + H;PH)™ (3.37)
para conseguir

P =(l, = KH)R(I, K H) +KK, >0 (3.38)
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O Apéndice E mostra a relagdo entre Eq. (3.35) e a Eq. (3.38), com a
implementag¢do da Eq. (3.37) do ganho.

Conseqiientemente, da suposi¢do anterior de que €2; >0 obtém-se
P =FPRI'F +GG/ (3.39)

logo
P, =F (P +7 °PL QLP)F' +G,G| 20 (3.40)

Isto completa a prova do Lema 3.1.

De acordo com as referéncias (HASSIBIl, 1996; HASSIBIZ, 1996; FORSSELL, 1996), a

equacdo acima pode ser reescrita da seguinte forma:

H.
P.=FPF +GG’ -FR[H] LU ]R;;{ '}PiFiT >0 (3.41)
5 I—i
com
| 0 H;
Rai = "RIHT 4 3.42
{0 —ﬁlHLiM' '] (342

A seguir assume-se que €; >0 (definida positiva) seja mantido para todo ie[0,N].

Completando o quadruplo em relagdo a Z;, a Eq. (3.31) reduz para:
o T AN 1 =TT O 5 = TR 2T T\ g
J(ZaXOaW,y)—_:ZO(zi -OLEH RV Q@ - LEH RV -y _:Zoyi R+HRBH)"y;, (3.43)
I |
Igualando o termo Z; — Q'L Z, HiT R;'y, daEq. (3.43) a zero tem-se:

7, -Q'LEHR 'Y, =0 (3.44)

obtendo, assim, a estimativa 6tima 2; . Como visto anteriormente, o valor X;,; ¢ uma
estimativa de X; baseado no conjunto de medigdes {Y,,,...,Y;}. Desde que X; possa ser visto
como uma estimativa de X; baseado nas medi¢des {Y,,...,Y; ;} na Eq. (3.30), reescreve-se a

estimativa 6tima como X;,;_, = X;. Entdo, segue que
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zi* = Li%ji (3.45)

Xisi = Xisia + Ki(y; —HiXji) (3.46)
Xivi = FiXiio + FKi (Y —HiXii) (3.47)
K,=PH] (R +H;PH )" (3.48)

Se for assegurado que ; > 0(definida positiva), entdo, pelo Lema 3.1, também
sio assegurados que P, >0 e (R, +H;PH;)>0, sendo P, =TI, >0 (definida positiva).

_ , . . . *
Logo, fazendo Y; =0, consegue-se uma unica medida no pior caso de Y; . Deste modo, o

ruido no pior caso ¢ dado por:

Vi ==DiH; (X = Riji) (3.49)
A Eq. (3.49) ¢ obtida seguindo os seguintes passos:

Yi =i —HiXiiz
fazendo y; =0 tem-se que  y; =H;¥;/i_;
como yi =HiX + DiVi*

Hixi + Divi =H; %

Vi =D H (R — %)

vi =—=D;"H{ (X — &i/iy)
Além disso, a fung¢do custo da solucao 6tima ¢ dada por

J(Z%;Xg, W5,V ) =0
Teorema 3.1: Considera-se o problema de filtragem Minimax da Eq. (3.12). Para a

existéncia de uma Unica solucéo para o problema, é necessario que a Equacéo Diferenca de

Riccati — RDE, dada pela Eg. (3.29) tenha uma solucdo semi-definida positiva de P, e
(7?1, — LiPL{ ) > 0 (definida positiva) seja mantido para todo i <[0, N]. Logo a estimativa

6tima 2; é dada pelas Egs. (3.45) a (3.48).
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3.8 Algoritmo do filtro de Kalman Robusto

O diagrama de blocos de um sistema que utiliza o Filtro de Kalman Robusto e

onde este ¢ inserido no processo de filtragem ¢ mostrado na Fig. (3.3).

Inicio Entrada
x, |7 FGHLP, ™ 70
A
Py = FPF 6,67 ~FR[HT L ]R;{HL_‘}HFJ
Ki = RH{ (I + HiRH)™
v
SaidaKi
v
P =1y —KiHDR (I, = KiH)' + KK,
v
i=i+1
L Zi '
v ;
v
W X: + Yi Xi/i
—» G e Delay > H I Ki L

R + _
FXi_ 5
' Foicl
F = H ? Delay
¥i = H%_ ]

Figura 3.3 — Fluxograma e algoritmo do vetor Filtro de Kalman Robusto

64



3.9 Aplicacdo: Filtragem robusta da trajetéria de um foguete

Considera-se a equacdo dinamica do sistema dado por
Xi+1 = FiXi +GiWi
¥i = HiXj + Dyv;

Conhecido, nesta se¢do, as técnicas de filtragem H_, inicia-se aqui a criagao,

como contribuicao desta tese, de um algoritmo computacional de filtragem robusta para
estimacdo da trajetéria de um foguete de sondagem com duas fases: uma propulsada e uma
balistica.

Neste trabalho, o objetivo principal ¢ avaliar a capacidade de operagdo do Filtro
de Kalman Robusto, através da estimagdo de dados de posi¢ao, velocidade e aceleragao de um
veiculo espacial.

Consideram-se as Eqgs. (1.12), (1.13), (1.14) e (1.15) que descrevem a dinamica do
foguete e as Eqgs. (1.16) e (1.17) que dao o modelo das medidas de posi¢do em uma direcao

-10
especifica. O valor da estimativa inicial a ser estimada ¢ dado pelo vetor X,,_; =| 1

0,1

Para iniciar o algoritmo, atribuiu-se um valor inicial a covariancia do residuo, dada pela

100 O 0
matriz diagonal P, =| 0 100 O
0 0 100

Usando as Egs. (3.37), (3.38), (3.41), (3.45), (3.46) ¢ (3.47) do filtro de Kalman

Robusto, implementou-se um algoritmo computacional cujo resultado € visto a seguir.

A Fig. (3.4) mostra os dados ndo filtrados da coordenada Z da trajetoria do

foguete.
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¥ 10 Dados Brutos da Trajetoria
B T T T T T
5 5 5 — Coord. Z bruta
7 M N S e — (R —— -
B e e e R -
B e 1 e T -
=
B L T e -
E:
=
L e S e .
8
e e -
L T Tt LTS SRR SR -
[ T T TP PP TP PR PP PP TEPPPPEETRE -
- | | | | |
o &0 100 160 200 2a0 300

Termpo (seg)
Figura 3.4 — Dados néao filtrados da trajetoria de um foguete.
Selecionando um menor intervalo de tempo da trajetéria acima, como visto no
Detalhe 2 da Fig. (3.4), ampliada na Fig. (3.5), observa-se com mais clareza as varia¢des das

medidas ruidosas feitas pelo radar.

w10 Dadas Brutos da Trajetoria
i | — Coord. Zbruta
L S N S e
i e e T E T e L ECTEETE FETEREP R
£
";E_E ......................................................................................................... 4
=
(3
=
Lok}
=
=
') e e S T Ry SR P AR AR 1
Vista ampliada do .
§ § : : Detalhe 2 da Fig. (3.4) §
Tt S S IR S
A NS WO SO NV SO N S

24 95 23 100 102 104 106 108 110
Termpo (seq)

Figura 3.5 — Detalhe dos dados brutos da trajetéria de um foguete.
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w1 Dados Filtradas da Trajetoria
E T T T T T
§ § i — Coord. £ bruta
7 e i N — — Coord. £ filtrada ||
i i “eloc. estimada
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Termpo (seq)
Figura 3.6 — Dados brutos e filtrados da trajetoria de um foguete.

Selecionando um menor intervalo de tempo da trajetéria acima, como visto no
Detalhe 3 da Fig. (3.6), ampliada na Fig. (3.7), observa-se com mais clareza a resposta do

filtro de Kalman Robusto as variagdes das medidas feitas pelo radar.

w10 Dados Filtrados da Trajetoria
6.93 — Coord. Zbrata | ¢ TTTETTTRTTTRETT i
— Coord. Zfiltrada i : : : i i i
R
e a——,.,l
E NN N S I T R PR |
P ¥ L 0/ Vi 740\ A v
= H H H H H B B ! h H H
143
c . . . 1| .
= i i i ] il
5 B89 R A - ffomoo
2 g g
O
BB |- -
Vista ampliada do
B.87 Detalhe 3 da Fig. (3.6)
Y RN N T RN NN S S

115 1162 1154 1156 1158 116 1162 1164 1166 1168 117
Termpo (segq)

Figura 3.7 — Vista ampliada da resposta da filtragem Kalman Robusto.

A Fig. (3.8) mostra o erro entre a medida atual y; e a medida predita H. X, ; ;.
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Erto medido
400
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Erra ()

-100
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-400

- : : : : :
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Tempo (seg)
Figura 3.8 — Desempenho do Filtro de Kalman Robusto.

Analisando a Fig. (3.8) observa-se um comportamento andmalo nos intervalos de
tempo compreendidos entre 65 a 120 e 260 a 264 segundos. No primeiro intervalo o erro
residual aumenta em decorréncia da separagao de estagios e inicio do processo de ativacao do
sistema de controle de atitude, j4 no segundo intervalo do rastreamento o erro aumenta em
virtude do sensor radar estd com visibilidade praticamente na linha do horizonte,
notadamente, captando alvos indesejaveis.

Ganho de Kalman Robusto

075 eeneens SN ......... .I — Ganho de Posigan |
I T LT S B P L ET T T TR -
L .

o H H H H H H H

E I T LT S S LCL LI CT T S -

=

Q . '

= : E E E : E E

F 055 oo S B S R S Ea— .

e ; ; ; ; ; ; ;
R
e e e e
| — — — I — I L

0 5 10 15 20 25 30 35

Tempa (seq)
Figura 3.9 — Ganho do filtro de Kalman Robusto

Resultados
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Para simular o processo, primeiramente, adquiriu-se os dados nao filtrados da
coordenada cartesiana Z da trajetéria de um foguete de sondagem. Os resultados sdo vistos

nas Fig. (3.4) a (3.9). Para este filtro usou-se o menor fator de robustez possivel (y =0.8),

valor que ainda mantém suas caracteristicas de robustez..

Discussao dos resultados e conclusdes

“elocidade Estimada
15800 T T T T

.
Yeloc, estimada

T E O S S A T

) A " T — S— — S— :

Yeloc, estimada

) S S — T A— 1 W—

-1000

-1500

_2000 ; | | | |
0 a0 100 150 200 250 300

Tempo (seq)

Figura 3.10 — Velocidade estimada

Observa-se, através das Figs. (3.7) e (3.10), que a posicao estimada € mais precisa
que a velocidade estimada, lembrando que somente a posi¢ao do veiculo ¢ medida, enquanto
sua velocidade ¢ somente estimada. A covariancia do residuo, por exemplo, que determina
diretamente a corre¢do dos estados na equagdo do filtro, deve ser inicializada corretamente
em funcdo dos valores iniciais dos parametros. Caso contrario, o filtro pode apresentar um

tempo de resposta insatisfatorio.
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CAPITULO IV

4 Analise comparativa dos filtros H, e H_ aplicados ao problema de
rastreamento
4.1 Introducéo

Conforme ja dito anteriormente, a motivacdo para a realizacao deste trabalho ¢
estabelecer metodologias de calculo de ganhos dos filtros de um radar usado para
rastreamento de veiculos espaciais. Para o caso especifico deste trabalho, usou-se os dados
reais da trajetoria de um foguete balistico, ou seja, foguete com uma fase propulsada e uma

fase balistica.
4.2 Andlise dos dados do radar

Nesta secdo sdo apresentadas as técnicas utilizadas para obtencdo do ruido de
média zero e algumas observacdes que permitem identificar se os dados sdo brutos ou
filtrados, assim como, se o referencial adotado ¢ a rampa de lancamento ou o radar. Uma

analise ¢ realizada sobre os dados do lancamento e rastreamento de um foguete.
4.2.1 Extracdo de ruidos

Para o processo de filtragem dos dados brutos oriundos do sensor radar ¢
necessario ter informagoes sobre técnicas de obtencdo do ruido de média zero, como visto na
Propriedade 2.1 da se¢do 1.3.2, que estd incorporado ao sinal (CALDEIRA, 2000).

O ruido de média zero, em principio, ¢ obtido através da diferenga entre o valor
medido e o valor real para cada posi¢ao.

Dois tipos de ruido existem dentro de um arquivo de dados de um langamento:
ruido bruto e filtrado. Denomina-se ruido bruto, aquele que se origina diretamente do sinal
medido, enquanto que o ruido filtrado ¢ aquele que se origina do sinal medido, apos ter
passado pelo programa computacional de filtragem, incorporado ao sistema de tratamento de
dados.

Os dados de rastreamento gerados sdo organizados da seguinte forma: angulos de

elevagdo (el) e de azimute (az), distancia do foguete ao radar (d), coordenadas X, Y, e Z, e

as velocidades V,, V. e V,. Devido a coeréncia que deve ser mantida com o modelo

X2 y
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cinematico apresentado na Se¢do (1.3) do Cap. I, o interesse principal deste estudo estd nos
ruidos de medidas, em que os dados mais relevantes sdo os das coordenadas cartesianas de
posicdo. No caso em que os dados sdo fornecidos em coordenadas esféricas (elevagdo,

azimute e distincia), estas sdo convertidas para coordenadas cartesianas ( X, Y,Z ) através das

seguintes equacgdes:

x =d.cos(el).sen(az) 4.1)
y =d.cos(el).cos(az) 4.2)
z=d.sen(el) (4.3)

A Fig. 4.1, a seguir, mostra em detalhes a disposi¢ao das coordenadas polares e

cartesianas.

Az (Zénite)

@ Foguete

[

P Ll
/ az - y (Norte)
,//,

/

X (Leste)

Figura 4.1 — Sistema de coordenadas cartesianas e esféricas para rastreamento.

E definido que: o eixo Y aponta para o norte geografico, o eixo X aponta para o
leste e 0 eixo Z para o zénite. O angulo de elevagdo ¢ medido a partir do plano horizontal Xy
e o angulo de azimute ¢ medido em relagdo ao eixo Y, no sentido horario.

4.2.2 Analise de dados do rastreamento do foguete

Foram disponibilizados dados reais do foguete, com tempo de amostragem de

0,05 segundos (20 Hz). Os dados provenientes do sistema de tratamento local de dados e
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radar incluem tempo, elevacdo, azimute, distdncia e coordenadas X, Y e Z, no intervalo de

tempo compreendido entre 0,0 e 264 segundos. Os dados de elevagdo, azimute e distancia
foram convertidos em coordenadas cartesianas através das Eqs. (4.1) a (4.3). Considera-se,
que os dados em coordenadas esféricas e retangulares pertencem aos referenciais radar e
rampa, respectivamente. Segundo a referéncia (CALDEIRA, 2000), o ruido extraido do
resultado da mudanga de coordenadas esféricas para cartesianas, conforme descrito na Secao
4.2.1, apresenta as mesmas amplitudes que o ruido extraido das coordenadas cartesianas, isto
¢, dados provenientes das conversdes de coordenadas esféricas para cartesianas nao sofrem o

efeito do filtro. Desta forma, estes dados passam a ser considerado como dados brutos.
4.3 Metodologias de calculos de ganhos dos filtros.

O objetivo desta andlise € estabelecer critérios de ganhos de filtros, para um radar
de rastreamento de veiculos espaciais. Como mencionado em segdes anteriores, propde-se
duas maneiras de inferir os ganhos dos filtros: uma através do critério dos minimos quadrados
e outra através do critério de otimizagdo minimax (minimizando o maximo da energia nos
erros de estimacao, para todas possiveis perturbacdes). Em ambos os casos, necessitam-se da
informagao sobre o ruido real bruto.

Este foguete ¢ um veiculo de sondagem com uma fase inicial propulsada de
aproximadamente 30 segundos e o restante do vOo ¢ balistico até aproximadamente 264

segundos. A Fig. 4.2, a seguir, mostra a evolugdo, no tempo, das coordenadas X, Y e Z da

trajetoria do foguete em referéncia. Verifica-se que os valores maximos para as coordenadas

X, Y e Z sdo 68, 5 e 70 Km, respectivamente. Os dados da Fig. 4.2 sdo dados reais brutos,

adquiridos pelo radar com uma taxa de amostragem de 20 Hz (0,05 segundos). Estando o
radar configurado em modo transponder, a coleta dos dados iniciou no momento da

aquisi¢do, considerado como t = 0,0 segundo e terminou no instante t = 264 segundos.
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« 10 Coordenadas brutas X, ¥ e £ da Trajetoria

B u Y Y Y Y
— coord. ¥ : : : :

FH — Emord L §
— coord. z

Coordenadas &, Y Z (m)
[0}

0 50 100 130 200 240 300
Ternpa (5]

Figura 4.2 — Evolucdo temporal das coordenadas da trajetdria do foguete.

4.4 Desempenho dos filtros propostos

Nesta secdo apresenta-se uma avaliagdo dos algoritmos de rastreamento da
trajetoria do foguete de sondagem, utilizando as metodologias de filtragem apresentadas nos
Caps. Il e I11, ou seja, “Filtragem de Kalman” e “Filtragem Robusta”.

Para realizar as avaliagdes, foram utilizados dados reais do lancamento de um
foguete de um estagio, com duas fases: uma propulsada e uma balistica. Os dados brutos sdao
fornecidos nas coordenadas de azimute, elevacao e distancia, no referencial radar. Estes dados

sdo convertidos para as coordenadas X, Y e Z, no referencial rampa de langamento.

Adotando o modelo tridimensional da equacdo dindmica, na sua versdo discreta,
vista nas Egs. (1.18) e (1.19) e assumindo que cada coordenada de posicdo do veiculo
(posic¢des horizontal e vertical do foguete em relagdo a base) ¢ medida independentemente, as
mesmas podem ser tratadas separadamente. Assim, para cada coordenada, o movimento do
veiculo pode ser descrito pelas Egs. (1.9), (1.10) e (1.11) que descrevem o modelo dindmico
discreto do foguete e podem ser escritas, na forma matricial, pela equagdo de estado (1.12) e

equacdo de saida (1.16).
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4.4.1 Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman, também chamado de Filtro H,, é um algoritmo de
processamento de dados recursivo, que emprega a técnica de filtragem linear 6tima. Um
aspecto importante ¢ que este incorpora todas as informagdes que lhe possa ser fornecida,
processando todas as medidas disponiveis, independentemente de suas precisdes, para estimar
o valor atual das variaveis de interesse utilizando-se do conhecimento do sistema, da
descricao estatistica do ruido do sistema, dos erros de medi¢ao e das incertezas da dinamica
do modelo. Neste trabalho o filtro de Kalman processa as aplicagdes em tempo real.

O problema da estimacdo linear recursiva 6tima numa abordagem estocastica
consiste em determinar a melhor estimagio possivel X;,; do vetor de estados X;, quando sdo
disponiveis as seguintes informagdes:

* modelo matemadtico do sistema (Capitulos I e II);

» propriedades estatisticas dos ruidos (Capitulos I e II);

* conjunto de medidas da saida até o instante t; (Capitulos I e II);
+ condigdes iniciais do estado estimado X,, =X, ¢ covaridncia associada
P, = P, (Capitulo II).

Teorema 4.1: O Filtro de Kalman 6timo (variancia minima) para um sistema discreto

consiste de equacdes de diferenca para a média condicional e a matriz de covariancia.

Antes de cada observagao tem-se a predi¢ao dos dados:

{Xi+1/i =FiXisis

. . (4.4)
Pi1/i = FiviPiFia +GiQinGy -

Apds cada observagdo tem-se a formula de recurséo (filtragem ou correcéo) da

estimativa do vetor de estado para o instante t;,;, do sistema dindmico, dado por:

{)A(i+l/i+1:§(i+l/i+Ki[yi_Hi)A(i+l/i]5 “45)
Pivisivt = Bi = KigHin Py
com
K,=P,_ H'[HP,_+R]
i i i /il + i (46)
em que X, representa a atualizagdo da estimativa do vetor de estado, X, representa o

valor predito da estimativa do vetor de estado, Y, , representa o valor predito da estimativa da

i+1

74



medida, K representa o vetor ganho do filtro de Kalman, P representa a matriz de

covariancia do erro e Y, representa a medida de observagao realizada sobre o sistema.

Na implementacao do filtro de Kalman ¢ necessaria a inversao da matriz da Eq.
(4.6) a cada interagdo para se obter a matriz ganho K;,; antes de se efetuar a estimativa 6tima
Xi.1/is1 - Como ja observado anteriormente, para aplicagdes em tempo real, muitas vezes esse

processamento se torna inviavel e € necessario substituir o ganho de Kalman variante no

tempo, denominado de K; por um ganho invariante no tempo, denominado de K, para

otimizar o tempo de computagdo. Neste trabalho adotou-se o ganho de Kalman variante no

tempo K;.

O filtro fornece as coordenadas cartesianas da posicao e as velocidades estimadas
do veiculo a cada vez que uma medi¢ao ¢ disponivel. Quando ocorrem medigdes invalidas o
filtro fornece uma predi¢cdo para as coordenadas da posi¢do do veiculo. Nestes casos a

velocidade do veiculo € considerada igual a sua tltima estimativa valida.

Com as varidveis do sistema e do filtro descritas acima, o algoritmo que
implementa o filtro de Kalman, como visto na Fig. (3.2), pode entdo ser assim definido,
através dos seguintes passos:

1. Armazenar o estado atual do filtro

Xii>Pis
2. Computar o estado estimado
Riv1/i = FipniXisis
3. Computar a matriz de covariancia do erro estimado
T -1,
Piv1/i = FisiPyiFiini +GiQinGi s

4. Computar a matriz de ganho do filtro

K' = I:)iﬁ-l/iH [Hi+1Pi+1/iHiT+l + R

1
i+1 ’

i+1 i+l

5. Processar a estimacdo a partir da nova medida Y;,
Xit1/i++1 = Kiv1/i + Ki+1[yi+1 - Hi+lxi+1/i];

6. Computar a nova matriz de covariancia do erro
Fiivcn =1 =KigHigg IRy

7. Fazer i =i+1 e retornar ao passo (1).
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Para o caso em apreciacao, usa-se os dados das Eqs. (1.13), (1.14), (1.15), (1.17),
(1.18) e (1.19) juntamente com as equacdes de implementacdo do filtro de Kalman, descritas
acima, para o desenvolvimento do algoritmo. ApoOs varias experimentagdes, atribui-se os
valores estimados de Q=2 e R =6 para as matrizes de covaridncia da perturbagdo do
sistema e ruido nas medidas. Como ja mencionado, o periodo de amostragem ¢ de T = 0,02
segundos.

A seguir usa-se o algoritmo do filtro de Kalman para filtrar a trajetoria do foguete

nas coordenadas X, Yy e Z. Observa-se que no Cap. II foi implementado este algoritmo

apenas com a coordenada z. Nesta se¢do, a filtragem ¢ feita para cada coordenada,

separadamente, para se obter uma melhor visualizagdo e entendimento do efeito da correcao

sobre os dados brutos. O filtro memoriza as coordenadas cartesianas da posi¢ao do veiculo.
Inicialmente, observa-se o resultado da filtragem de Kalman para a coordenada X

, visto através das Figs. (4.3), (4.4) e (4.5).

w10t Dados Brutos da Trajetaria

— Coord. ¥ bruta

Coordenada X (rm)

1] g0 100 150 200 2580 300
Tempa (seq)

Figura 4.3 — Coordenada X nao filtrada

Visualizando apenas um trecho da trajetoria, como visto no Detalhe 4 da Fig.

(4.3), observa-se com mais clareza o efeito da filtragem, como visto na Fig. 4.4.

76



4
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Figura 4.4 — Trecho da Coordenada X filtrada

A estimativa inicial causou um erro inicial grande que foi corrigido rapidamente
pelo filtro, como visto na Fig. 4.5.

Erro medido
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Figura 4.5 — Ruido de média zero da coordenada X
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O resultado da filtragem de Kalman para a coordenada Y ¢ visto nas Figs. (4.6),
(4.7) e (4.8) seguintes.

Dados Brutos da Trajetoria
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Figura 4.6 — Dados ndo filtrados da Coordenada Y
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Figura 4.8 — Ruido de média zero da Coordenada Y

O resultado da filtragem de Kalman para a coordenada Z ¢ visto nas Figs. (4.9),

(4.10), (4.11) e (4.12).
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Figura 4.9 — Coordenada Z néo filtrada
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Figura 4.10 — Trecho da Coordenada Z filtrada
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Figura 4.12 — Ganho do Filtro de Kalman

442 Filtro de Kalman Robusto

Como ja descrito no Capitulo III, o objetivo da filtragem Robusta (estimacao

H_ ) é minimizar o ganho de energia maxima da perturbag@o para o erro de estimagdo, como

demonstrado através da Eq. (3.9).

- } 47

2 LY 2 N2 .
-7 Sl + S+l

N
J= Z”Zi -
i=0

O critério H_ pode, entdo, ser entendido como um critério para o pior caso, ou

seja, o estimador sera robusto para a pior perturbagdo possivel.

O filtro H_ nada mais ¢ do que uma versdo modificada do filtro de Kalman pelo

uso de um parametro » , chamado de fator de robustez, como visto na Eq. (4.7).

O filtro Robusto para um sistema discreto consiste de equacdes de diferenga para

a média condicional e a matriz de covariancia.
Antes de cada observagdo tem-se a predi¢ao dos dados, como visto no Capitulo III:

Xii (4.8)

i+1

Xii = F
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i+1/i i+ /i i+

R;!{(I) —;IHH

Apos cada observagdo tem-se a formula de recursdo (filtragem ou correcéo) da

H.
P =FuPiFL +GGT —F P [HT TR (4.9)
11 i+1" /i i i el L

com

plHT U] (4.10)

estimativa do vetor de estado para o instante t;,;, do sistema dindmico, dado por:

2 = L& — LK (v, = Hi%) = Lk, (4.11)
R = Rois + K (¥ = Hi%i) (4.12)
P =1, = KHDR (I, =K{H)" + KK, (4.13)
Ki=PH(I+HPH)" (4.14)

em que X;,; representa a atualizagdo da estimativa do vetor de estado, X;,;_, representa o
valor predito da estimativa do vetor de estado, Z; representa o valor predito da estimativa da
medida, K, representa o vetor ganho do filtro de Kalman, P representa a matriz de

covaridncia do erro e Y, representa a medida de observagao realizada sobre o sistema.

Com as variaveis do sistema e do filtro descritos acima, o algoritmo que
implementa o filtro de Kalman Robusto, visto na Fig. (3.3), pode entdo ser definido através
dos seguintes passos:

1 Armazenar o estado atual do filtro;

Xi/isPis

2 Computar o estado estimado;
Xiv1/i = Fivnikisis

3 Computar a matriz de covariancia do erro estimado;

I:)i+1/i i+ /it i+l

H.
~FRaFl GG —FuuP[H] LI]R;{ }
L

4 Computar a matriz de ganho do filtro;
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K., =P

i+l i+1/i

T 1
H i+1 [H i+l Pi+1/i H i+1 + Ri+l >
5 Processar a estimagdo a partir da nova medida Y;,;
Rifi = Xizion + Ki(yi =HiXijiz)

6 Computar a nova matriz de covariancia do erro;
P =(,-KH)R(, _KiHi)T + KiTKi
7 Fazer i1 =i+1 e retornar ao passo (1).
Para o caso em apreciacdo, usa-se os dados das Eqgs. (1.13), (1.14), (1.15), (1.17),
(1.18) e (1.19) juntamente com as equacdes de implementagdo do filtro robusto, descritas

acima, para o desenvolvimento do algoritmo computacional. Como ja mencionado, o periodo

de amostragem ¢ de T = 0,02 segundos.

O resultado da filtragem Robusta para a coordenada X ¢é visto nas Figs. (4.13) e

(4.14) seguintes.
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Figura 4.13 — Trecho da Coordenada X filtrada
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Figura 4.14 — Ruido de media zero em relacdo a Coordenada X

O resultado da filtragem Robusta para a coordenada Y ¢ visto nas Figs. (4.15) e

(4.16) seguintes.
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Figura 4.15 — Coordenada Y filtrada
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Figura 4.16 — Ruido de medio zero em relacdo a Coordenada Y
O resultado da filtragem Robusta para a coordenada Z ¢ visto nas Figs. (4.17) a
(4.19) seguintes.
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Figura 4.17 — Trecho da Coordenada Z filtrada
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Figura 4.18 — Ruido de média zero em relacdo a Coordenada Z
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Figura 4.19 — Ganho do Filtro de Kalman Robusto em relacdo a Coordenada Z
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4.5 Comparagcéo entre os filtros de Kalman e Kalman robusto.

O algoritmo do Filtro de Kalman para estimacao de estados em (3.1), assumindo

que as seqiiéncias {w; } e {v;} sio unidades de variancia independentes de processos de ruido

branco, é:
Rin = Fi% + RRHT (1 +HPRHD ™ (v - Hi%p)
ou
Riv1is = Fi%izi + FiPHL 0+ Hig P HL D 7 Vi = Hia &)
onde

P, =FPF +GG ~-FR(+HPH)'RFR', P, =1I,. (3.50)

Como observado através dos autores (FORSSELL, 1996; HASSIBIZ, 1996) as
solucdes H, sdo muito similares ao Filtro de Kalman convencional. As principais diferengas

sdo as seguintes:

1. A estrutura dos estimadores H,, depende, via recursdo de Riccati, Eq. (3.36),
da combinagdo linear dos estados que pretende-se estimar, ou seja, de L;. Ja no Filtro de

Kalman convencional, a estimativa de qualquer combinagdo linear de estado ¢ determinada
pela combinacao linear da estimativa de estado.
2. Tem-se condi¢des adicionais na Eq. (3.36), que pode ser satisfeita para que o

filtro robusto exista; no problema do filtro de Kalman o estimador L; ndo aparece, e a

covariancia P,

. ¢ definida positiva, a fim de que a Eq. (3.36) seja imediata.

I
3. Tem-se a matriz covariancia indefinida , por exemplo, [0 ». | contra

apenas | no filtro de Kalman.

4. Quando y — oo, a recursdo de Riccati, Eq. (3.41), se reduz para a recursdo do
filtro de Kalman, Eq. (3.50). Esta redugdo indica que a norma H_ do filtro de Kalman

convencional pode ser muito ampla, e que o mesmo pode ter propriedades inferiores de

robustez.
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4.6 Resultados obtidos

Depois de observado a existéncia de solugdes para o problema de filtragem de
Kalman e Kalman Robusto, faz-se a andlise comparativa entre os filtros, mostrando suas
vantagens e desvantagens.

Relembrando o que ja foi dito anteriormente, observa-se, nos dois filtros, que a
posi¢do estimada ¢ bem mais precisa que a velocidade estimada, lembrando que, somente a
posicdo do veiculo ¢ medida, enquanto sua velocidade ¢ somente estimada.

Na filtragem de Kalman, além dos testes feitos e apresentados através dos
graficos, foram feitos outros onde os valores de Q e R variam, lembrando que para os graficos
acima usou-se os valores Q=2 ¢ R=6.

Na filtragem H_ o melhor resultado de robustez ao pior caso das perturbagdes
foi obtido com o parametro y =0,8. Foi observado, também, que quando o pardmetro 7 se

torna muito grande, como visto na Eq. (4.7), o filtro robusto se comporta como um filtro de
Kalman convencional.

Outra constatagdo importante € que o filtro de Kalman tem uma resposta mais
lenta que o filtro Robusto, como visto nas Figs. (4.10) e (4.17).

Por ultimo, conclui-se que para nivel de ruido pequeno, o filtro de Kalman

Robusto (filtro H ) apresenta uma resposta transitoria muito melhor que o filtro de Kalman
(filtro H,). Por outro lado, quando o nivel de ruido ¢ muito grande, o filtro H_ ¢é mais

sensivel as medidas de ruido do que o Filtro de Kalman.
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CAPITULO V

5 Concluséao

Neste trabalho foram investigadas algumas solugdes para os problemas de

filtragem H, e H_, aplicados a trajetografia de veiculos espaciais, com suas respectivas

analises. As principais contribui¢des do trabalho estdo resumidas a seguir.

Na introdugdo apresentou-se uma abordagem da configuracdo basica utilizada
para rastreamento de veiculos espaciais por radar, mostrando onde esta inserido o sistema de
tratamento de dados, desde a aquisi¢ao pelos radares, passando pelo sistema de filtragem e
seguindo até ao sistema de visualizacdo da trajetoria do veiculo. Ainda neste capitulo, fez-se
um tratamento matematico do modelo cinematico e das medidas adotadas para os filtros.

Primeiramente, obteve-se uma solu¢do para o problema de estimagdo de estado

H, (filtragem de Kalman ou filtragem H,), via recursdo de Riccati. Esta solug¢do se deu

através da aplicacdo do Método dos Minimos Quadrados - MMQ, uma metodologia de
filtragem de Kalman aplicada na recuperagdo de trajetorias ruidosas de veiculos espaciais. No
caso especial deste trabalho o programa computacional foi utilizado para filtrar uma trajetoria,
contaminada por ruido, de um foguete de sondagem, sendo atribuidos por experimentacao,
valores para as matrizes de covariancia da perturbacdo e do ruido. A filtragem utilizando esta
metodologia apresentou boa estabilidade ¢ bom desempenho nos resultados obtidos, como
visto nos graficos dos Capitulos Il e I'V.

Em seguida obteve-se uma solugdo para o problema de estimagdo de estado H_,
(filtragem de Kalman Robusto ou filtragem H_ ), via recursdo de Riccati. Esta solugdo foi

obtida através do método Minimax, uma nova metodologia de filtragem aplicada na
recuperacao de trajetorias ruidosas de veiculos espaciais. No caso especifico deste trabalho o
algoritmo computacional foi utilizado para filtrar a mesma trajetoria do foguete balistico,

mencionado na filtragem H,. O problema de estimagdo H_ apresentou uma fungdo
desempenho diferente do problema de estimagdo H,, portanto, houve a necessidade de

resolver este novo problema de estimagao, a saber problema Minimax. Na dedugdo da solugdo
Minimax considerou-se o caso mais contaminado por ruido, maximizando a fungio custo, ou

seja, maximizando o ganho de energia entre o erro de estimagdo e as perturbacdes. Através do
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método Minimax buscou-se definir o parametro y, fator de robustez, para o caso de
estimagdo H_ sub-0timo. Através dos resultados da analise dos graficos gerados pelos
programas de filtragem, o filtro H_, apresentou maior robustez para y = 0,8. Para valores de
y menores que 0,8 o filtro tornou-se instavel. Para valores de » muito maiores que 0,8 o

filtro robusto se comportou como o filtro convencional de Kalman.

Finalmente, de posse dos resultados das filtragens via estimagdo de estado H, e
H_, fez-se uma andlise comparativa dos dois filtros submetidos a uma trajetoria de mesmo

nivel de ruido e obteve-se desempenhos semelhantes, vistos nas figuras do Capitulo IV.

Trabalhos futuros

Com o objetivo de dar seqiiéncia a este trabalho, fica como proposta para estudos
futuros que envolvam desenvolvimento de algoritmos e projetos de filtros de Kalman,
Kalman Robusto e Adaptativo para foguetes com mais de dois estagios e equipado com

sistemas de manobrabilidade em sua trajetoria.
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Apéndice A

Bibliografia de R. E. Kalman

Rudolf Emil Kalman, filho de Otto e Ursula Kalman nasceu em Budapest,
Hungria, em maio de 1930. Sua familia mudou-se para os Estados Unidos durante a segunda
guerra mundial.

Kalman recebeu o grau de bacharel e mestre em Engenharia Elétrica no MIT
(Massachusetts Institute of Thechnology) em 1953 e 1954 respectivamente. Seu orientador era
Ernest Adolph Guillemin e o tema da sua dissertacdo era o comportamento das solu¢des de
equacdes de diferenca de segunda ordem. Depois disso, Kalman obteve o titulo de Doutor em
Ciéncia na Universidade de Columbia em 1957. Nesta época, a Columbia era bem conhecida
pelos trabalhos em teoria de controle liderados por John R. Ragazzini e Lotfi A. Zadeh.

Suas principais posi¢des incluem: pesquisador no R.I.A.S. (Research Institute for
Advanced Study) em Baltimore, entre 1958-1964, professor da Universidade de Stanford entre
1964-1971, ¢ professor pesquisador ¢ diretor do Center for Mathematical System Theory da
Universidade da Florida entre 1971 a 1992. Além disso, desde 1973, Kalman também
lecionou a cadeira de Teoria Matematica de Sistemas no ETH (Swiss Federal Institute of
Technology) em Zurich.

Ele foi merecedor de numerosos prémios, incluindo a medalha de honra do IEEE
(1974), a Medalha do Centenario do IEEE (1984), o Prémio de Kyoto em Alta Tecnologia da
Fundagao Inamori do Japao (1985), o Prémio Steele da Sociedade Americana de Matematica
(1987) e o Prémio Ballman (1997). Kalman ¢ membro da Academia Nacional de Ciéncias
(EUA), Academia Nacional de Engenharia (EUA) e Academia Americana de Artes e
Ciéncias. Além disso, ¢ membro estrangeiro das Academias Hungara, Francesa e Russa de
Ciéncias e recebeu muitos doutorados honorarios.

Kalman ¢ casado com Constantina nee Stavrou com quem tem dois filhos,

Andrew e Elisabeth.
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Apéndice B

Lema da Inversdo de Matriz

M=(P'+BR'B")" sendo <R

mxm

nxm
Elevando a poténcia negativa vem

M~ =(P"+BR'B") ou M -P'=BR'B'

MM~ =M(P"' +BR'B")

| =MP~ + MBR™'B’ x (P)

P=M+MBR'B'P x(B)

PB=MB(l + R"'B"PB) ou PB=MB(R'R+R'B"PB)
PB=MBR (R + B"PB) x(R+B"PB)"
PB(R+B"PB)™" = MBR™' x (BT

PB(R+B"PB)'B" = MBR'B’

PB(R+B'PB)'B' =M(M ™' -P")=MM "' —~MP""
PB(R+B'PB)'B' =1-MP™"  x(P)
PB(R+B'PB)'B'P=P-MP'P=P-M

M =P -PB(R+BPB)"'B'P
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Apéndice C

Regras de derivacdo usadas

o A
OX OX

C2 d(A]) _ —ATAA™
dt

s A0 _oy)
OX OX

T

C4 Ox_AX) = AX+ A"X
OX

Se Q é simétrico vem

C5 ox Q) _ 20Qx
OX

C6 a(X_ y)aQ(X_ y) :2Q(X_ y)

X

Regras de Transposicao de Matrizes
c7  (Fx,+Gw) =x'F'+w G’

(Fx) =x'F'
Se X' Hy éum escalar tem-se o seguinte: X'Hy = (X"Hy)" = y"H"x

As condicOes de otimalidade fornecem

C8 X, =—— equacdo de estado
api+l
OH'
X, :K =f=Fx +Gw = X, =Fx +Gw...com...x(0) =X,
i+1
H' of' L
C9 p. = o = a T ot equacéo de co-estado
oX,  OX OX,
H i Li f T
Ci0 0= 0 — = 0 —+ 0 - P.., condicao de estacionariedade
oW, oOw, ow,
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Apéndice D

Filtro o — / — y Tracker

O filtro & — / — y Tracker € um filtro “sub-6timo”e pode ser assim descrito:

Processamento Discreto no Tempo para Radar de Rastreamento

Um radar de rastreamento ¢ usado para determinar o alcance e velocidade de um
objeto a uma distancia X de um transmissor. A figura abaixo mostra o diagrama simplificado

de um conjunto ideal de pulsos transmitido e recebido, junto a um pulso tipico recebido.

Transmissor/Receptor Radar

~Y

i /

v

A informacao requerida ¢ o valor do intervalo de tempo At, representando o tempo que leva
a onda de radio para ir ao objeto e voltar ao radar. O sinal recebido tipico ndo tem uma forma

ideal devido a diversas perturbagdes e entdo mede-se At, =At. O alcance estimado
X=CAt1/2, de uma medida pode, portanto, causar grandes erros. A grandeza C ¢ a

velocidade de propagagdo do pulso no espaco. Para reduzir o erro, uma seqiiéncia periodica
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de pulsos é transmitida em um intervalo de tempo de T segundos, como indicado na figura

acima, que produz uma seqiiéncia X, X{,...,X; de valores medidos do alcance. Em muitos

casos 0 objeto estd em movimento e € necessario saber sua velocidade (taxa de variagdo da
posicao), junto com a posi¢do do objeto no tempo de um pulso radar no futuro.

Para estabelecer um esquema de processamento para os dados de radar introduz-
se as seguintes grandezas:

*  Xj, medicdo da posicao do objeto, obtida no i-€simo retorno do pulso de radar;
* Vi, posicdo estimada do objeto no i-ésimo pulso de radar, depois do

processamento de dados;

Vi, velocidade estimada do objeto no i-ésimo pulso de radar, depois do
processamento de dados;

* Y posicao predita do objeto no i-ésimo pulso de radar, obtida no
(i—1)—ésimo pulso de radar, depois do processamento de dados.

A grandeza Yy pi> acima, pode ser expressa como

Ypi = Yi-1 +TV¥io

onde T ¢ o intervalo de tempo entre os pulsos transmitidos. A proxima relagio ¢ estabelecida

do seguinte modo:
Yi = ¥Yp; +alXj - ypi]

onde a posicdo predita ¢ corrigida pelo erro entre os valores medidos e preditos, que ¢

ponderado pelo fator & > 0. De modo similar, tem-se para a velocidade:
. B
Vi = Vi + X =Yg

com f>0.

Para a acelerag¢ao tem-se

¥i = Vi +2_|_L2[Xi ~Yp;]

O conjunto de relagdes formadas pelas equagdes acima descrevem um esquema

de processamento de sinal conhecido como equagdes de rastreamento o — [ —y. O

diagrama esquematico definido por estas equagdes € visto na figura seguinte:
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| -

erro

X| + Xi - ypl
entrada ( j

correcéo da
velocidade

+
A

Predicéo da Posigcédo

[
-

Yi-1
corregéo da posicao Posicéo
( L e
Yi-1
.
T — velocidade
. P ]
Yi-1

Figura — Processador de rastreamento ¢ — ff — y
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Apéndice E

Matriz erro de covariancia.

Demonstragdo das equagdes da matriz erro de covariancia filtrada (Eq. 3.35 ¢
3.38). Da Eq. (3.38) tem-se:

R =, —KH)P, i (1, = KiH)T +K{K; 20
P =, —KH)P, (I, —H K +K/K; 20
P =, —KH)(P,, P, HTK+KK; >0
P :(ln_KiHi)Pi/i_1—(|n—KiHi)Pi/i_1HiTKiT +KK, >0
P,=(,-KH)P, _Pi/i—lHiTKiT +KiHiPi/i—1HiTKiT +K{K; >0

P,i=0,-KH)P,, _Pi/i—1HiTKiT +Ki(HiPi/i—1HiT + |n)KiT 20

Da Eq. (3.37) tem-se que

.
K, = RH] (1, + HRHT ) =
I, +H;PH,
logo
P TiT T|n+HiPi/if1HT T
Fi=U, -KiH)BF,, =R, H K +RH; K 20
o Iy +HPiH

Pi=(,-KH)P, _Pi/HHiTKiT +Pi/i71HiTK:- >0
5i/i =(l,-KiH,))P,,, =0

Substituindo K; na Eq. acima tem-se

_ H'P . H.
P. = In_ i i/i=1" i Pii— >0
i/i ( |n+HiPi/i_lHiT) /i-1

logo tem-se a Eq. (3.35)

5i/i =(l, +HiPi/i—1HiT)71Pi/i—1 >0

101



Apéndice F

F-1  Normas e valores singulares

Normas sdo medidas do tamanho de um vetor ou de uma matriz.

F-1.1 Normas de vetores

Defini¢do: Seja V um espago vetorial e xe y eV, a fungio ||0|| ¢ dita ser uma

norma em V se satisfaz as seguintes propriedades:

D |x|=0.
2) [¥|=0< x=0.

3) Jox| =al |

,VaeR .

4 [x+ ] < x|+ v]-
Esta definicao ¢ geral e se aplica, ndo somente a vetores, mais também a matrizes.
Seja X = [X1 Xy e X, ]T um vetor de N elementos pertencentes aos niimeros

reais. A defini¢do geral da norma deste vetor, também chamada de norma-p de x é:

1
W, =(£h) ", 1zp=n,

Ha trés normas-p, também chamadas de normas Holder, obtidas pelo conjunto p =1, 2 ou ©

comumente usados:

Nome Formula Comentarios
n .
norma —1 HXH = Z‘Xi‘ Somatério dos valores absolutos
i=1
n, Raiz quadrada do somatdrio dos valores
noma -2 . = {3}
i=1 absolutos elevados ao quadrado.
X|| = MmaxXX; .
norma - oo ” ||°° i | : | Maximo valor absoluto

As normas L2 e L2 [0, N] de um vetor X; sdo definidas, respectivamente, por:

o 1/2 N 1/2
M, =(Ex7% ) e I, =(Exx )
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llustracéo geométrica:

Na Figura abaixo ¢ visto uma ilustragdo geométrica das trés normas para um vetor

bidimensional (n = 2).

X, A
ot X, <1 P=1
A x|, = x,[+[x,]
1L X
j
X, A
|X|2 <1 p=2
R P
1
1
X, A
2, X <1 -
T x, x|, =max{x.[x,}
1

Considera-se, agora, um exemplo numérico com um vetor tridimensional (n=3)
u 3 o u
X= [Xl, X5, X3] em R°. Para um exemplo numérico tem-se X = [1, -2, 3] .Asnormas 1,2 ¢

oo de X sdao dadas abaixo.

3
||x||1 =_Zl|xi|:1+2+3:6
i=

I¥, = ilxi|2 14449 =3742
i=1

[]., = max}x| =3
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F-1.2 Normas de matrizes

Estendendo o alcance de normas de vetores para matrizes requer o entendimento
do papel destas matrizes como operador linear, decisivo na teoria de estimagdo de estado
com muitas variaveis.

Recordando a defini¢cdo de multiplicagdo de matrizes tem-se: para uma matriz

all a12 a13 aln
a a a a
A _ 21 .22 23 2n
8 @nz 8pz o @y mxn

de m-linha e n-coluna no espaco R™" e para um vetor de saida Yy € R™ e um vetor de
entrada X € R", escreve-se Y = AX onde cada elemento do vetor de entrada é dado por
Y, = ?:1 a;;X; , sendo que a; ¢ o elemento da matriz A na linha | e coluna j. Pode-se

definir normas uteis para matrizes em termos do ganho do vetor norma de X para y. Isto é, a

razdo da norma de saida y e a entrada x mede o ganho de A como um operador linear, de

entrada no espaco R" e saida no espaco R™. Como esta relagdo ndo é sempre fixa, mas
depende da escolha de X, usa-se o maximo ganho possivel da norma do vetor de entrada para

o vetor de saida:

| A| ;
A, =max
P xz0 |)(|
xeRP
A norma da matriz definida neste método ¢ chamada de norma induzida, pois é induzida pela

p

escolha da norma do vetor X. Existem trés normas de matriz induzida comumente usadas,

correspondentes a normas de vetores parap =1, 2 e .

Nome Formula Comentarios
{ — max m a Méximo somatorio dos valores absolutos das
norma - ||A”1 0 Ei‘ i ‘ colunas.
||A”2 =5(A) ou Miéximo valor singular, denotado de G(.).
norma - 2 ||A|| ~ [/1 (AT A)]% Ay € o maior autovalor de (AT A).
2 M Achar Autovalor A4;,1,: det(Al —A)=0
norma - oo ||A||OO = max; z j ‘aij ‘ Maxima soma da linha (valor absoluto).
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Do ponto de vista tedrico, para um sistema, as normas induzidas tem a

interpretacdo de ganhos de amplifica¢do entrada/saida.

1 -2 4
Para um exemplo numérico considera-se, agora, uma matriz A,,; = { ,
0 3 2

em R?*. Asnormas 1,2 e oo de A sdo calculadas abaixo:

norma—l:  [[A] = max[(1+0), (2+3), (4+2)]=6

1
1 -2 4
A, = Jmax 4,(AAT) = |max A [0 : 2}_2

norma — 2: 4 2

21 2
= \/max y! q , D = Jmax (21,472, 12,528) = 4,634

13

norma-oco:  |A| =max[(1+2+4), (0+3+2)]=7

F-2  Valores singulares

O valor singular de uma matriz A ¢ definido por:
oi(A) =4 (A*A), i=12,---,n
em que o;(A) representa o i-ésimo autovalor de A*A, e A" é a transposta conjugada de A.

O maximo valor singular o,, fornece a norma espectral de uma matriz, isto &,

seja A uma matriz, entdo:

|A|= JAw (A'A)

Uma matriz ¢ dita ser grande se seu menor valor singular o, for grande e
pequena se seu maior valor singular o), € muito pequeno, isto é:
Matriz grande: o, >>1

Matriz pequena: o, <<1.

F-3  Normas de matriz de transferéncia

Duas normas sdo comumente usadas para matriz de transferéncia: a norma-2 e a

norma-oo.
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F-3.1 Norma H, para sistemas discretos

A norma H, de uma funcdo de transferéncia da matriz G(S) ¢ definida por
(VIDYASAGAR, 1993):

2

2n ) ) %
IGl, :( ! | Tr{GT(eJW)G(eJW)}dW]

e a correspondente temporal

6l ~(15vloro.)

em que a operacdo de integracdo utilizada no caso continuo aparece substituida pelo
somatorio. As mesmas propriedades e interpretagdes discutidas no caso continuo podem ser

transpostas para o caso discreto.

F-3.2 Norma H_ para sistemas discretos

A norma-co da funcdo de transferéncia da matriz G(S) pode ser definida por

(LUENBERGUE, 1986; RUDIN, 1987):

l6], = max|cle™
weR
e a correspondente temporal

[Guc,
Gl = ="
” ||oo nwlg}? ||u(t)||2
em que U(t) ¢ um vetor sinal de entrada e (Gu)(t) = y(t) € o correspondente vetor sinal de

saida de G. A norma-2 representa a energia do sinal. A norma-o da funcao de transferéncia
d4 o ganho maximo possivel se o ganho ¢ medido usando a norma-2. A norma-co ¢ uma

norma induzida.
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