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. E se nao houver frutos valeu a beleza das flores;

se nao houver flores valeu a sombra das folhas;

e se nao houver folhas valeu a intencao da semente.”

Henfil
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RESUMO

Nesta dissertacao, é proposta uma nova metodologia de Otimizacao Con-
vexa baseada em Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs) como instrumento bésico
para a sintese de controladores robustos de sistemas dinamicos discretos e lineares
que atendam as especificacoes de atenuacao de perturbacgoes de pior caso. Nessa nova
metodologia, obtém-se, inicialmente, a solugao do problema de controle em malha aber-
ta via Otimizacao Multinivel, através de um esquema de decomposicao paramétrica e
de transformagoes duais de um conjunto de equacoes dinamicas complexas em um con-
junto de equagoes estaticas mais simples de resolver. A partir dessas equacoes estaticas,
o problema de otimizacao multinivel é modificado, redefinindo-o sobre uma regiao de
confianga e resolvido via Programacao Semidefinida (SDP), com a finalidade de obter
maior estabilidade numérica e gerar uma familia de controladores, com melhores pro-
priedades de estabilidade e desempenho robusto. Além da simplicidade e consisténcia
algébrica, uma das principais vantagens dessa metodologia é a disponibilidade de al-
goritmos computacionais eficientes, derivados dos métodos de pontos interiores para
programacao convexa. Desta forma, é proposto um novo algoritmo para a determi-
nacao de uma matriz de ganho de realimentacao de estado, utilizado para o projeto de
controle LQR e H,, discreto no dominio do tempo sem a necessidade do emprego das
equagoes algébricas de Riccati (ARFE). Todos os procedimentos de sintese de contro-
ladores sao ilustrados através de alguns exemplos e sao realizadas, também, analises

comparativas.
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ABSTRACT

In this work, a new convex optimization methodology based upon linear
matrix inequalities (LMIs) that meet the attenuation requirements for the worst case, as
basic tool for the synthesis of linear and dynamic discrete system’s robust controllers, is
proposed. Within this context, initially, the solution for the open-loop control problem
is obtained by a multi-level optimization scheme using parametric decomposition and
dual transformations of a set of complex dynamic equations into a set of easier-to-solve
static equations. Thus, starting from those equations, the multi-level optimization
problem is optimized redefining it over a thrust region, being solved by semidefinite
programming (SDP), in order to obtain greater numerical stability and yield a family
of controllers with enhanced stability properties and robust performance. Besides its
simplicity and algebraic consistency, the main advantage of that LMIs based method is
the availability of efficient computable algorithms derived from interior point methods
for convex programming. Therefore, a new algorithm for determining a gain matrix
of state feedback for the discrete LQR and H,, control Project in the time domain,
is proposed, without handling the Riccati equations (ARF). All controller’s synthesis

processes are illustrated through samples and comparative analysis is also performed.
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Capitulo 1

Introducao e Fundamentos Teodricos

1.1 Introducao

Durante as tultimas duas décadas, pesquisadores na &area de controle
propuseram diferentes técnicas para projetar o controle de sistemas lineares invariantes
no tempo que sao robustos e 6timos. Tais projetos de sistemas de controle necessitam
de um modelo matematico que é utilizado para verificar o desempenho do controlador
projetado e deve incluir todas as caracteristicas importantes do processo. Considerando
que nenhuma planta real é completamente linear e invariante no tempo, a propriedade
de robustez do controlador torna possivel que um sistema apresente um nivel razoavel
de desempenho e estabilidade, mesmo quando operando na presenca de incertezas.
Apesar do sucesso da teoria de controle robusto lidando com uma grande classe de
problemas de controle, pesquisadores tém procurado idéias novas e revolucionarias para
substituir os métodos ja existentes. Entre essas idéias revolucionarias, destacam-se
uma classe poderosa de técnicas baseada em Desigualdades Matriciais Lineares (em
inglés, Linear Matrix Inequalities (LMI)) e métodos de Otimizagao Convexa que podem
ser resolvidos eficazmente pela Programacao Semidefinida (em inglés, Semidefinite

Programming (SDP)).



Nesse sentido, varios problemas da teoria de controle podem ser reformu-
lados como problemas de Programacao Semidefinida, ou seja, a minimizagao de uma
fungao objetivo linear convexa restrita a um conjunto de LMIs [6, 42]. Da teoria da
dualidade em otimizacao convexa, é possivel obter condicoes para a viabilidade de
LMIs e reformulacao de problemas de otimizacao dual. Estas, por sua vez, podem
ser interpretadas em termos da teoria de controle. Ha consideravel pesquisa sobre
algoritmos e softwares com aplicacoes de SDP para a solucao numérica de problemas

de anélise e sintese de controle [41, 51, 61].

Paralelamente, a Otimizacao H,, [9, 10, 19, 28, 68] tem se tornado muito
popular na Teoria de Controle, devido ao fato dessa metodologia incorporar requerimen-
tos de robustez, atenuacao de perturbacgoes e propriedades de desempenho dentro de um
problema de otimizacao para projeto de controladores robustos. No entanto, o estudo
de robustez, com respeito as incertezas existentes em sistemas de controle, colocou em
evidéncia a necessidade de se buscar métodos mais abrangentes de solucao, uma vez
que estes problemas mais gerais, envolvendo robustez, nao podiam ser resolvidos com
o auxilio da equacao de Riccati. O uso de métodos mais abrangentes, isto é, capazes
de obter solucoes globais, tinha como dificuldade principal o fato de que os problemas
que se desejavam resolver nao eram convexos. Esta dificuldade tem sido superada, por
exemplo, com a aplicagao de programacao SDP, possibilitando a determinacao de trans-
formagcao de varidveis que permite converter os mais diversos problemas de controle em

problemas de otimizagao convexa [40, 45, 52].

1.1.1 Motivacao e Objetivos do Trabalho

A principal motivacao para esta dissertacao resulta da necessidade de de-

senvolver melhores técnicas numéricas eficientes e efetivas de projeto de controladores



via Otimizacao Convexa para atender aos requerimentos de estabilidade e desempenho
robusto de sistemas dinamicos discretos e lineares. Esse problema tem recebido bas-
tante atencao de pesquisadores da area de controle. H& varias técnicas de projetos
com aplicagoes limitadas. O objetivo deste trabalho é propor uma nova metodologia
de otimizacao convexa baseada em LMIs para o projeto de controladores robustos com
especificacoes de pior caso. Nessa nova metodologia, obtém-se, inicialmente, a solugao
do problema de controle em malha aberta via otimizacao multinivel, através de um
esquema de decomposicao paramétrica e de transformacoes duais, em um conjunto de
equacoes estaticas mais simples de resolver. A partir dessas equacoes, o problema de
otimizacao é reformulado como um problema quadritico com restri¢des quadréticas (re-
giao de confianga) e resolvido como um problema de Programagao Semidefinida (SDP)
que garanta melhores propriedades de estabilidade e desempenho robusto. Dessa for-
ma, é proposto um novo algoritmo para a determinacao de uma matriz de ganho de
realimentacao de estado utilizado para o projeto de controle LQR e H,, discreto no
dominio do tempo sem a necessidade do emprego das equacoes algébricas de Riccati

(ARE).

1.1.2 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertagao estd organizada em 5 capitulos, a saber:

Capitulo 1: Introducao e Fundamentos Teodricos

Neste capitulo, é feita uma revisao de alguns fundamentos teéricos relacionados com
otimizacao convexa, dualidade, regioes de confianca e métodos de pontos interiores;
¢ comentada a solucao do problema do regulador linear quadratico para sistemas via
solucao de Riccati. Procura, de forma concisa, apresentar ferramentas matematicas
que servirao de base para o desenvolvimento do trabalho.

Capitulo 2: Programacao Semidefinida

Este capitulo, apresenta a definicio e principais propriedades da Programacao



Semidefinida, formulando-se o problema primal-dual bem como sua solucao via
métodos de pontos interiores. Apresenta, ainda, a definicao e propriedades de LMIs
que é a base necessaria ao entendimento deste trabalho.

Capitulo 3: Controle Otimo Via Programacao Semidefinida

Este capitulo contém a proposta de uma nova metodologia para o projeto de contro-
ladores via otimizagao multinivel, teoria da dualidade e Programacao Semidefinida. A
idéia basica envolve técnicas de decomposicao e hierarquizacao do sistema dinamico
e a extensao do conceito da teoria da dualidade para estabelecer relacoes simétricas
entre estruturas algébricas e topoldgicas, resultantes de transformacoes duais de um
conjunto de equacoes dinamicas complexas, em um conjunto de equacoes estaticas
mais simples. A partir dessas equagcoes estaticas, e o uso da Otimizacao Convexa,
transformando um problema convexo quadratico com restrigoes quadraticas (QCQP)
em um problema (SDP), propomos dois procedimentos numéricos para regularizar o
problema de otimizacao multinivel, com a finalidade de obter uma maior estabilidade
numérica e gerar um controle em malha fechada com caracteristicas melhores de
estabilidade e desempenho. Alguns resultados e aplicacoes dessa nova metologia de
otimizacao e controle sao apresentados e analisados.

Capitulo 4: Controle Robusto Via Programagao Semidefinida

Neste capitulo, utilizamos a metodologia proposta no Capitulo 3, com a finalidade de
obter um novo algoritmo para a sintese de controladores H,,. Para ilustrar a andlise
e sintese de controlador H., proposto, resultados e aplicacoes sao apresentados e
analisados.

Capitulo 5: Conclusoes

Este capitulo resume as contribuicoes desta dissertacao e indica direcoes para pesquisas

futuras.



1.2 Fundamentos Tedricos

Nesta secao, desenvolvemos uma breve revisao dos mecanismos basicos rela-
cionados a Otimizagao Convexa, Regides de Confianca e Métodos de Pontos Interiores

com suas definicoes e propriedades.

1.2.1 Otimizacao Convexa

A Otimizacao representa um papel importante em muitas aplicacoes
da Engenharia. Visa evidenciar condigoes algébricas que permitem caracterizar os
minimos ou maximos de uma funcao de varias variaveis de decisao, cujos valores estao
dentro de uma determinada regiao do espago multi-dimensional. Assim, as ferramentas
matematicas possiveis de ser empregadas dependem das hipoteses adotadas, a respeito
da funcao objetivo e sua relacao com as variaveis de decisao, e do tipo de conjunto de

restricoes.

Nesse contexto, nosso enfoque tem em vista os aspectos tedricos da
otimizacao que efetivamente tém contribuido no desenvolvimento de algoritmos
praticos para a Teoria de Controle. Assim a Otimizacao Convexa trata o problema
de minimizar uma func¢ao convexa restrita a um conjunto convexo. Duas razoes sao
importantes: primeiro, as hipdteses de convexidade em um problema de minimizacao
implicam que as condicoes necessarias de otimalidade sao também condicoes de
suficiéncia. Segundo, para problemas convexos, o dual é sempre equivalente ao primal.
Durante as dltimas duas décadas, Otimizagao Convexa [41, 45], e particularmente, a
Programagao Semidefinida (SDP) [5] tem se tornado uma valiosa ferramenta numérica
para projeto e analise de sistemas de controle. Varios problemas da Teoria de Controle
podem ser reformulados como problemas SDP, ou seja, a minimizagao de uma funcao
objetivo linear convexa restrita a um conjunto de desigualdades matriciais lineares

(LMIs) [6, 42].



Matematicamente, podemos definir um problema de Otimizacao como: mi-
nimizar uma funcao f(z), chamada func¢ao objetivo, onde = é chamada de varidvel de

decisdo, restrito ao conjunto C'. Formalmente,

min f(z)
s.a veCCR" (1.1)

O conjunto C' é chamado conjunto factivel.

A estrutura de f(x) e do conjunto C' é muito importante na utilizacao de
algoritmos eficientes para resolver o problema de Otimizagao. A nogao de convexi-
dade representa um papel importante na Teoria de Otimizacao e reduz a complexidade

computacional dos algoritmos.

Definicao 1. Conjuntos Convexos

Um conjunto C' € convezxo se
A+ (1-=NyeC
¢ vdlida para todo A € [0,1], e para todo z,y € C.

A interpretacao geométrica dessa definicao é que o segmento entre quaisquer

dois pontos de C' ainda esta em C.

Definicao 2. Fun¢ao Convexa
Uma funcdao f : C — R € dita convera se C' é um conjunto convexo e vale a sequinte

desigualdade:

fAz+ (1 =A)y) <Af(x)+ (1 =N f(y),

para todo X\ € [0,1] e para todo x,y € C.



Teorema 1. Seja f : C'— R uma func¢do convezxa. Se f possui um ponto de minimo
local em xq € C entao f(xg) é também um minimo global de f. Se f é estritamente

convera entdo xy € Unico.

Demonstracao. Seja f uma funcao convexa e suponha que f possui um ponto de minimo

local em zy € C. Entao, para todo z € C' e A € [0, 1],
f(zo) < fF((1=XNzo+ Az) = f(zo + Az — 20)) < (1 = N)f(mo) + Af(2) (1.2)

Isso implica que

0 < A(f(z) = f(@o)) (1.3)

isto é, f(xg) < f(z). Assim f(zp) é um minimo global. Se f é estritamente convexa
entdao a segunda desigualdade em (1.2) é estrita de modo que (1.3) torna-se estrito

para todo z € C. Portanto, xy é Unico. O

Consideremos agora o problema geral de programacao nao linear:

min  f(z)
s.aa  g(z)=0 (1.4)
h(z) <0

onde f: R"— R, g: R"— R™ e h:R"— RP.

Definicao 3. Seja v € C = {z € R"|g(z) = 0 e h(xz) < 0}, x é um ponto reqular se
o posto de {Vg,(z), - ,Vgn(x)} U{Vhi(z), -, Vhy(x)} € um conjunto linearmente

independente.

Teorema 2. Seja x* um minimizador local reqular de (1.4). Seja I = {i €

{1,---,p}Hhi(z*) = 0}. Se {Vgi(z*), -, Vgm(z*)} U{Vh(z*), -, Vhy(z*)} é um



conjunto linearmente independente, entdo existem unicos A, Ay € R e pu; > 0

para todo i € I tais que:
V@) + Y AVega®) + ) wVhia) =0
i=1 icl
Se x é um ponto regular e minimizador local para o problema (1.4), definindo j; = 0
se i ¢ I, entao temos as condigoes gerais de KKT (Karush-Kunh-Tucker) da segquinte
forma:

Vf(z*) + Z)\ngi(x*) + ZMthi(I*) =0 (1.5)

el
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As equagoes (1.5) — (1.7) formam um sistema ndao linear de n +m + p equacdes nas
incognitas v € R*") A € R™ e € RP. As solugoes deste sistema que satisfazem as

equagoes (1.8) e (1.9) sao os pontos estaciondrios de (1.4)
Demonstragao. Vide referéncia [36]. O

Teorema 3. Sejam C C R" aberto e convero, f : C — R, g € C'(C). Entio f é

conveza se, e somente se, f(x) > f(y)+ V7T f(z)(y — x), para todo x,y € C.
Demonstragao. Vide referéncia [36]. O

Teorema 4. Se o problema geral de otimiza¢ao (1.4) é um problema de programacao
convera e em x* valem as condi¢oes de KKT, entdo x* é um minimizador global (a

reqularidade nao € necessdria).



Demonstragao. Definimos C' = {z € R"|g(x) = 0, h(x) < 0} e tomamos = € C,x # z*.

Se A € R" e u € RP sao os multiplicadores, entao temos:

Viz*)+ Z NiVgi(x*) + Z wiVhi(z*) = 0
i=1 icl

gi(z*) = 0

=
v
=

I
\_I—‘
S

IA
=
.
I
\_P—‘
S

DUALIDADE
Considerando o problema geral de otimizacao nao linear (1.4):

Definicao 4. Chamamos o problema dual ao problema

max  o(x, A, 1)
sa  Vypo(z, A pu) =0
p=0

onde ¢(x, A\, 1) = f(z) + 30 Nigi(x) + 30 pihi(x).

Reescrevendo o problema dual, temos:
m p
max  f(z) + Z Aigi(x) + Z pihi(x)
i=1 i=1

sa Vi@ +Y ANV + Y mVhi(r) =0
=1 el
>0

—
—_
SV

—
—_
w

(1.15)

Teorema 5. Se o problema (1.4) é um problema de programagao convexa, e em x*

valem as condigoes gerais de KKT com os multiplicadores correspondentes \* e u*,
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entao (z*, \*, 1u*) € solugdo do dual (1.15). Além disso, o valor da fun¢ao objetivo

primal e dual coincidem, isto é, f(x*) = d(x*, \*, u*).

Demonstragao. Vide referéncia [36]. O

1.2.2 Programacao Quadratica

A Otimizacao Quadratica compreende uma das areas mais importantes da
programacao nao linear. Um grande nimero destes problemas podem ser formulados
como problemas da Programagao Quadrética (QP), ou seja, minimizar uma fungao
objetivo quadréatica cujas restricoes sao um conjunto de restricoes de igualdade ou
desigualdade. A Programagao Quadrética (QP) pode ser aplicada a problemas reais,

incluindo entre eles projeto e andlise de sistema de controle na engenharia.

Particularmente, problemas quadraticos com restricoes quadraticas ocorrem
freqiientemente na Teoria de Controle. Além disso, o problema quadratico é conhecido
por ser NP-hard que o torna uma das classes mais interessantes e desafiantes dos pro-
blemas de Otimizacao. Portanto, esta claro que o problema de Programacao Quadratica
tem grande importancia, tanto do ponto de vista matematico, quanto do ponto de vista
de aplicacao, conforme pode ser visto no grande niimero de publica¢des nas quais sao
propostas solucoes para estes problemas. Tradicionalmente, problemas quadraticos sao
tratados como uma subclasse do problema de programacao nao linear e os métodos
para resolve-los baseiam-se em técnicas de otimizacao local. Porém, nos tltimos anos,
ha pesquisas para desenvolver algoritmos de otimizagao global para essa classe de pro-

blemas [16].

O Problema Geral de Programacao Quadratica

O problema geral de programacao quadratica consiste em minimizar uma

funcao objetivo quadratica, restrito a um conjunto de desigualdades lineares, como

10



mostra abaixo:

min Q(z) = c'z+ 32" Dx
(PQ) S s.a Ax <b (1.16)
x>0

onde ¢ € R",b € R™, A é uma matriz m X n e D é uma matriz n X n. Sem perda de
generalidade, supomos D uma matriz simétrica.

Se a matriz D é semidefinida positiva ou definida positiva, o problema (PQ)
torna-se um problema de programacao convexa. Como qualquer ponto de minimo lo-
cal é equivalente ao 6timo global em problemas convexos, o problema (PQ)) pode ser
resolvido por qualquer algoritmo da programacao quadratica convexa. Em particular,
o problema quadratico convexo pertence a classe de problemas resolvidos em tempo
polinomial, portanto existem algoritmos polinomiais que podem ser aplicados para re-
solver esses problemas. Por exemplo, um algoritmo polinomial (incluindo abordagem
de pontos interiores) para programagao quadratica convexa foi proposto por Nesterov

[41], Monteiro [37] e Ye [63].

Problemas Quadraticos com Restricoes Quadraticas

A classe mais geral de problemas quadraticos surge quando incluimos res-

tri¢oes quadraticas no problema (P(Q)). Esses problemas podem ser formulados como

segue:
min Q(z) = 2"Dz+ 'z
(RCQP) § s.a T Ajr+ Bz <bj, j=1,---,m (1.17)
>0

Aj é uma matriz n X n correspondendo & m-ésima restricao quadratica e B; é a j-ésima
linha da matriz B, .
Um problema particular com restricoes quadraticas que tem recebido a-

tencao consideravel é o problema que envolve a minimizacao de uma funcao quadratica
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sobre uma esfera:

1
min §xTDx + ' (1.18)

s.a 2T x <1

Este problema surge freqiientemente como um subproblema em algoritmos
de otimizacao geral. Frequentemente, a funcao objetivo na programacao nao linear é
aproximada localmente por uma funcao quadratica. Em tais casos, a aproximacao é
restringida a uma regiao pequena ao redor da iteracao atual. Se a norma Euclidiana
é usada para definir esta regiao, entao usamos o problema (1.18). Tais métodos sao
chamados métodos de regiao de confianca. Por causa da presenca da restricao esférica,
é provavel que a solugdo de (1.18) seja um nimero irracional, o que implica que nao
é possivel calcular a solugao exatamente. Porém, existem algoritmos em tempo polino-
mial que calculam com eficiéncia a solucao aproximada para este problema dado uma
precisdo desejada. Soresen [54] propos um algoritmo geral que usa modelo de regioes
de confianga, enquanto Ye [64] e Karmarkar [27] propuseram algoritmos fortemente
polinomiais para resolver (1.18). Um algoritmo é dito fortemente polinomial se for
possivel encontrar limitantes polinomiais para o nimero de operagoes aritméticas que

dependam somente da estrutura do problema.

1.2.3 Regioes de Confianca

Em otimizacao irrestrita, lidamos com o problema de encontrar o minimo
de uma funcao f : R® + R. Se a funcao f é de classe C?, podem ser aplicados
muitos métodos para encontrar o minimo. O método do gradiente e o método de
Newton provavelmente estao entre os mais conhecidos. A idéia fundamental do método
de Newton é aproximar a funcao f a ser minimizada ou maximizada por uma funcao
quadratica, construida com base nos valores da primeira e segunda derivadas de f. Mais

exatamente, seja f : R" — R de classe C? e seja xy um ponto suficiente préximo da
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solucao 6tima desejada. A férmula de Taylor de segunda ordem em xy fornece uma

aproximacao quadratica para f, dada por
fzo+h) = f(x0) + V7T f(wo)h + ShTV2 f (o)

A aproximacdo f tem minimo para h = —(V2f(x,)) "'V f(z0). Esse passo h gera uma
nova aproximacao x; = xp + h para a solucao étima. Assim, o método de Newton gera

a seqiiencia definida recursivamente por
Tryr = 2p — (V2 f(2r) 7'V f (21)")

Embora seja muito eficiente, uma de suas desvantagens é que nao possui convergéncia,
)

global e o desempenho do método é muito dependente da estimativa inicial. Em

particular, a seqiiéncia (zy) pode convergir para um ponto de sela, um méximo local,

ou um minimo local.

Uma maneira de contornar essas dificuldades é minimizar a cada iteracao
o mesmo modelo quadratico como no método de Newton, mas em vez de considerar
0 espaco inteiro para a minimizac¢ao, restringimo-nos a uma bola fechada chamada
de regiao de confianga. Métodos de regiao de confianga (minimizagao de uma fungao
objetivo quadratica sujeito a uma uma restricdio quadrética) sdo técnicas eficientes
e robustas para resolver problemas de otimizacao irrestrita. Esses métodos possuem
propriedades tedricas de convergéncia mais fortes que os métodos de busca linear. A
principal dificuldade é resolver eficazmente, em cada iteracao, o subproblema de regiao

de confianca (do inglés, trust region subproblems (TRS))

1 . B
min L(p) = §pTHp+pr +c (1.19)
P
s.a Iplle< A, A>0

onde, H é uma matriz simétrica real de ordem n, b € R", ¢

,¢ € R,A é um escalar

positivo e p € R" é a variavel.
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Um subproblema de regiao de confianca tem muitas aplicacoes em diversas
areas, como por exemplo minimizacao de fungao, programacao quadratica sequencial,

regularizacao de problemas mal-condicionados e otimizagao discreta.

Dentre os artigos relacionados com métodos de regiao de confianca e com
subproblemas de regiao de confianca, muitos deles citam os trabalhos de Levenberg
[29] e Marquardt [34] para problemas de minimos quadrados nao lineares. Powell
[48] foi o primeiro a estabelecer convergéncia dos métodos de regiao de confianca para
otimizagao irrestrita. Moré [38, 39] faz um tratado sobre o desenvolvimento dos
métodos de regiao de confianga. Fletcher [15] e Sorensen [54] provaram propriedades
de convergéncia global para algoritmos de regiao de confianca usando informagoes de
segunda ordem. Recentemente, Wolkowicz [59, 60] usou técnicas da programacao

semidefinida para resolver problemas (TRS).

Dependendo dos valores de H, b e A, diferentes modos de resolver o sub-
problema de regiao de confianca precisam ser considerados. Dois casos diferentes podem
acontecer: o caso facil e o dificil. O caso dificil e proximo a ele causam dificuldades

numeéricas na solucao do problema.

Analise do subproblema da Regiao de Confianca

Teorema 6. Seja o problema (TRS)

1 ... -
H;inL(p) = §pTHp+pr+5 (1.20)

s.a o< A,A>0
Se o vetor p* € B[0; A] resolve o problema TRS entao p* € solu¢ao da equagao:
(H + al)p* = —b (1.21)
coma >0, ap”p-—A2)=0e(H+aol)>0.
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Demonstragao. O problema (1.20) é equivalente a :

I%HL@) (1.22)

s.a p'p < A?

Como p* é solugao de (1.20), entao p* satisfaz as condi¢oes de Kunh-Tucker [3] para
(1.22), isto é, existe um « > 0 tal que Hp+b+ap*=0e a(p*Tp* — A?) = 0. Portanto,
p* e « verificam (1.21).

Para concluir que (H + o) > 0, considere inicialmente p* # 0. Como p* é solucio de

(1.20), p* também é minimizador global de L(p) sujeita a || p [|=|| p* ||. Entao:

L(p) > L(p*) (1.23)

para todo p tal que || p [[=[| p* |-
Substituindo (1.21) em (1.23), temos:

1 T 17 T (13 1 w7 s w1 1 *

P Hp—1p (H+a[)p2§p Hp*—p* (H+al)p (1.24)
Rearranjando (1.24), segue que:

S0 =" +al)p—p) 20 (1.25)

para todo p tal que || p [|=]| p* ||[= A. Como p* # 0 e o resultado da desigualdade
resultante vale para todo p com || p ||= A, deduzimos que (H + of) > 0.

Se p* =0, por (1.21) temos b= 0. Entao p* = 0 é minimizador local de

1 ~
min L(p) = §pTHp +c (1.26)
P

s.a || p <A, A >0
uma vez que H >0 e oT(H+ ol)v > 0 vale para todo v € R"" com o = 0. O

O teorema seguinte fornece as condicgoes suficientes que garantem que p* é

a solucao do problema (TRS) (1.20).
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Teorema 7. Sejam o € R e p* € R" tais que :
(H + od)p* = —b com (H + o) > 0. (1.27)
1. Sea=0 e | p*||<A entiop* é a solugio de (1.20)
2. Se || p* ||= A entao p* € a solugdo de
min L(p) = %pT[:Ip +c

P
sa lpl=4A

3. Sea>0 e | p*||=A entaop é a solugio de (1.20). Além disso, se
(H + al) > 0, entio p* € dnica em 1, 2 e 3.

Demonstracao. Se a e p* satisfazem (1.27), p* é minimizador da quadrética:

1 ..~ .
L(p) = §pT(H +al)p+b'p+eé

Logo,
1 T/ 17 T ~ 1 «L /17 * 1T x ~
P (H+al)p+b p+cz§p (H+oal)p*+b p+¢é (1.28)
para todo p € R"T. De (1.28), segue que
% Q x L % T
L(p) = L(p") + 50" »" —p'p) (1.29)

para todo p € R"T.
As afirmagoes 1, 2 e 3 sao conseqiiéncias imediatas de (1.29). A unicidade segue de

(1.28), pois se (FI + al) > 0, a desigualdade é estrita para p # p*. O

Os teoremas acima mostram que, se hd uma solucao p* para o problema
(1.20), situada na fronteira da bola, ela deve satisfazer, com seu multiplicador cor-

respondente «, as seguintes equacoes:
(H+al)p'=-b, |Ip"|l=4 (1.30)
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coma>0 e (H+al)>0.

Considerando a decomposicao espectral H = VAV onde as colunas de V/
sao os autovetores ortonormais de H e A é uma matriz diagonal cujos elementos sao os

autovalores de H

A:diag()\l,)\z,--- ,)\n), )\1 S Lo < )\n (131)
Como (H + o) = V(A4 al)V*, a equacdo (1.30) é equivalente a:
(A +al)p=-VTh (1.32)

A condicao (ﬁl—i—a[) > 0 é equivalente a & > —\;. Na regiao em que o > max{0, —\ },
o sistema (H 4 o )p* = —b tem como solugdo tnica p* = —(H +al)~'b, pois (H + al)

é nao singular. Portanto, encontrar « satisfazendo (1.30) é equivalente a resolver

| (H+al)%|P=A% ,a> =\ ,a>0 (1.33)

Casos a considerar
Denotaremos N (+) o espago nulo e R(+) o espago imagem. Vamos definir o seguinte:

1. Caso Fécil: If b ndo ¢ perpendicular a N'(H + A\ (H)I) (equivalentemente b ¢
R(H + M\ (H)I)), entio temos o caso facil; isso implica que (H + o*I) = 0. Em
particular, (H + a*I) é nao-singular e podemos entdo trabalhar com (1.33). O

ponto 6timo p* = p(a*) é tnico.

2. Caso Dificil: If b é perpendicular a N'(H + A\ (H)I) (equivalentemente b €
R(H + M\ (H)I)), duas possibilidades podem ocorrer:

(a) Caso Dificil (caso 1): If o > —\(H), nenhuma dificuldade ébvia acon-

tece. Podemos trabalhar com (1.33). O ponto étimo p* = p(a*) é tnico.

(b) Caso Dificil (caso 2): If o* = \{(H), entdo existem duas possibilidades:
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i. Quando || (H 4+ o*I)T b ||= A ou a* = 0, entéo o par p* = (p(a*), )
satisfaz as condigoes de otimalidade. Portanto, podemos trabalhar com
(1.33) e usar a matriz inversa generalizada de Moore-Penrose para o caso
singular.

ii. Quando p(a*) =|| (H + o*I)'b ||< A,a* > 0, quase sempre falha a
condicao de otimalidade. Contudo, podemos escolher um autovetor
z € N(H+a*I) e calcular 7 apropriado, de modo que A =|| p(a*)+7z ||.
(Observe que p(a*) L z, i.e. A2 =|| p(A*) || + || 7z ||*). Este é o tnico
caso onde o 6timo nao é dnico. A variedade de solugoes 6timas é da-
da pela intersecao do autoespaco generalizado {p : (ﬁ +a*p — b= 0}
com a fronteira da bola, {p: ||p|]| = A}.

Tabela 1.1: Os trés casos diferentes para o subproblema da regiao de confianca.

1. Caso fécil 2.(a) Caso dificil (caso 1) | 2.(b) Caso dificil (caso 2)
b Y NH+MNHI) | bLNH+MNH)I) b L N(H+ )\ (H)I)
e e

(implica o > =\ (H)) | a* > =)\ (H) o =\ (H)
(i) ||(H + o*1)th]| = A ou a* =0
(i) |(H +a"D)'b]| < A, a” <0

Neste trabalho, usamos o caso facil do problema TRS, como uma maneira

de regularizar o problema de minimizar uma funcao quadrética irrestrita:

1 .. B
min L(p) = §pTHp+pr+5 (1.34)
P

isto é, resolver o problema (1.34) quando H é mal-condicionada. Quando isso acontece,
a solugao do problema (1.34) nao é exata, por ser sensivel aos erros dos dados ou ao

arredondamento.
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1.2.4 Métodos de Pontos Interiores

Desde que possamos resolver problemas de minimizacao irrestrita mais facil-
mente que problemas de minimizacao restrita, é natural tentar converter problemas re-
stritos em problema irrestritos. Dentre as varias técnicas que transformam um proble-
ma restrito em problema irrestrito, resaltamos o método da funcao penalidade bastante
conhecido na literatura [3, 11, 32] .

Em geral, uma funcao de penalidade deve gerar uma penalidade positiva
para pontos nao factiveis e nao penalizar pontos factiveis. Estes métodos podem ser

divididos em:

e Métodos de penalidade interna, de barreira ou de pontos interiores, os quais geram
uma sequiéncia de pontos factiveis,cujo ponto limite é a solugao 6tima do problema

original.

e Métodos de penalidade externa, de pontos exteriores ou simplesmente métodos
de penalidades. Esses métodos geram uma seqiiéncia de pontos nao factiveis, cujo

ponto limite é a solucao 6tima do problema original.

Consideremos o problema a seguir:

min  f(x)
sa wz€S (1.35)

onde f é uma funcao continua em R™ e S é um conjunto de restricoes em R" com
interior nao vazio, sabendo-se que o interior de qualquer conjunto S C R" é o conjunto

de pontos z € S os quais sao o centro de alguma esfera contida em S.

Os métodos de barreira funcionam estabelecendo uma barreira na fronteira
da regiao factivel evitando que um procedimento de busca abandone a regiao. Uma

fungao barreira é uma funcao B(z) definida no interior de S tal que:
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1. B(x) é continua;

2. B(x) > 0;
3. B(x) — oo quando x tende a fronteira de S.

Métodos de pontos interiores operam sempre no interior do conjunto S,
usando uma funcdo B(z) que cresce indefinidamente préxima a fronteira de S e uma
seqiiencia decrescente de multiplicadores A.

Equivalente ao problema (1.35), consideremos o problema de otimizagao irrestrito:

min f(x) + AB(x) (1.36)
s.a T € intS
A>0

A vantagem desse problema consiste em ele ser de simples implementacao,
por usar métodos de otimizacao sem restricoes. No entanto, tipicamente é de con-
vergencia lenta.

Método das Barreiras

O procedimento para resolver o problema (1.35) pelo método das barreiras é como o

que segue: Seja (A\g), k =1,2,... uma seqiiéncia dos parametros tal que para cada k,
1. >0
2. A1 < g
3. limp oo A, =0

A seguir, definimos uma fun¢ao B : R" — R, denominada funcao de barreira tal que

se x€S

! (1.37)
B(z)>0 se xz¢S8



Consideremos a funcao
q(A\,z) = f(x) + AB(x) (1.38)
Para cada k, resolve-se o problema

q( Ak, 7)) = min g\, x) (1.39)

zeR™
Desta forma, para A, calcule zy tal que (1.39) seja satisfeita. Se xj for um ponto 6timo

para o problema (1.35), entao pare; caso contririo, continue com Ag, .

Lema 1.
Ak, k) > q(Akgrs o) (1.40)
B(zy) < B(zpyg) (1.41)
fxe) > f(zr) (1.42)
Demonstragao. Vide referéncias [3, 11, 32]. O

Lema 2. Seja ©* uma solug¢do do problema (1.35). Entao, para cada k,
f(@*) > q( A, wk) > flag).
Demonstragao. Vide referéncias [3, 11, 32]. O

Teorema 8. Seja (x) uma seqiéncia gerada pelo método das barreiras. Entao, qual-

quer ponto limite da seqiiéncia é uma solugdo de (1.35).

Demonstra¢ao. Suponha que a subseqiiéncia (xy;) é uma subseqiiéncia convergente da

seqiiéncia (xy) com limite a. Entao, pela continuidade de f, temos

lim f(x;) = f(a) (1.43)

1—00
Seja f* o valor 6timo associado ao problema (1.35). Entao, pelos Lemas 1 e 2, a
seqiiéncia de valores {q(Ag, z)} é nao-decrescente e limitada inferiormente por f*.

Desse modo,
lim q(Ag, zx) = lim g(Ag, ) = [~ (1.44)
1—00 k—o00
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Subtraindo (1.43) de (1.44), obtemos

lim A\¢B(zg) = f* — f(a) (1.45)

k=00

Como B(zg) > 0 e A\, — 00, a equagao (1.45) serd valida somente se lim;_,, B(zy) = 0.
Utilizando a continuidade de B(x), isso implica lim;_,.,B(zx) = B(a) = 0. Portanto a
é factivel para (1.35), isto é, a € S.

Para mostrar que a é 6timo, observamos pelo Lema 1 que, f(zx) < f*; portanto, f(a) =
limy oo f(zk) < f*. Assim provamos que a € S e f(a) < f*. Conseqiientemente, o

ponto a deve ser uma solucao. O

1.2.5 Sistemas Dinamicos Lineares Discretos Invariantes no

Tempo

Nesta secao, alguns resultados basicos sao apresentados, para um sistema
dinamico linear discreto invariante no tempo descrito pelas seguintes equacoes a dife-

rengas:
z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k); z(0) =z (1.46)
y(k) = Cuz(k)+ Du(k) (1.47)
onde z(k) € R™ é denominado vetor de estado do sistema, u(k) € RP é chamado de
vetor de controle (entrada) e y(k) € R? é o vetor de saida do sistema. As matrizes reais
constantes A, B,C' e D tém dimensoes apropriadas.

A matriz de transferéncia correspondente que relaciona a entrada u(k) e a

saida y(k) é definida como:

onde U(z) e Y(z) sdo, respectivamente, as transformada-z de u(k) e y(k) com condigao

inicial nula. Portanto, temos:

G(z)=C(zI —A)™"'B+D (1.48)
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Teorema 9. Uma equacgao de estado linear invariante no tempo é dita controlavel, se

e somente se qualquer uma das sequintes condi¢coes equivalentes € satisfeita:

1. A matriz de controlabilidade :
A= A"B A-"+iB ... A-1B ]

tem posto n.
2. A matriz complexa | A — X B ] tem posto n para todo A € C.

3. Os autovalores de A+ BK podem ser escolhidos livremente, se houver uma matriz

K adequada.
Demonstracao. Vide referéncia [23]. O

Teorema 10. Um sistema linear invariante no tempo é dito observdavel, se e somente

se qualquer uma das sequintes condicoes equivalentes € satisfeita:

1. A matriz de observabilidade
O=|C CA --- CA™!

tem posto n.

A—- A

2. A matriz compleza tem posto n para todo A € C.
3. Os autovalores de A+ LC' podem ser escolhidas livremente, se houver uma matriz
L adequada.

Demonstracao. Vide referéncia [23]. O

1.2.6 Regulador Linear Quadratico

O controle linear quadrético (LQ) é uma técnica de controle moderno que
surgiu aproximadamente nos anos 60. Nessa técnica, existem alguns casos especi-

ais como: LQR (Linear Quadratic Regulator); LQG (Linear Quadratic Gaussian) e
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LQG/LTR (Loop Transfer Recovery) que é o LQG com recuperagao da malha de trans-
feréncia.

O problema LQR, estudado nesta secao, é dado por:
=

min J = % (@) 15 +5 Y 2(R) G + 1 ulk) 17) (1.49)

s.a z(k +1) = Az(k) + Bu(k), z(0)=¢
e@ >0, S >0eR > 0, onde ,S e R sao matrizes simétricas com dimensoes

apropriadas. O Hamiltoniano para o problema LQR é definido por:
1

H* = [l w(k) g + 1 u(k) %] +p™ (k) (Az (k) + Bu(k))
As condicdes de otimalidade fornecem:
wk+1) = aiizi) — Au(k) + Bu(k) (1.50)
pik—1) = aii[:) =Qu(k)+A"p*(k), k=1,---,T—1 (1.51)
0 = ;u}([l:) = Ru(k) + Bp*(k), k=0,---,T—1 (1.52)
p(I'—=1) = Qu(T) (1.53)

A solucao étima do problema pode ser encontrada de duas maneiras: em malha aberta,

obtendo uma seqiiéncia 6tima u(k), ou em malha fechada, utilizando controle do tipo

u(k) = Kx(k).

Solucao em Malha Aberta

Na solucao em malha aberta, podemos utilizar diversas técnicas baseadas em
programacao matematica. Neste trabalho, vamos considerar um método de otimizacao
multinivel baseado em dualidade, dado que nosso problema é convexo e a funcao dual
d(A(k)) é concava.

O problema dual é definido como:

max ¢(\(k)) = max min L(x(k),u(k), \(k))

T,u
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Figura 1.1: Estrutura do Controle Otimo Multinivel
onde L(z(k),u(k), A\(k)) é o lagrangeano, que é dado por:
* * «T
L(z,u,p" k) = 5 || x(T) 1§ +Z{’H’“ u(k),p”) —p* (k= 1Dx(k)}  (1.54)

A Figura (1.1) mostra, esquematicamente, a estrutura hierdrquica em dois niveis.

A tabela (1.2) descreve sucintamente o algoritmo de Otimizacao Multinivel:

Tabela 1.2: Algoritmo de Otimizagao Multinivel

Passo 1
Passo 2

Passo 3

Passo 4

Fazer k = 0 e escolher p” = (p”(0),p" (1),--- ,p"(T —

Resolver para k = 0,1,---, (T — 1) as equagoes (1.50) —

Encontrar VL(pT) e verificar se || VL(p?) |

Caso sim, fim .

Caso nao, ir para 4.

Fazer p’ ™' = p" + 77d", T =T + 1, e voltar para 2
onde d' = VL(p").

d" = VL(p") + AT=1d"~! é a diregao de descida

AT-1 — Srex VLT (R)T VLT (k)
— VLT HE)TVLET-H(k)

¢ o tamanho do passo .

n*

(1.53)
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Solucao em Malha Fechada

O controle LQR em malha fechada é uma técnica no dominio do tempo
que possui as seguintes caracteristicas: ampla margem de estabilidade, margem de fase
de 60° e margem de ganho infinito. Possui, portanto, a propriedade de estabilidade
robusta. Contudo ele requer que o estado seja completamente acessivel para medida, o
que normalmente na pratica nao é possivel. Esta solucao é bem conhecida e é dada na

Tabela (1.3):

Tabela 1.3: Regulador Linear Quadratico

Modelo do sistema z(k+1) = Az(k) + Bu(k)

[ndice de desempenho J =5 1 a(T) |5 +5 s (k) 11+ 1| ulk) %)
Controle de realimentacao :

(Equagao de Riccati) P=ATPA—- ATPB(BTSB+ R) 'BTPA+Q
Ganho de controlador K =(B"SB+ R)"'B"PA

Controle a ser aplicado u(k) = Kz (k)

fndice de desempenho otimizado | J(i) = 127 (0) Px(0)

1.3 Comentario Final

Neste capitulo, procuramos inicialmente revisar algumas definicoes e teo-
remas de otimizagdo convexa, dualidade, regides de confianca e métodos de pontos
interiores que juntos sao de importancia fundamental para o desenvolvimento dos con-
troladores que serao propostos na sequiéncia do trabalho. Foi também comentada a

solucao do problema do regulador em malha aberta e em malha fechada.
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Capitulo 2

Programacao Semidefinida

2.1 Conceito de SDP

O problema de Programacio Semidefinida (SDP) é um problema de
Otimizacao Convexa que consiste em minimizar uma funcao linear sob o cone das

matrizes semidefinidas positivas [5, 40, 45].

Existem boas razoes para estudarmos problemas SDPs. Particularmente,
problemas cujas restricoes sao matrizes semidefinidas positivas surgem muitas vezes
em importantes aplicagbes de dreas distintas, dentre elas: Andlise Convexa [52],
Programagao Quadratica (QP) [16] e Métodos de Pontos Interiores [41, 51, 61]
principalmente em anédlise e sintese de sistemas da teoria de controle [5, 6.

Além disso, muitos problemas de otimizacao convexa podem ser reformulados como
problemas SDPs. Porém, talvez a razao mais importante seja a forma eficiente pela

qual o problema pode ser resolvido, tanto na teoria quanto na pratica.

A Programacao SDP é uma extensdo da programagao linear (em inglés,

Linear Programming (LP)) onde as varidveis vetoriais sdo substituidas por matrizes
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e as restricoes relativas a cada elemento nao negativo (r € R') sao substituidas
por matrizes semidefinidas positivas. Essa generalizacao engloba varias propriedades
importantes da programacao linear: convexidade do conjunto factivel, uma rica teoria
de dualidade (embora nao tao forte quanto na programagao linear) e admite solugao

eficiente baseada em métodos de pontos interiores [13, 14].

2.2 Cone das Matrizes Semidefinidas Positivas

O conjunto das matrizes M, reais e quadradas de ordem n pode ser inter-
pretado como um espaco vetorial em R™. Neste trabalho, usamos S, como o espaco
vetorial das matrizes simétricas de dimensdo n(n + 1)/2.

Como o conjunto das matrizes semidefinidas positivas é um espacgo vetorial,

ele é um conjunto convexo.

Cones
e Um cone é um conjunto K tal que se x € K entao Va > 0,ax € K.
e Um cone ¢ dito convexo se dados z,y € K implica que v +y € K.

e Um cone é pontiagudo se K N (—K) = {0}.

Teorema 11. O conjunto das matrizes semidefinidas positivas S, é um cone pontiagu-

do.

Demonstragio. S = {X € R X = XT > 0} é um cone, se aj, a0 > 0e A= AT >
0 e B=B">0 entao a;A+ asB > 0.
A convexidade pode ser vista diretamente da definicao de matriz semidefinida positiva:

Para qualquer x € R" temos 27 (A + ayB)x = aqa’ Az + apa’ Bx > 0
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se A>0,B>0 e aj,as > 0.

S;F é um cone pontiagudo: X € S;f,—X € S = X = O, 4p. O

Definicao 5. Um cone K é chamado um cone polar de K se

K*={y:2Ty >0, Vo € K}, isto é, K = K*.

Exemplo 1. O cone das matrizes semidefinidas positivas S;" é um cone polar, isto é,
para X =X, Y =YT € R™" Tr XY >0VX >0&Y > 0.

Suponha que Y ndo é uma matriz semidefinida positiva. Entdo existe ¢ € R"™ com
¢'Yq = Tr qq"Y < 0. Portanto a matriz semidefinida positiva X = qq’ satisfaz
Tr XY <0. Logo Y nao estd no dual do cone das matrizes semidefinidas positivas.
Suponha agora, Y =Y7T >0 e seja X = X' > 0 qualquer matriz semidefinida positiva.
Podemos expressar X em termos da decomposi¢io de autovalores como X =Y. \iqiq?
onde os autovalores \; > 0. Temos TrYX = TrY Y Ngigl = Y P Nigl Y
usando o fato que Tr AB = Tr BA. Como Y ¢é semidefinida positiva, cada termo no
somatorio € nao negativo, assim Tr Y X > 0. Isto prova que Y estd no dual do cone

das matrizes semidefinidas positivas.

2.3 Problemas SDPs

O problema primal SDP é:

min CeX
X >0

onde: X, (' e A; sao todas matrizes quadradas reais e simétricas de ordem n.

C e X é o produto interno satisfazendo

n n

CeX :=Tr (CTX) = Z Z Cinij (22)

i=1 j=1

29



A norma proveniente deste produto interno é a norma de Frobenius
I X |=vTrX2.
A > 0 significa que a matriz A é semidefinida positiva, isto ¢, para todo z, 2" Az > 0.
Em geral, A > B significa que A — B é uma matriz semidefinida positiva.
Se X satisfaz as restricoes A;# X = b e X > 0, entao dizemos que a matriz X é factivel,

o conjunto de todas as matrizes factiveis chama-se conjunto factivel.

2.4 Dualidade em SDP

O problema dual SDP é:

max by
(D)4 sa YT yA+S=C (2.3)
S>0

onde y € R™ e S € R™" sao as variaveis.

O problema de programacao semidefinida (2.1) é chamado de problema primal e os
dois problemas juntos sao chamados de problema primal-dual. Dizemos que (X,y,S) é
uma solucao factivel do problema primal-dual, se X é uma solucao factivel satisfazendo
X > 0 do problema primal (2.1) e (y,S) é uma solugao factivel satisfazendo S > 0 do
problema dual (2.3).

Teorema 12. Sejam X >0 e S > 0. Entio X ¢ S =0 se e somente se XS = 0.
Demonstracao. = Observe que :
0=XeS=Tr(XS)="Tr(X"/25x1/2)
Como X'/25X'? > 0 e seu traco é zero, todos os seus autovalores sao nulos assim
(X1/281/2)T (x1/281/2) — X125 X1/2 —

e portanto XS = 0.
< Obviamente se XS =0 entao Tr(XS) =X ¢S =0. O
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Teorema 13 (Dualidade Fraca). Se X ¢ uma solu¢ao do problema primal e (y, S)

¢ uma solucdo do problema dual, entdo C @ X > bTy.
Demonstracao.

CoeX -0y = CoX = by
i=1
i=1
i=1

=1

= SOX_

v

0
U

Teorema 14 (Teorema da Separagdo). Seja ATy € K*, b ¢ K. Entdio existe um

espaco linear {z : yTz = 0} tal que bT'y < 0 e yTx > 0 para todo x € K.
Demonstragao. Vide referéncias [3, 11, 32]. O

Lema 3 (Lema de Farkas generalizado). Se A(K) = {Az : © € K} € fechado,

entao ou:

1. dx € R™ tal que Ax =bex € K ou
2. Jy € R™ tal que ATy € K* e by < 0.

Demonstracdo. Se (1) é verdadeiro entao Vy € R™,bTy = 27 ATy > 0 pela definigao de
polaridade, e assim (2) nao pode ser verdadeiro.

Se (1) é falso, entdao x tal que Ax = be x € K, assim, b ¢ A(K). Pelo teorema da
separacao, existe um y tal que bTy < 0 e 4Tz > 0 para todo z € A(K), assim yT Az >0

para todo x € K, assim ATy € K* e (2) ndo pode ser verdadeira. O
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Teorema 15 (Dualidade Forte). Seja A uma matriz de posto completo. Suponha
que A(K) = {Az : © € K} € fechado. Se z1 e 2z sao solugoes dtimas e finitas dos
problemas SDPs primal e dual, respectivamente, entio z, = 2.

Demonstracao. O teorema da dualidade fraca implica que z; > z,. Consideremos

Ty =25, Ar =b e x € K pode nio ser factivel. Pelo

21 > zp. Entao o sistema c
lema de Farkas generalizado, deve existir um par (yo,y) tal que ATy + cTyy € K* e

bTy + zyo < 0. Existem trés casos:

1. yo = 0: Assim ATy € K* e b'y < 0. Portanto Az = b ndo é factivel para z € K
o que significa que o problema primal nao é factivel e z; = oo. Isso contradiz a

hipétese que z; é finito.
2. 10 > 0: Dividindo por vy, obtemos ¢ — AT(;—é/) € K*e z — bT(;—éj) < 0 o que
significa que —y% é factivel dual e sua funcao objetivo é maior que z;. Isso é uma

contradicao a hipdtese que 2z é maximo.
3. yo < 0: Dividindo por —yy e multiplicando pela solucao étima primal z* obtemos:

—x*c+ x*AT(_—y) > 0

Yo
& -+t > 0
Yo
T, Y
Yo

= Z 2 2z

Isso é uma contradicao para a hipdtese z; > z5.

2.5 Solucao dos Problemas SDPs

A publicacao em 1984 de um artigo de Karmarkar [26] foi o fato mais

importante na programacao linear (PL), depois da descoberta do método Simplex.
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Esse novo algoritmo impulsionou uma grande quantidade de artigos na area de métodos
de pontos interiores para programagcao (LP). Porém, toda essa pesquisa foi concentrada
em algoritmos para programacao linear e programagao quadrética (convexa). Por
conseguinte, a primeira extensao dos métodos de pontos interiores para a Programagao
Semidefinida foi feita por Nesterov e Nemirovskii [41] e, independentemente, por

Alizadeh [1].

Depois do trabalho de Karmarkar, que na realidade é um algoritmo de
barreiras, os métodos de penalidade interna, também conhecidos como métodos
de barreira, tiveram um grande desenvolvimento nos tultimos 20 anos, devido a

convergeéncia polinomial dos algoritmos de pontos interiores [22, 26, 41].
A funcao barreira logaritmica foi utilizada pela primeira vez em otimizacao
por Frisch [17]. O método da funcdo de barreira logaritmica é estudada no livro

classico de Fiacco e Mc Cormick [11].

Ultimamente os métodos primal-dual tém recebido muita atencao, devido

ao sucesso na solugao de problemas de grande porte.
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2.5.1 Meétodos da Barreira Logaritmica

Os métodos primais de barreira logaritmica usam o método de Newton para

resolver uma seqiiéncia de problemas da forma

min { Tr (CX) — plogdet(X): Tr (A;X)=0b; (i=1,---,m)} (2.4)

Como na Programacao Linear, os métodos primal-dual tornaram-se muito mais popu-
lares. Esses métodos minimizam o gap de dualidade onde o parametro p ¢é seqiiencial-

mente decrescente a zero.
Tr (CX) —b'y = Tr (X9)
e empregam a funcao barreira primal-dual combinada
fpa = —(logdet(X) + logdet(S) = —logdet(XS) (2.5)
Isso significa que a seqiiéncia de problemas da seguinte forma sao resolvidos:

min{ Tr (XS) — plogdet(XS) : Tr (A4;X) = b;, ZyiAi +5S=C (2.6)

=1

As condigoes de otimalidade de primeira ordem sao:

( Tr (A X)=10b;, i=1,---,m
SryA+S=C

XS =ul

| X>0 5>0

Esse sistema tem um tnico par solugao definida positiva denotada por X (u) > 0 e
S(u) > 0 . Métodos de barreira logaritmica primal-dual resolve o sistema (2.7),

através de uma reducao de p.

34



O fundamental é obter passos primal e dual AX e AS, respectivamente, que

satisfazem X + AX >0, S+ AS >0e

Tr (A;AX)=0,i=1,...,m
ST AYA +AS =0 (2.8)
(X + AX)(S + AS) = pl

Dizemos assim que a tltima equacao nao é linear, e os métodos primal-dual diferem
pela maneira como ela é linearizada. Além disso, devemos considerar que as matrizes

AX e AS sao simétricas.

2.5.2 Métodos Seguidor de Trajetéria Prima-Dual

Os métodos de pontos interiores prima-dual sao um dos métodos mais uti-
lizados na programacao linear [61]. Baseiam-se no seguinte resultado: Considere que
os problemas primal (2.1) e dual (2.3) possuem solucoes estritamente factiveis, entao,
pelo teorema da dualidade forte, uma solucao 6tima do SDP primal-dual satisfaz o

seguinte sistema de equagoes:

;

A;eX =10

Y yAi+S=c
XS5=0

\ X>0 98>0

A trajetéria central C' é um conjunto de solucoes factiveis que representam um papel
importante na teoria dos algoritmos primal-dual. A trajetéria é parametrizada por um

escalar u > 0 e cada ponto (X (u),y(u), S(1)) € C resolve o seguinte sistema:

i

Al.X:b
{ 2 ¥ (2.10)
XS =nul

\X>0,S>0
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O mecanismo para seguir a trajetoria central é: Dada uma iteracao atual
estritamente factivel (X, y,S), um parametro p > 0 é escolhido e 0 método de Newton é
aplicado ao sistema (2.10) para determinar a préxima iteragdo. Observe que o calculo
da dire¢ao de Newton para (2.10) nao é trivial, pois a equagdo XS = pl nao é linear
e além disso, precisamos encontrar uma matriz simétrica X como solucao. A tabela

abaixo descreve sucintamente o algoritmo de pontos interiores primal-dual para SDP:

Tabela 2.1: Algoritmo de Pontos Interiores Primal-Dual para SDP

Passo 1 Escolha um critério de parada

Passo 2 Seja (X° 4°, 5% um ponto inicial tal que
X0>0e S°>0

Passo 3 Faga (X,y,S) = (X% ¢°, 59

Passo 4 Enquanto a iteracao atual (X,y,S) nao satisfaz
o critério de parada

Passo 5 Escolha uma dire¢ao de busca (dX,dy, dS)

Passo 6 Escolha um tamanho do passo a;, e um tamanho do passo oy
tal que X 4+ a,dX >0 e S+ aydS >0

Passo 7 X = X + o, dX, (y,5) = (v, 5) + aq(dy, dS).

2.6 Um breve histdorico das LMIs na Teoria de Con-
trole

A histéria das LMIs, na andlise de sistemas dinamicos, comecou em 1890,

quando Lyapunov mostrou que o sistema de equagoes diferenciais ordinarias

#(t) = Ax(t) (2.11)
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é assintoticamente estavel, isto é, todas suas trajetorias convergem para zero, se e
somente se, existe uma matriz definida positiva P que deve satisfazer a seguinte de-

sigualdade:
ATP+PA<O (2.12)

A desigualdade P > 0 bem como (2.12) constituem um tipo especial de LMI. Lyapunov
também mostrou que essa LMI pode ser resolvida analiticamente por um conjunto de
equacoes lineares algébricas, tomando-se qualquer @ = QT > 0 e, entdo resolvendo o

sistema linear
ATP+ PA=—-Q

para a matriz P, que é garantida ser definida positiva, se o sistema (2.11) for estével.

Nos anos 40 Lure, Postnikov e outros [33] aplicaram os métodos de
Lyapunov a alguns problemas praticos na engenharia de controle. Especificamente,
foi estudado o problema de estabilidade de um sistema de controle com uma nao-
linearidade no atuador. As desigualdades polinomiais geradas no trabalho de Lure
apresentavam a forma de LMI e foram resolvidas analiticamente, limitando sua

aplicagao a sistemas de primeira, segunda ou terceira ordem.

Posteriormente, nos anos 60, Yakubovich [65, 66, 67], Popov [47], Kalman
(24, 25] e outros trataram a solugdo das LMIs que surgiram no problema de Lure na
forma grafica, usando o que chamamos agora de Lema de Kalman-Yakubovich-Popov.
Isso resultou no célebre critério de Popov, no critério do circulo, no critério de Tsypkin
e nas muitas outras variacoes. Embora esses critérios pudessem ser aplicados a sistemas
de uma ordem mais elevada, eles nao foram estendidos a sistemas com mais de uma

nao-linearidade.
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Na década de 60, diversos pesquisadores trataram a solucao das LMIs que
apareceram no problema de Lure na forma grafica, estendendo, desse modo, a andlise

de estabilidade para sistemas de ordem mais elevada.

Em 1971, Willems [58] mostrou que a seguinte LMI:

A"P+PA+Q PB+C"
BTP+C R

poderia ser resolvida nao somente por meio de graficos, mas também resolvendo a

seguinte equacgao algébrica de Riccati (ARE):

ATP 4+ PA— (PB+CTYR™Y(B'™P+C)+Q =0

Em 1971 Willems [58] comentou o seguinte: ” A importancia basica da LMI
apresentada em (2.12) parece ser muito desprezada. Seria interessante verificar se esta

abordagem pode ou nao, ser explorada por algoritmos computacionais.”

A sugestao acima dada por Willems fez prever o capitulo seguinte da
historia das LMIs. A descoberta principal seguinte era a simples observacao que as
LMIs que aparecem em sistemas da teoria de controle poderiam ser formuladas como
um problema de Otimizacao Convexa, conseqiientemente essas LMIs possuem solugao
computacional. Essa observagao simples sublinha o fato que, embora nao possamos
resolver analiticamente muitas dessas LMIs, podemos resolve-las numericamente de
um modo confidvel. Tal observacao foi feita pela primeira vez, por Pyatnitskii e
Skodinskii [46], pesquisadores que reduziram as LMIs surgidas no problema de Lure a
um problema de Otimizacao Convexa. Esse problema foi resolvido usando o algoritmo

do elipséide.
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Esses tedricos foram os primeiros a formular a busca da funcao de Lyapunov
como um problema de otimizagao convexa. Apesar de o algoritmo de elipséide resolver
o problema de Otimiza¢do Convexa em tempo polinomial (isto é, a complexidade do
problema aumenta de modo polinomial, quando o tamanho do problema aumenta),

este algoritmo nao era eficiente na pratica.

O capitulo final na historia das LMIs é bastante importante, pois elas
ganharam grande popularidade na Teoria de Controle, devido ao desenvolvimento de
poderosos e eficientes métodos de pontos interiores. O inicio desta popularidade se deu
em 1984, quando N. Karmarkar [26] introduziu um novo algoritmo de programacao
linear que resolvia problemas lineares em tempo polinomial e, em contraste com o
método do elipséide, é também muito eficiente na pratica. Pensava-se que o método
Simplex era o melhor método para resolver programas lineares durante anos. Embora
fosse como algoritmo com complexidade combinatoria, era muito mais eficiente que
o algoritmo de elipséide. O algoritmo de Karmarkar trouxe um grande impacto na
literatura da programacao matemadtica, que teve seu espaco até mesmo na primeira
pagina do New York Times. O trabalho de Karmarkar induziu uma quantidade enorme

de artigos na drea de algoritmos de ponto interiores para programacao linear.

Em 1988, Nesterov e Nemirovskii [41] desenvolveram métodos de pontos
interiores aplicaveis diretamente a problemas convexos que envolvem LMlIs. Embora
exista muito a ser pesquisado nesta area, varios algoritmos de pontos interiores para

problemas LMIs vém sendo implementados, mostrando-se extremamente eficientes.
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2.7 O que sao LMIs?

Uma desigualdade matricial linear é uma expressao da forma

F)=F+xnF+ - +2,F,>0 (2.13)
onde
e r=(x1,---,%,) é um vetor de componentes reais.
o Fy, -+, F, sdo matrizes simétricas, isto é, F; = FI € R™" i = 0,---,m para

algum n € 7.

e a desigualdade F'(z) > 0 em (2.13) significa que F' é uma matriz semidefinida

positiva, isto é, z7 F(z)x > 0 para todo x € R",x # 0.

Definicao 6. Desigualdade matricial linear

Uma desigualdade matricial linear (LMI) é uma desigualdade

F(z) >0 (2.14)

onde F' é uma funcdo afim de um espago vetorial de dimensao finita V no conjunto das
matrizes reais simétricas S® = {M|M = MT € R™" n > 0}, isto ¢,

Flax+ (1 —a)y) =aF(z)+ (1 —a)F(y),Vz,y € V,a € R.

Um nome mais apropriado para este tipo de desigualdade seria desigualdades
matriciais afins. Contudo, adotamos aqui o nome tradicional.

Uma propriedade importante das LMIs é que o conjunto factivel é convexo.
Teorema 16. O conjunto
C={x € R"|F(x)>0}

€ convero.
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Demonstracao. Sejam z e y dois vetores tais que F'(z) > 0e F(y) > 0 e seja A € [0,1].

Entao

Fax+(1-XNy) = Fy+ zm:()\xl + (1= Ny)F;

_ )\F0+(1—AF0+)\ZJJF+ (1—A Zyz j

=1

= AF(z) + (1 - NF(y)

v

0.
O

LMIs podem representar muitas restrigoes convexas, por exemplo, desigual-
dades lineares, desigualdades quadraticas convexas e desigualdades de norma matricial.
Adquirimos um modo diferente para caracterizar LMIs, reconhecendo o fato de que uma
matriz simétrica é semidefinida positiva, se e somente se seus menores principais sao nao
negativos, (Teorema (21), Apéndice A). Como os menores principais sao polinémios
da varidvel z, (2.14) é equivalente a um conjunto de desigualdades polinomiais. Isso é

mostrado no exemplo seguinte.

Exemplo 2. Considere a LMI

-1 0 11 0 -1
+x +y >0
0 -1 10 -1 1
<~
r—1 x—
Y >0
r—y y—1

isto € equivalente a

8
|
—_
v
)

<
|
—_
v
)



r—1 =z —
Y =22y’ +3zy—x—y+1>0.

z—y y—1
Matrizes como variaveis

Muitas vezes é conveniente especificar LMIs usando as matrizes como variaveis. Contan-
to que as variaveis aparecam como combinacao afim, sempre é possivel transforma-las

na forma (2.13). Esse passo pode ser muito tedioso, é feito, entao, através de softwares.

Exemplo 3. Considere a LMI

(A+1)>0

onde A € a varidvel matricial simétrica. Podemos reescrevé-la como

“+ a1 + a2 + G99 Z 0.
10 1

Desse modo, é possivel escrever a LMI com varidvel matricial na forma padrao (2.13)

cujos componentes basicos sao dados por
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Varias Restrigoes LMI

Se temos varias LMIs, sempre é possivel reescreve-las como uma tnica LMI, usando
a propriedade: uma matriz bloco diagonal é uma matriz semidefinida positiva, se e
somente se cada bloco é uma matriz semidefinida positiva. Por exemplo, as restricoes,

F(z) >0 e G(r) > 0 podem ser reescritas como:

2.7.1 Complemento de Schur

Definicao 7. Diz-se que uma matriz B € congruente com uma matriz A, se exriste uma

matriz P ndo-singular tal que B = PTAP.
Teorema 17. Se A e B sao congruentes entio A > 0 se e somente se B > 0.

Demonstragdao. Se A >0« a7 Az > 0,Vo € R, x # 0.
Como A e B sao congruentes, existe P nao-singular tal que B = PTAP. Portanto,

usando o fato que P é nao-singular, para todo x # 0, o vetor y := P 'z # 0 e

A>0& 2T Axr = yTPTAPy = 4y"By > 0< B > 0. O

Uma ferramenta ttil para reformularmos LMIs sao os complementos de

Schur.

| (s ar ] . i
Seja M = onde R é nio-singular, entdo o termo S — GTR™'G
G R

é chamado o Complemento de Schur de S em M. O Complemento de Schur surge em
muitos contextos diferentes, e nesta dissertacao ele é usado para representar algumas

restrigoes nao lineares convexas como LMIs. Essa é a conseqiiéncia do teorema seguinte.
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Teorema 18. Sejam S e R maltrizes simétricas e R inversivel. Entdo

S GT
>0 (2.15)
G R
se e somente se
R>0, S—G'R'G>0 (2.16)
~ ] GT S—GT'R'G 0
Demonstracao. A Matriz é congruente a
G R 0 R
Com efeito:
S GT
>0
G R
<~
(1 e | [s e ]| 1 o]
>0
o 1 ||e r||-nw 1]
<~
S—-G'R™'G 0
0 R|
—
S—-G'R™'G > 0
R > 0
Como R é inversivel, entao R > 0. 0

Exemplo 4. Uma restricao da norma Euclideana de uma varidvel v € R"™ pode ser
colocada no formato LMI usando o complemento de Schur. Considere a restri¢dao

vz <2, onde vy é a restricio em x. Isto é equivalente as desigualdades em (2.16) se

G=x,S=+*e¢eR=1, A LMIem x torna-se

44



Comentdrio 1. Note que é essencial que as desigualdades sejam da forma (2.16). Se

mudamos o sinal da desigualdade em (2.16) para
R<0, (S—-G'R'G)>0 (2.17)

nao podemos reescreve-las como uma LMI. Isso devido ao fato de o conjunto factivel
(2.17) nao ser sempre convezo e o conjunto factivel de uma LMI é sempre um conjunto
convezo. O exemplo sequinte mostra um caso onde o conjunto factivel de (2.17) ndao é

CONVETO.

Exemplo 5. Se S = —1 e R = —1, entao G é uma varidvel escalar. A desiqualdade

em (2.17) torna-se,

G* > 1,
cujo conjunto factivel {G|G < —1 ou G > 1} ndao € conjunto convezo.
Exemplo 6. Exemplos de LMIs no Plano

o y>yr<—=y—x>0

1]
oy >t > 0

1 =z vy
e P+y’<l<<= |z 1 0]|>0

y 0 1
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Figura 2.3: LMI no plano: 2% + 9% < 1
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2.7.2 Problemas da Programacao Linear Expressos em LMIs
Um problema de programacao linear é da forma
min ¢’z sujeito a Ax <b

onde A é uma matriz n X m. Definindo

by 0 - 0 Ay, 0 -0

0 by «- 0 0 —Ay; -+ 0
Fo={ e F= . .

0 0 --- b, 0 0 o —Ay,

é possivel expressar as restricoes por uma LMI da forma

F(z) >0

2.7.3 Problemas da Programagao Quadratica Expressos em

LMlIs

E também possivel expressar um problema de programacao quadratica como

uma LMI. Senao vejamos: Considere o problema
1
min §xTHx +c"x sujeito a Ax <b
onde H é simétrica e definida positiva. Isto é equivalente ao problema
. L 7 T
min ¢t s.a t> Ex Hr+caxz e Ax<b

Uma restricio quadrética convexa (Ax + b)”(Az +b) — ¢’z —d < 0 com 2 € R, pode

ser escrita como

I Az +0b

(Az +b)" Tz +d
Esta restri¢do pode ser expressa como uma LMI: F(z) = Fy + 21 F; + - -+ + 25 F > 0,

47



cujos componentes basicos sao dados por

I b 0 a; .
F(]: 7E: 7Z:17"'7k7
' d al ¢

onde A = [a; - - - a;]. Portanto, um programa convexo quadratico com restrigoes quadraticas

(QCQP)

min  fo(z)

sa  fi(r) <0 i=1,--- L. (2.18)

onde cada f; é uma fungao quadrética convexa f;(z) = (A;x +b)T (A;x +b) — ¢! — d;,

pode ser escrito como um SDP (em z e t):

min ¢
I Aol' + bo
(Ao + bg)T Cg +dy+1

S.a

1 A;x + b;

que é um programa semidefinido com varidveis z € R* e t € R. Este programa

semidefinido tem dimensées m =k +1en =ng + ... + ny, onde A; € RVixk,

Comentério 2. E interessante observar que problemas QQCQPs podem ser escritos
como problemas SDP, mas essa formulagao é menos eficiente, especialmente quando as
matrizes A; tém posto muito grande. Um método de pontos interiores mais eficiente
para QCQPs usa a formulagdo de Nesterov e Nemirovski [41] como um problema do

cone de sequnda ordem.
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2.8 Comentario Final

Neste capitulo, apresentamos a definicao e principais propriedades da pro-
gramacao SDP. Em particular, estudamos uma estrutura matematica chamada LMI
devido ao grande nimero de problemas que surgem na Teoria de Controle. Além da
simplicidade e consisténcia algébrica, uma das principais vantagens dessa metodologia
é a disponibilidade de algoritmos computacionais eficientes, derivados dos métodos de
pontos interiores para programacao convexa. Atualmente, as LMIs estao se tornan-
do ferramentas bésicas na Teoria de Controle, assim como as equacoes de Riccati se

tornaram ferramentas basicas nos anos sessenta.
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Capitulo 3

Controle Otimo Via Programacao

Semidefinida

3.1 Formulacao do Problema de Controle Otimo de
Sistemas Dinamicos Discretos

Considere um sistema dinamico discreto, para k € K = {0,...,7 — 1} dado

por:

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k), z(0) =¢ (3.1)
y(k) = Cux(k) (3:2)

onde z € R",u € R™ e y € R' sao, respectivamente, os vetores de estado, de controle e
de saida. A, B e C' sao matrizes de dimensoes n x n,n X m e [ X n, respectivamente.

O indice de desempenho associado ao sistema (3.1) - (3.2) é representado por:
1 1 2 2
J =5 1@ 15 +5 Y wk) I + [ ulk) [7) (3:3)

2
k=0

onde S e () sao matrizes semidefinidas positivas com dimensoes n X n, R é uma matriz

definida positiva com dimensdo m x m e || z(k) [|3, := 2" (k)Qz(k).
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O problema de controle 6timo é gerar uma seqiiéncia de vetores de controle
u(k) tal que (3.3) é minimizado sujeito a (3.1), (3.2) e a um conjunto de restri¢oes de

desigualdades:

Lmin Sx(k) Sxmama k:17 7T
(3.4)
Umin Su(k) Sum(ma kZO,-",T—l

3.2 Metodologia de Otimizacao Multinivel

A idéia da metodologia de otimizacao multinivel proposta inicia-se com a
modificacao do problema descrito na secao anterior, através da restricao do espaco de
controle e da alteracao da fungao objetivo (3.3) para uma fungio objetivo aumentada,
via método de Lagrange, transformando o problema original pela decomposicao em
T +1 problemas de otimizagao paramétrica irrestritos para o primeiro nivel da estrutura

hierarquica. Consideremos a seguinte funcao objetivo aumentada:

T

Do u,p' ) = 3 | 2(T) [+ S CHA ), ulk), )~ (6 = Dah) (35)

onde H* é a funcao Hamiltoniana é definida por:

HY = [l (k) 3 + [l ulk) %]+ (k) (Az(k) + Bu(k)) (3.6)

DN =

e p*(k) é a seqiiéncia de varidveis duais fixadas, com p(—1) =0 e p(k) = 0 para k > T.

De (3.5) e (3.6), temos para o primeiro nivel os seguintes 7'+ 1 problemas

de controle 6timo:
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. Para k =0,

. Para k=T,

min #T(T)Qu(T) — p*' (T — 1)a(T)

OH*

zk+1) = ap*(k):Ax(k)+Bu(k)
PUE1) = S = Qe+ AT, k=L
OH* T o B
0 = au(k):Ru(k)—i-B p*(k), k=0,---,

p(T—-1) = Qu(T)

Como o problema é convexo, essas condi¢oes sao necessarias e sufici

(3.7)

(3.8)

Existem varios métodos para resolver os subproblemas no nivel inferior. Basicamente,

esses métodos iniciam-se com a solucao das seguintes condicoes de otimalidade:

(3.10)
T-1 (3.11)
T-1 (3.12)
(3.13)

entes.

Com esse problema de decomposicao paramétrica e, devido a inexisténcia de

procedimentos de recorréncia, os calculos de z(k) e u(k) em (3.11)
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somente de p*(k), previamente fixado pelo nivel superior (teorema da dualidade). O
procedimento computacional de célculo de u(k) e x(k),k € K pode ser calculado, a

partir das seguintes equacoes:

Umax se _RilBTp(k) Z Umax
u(k) =<9 —R'BTp(k) se umpn < —R'BTp(k) < Umax (3.14)
Umin se _R_IBTP(I‘C) S Umin
Tmax se Qil{p(k - ]-) - ATp(k)} Z Umax
z(k) =9 Q Hp(k—1) = ATp(k)} se wmim < Q {p(k —1) — ATp(k)} < Tmax
Lmin se Q_l{p(k - 1) - ATp(k)} S Lmin
(3.15)
2(T)=Q 'p(T - 1) (3.16)

3.3 Estratégia de Coordenacao

Um aspecto importante dos problemas de Otimizagao Convexa restritos é
que tais problemas podem ser transformados em problemas duais os quais, em muitos
casos, sao mais faceis de resolver. Para considerar o problema de otimizacao dual do

nivel superior para determinar p*(k), maximizamos a seguinte funcao dual L(p(k)):

T—

1
max L(p(k)) = max min —(|| (k) |5 + || u(k) ||?
i L(p(1)) = mas u(k),(),;[z(“ (k) I+ 1 () 1)

—_

p" (k)(Az(k) + Bu(k)) — p" (k = D (k)] + 5 || (T) I —p" (T = D)a(T)  (3.17)

[\]
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s.aa plk—-1)=

OH*
ou* (k)
2(0) = ¢,

p(T —1) = Qu(T)

=0, (3.18)

A solucao do problema dual pode ser obtida numericamente por técnicas
do tipo gradiente. O algoritmo no nivel superior é simples, no entanto envolve uma
grande quantidade de cédlculos, implicando em interagoes intensas entre a coordenacao
e os subproblemas no nivel inferior. A Tabela (1.2) descreve sucintamente o algoritmo

de otimizacao multinivel.

3.4 Reformulacao do Algoritmo do Nivel Superior

Para reduzir os custos computacionais do processo de coordenacao, propo-
mos, dada a concavidade estrita da funcao dual L(p(k)), reformular o problema dual

dinamico para o seguinte problema de otimizacao estética:

Proposigao 1. Dada a concavidade da fungdo dual L(p(k)), o problema dual dinamico

pode ser resolvido através do sequinte problema SDP:

min ¢
o i
s.a N V2 {’ >0 (3.19)
%pTH —p'b—c+t

onde H ¢ simétrica definida positiva com dimensao nT x nT', b é um vetor nT X 1, ¢

e t sio escalares e p é um vetor € R" dado por

p=[0 - r-n]
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Demonstrag¢ao. Para a obtengao do problema (3.19), iniciamos com a substituicao das
restri¢oes dadas pelas equagoes (3.18) na fungao L(p(k)). Reescrevendo essas restricoes

Ccomo:

z(0) = &

w(k) = —Q 7' (=p(k—1)+ A"p(k))
(1) = Q7'p(T —1)

u*(k) = —R 'BTp(k)

e substituindo-as em (3.17), obtemos, ap6s a realizac¢ao de algumas manipulagoes algébricas:

L(za(k))z—ng(T—l)Q—lp( 1)+ 5€7Q€ ~ " O[BRBIp(0) + " (0)(A0)
+Z{——p D@ ok 1) + 5" (B[AQ Ip(k — 1)

~ 0 ()[AQ AT + BR Blo(k)

59 (k= 1)@ A p(k)}

Desenvolvendo o somatério para k € K, obtemos L(p) = %pTﬁp + pTb + ¢, onde H é
uma matriz bloco tridiagonal, simétrica e definida positiva com dimensao nT x nT e

blocos matriciais com dimensoes n X n. Essa matriz é dada por:

v AT 0 0o |
CAQTY V4 AQTIAT QAT ... 0
H= 0
0 QAT
0 0 0 —ATQT' V4 AQTIAT
ondeV =BR'BT+Q", b= —4¢c 0 ... O]T, p:[pT(O) e |
F= €7 QE
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Como o problema max L(p) é equivalente a min —L(p), temos o problema convexo

quadratico equivalente a:
1 o -
min t s.a §pTHp +p'b4+ée<t (3.20)

A partir do complemento de Schur, representamos a restricao quadratica convexa do
problema (3.20) como uma LMI: F(p) = Fy + p1 Fy + ... + pp F, > 0, cujos componentes

basicos sao dados por

H 0 0 L, )
F(]: ) -F'l: L 5T 2,., 77':]-7"'7ka
O que prova a Proposicao 1. O

O método de Newton [3, 32] é eficiente para resolver problemas de otimizagao
paramétrica, porém requer a inversa da matriz Hessiana H com dimensao nT x nT, o
que pode resultar em instabilidade numérica. Ja os métodos do tipo gradiente conjuga-
do sdo mais usados para a coordenacao proposta [3], apesar de o nimero de iteragoes
desses métodos ser igual a dimensao de H, ou seja, nI'. Além disso, o método do
gradiente conjugado pode ser intoleravelmente lento em problemas de grande porte,
se o nimero de condigdo da matriz é grande [3]. No entanto, temos verificado que
a dimensdo da matriz H, proveniente de discretizaciio, aumenta quando o nimero de

pontos cresce, tendo como conseqiiéncia o aumento do nimero de condicao de H.

Comentdrio : E interessante observar que problemas QCQPs podem ser
escritos como problemas SDPs, 0s quais podem ser resolvidos eficazmente via métodos
de pontos interiores. Tais métodos tém complexidade polinomial para o pior caso em
relacdo ao tamanho do problema. No entanto, esta formulagcao SDP é menos eficiente,

especialmente quando as matrizes H; tém posto muito grande [5].
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3.5 Modificacao da Estratégia de Coordenacao

Nesta secao, propomos uma estratégia para regularizar o problema definido

em (3.19) através dos seguintes procedimentos:

Procedimento 1 :

Construir um problema equivalente ao original de tal forma que a matriz H tenha quase
dominancia bloco diagonal [30].

Seja o problema modificado:

min ¢ (3.21)
H La
s.a B ‘{5 b >0
%pTH —p'b—c+t
Pl
pT A2

Esse problema é equivalente ao (TRS) (1.19) onde || (H + af) 'p ||= A. Contrari-
amente ao (3.19), o problema modificado, que é um programa (QCQP), sempre tem
solugdo, uma vez que as quadréticas sao funges continuas e a regiao factivel em (3.21)

é uma bola fechada, portanto, um conjunto compacto em R"7.

Alguns autores utilizam (3.21) como uma forma de regularizar o problema
de minimizacdo de uma quadrética sem restricoes, quando H é muito mal condicionada
e a solucao de (3.19) nao é exata, por ser extremamente sensivel aos erros de dados ou
ao arredondamento. Por outro lado, o problema (3.21) é bem condicionado se A nao é
grande. Portanto, substituir (3.19) por (3.21) representa um certo sacrificio em termos
do erro no residuo || VL(p) ||, mas normalmente compensado por uma maior estabil-
idade numérica. A estrutura especial do problema (3.21) proporciona caracterizagoes

dos minimizadores muito mais poderosas que no caso geral de minimizagao irrestrita.
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Procedimento 2 :

A partir da decomposicao temporal, é possivel resolver sucessivamente o problema em
malha aberta por intervalos, cujo objetivo é melhorar o condicionamento de H.
Através dos experimentos realizados, verificamos que, para T pequeno e z(0) préximo
da solucao, o erro do residuo || VL(p) || é reduzido, tornando a matriz
. LA

oA Hiv |

[ %pTH —pTl;—E—l—tJ
melhor condicionada. Em geral, quando a matriz H aumenta de dimensdo em funcio
de T', seu ntiimero de condicao também aumenta. Nesse sentido, é possivel uma reducgao

significativa da dimensao da matriz H , de nT" para nt, onde ¢t << T, diminuindo seu

nimero de condicao.

3.6 Uma Proposta para Controle em Malha Fecha-
da

A principal desvantagem do algoritmo apresentado nas secOes anteriores
deve-se ao fato de que as acoes obtidas sao em malha aberta. Nesse caso, ha a necessi-
dade de se recalcular os controles toda vez que o estado inicial alterar e de armezenar as
trajetorias de controle antes da implantacao em malha aberta. Assim, particularmente,

uma matriz constante de realimentacao de estado para o controle

u(k) = Ga(k) (3.22)
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é claramente desejavel. A matriz G de dimensao m x n deve ser obtida de tal forma

que os autovalores da matriz
Ay =A+ BG (3.23)

estejam dentro de uma regiao especifica.

Muitos métodos tém sido desenvolvidos para a solu¢ao deste problema [32].
No entanto, muitas dessas metodologias, que sao aplicaveis para sistemas dinamicos de
pequeno porte, encontram dificuldades numéricas, normalmente criticas, quando os sis-
temas sao de grande porte. Uma das razoes para essas dificuldades é que pouca atencao
tem sido dada a estabilidade numérica dos algoritmos e ao bom condicionamento das

matrizes computadas.

Propomos, portanto, um novo algoritmo para o projeto de sistemas de
con-trole em malha fechada através de solucoes bem condicionadas e numericamente
estaveis. A partir do subproblema de coordenacao, a matriz G pode ser obtida para
T — oo através da maximizagio da fungao dual L(p), das seqiiéncias z(k) e u(k) obti-
das das equagcoes (3.11) e (3.12) e do emprego dos procedimentos 1 e 2, descritos na

secao anterior.

A matriz G resulta da aplicacao do procedimento 2, onde controles em malha
fechada podem ser gerados, resolvendo-se sucessivamente o problema de malha aber-
ta a cada dois instantes de tempo para todo k£ € K. Considerando, sem perda de

generalidade, o caso para k = 0, 1, temos o seguinte problema SDP:
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My M
s.a M = H 2 >0
i My My
10 p(0)
0 1 p(1) >0

onde
Ve BRleT_FQfl _QflAT
ne _AQ—I BR—IBT + Q—l + AQ—IAT
v L [ BR'B" + Q7! —Q AT 1 "p(()) 1
VR At BRUBT4QU4+AQAT | | p() |

Mo = —— [ (0) »(1) ] e Qs R
Vo LR P —AQ™ BR™'B" + Q7' + AQ™'AT

A
Mﬁ:[pm)pﬂ)] ¢ +%€Q£+t

Notemos que, quanto menor A, a matriz M tende para:

My 0
0 My

Portanto, com o ajuste de A, é possivel garantir a dominancia bloco diagonal da matriz

M e alocar seus autovalores dentro de uma regiao desejada.

60



Os valores de p(0) e p(1) sao obtidos resolvendo-se o problema SDP via
métodos de pontos interiores (IPM). Substituindo p(0) e p(1) em (3.11) para k = 1,

temos:

(1) = Q7 (p(0) — Ap(1)) (3.24)

Desta forma, podemos definir a matriz de ganho G a partir da equacao (3.24).
Para isso escolhemos arbitrariamente um conjunto de vetores {z},z2,--- , 2}, linear-

mente independente que representa os n estados iniciais, de modo que a matriz

X = [x(l) 2 . an ] (3.25)
seja nio-singular. Entdo, para X = [ ozt oo a? ] obtidas de (3.24) temos:
X=A;Xoud;=XX" (3.26)

A inversao de X nao apresenta nenhum problema, até mesmo quando sistemas de

grande porte sao considerados, pois a inversao é feita off-line.

Comentario 3. Observemos que a habilidade para inverter a matriz X depende ba-
sicamente da independéncia linear dos estados iniciais escolhidos. Em casos prdticos,

o projetista pode resolver o problema off-line n vezes sucessivamente para os estados

mniclails:
1 0 0
0 1 0
z(0) =
0 0 “en 1

Entao Ay = X e nao € necessdrio inverter X. Isso requer mais cdlculo claro. Esse

calculo ¢ realizado off-line de forma descentralizada.

Estd claro que a matriz Ay depende de A. Portanto, podemos, por meio de

A, alocar os autovalores da matriz Ay numa determinada regiao.
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O préximo teorema determina as condigoes para a existéncia de G.
Teorema 19. Dado
-1
Ap=[al 2|2 o]
eriste G, a solugdo de (3.23), se e somente se
UIN(BG) =0 (3.27)

onde

B— [ Uy U, ] i (3.28)

com a matriz U = [ Uy, U, ] ortogonal e Z nao singular. Entao, G ¢ dado explicita-
mente por:

G=27Z"Uy(A; — A) (3.29)

Demonstracao. Consideremos que B tem posto completo. Isso implica na existéncia da

decomposicao em (3.28). De (3.23), G deve satisfazer
BG=A;— A (3.30)

e pré-multiplicando por UT, temos as seguintes equacoes:

ZG =Uf(A; — A) (3.31)
0="U](A; — A) (3.32)
das quais (3.27) e (3.29) seguem diretamente. O

Comentdrio 4. A equacdo (3.30) implica que G existe se e somente se R{A; — A} C
RUy, onde R{.} ¢ o espago imagem. Para a decomposicio de B em (3.28), podemos
utilizar, por exemplo, a decomposicio em valores singulares (SVD). Um outro método

de fatorizacao que pode ser utilizado € a decomposicio QR.
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3.7 Analise e Resultados

Apresentamos alguns exemplos da aplicacao da nova metodologia de otimizagao
para controle 6timo. Os resultados obtidos foram comparados com o controle 6timo

LQR via ARE.

Tabela 3.1: Algoritmo para o Regulador Linear Quadrético
Sistema: z(k+1) = Az(k) + Bu(k)
Indice de desempenho | J =3 || 2(T) |2 +3 3,5 (1| =(k) I3 + || u(k) %)

Controle :

Solucao Cléssica,

S =ATSA - ATSB(BT"SB+ R)™'BTSA+Q
G = (B"SB+R)"'BTSA
u(k) = Gz(k)

Nova Proposta

BG=A;— A
A=[at a][n 4]

Exemplo 7. Consideremos o sequinte sistema térmico dinamico bastante estudado em

[23], dado por:

0.6277 0.3597 k) 4 0.0251
0.0899 0.8526 0.1150

yk) = |1 1 Jak)

onde as matrizes A e B foram obtidas a partir de um modelo continuo, cujo periodo de

amostragem foi T = 0.25.
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A funcao objetivo a ser minimizada é:

T

> (lzlle+lullke)

k=0

J =

NN

cujas matrizes de ponderacao sao dadas por:

Q= . R=1
0 10

Comentario 5. A vantagem de formular um problema com restri¢coes LMI é a disponi-
bilidade de algoritmos que calculam solucoes factiveis para estes problemas. FExistem
muitas ferramentas para resolver as LMIs. Neste trabalho, empregamos o software

LMISol [20] para a obtengdo da varidvel de co-estado p.

Nas Tabelas (3.2) e (3.3), mostramos os valores das varidveis p e ¢, escolhendo-
se uma condigao inicial arbitrdria (zo) e variando o raio da bola fechada A. Nesse
sentido, é interessante que haja uma faixa de variacao de A que garanta o bom condi-
cionamento da matriz M de tal forma que uma melhor determinacao de G possa ser

obtida.

Nas Figuras (3.1) e (3.2) sao apresentadas as trajetérias de estado z(2) e
as trajetorias de controle, respectivamente, para varios valores de A usando a solucao
via ARFE (curva vermelha) e via nova proposta. Na Figura (3.3), observamos o bom
desempenho do sistema dinamico obtido através da nova proposta, quando comparado
com a solucao via ARFE. Conforme podemos verificar, a solucado obtida através da
nova proposta (A? =1 e A? = 0.5) é melhor do que aquela obtida através do controle
6timo via ARFE, uma vez que o sistema apresenta um ganho maior obtendo assim uma
resposta bem mais rapida. Verificamos, portanto, que o projetista tem a seu dispor
uma familia de solugoes estaveis, sendo que a escolha de uma destas dependerad das

restricoes fisicas sobre as variaveis de estado e de controle.
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Tabela 3.2: Valoresde p e t

AQ

AQ

ponto inicial iteracoes t P iteracoes t D
—0.9919 —1.3857
1 o] 1 6 —25.62 | —0.1231 | 2 4 —25.86 | —0.1619
—0.0254 —0.0479
—0.0141 —0.0207
—0.6991 —0.3125
1 o 0.5 4 —25.44 | —0.0905 | 0.1 4 —25.19 | —0.0427
—0.0143 —0.0035
—0.0077 —0.0019
—3.1372 —3.9654
1 o] 10 8 —26.89 | —0.3217 | 16 8 —27.36 | —0.3870
—0.2194 —0.3382
—0.0690 —0.0864
—9.4476 —23.7212
1 0]' 100 6 —30.20 | —0.7815 | 625 12 —35.53 | —2.3093
—1.6164 —7.5462
—0.1143 0.1134
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Tabela 3.3: Valores de p e t

AQ

AQ

ponto inicial iteracoes t P iteracoes t D
—0.4174 —0.6056
0 1] 1 6 —5.87 | —0.9047 | 2 7 —6.21 | —1.2676
—0.0401 —0.0789
—0.0742 —0.1415
—0.2886 —0.1259
0 1] 0.5 5 —5.63 | —0.6439 | 0.1 5 —5.28 | —0.2899
—0.0196 —0.0041
—0.0392 —0.0082
—1.4790 —1.9388
0 1] 10 8 —7.52 | =2.7163 | 16 8 —8.09 | —3.3633
—0.3714 —0.5768
—0.5438 —0.7714
—5.8485 —17.6082
0 1] 100 10 —11.34 | —7.2016 | 625 12 —15.64 | —12.8970
—2.9616 —11.5836
—2.2641 —3.7919

66




X2

uk

0.8

0.6

0.4

0.2

-6

-8

-10

Trajetéria de Estado

| | | |
5 10 15 20 25
k
Figura 3.1: Trajetéria da varidvel de estado xo(k)
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T T T
__ARE
___A’=05 1
— A’=1
A=
— £%=10 )
| | | | | | | | |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 3.2: Trajetéria de controle u(k)
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Figura 3.3: Comparacao das Trajetérias de Riccati e via LMI
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O comportamento da norma do ganho do controlador GG, bem como os au-
tovalores maximos e minimos da matriz A + BG via nova metodologia sao mostrados

na Tabela (3.4).

Tabela 3.4: Comportamento dos ganhos e autovalores do controlador

)\min )\mm
A? G| | A? G|
Ama:z: )‘mam
0.0385 0.0270
1 7.6692 | 0.5 7.7525
0.5398 0.5414
0.0796 0.1269
4 7.3930 | 10 7.1240
0.5317 0.5173
0.1597 0.3275 - 0.08691
16 6.9771 | 100 7.2357
0.5032 0.3275 4+ 0.0869i1

3.8 Comentario Final

Neste capitulo, apresentamos uma nova proposta de otimizacao para projeto
de controladores para sistemas discretos no tempo. Esses controladores podem ser
eficientemente obtidos com boas condic¢oes de desempenho e estabilidade, sem o emprego
de solugoes simétricas e definidas positivas das equagoes de Riccati. A nova metodologia
proposta apresenta um bom potencial para tratar problemas envolvendo incertezas, ou
seja, problemas de controle robusto. Foi verificado que os procedimentos 1 e 2 podem
ser empregados tanto para regularizar problemas de otimizacao mal condicionados,
como para determinar a matriz de ganho de realimentacao pela proposta apresentada.
Desta forma, o projetista terd ao seu dispor a escolha da melhor trajetoria para os
controles e para o estado, de acordo com as restricoes fisicas do projeto, gracas a

obtencao de uma familia de ganhos de realimentacao.
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Capitulo 4

Controle Robusto Via Programacao

Semidefinida

4.1 Introducao

Durante a década de 80, um novo paradigma na teoria de controle de sis-
temas dinamicos multivariaveis emergiu, o controle H,,. FEsse problema de controle
foi formulado inicialmente por G. Zames [68], como essencialmente um método de
otimizacao no dominio da frequéncia para projetos de sistemas de controle robusto. O
aspecto de robustez tornou-se o foco principal na pesquisa da comunidade de controle.
Com isso, muitas técnicas para projeto de sistemas de controle multivaridvel surgiram,
entre as quais: controle Hy, [9, 68], sintese p [28], QFT (Quantitative Feedback The-
ory) por L. Horowitz [68] e métodos baseados na teoria de Kharitonov para incerteza

estruturada [10, 68]. Todas essas técnicas estao ainda sendo desenvolvidas e refinadas.

O termo H,, se refere ao espaco das funcoes de transferéncias proprias e
estaveis. As funcoes de transferéncia préprias sao as que apresentam o grau do deno-

minador maior ou igual ao grau do numerador e as estaveis sao as que apresentam pélos
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estritamente no lado esquerdo do semiplano, no caso continuo ou dentro do circulo
unitario, no caso discreto. Para comparar as funcoes de transferéncias, a Teoria de
Controle H,, emprega a norma H,, como medida de tamanho. No apéndice A, é feita

uma revisao suscinta sobre esta norma.

Avancos significativos na Teoria de Controle H,, para sistemas dinamicos
discretos tém ocorrido durante a ultima década, [9, 10, 28]. A abordagem por espaco de
estado para o controle H,, de sistemas lineares é desenvolvida com base na relacao entre
norma H., e as equacoes de Riccati. Os resultados obtidos para sistemas continuos sao

estendidos para sistemas discretos.

Muitos pesquisadores tém utilizado problemas de controle robusto H,, para
sistemas discretos e estabelecido condicoes suficientes em termos de equacoes algébricas

de Riccati modificadas.

Neste capitulo, foi desenvolvido um novo procedimento de solucao para o
problema de controle H,, via metodologia proposta no Capitulo 3. A partir do indice de
desempenho derivado da norma H,, obtivemos uma lei de controle em malha fechada,

sem a utilizacao da ARE correspondente.

4.2 Formulacao do Problema

Consideremos o seguinte sistema dinamico, discreto no tempo, com reali-

mentacao de estado:

z(k+1) = Ax(k)+ Biw(k) + Bou(k) (4.1)
z(k) = Cix(k) + Diyu(k) (4.2)
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onde x(k) € R" é o estado, w(k) € R™ é a perturbacio e z(k) € R' é a varidvel

controlada. Supondo uma lei de controle de realimentacao de estados u(k) € R™,
u(k) = Gz (k) (4.3)
o sistema em malha fechada torna-se:

z(k+1) = (A+ BG)x(k)+ Biw(k) (4.4)
z(k) = (C1+ DioG)x(k) (4.5)

e a funcao de transferéncia de w para z é dada por:

Para considerar a atenuacao da perturbacao pior possivel para o sistema, a
norma H,, da funcao de transferéncia em malha fechada da perturbacao para a variavel
controlada z(k), || Ty ||oo ¢ minimizada [9], isto é:

: _ z
min || Tyy ||o= mln%%fﬁ (4.7)

Dizemos que w(k) é a pior possivel no sentido de que a mesma aceita o maximo ganho
de energia da entrada de w(k) para a varidvel controlada z(k).

Supondo o sistema z = T,,w estavel, onde Ly é o espaco formado pelas
fungoes quadraticamente integraveis, a norma || Ty, ||, limitada por um nimero v, é

reescrita no dominio do tempo da seguinte forma [32]:

e
S w s

<velz; - lleli<elwl;  e>0 (4.8)

Portanto, podemos definir a funcao objetivo a ser minimizada como:

J(u(k), x(k), k) = 3520 (1 (k) 113 =" | w [13)
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ou equivalentemente:

oo

T(u(k), x(k), k) =Y (" (k)z(k) = 0" (k)w(k)) (4.9)

k=0
A minimizagao da fungao objetivo (4.9) implica na escolha de uma entrada de controle,

levando-se em consideracao que a perturbacao é a pior possivel para o sistema.

Chamando de G o conjunto dos ganhos estabilizantes, o problema de controle

H,, no horizonte infinito pode ser escrito na forma:

{GeG || Towlloo <7}

4.3 Projeto de Controladores H,, via ARE

Aplicando as condi¢oes de otimalidade e definindo o Hamiltoniano como

H(x(k), w(k), u(k), k) = L(x(k), w(k), k)+p" (k+1)(Az(k)+Byw (k) + Bou(k))) (4.10)

temos:
wk+1) = % — Au(k) + Buw(k) + Byu(k) (4.11)
p(k) = ai;}([/:) —CTCuw(k) + ATp (k+1), k=1,---, T —1  (4.12)
0 = % = DLDu(k) + BYp*(k+1),k=0,.,T -1  (4.13)
0 = 87’;) Yw(k)+ B p*(k+1), k=0,..,T —1 (4.14)
p'(T) = S(T)x(T) (4.15)

onde é considerado que C! Dy, = 0, DI,D;» = I, ou seja, nao hd ponderacio cruzada
entre o estado e a matriz de ponderagao do controle é normalizada em (4.9). Consider-

amos, também, que o par (A, By) é controlavel.
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Das equagoes (4.13) e (4.14), obtemos:

w*(k) = y2Blp(k+1) (4.16)

u*(k) = —BlIpk+1) (4.17)
Substituindo-se (4.16) em (4.11), temos:
w(k+1) = Axv(k) + (v 2B,BT — ByBI)p(k + 1) (4.18)

Considerando que p*(k) = S(k)x(k), e substituindo essa equagao em (4.12) e (4.18),

resultam:

S(k)z(k) = CTCwz(k) + ATS(k + Da(k +1) (4.19)
w(k+1) = [I— (y 2B, B} — ByB})S(k+ 1)) Az (k) (4.20)

Substituindo (4.20) em (4.19) obtemos:
S(k) = ATS(k+ 1[I — (v °BiB{ — B:B;)S(k+1)] 'A+ClCy (4.21)

Essa é a equacao de Riccati para o problema de controle H,, com realimentacao de
estado.

Da equagao (4.18), temos:
w(k) = A a(k+1) — A (v ?B,BT — B,BI)p(k + 1) (4.22)
Substituindo (4.22) em (4.12), obtemos;
p(k) = CTCL A \w(k+1) + [AT — CTO A (v 2B.BT — BoBD)|p(k +1)  (4.23)
Assim, de (4.22) e (4.23), obtemos:

w(k) | _
p(k)

AL —Ail(’YiQBle — Bng)
CchlAil AT — 6111114171(")/72BlB¥1 — Bng)

z(k+1)

p(k+1)

] (4.24)
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onde, do sistema (4.24), definimos a matriz Hamiltoniana H, como:

A_1 —A_1(7_2BIB? — Bng)
CTCLA™Y AT — CT A=\ (v 2B, BT — B,BI)

H, =

Realizando algumas manipulagoes algébricas em (4.16) e (4.17) e considerando a equacao

de estado do sistema sem levar em conta a perturbagao, o controle é dado por:
u(k) = Ga(k) = —(I + B3 SBy) *BI S Az (k) (4.25)

Para a perturbacao no pior caso, ou seja, a perturbacao que maximiza a norma da

matriz funcao de transferéncia, o controle é dado por:
w* = Gur(k) = vy 2Bl S(A + ByG)x(k) (4.26)

onde G = —(I + BISBy) 'BI'SA e G, = v 2BTS(A + ByG) sao os ganhos de

realimentacao de estado e da perturbacao.

Algoritmo Para a Solucao do Problema de Controle H,

A solucao deste problema envolve um processo iterativo [9], conforme de-

scrito no algoritmo da tabela a seguir.

Tabela 4.1: Algoritmo para Solucao do Controle H,

Passo 1  Selecionar um ntimero y positivo

Passo 2 Testar se || T,y ||< 7y calculando os autovalores de H,

Passo 3 Se nao existirem autovalores na fronteira da circunferéncia unitaria,
diminuir v e voltar para o passo 2. Caso contrario, aumentar v.
Este processo deve continuar até obter-se o menor v que satisfaca

a condicao de que nao existam autovalores sobre o circulo unitario.
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4.4 Projeto de Controladores H, via Otimizacgao
Convexa

Adotando a mesma terminologia utilizada no capitulo 3, consideremos o sis-

tema dinamico discreto, representado pelas equagoes: (4.1) e (4.2).

A funcao objetivo associada ao sistema dinamico é dada por:

T-1

T =5 1) P 4 S0 =) 2 = 1wk ) (1.27)

O problema de controle robusto é gerar uma seqiiéncia de vetores de controle u(k) tal

que (4.27) seja minimizada sujeita a (4.1) e (4.2).

O problema de minimizagao da fungao (4.27) sujeito ao sistema dinamico
serd modificado através do espaco de controle e da alteracao da funcao objetivo au-
mentada via método de Lagrange, conforme descrito no Capitulo 3. Considerando as
restrigoes (4.1) e (4.2) , o Lagrangeano é dado por:

T-1

L(z,w,p*, k) = Z{Hk(z(k),u(k),p*(k)) —p°

k=0

T

(k —1)x(k)} (4.28)
onde H* ¢ a funcao Hamiltoniana definida por:

H* = S [ 2(k) | =" | w(k) [IP] + 7 (k) (Aw(k) + Biw(k) + Bou(k))  (4.29)

NN

onde p*(k) é a seqiiéncia de varidveis duais fixadas, com p(—1) = 0 e p(k) = 0 para
k>T.
Portanto, temos para o primeiro nivel, os seguintes 7"+ 1 problemas de con-

trole 6timo:
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1. Para k =0,

2. Parak=1,---,T -1,

L H*(2(k), u(k), p*(k)) = p*(k — (k)

3. Para k=T,

min Z(T)2(T) = p* (T = 1)x(T)

Aplicando as condicgoes de otimalidade:

(k—=1) = a—m—C’TC’x(k)_|_AT ), k=1 _
p - 3Z(k)_ 1 1 p , =1, ,
OH* .
' 8u—(k)_“(k)+32p(k),k_(),...,T_l
OH* )
N - k BT*k k: e T_]_
"7 ) vw(k) + Bip*(k), k=0,--,

onde,

p(T—-1) = Qu(T)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
(4.34)

(4.35)

(4.36)

Devido a inexisténcia de recorréncia, obtemos para o calculo de u(k) e z(k) as seguintes

equagoes:

u(k) = =By p(k)

z(k) = Q {p(k —1) — Ap(k)}

#(T) =Q 'p(T — 1)

7

(4.37)

(4.38)

(4.39)



Transformando este problema de otimizagao, convexa em z(k) e u(k) e concava em

w(k), com restrigoes em um problema dual do nivel superior para determinar p*(k),

temos a seguinte fungdo dual L(p(k)) a ser maximizada:

T—1

1
max L(p(k)) = max min (Il z(E) 1|2 + || w(k) |7 =~2 || w(k) ||
nas (p(k)) nas u(k),m(k);[Q(“ (k) [lg + [ u(k) |7 =" || w(k) ||

7 (8) (Aa(K) + Buw(k) + Byu(K)) — p" (5 — 1)a()]
4 () I ~p"(T = 1)a(T)  (4.40)

sujeito as restrigoes (4.33), (4.34), (4.35) e (4.36).

Proposigao 2. O problema (4.40) pode ser reformulado, supondo a concavidade da

funcdo dual L(p(k)), no sequinte problema SDP:

min ¢
o La
5.0 _ V2 P >0 (4.41)
%pTH —p'b—c+t

onde H é uma matriz bloco tridiagonal, simétrica e definida positiva com dimensdo
n1 x nT, b é um vetor nT x 1, é é um escalar e p é um vetor € R™" dado por
p=[0) o]

Demonstragao. Para isso, basta substituir as restri¢oes dadas em (4.33), (4.34), (4.35)

e (4.36), na fun¢ao L(p(k)), de forma a obter:

L(p(k)) = —%pT(T - 1)Q™'p(T ~ 1)+ %STQ«S - %pT(O)[BQBQT — 2B B{]p(0)
#7049 + 5 3070~ D plh 1) + 5 BIAQ otk — 1)
+% i{—pT(k)[AQ‘lAT + BoBy — v BBl +p" (k- 1)Q™ A" p(k)}

Desenvolvendo o somatério para k € K, obtemos L(p) = %pTﬁIp +pTb+ ¢, onde H é

dada por:

78



V —Q AT 0 e 0
—AQ™" V +AQT'AT —Q7'AT . 0
H = 0
0 QAT
0 0 0 —ATQ™" V + AQ7'AT
. T
V=BBl —v BBl +Q ', b=—]4¢ 0 --- 0| e é=-TQ¢
Como o problema max L(p(k)) é equivalente a min —L(p(k)), temos:
1 ..~ -
min L(p) = §pTHp +p'b+é (4.42)
p
O Programa Convexo Quadrético (4.42) é equivalente ao programa SDP
. 1 T 77 T ~
min ¢ s.a 5P Hp+p b+ec<t (4.43)

A partir do complemento de Schur, representamos a restricao quadratica convexa do
problema (4.41) como uma LMI: F(p) = Fy + p1 Fiy + ... + pp F, > 0, cujos componentes

bésicos sao dados por:

a 0 1 [ 0 L}
F[]:" F; = V2 ‘_17"'71{;7 0

{ 0 —6+tJ ’
4.5 Modificacao da Estratégia de Coordenacao

Resta-nos, agora, regularizar o problema proposto em (4.42) de tal forma
que a matriz H tenha dominancia quase diagonal. Portanto, seguindo o mesmo método

realizado no Capitulo 3, propomos dois procedimentos:
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Procedimento 1:

Seja o problema modificado:

min ¢
H LA
s.a ~ Yehins >0
I %pTH —p'b—c+t
| > 0, (4.44)
o]

Para resolver o problema (4.44), basta aplicar qualquer algoritmo que resolva o problema

SDP. No nosso caso, usamos o software LMISOL.

Procedimento 2:

Este é o procedimento através do qual obtemos uma matriz H com um bom
condicionamento, pois o problema é resolvido sucessivamente para cada dois intervalos
de tempo. Também é aplicado para a obtencao de um ganho de realimentacao constante

para a solu¢ao do problema em malha fechada. Nesse caso, de (4.40), para k = 0,1,

temos:
L) = 11 2(8) Iy ') S50 20 I + 1 ulk) |2 2 [ w(e) |2
+p" (k) (Az (k) + Byw(k) + Bou(k)) — p" (k — 1)z (k)] (4.45)

onde T =2, p = [p(0),p(1)]", b= —[b(0),b(1)]", & éuma constante e H é uma,

matriz semidefinida positiva.

Desenvolvendo o somatorio e substituindo as restrigoes (4.33), (4.34), (4.35) e (4.36),
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em (4.45) obtemos:

L(p(k)) = 5[=" (2)Qu(2) = p" (1)2(2)]

L[ O (0) + 4T (0)u(0) — 4T (O)u(0)]
1

+5 0" (0)(A2(0) + Byw(0) + Byu(0))]

+%[($T(1)Q$(1) +u(Du(1)) = y*w" (1)w(1)]
+%[pT(1)(Ax(1) + Biw(1) 4+ Byu(1)) — p* (0)z(1)] (4.46)

Apoés algumas manipulagoes, verificamos que:

L(p) = %pT(l)[—Q1 — AQ AT — ByB; +~ BBl —Q ']p(1)
50" OB +77BiB] ~ Q™' p(0)

£ (0)Q M ATD(1) + 57 (1)AQ ' p(0)

2
1
+5¢QE+p"(0)AS (4.47)
De (4.42) e (4.47), encontramos o seguinte resultado:
o | BBY BB+ Q! QAT |
] _AQ! ByBY — v BB + Q' + AQ AT |

=t
I
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Anélogo ao Capitulo 3, temos o seguinte problema SDP:

min t
M, M,
s.a M = >0
Mz My
10 p(0)
0 1 p(1) >0

onde
M ByBy —y?BiB{ + Q! —Q71AT
1 g
—AQ! B,BI — y2B,BT + Q'+ AQ~'AT
M 1 ByB] — v ?BiB{ +Q! —Q AT p(0)
2 = =
v2 | —AQ! ByBY — 7 BiBY + Q7' + AQT'AT | | p(1)
v 1 [ 0 p(1) ] [ ByB] — v ?BB] + Q7! —Q'AT -|
3= 5| P p
V2 ] —AQ ByBY — 5 BB + Q' + AQ AT |

= p0) oy | 2 |+ Geac

Notemos que, quanto menor A, a matriz M tende para:

M, 0
0 M,

Portanto, com o ajuste de A, é possivel garantir a dominancia bloco diagonal da matriz

M e alocar seus autovalores dentro de uma regiao desejada.
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4.6 Proposta de Controle H

Apoés as consideragoes feitas até aqui, propomos um novo algoritmo para o
projeto de sistema de controle em malha fechada, partindo-se do indice de desempenho
do problema de controle H,,, através de solucoes bem condicionadas e numericamente
estaveis. A partir do subproblema de coordenacao, a matriz G pode ser obtida para
T — oo através da maximizagio da fungao dual L(p), das seqiiéncias z(k) e u(k) obti-
das das equagoes (4.12), (4.13) e do emprego dos procedimentos 1 e 2, descritos na segao

anterior.

Portanto, ajustando-se A, é possivel alocar os autovalores de (ﬁ +al)™!

dentro de uma regiao desejada. Dessa forma, conforme exposto no Capitulo 3, obtemos:
Ap=|ot a3 |[ah a3 ]1 (4.48)
Para o cédlculo do ganho G, sem levar em conta a perturbacao, temos:
u* (k) = Gz(k) (4.49)
onde o ganho é encontrado resolvendo-se:
B,G=A;- A (4.50)
A matriz funcao de transferéncia T, do sistema em malha fechada é:

Tow(2) = (C1+ DG (2] — Ap) ' By (4.51)

Proposta de Calculo do Ganho de Perturbacao no pior Caso

Para o cédlculo de G, vamos considerar o problema TRS formulado como

no Capitulo 1, em que o sistema, (fN[ + al)p* = —b tem solucdo tnica. Nesse caso, para

k = 0,1, temos o sistema de equacoes:

[Euafm] pO) | _ | A (4.52)

p(1) 0
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Como visto no Capitulo 3, quanto menor A, a matriz (I:I + al) tende para:

Bng — ’)’72BlB¥1 + Qil + a[2><2 02><2
Oax2 ByBY —y2BiB] + Q7'+ AQ7'AT + alyy

Portanto, com o ajuste de A, é possivel alocar os autovalores de H = (ﬁl+a[)*1 dentro
de uma regiao desejada. Isso é equivalente a alocar os autovalores da matriz M. Os

valores de p(0) e p(1) s@o obtidos como:

p(0) = Hy, Ax(0) (4.53)
p(1) = Hy Az(0) (4.54)

Para calcular o ganho G, que gera a perturbagao no pior caso,
w* (k) = Gpx(k) (4.55)
empregamos a condi¢do de otimalidade (4.12) para k = 0:
p(0) = Qu(1)+ATp(1) (4.56)
Desprezando a perturbacao, temos da equagao (4.11) que :
x(1) = Az(0) + Bou(0) = (A + ByG) x(0) (4.57)
Entao, substituindo as equagoes (4.54) e (4.57) em (4.56) encontramos:
p(0) = [Q(A + ByG) + ATHy A] z(0) (4.58)
Da condicao de otimalidade (4.35) temos:
w(0) = 77*B{ p(0) (4.59)
Assim, o ganho da perturbacao é dado por:
G =7 2B (QAf + A1) A (4.60)
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4.7 Aplicacoes e Resultados

Apresentamos, a seguir, alguns exemplos da aplicagdo da nova metodolo-
gia de otimizagao para controle H,,. Os resultados obtidos foram comparados com o

controle H,, com realimentacao de estado via ARE nao padrao.

Tabela 4.2: Algoritmo para o controle H,, com realimentacao de estado

Sistema: z(k +1) = Az(k) + Byw(k) + Bou(k)
Indice de desempenho | J(u(k), z(k), k) = 302, (|| (k) [|2 =72 || w ||2)

Controle :

Solucao Cléssica

S(k) = ATS(k+1)[I — (v ?B,BI — B,BIS(k+1)] tA+CTc,
G = —(I + BI'SB,)~'BI'SA

Gw =7 ?BTS(A+ B,G)

u(k) = Gz (k)

w(k) = Gpx(k)

Nova Proposta

Gw = 772B%W(QAf + ATﬁgl)A

Exemplo 8. Consideremos o sequinte sistema térmico dinamico estudado em [23],

dado por:

0.6277 0.3597 0.0126 0.0251
z(k+1)= x(k) + w(k) + u

0.0899 0.8526 0.0575 0.1150
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onde z(k) € a varidvel controlada e a saida medida nao aparece no modelo, visto que se
trata de um problema de informacao completa.

A funcao objetivo a ser minimizada é:

J(u(k), z(k), k) => (| 2(k) I3 =7 | w [13)
k=0
onde
o=cic,=| ' "
0 0

Comentdrio 6. Neste trabalho, empregamos o software LMISol [20] para a obtencgdo

da varidvel de co-estado p.

Nas Tabelas (4.3) e (4.4), mostramos alguns resultados de p e ¢, escolhendo

uma condicao inicial arbitraria, um valor para v e variando o raio da bola fechada A.
M, M,

Observamos que o programa nao convergira se a matriz for indefinida.

M; M,
Para torné-la definida positiva, ajustamos o valor do raio da bola A e o valor de v. De

forma analoga ao Capitulo 3, é interessante que haja uma faixa de variacao de A que
garanta o bom condicionamento da matriz M de tal forma que uma melhor determi-

nacao da matriz de ganho de realimentacao GG possa ser obtida.

Na Tabela (4.5), a norma das matrizes de ganho G e G,, sdo obtidas para
v = 0.51 (pior caso) e para valores crescentes de A, bem como os autovalores maximos
e minimos da matriz A;. O ajuste de v = 0.51 foi obtido seguindo o algoritmo de-
scrito na Tabela (4.1). Com o ajuste de A, é possivel gerar uma familia de ganhos
estabilizantes para esse pior caso, no qual os autovalores podem ser alocados numa de-

terminada regiao que satisfaca os requerimentos de estabalidade e desempenho robusto.
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Tabela 4.3: Valoresde p e t

A2

A2

0% z(0) iteragoes t D iteragoes t P
—0.7171 —0.8710
0.51 | [1 O], 1 8 —0.8291 | —0.5675 | 4 10 —0.9585 | —1.5309
—0.2796 —0.3421
—0.2920 —0.8834
—0.5931 —0.2991
0.51 | [1 0], 0.5 8 —0.7757 | —0.2920 | 0.1 7 —0.6597 | —0.0720
—0.2144 —0.0706
—0.1301 —0.0184
—0.9582 —1.0648
0.51 | [1 O], 10 10 —1.0884 | —2.5715 | 25 11 —1.2844 | —4.1673
—0.3606 —0.3716
—1.5292 —2.5219
—1.3184 —1.8001
051 |[L 0 | 100 | 12 | -1.7992 | —8.4413 | 400 | 13 | —2.7829 | —16.9397
—0.3807 —0.3846
—5.1627 —10.4714
—0.8315 —0.8374
0.51 | [1 0], 2.63 10 —0.9137 | —1.1801 | 2.8 10 —0.9197 | —1.2269
—0.3295 —0.3315
—0.6666 —0.6955

87




Tabela 4.4: Valoresde p e t

A2

A2

0% z(0) iteragoes t D iteragoes t D
—0.2126 —0.2986
0.51 | [0 1], 1 5) —0.8906 | —0.9749 | 4 10 —1.7580 | —1.9744
—0.0595 —0.1012
—0.0179 —0.0480
—0.1717 —0.0963
0.51 | [0 1], 0.5 7 —0.6339 | —0.6846 | 0.1 6 —0.2872 | —0.3008
—0.0407 —0.0142
—0.0105 —0.0028
—0.3532 —0.4020
0.51 | [0 1], 10 10 —2.7571 | —3.1386 | 25 10 —4.3287 | —4.9784
—0.1302 —0.1558
—0.0872 —0.1524
—0.4653 —0.5258
0.51 | [0 1], 100 11 —8.5837 | —9.9817 | 400 12 —17.0433 | —19.9796
—0.1847 —0.2020
—0.3358 —0.7064
—0.2720 —0.2760
051 [0 1263 7 |-1.4325| 15976 | 2.8 7 ~1.4753 | —1.6470
—0.0874 —0.0894
—0.0361 —0.0376
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Tabela 4.5: Resultados numéricos do projeto via nova proposta com v = 0.51

2 )\mm
A G | G oo G | G lloo
)\max
0.0976 r 1 r 1
0.5 —2.5981 —7.2621 7.2621 13.6174 13.5289 13.6174
0.4827 - . - .
0.1300 r 1 r 1
1 —2.4835 —7.0049 7.0049 13.6199 13.5359 13.6199
0.4827 - . - .
0.2104 r 1 r 1
4 —1.5738 —6.0228 6.0228 13.6376 13.5672 13.6376
0.5380 - . - .
0.2741 r 1 r 1
10 —0.4474 —4.7959 4.7959 13.6595 13.6061 13.6595
0.6434 - . - .
0.3233 r 1
25 1.3294 —2.7888 2.7888 13.6943 13.6692 13.6943
0.8695 - .
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Trajetorias de Estadoy = 0.51
2 T T T

Figura 4.1: Trajetéria da varidvel de estado x; (k)

Através da Tabela (4.5), verificamos que a nova metodologia de controle H,
via LMI tem uma certa flexibilidade, no sentido de podermos obter solucoes eficientes
através do parametro A.

Na Figura (4.1) sao apresentadas as trajetérias de estado para vérios valores
de A, e comparando-as com as trajetérias obtidas através da sintese H,, via ARE. Nesse
exemplo, fica claro que é possivel, com o ajuste de A, obter melhores respostas para
as trajetorias de estado. Observamos que a solucao obtida através da nova proposta
(A% =1 e A% = 2.6) é melhor do que aquela obtida através do controle 6timo via ARE,
uma vez que o sistema apresenta um ganho maior obtendo assim uma resposta mais
rapida.

Na Figura (4.2) sao apresentadas as trajetérias de controle para varios val-
ores de A, observamos o bom desempenho do sistema dinamico obtido através da no-

va proposta quando comparado com a solucao de Riccati. De fato, a medida que o
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Trajetorias de Controley = 0.51

-3 ! ! ! ! ! ! I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 4.2: Trajetoria de controle

parametro de ajuste A for aumentando, o esforco de controle, obtido pela nova propos-

ta, faz com que o sistema atinja mais rapidamente o valor de regime desejado.

4.8 Comentario Final

Com o intuito de dar uma contribuicao ao estudo da sintese de controle
H,, de sistemas dinamicos discretos e lineares, foi desenvolvida uma nova proposta,
através do emprego da metodologia de Otimizacao Convexa Multinivel e Programacao
semidefinida. Diferente das abordagens tradicionais, a matriz de ganho de realimentacao
foi obtida sem a necessidade do uso das equacoes de Riccati acopladas, o que resulta
em um projeto de controladores muito mais simples, cuja metodologia pode assegurar
boas condicoes de estabilidade e desempenho robusto, devido ao parametro de ajuste

A.
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Capitulo 5

Conclusao

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de novos algoritmos usando LMI
para sinteses de ganhos estabilizantes de controladores LQR e H,,. Foi apresentada
uma técnica iterativa simples via Programacao Semidefinida obtida a partir de métodos
de otimizacao convexa multinivel, que apresenta vantagens significativas do ponto de

vista:

1. das condigdes de estabilidade numérica (melhor condicionamento das matrizes

computadas).

2. do emprego de métodos de pontos interiores para Programacao Semidefinida.

Esses métodos sao eficazes e eficientes e possuem complexidade polinomial.

3. de especificacoes distintas na sintese de controladores, para explorar limites de

desempenho e estabilidade.

4. das restricoes de convexidade impostas pelo problema SDP, em relacao a nao

garantia de convexidade de técnicas tradicionais baseadas na solugao via ARE.

Na metodologia proposta, empregamos a técnica LMI e a formulacao via

TRS, para reducao da ordem do problema de otimizacao, garantindo convexidade e
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gerando diferentes ganhos de malha fechada para diferentes restricoes H,,. Tal abor-
dagem tornou possivel atingirmos especificacoes de desempenho e estabilidade aceitaveis
para uma ampla faixa de ganhos. Com esta nova metodologia, as equacoes matriciais
sao bem condicionadas, ha uma simplicidade algébrica de cédlculo off-line e é possivel
dispormos de uma variedade de métodos numéricos com boas propriedades de esta-
bilidade e precisao numérica. Estas caracteristicas, normalmente criticas em outras
metodologias de projeto de controle, asseguram a determinagao de uma familia de ma-

trizes de ganho de realimentacao, garantindo estabilidade e desempenho robustos.

Para isso, basta definir um + (controle H,, subdtimo), tal que a matriz
Hamiltoniana nao apresente autovalores sobre a circunferéncia de raio unitario. A
seguir, através do ajuste no raio da bola A, obtemos uma matriz de ganho de reali-
mentacao desde que os pélos em malha fechada estejam dentro de uma regiao desejada,

com o cuidado de computar-se a norma H,, e verificar se esta é menor que 7.

5.1 Trabalhos Futuros

Como perspectivas futuras é possivel destacar:

e Projetar controladores via metodologia multinivel e algoritmos de regiao de con-

fianca.

e Projetar controladores via Programagao do cone de segunda ordem (do inglés,

Programming Cone Second-order (SOCP)).

e Desenvolver algoritmos de projeto de controle robusto, utilizando-se esta nova

metodologia, para o problema de controle H,, com realimentacao de saida.

e Estender as metodologias de otimizagao para o problema (LQR) e H,, de sistemas

discretos com atraso.
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Apeéndice A

Normas e Valores Singulares

A.1 Normas de Vetores e Matrizes

A norma-p de x é definida como:

n

2 ll,=0_ [ )/, 1<p<oo (A1)
=1

Em particular, quando p = 1,2 e oo, temos:

lz [l =

[zl =

[ flo =

Claramente, norma é uma abstracao e extensao usual do conceito de compri-
mento no espaco Euclidiano tridimensional. Similarmente podemos introduzir alguns
tipos de medidas de uma matriz.

Seja uma matriz A € C"™*", entao a norma da matriz A, induzida pela || . ||, é definida

COmo.:
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A
I A= sup A2

||| 0 || Y ||p

(A.2)

Em particular, para p = 1,2 e oo, a norma induzida pode ser computada como:

Al = max) |ay|
=1
1Al = VAu(AA)

m
| Al = max)_|ay]
=1

onde \j; é o maior autovalor da matriz indicada e A* é a transposta conjugada de A.
Do ponto de vista tedrico, para um sistema, as normas induzidas tém a interpretacao
de ganhos de amplificacao entrada/saida.

Uma outra norma de matriz, freqientemente usada, é a norma de Frobenius. Ela é

definida como:

[ Allp=VTr(A*A) = | @i |? (A.3)

m n
i—1

7 j=1

A.2 Valores Singulares
Os valores singulares de uma matriz A sao definidos por:
oi(A) = VAN(A*A), i=1,2,--+,n (A4)
onde 0;(A) representa o i—ésimo valor singular de A. )\;(A*A) representa o i—ésimo

autovalor da matriz A*A.

O méximo valor singular o), fornece a norma espectral de uma matriz, isto

é, seja A uma matriz, entao:
| All= vV Au(A*A) (A.5)
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Uma matriz A é dita grande, se seu menor valor singular o, for grande; pequena, se

seu maior valor singular o, for muito pequeno, isto é:

Matriz grande: o, > 1
Matriz pequena: oy < 1

A.3 Norma de Matrizes de Transferéncia

H& dois tipos de normas de matrizes de transferéncia: as dependentes da

frequéncia, e as que nao dependem da freqiiéncia.

Seja G(z) € C™™ uma matriz de transferéncia, sua norma em func¢ao da

frequeéncia é dada por
| G(2) = ou[G(2)] (A.6)

Das normas que nao dependem da freqiiéncia, as usuais sao as normas Hs e H,,. Seja

G(z) € C™™ uma matriz de transferéncia estével, dada por:

A B
C D

G(z) =

onde A € C™™ B e C™P (C € C™" D sao matrizes do sistema cuja funcao de

transferéncia é dada por:

G(z)=C(2I —A)'B+D
A norma Hs é definida como:

| G(2) ||3=Tr(DD" + CL.C") = Tr(D"D + B"L,B) (A7)
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onde L.e L, sao os Gramianos de controlabilidade e observabilidade, dados pelas

solucoes das seguintes equacoes lineares:

ALA" — L, +BB" =0 (A.8)
ATL,A—L,+CTC =0 (A.9)

A norma H,, de G(z) é definida como:

I G(2) [|1o= sup o [G(2)] (A.10)
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Apéndice B
Topologia do R"

Neste apéendice, colecionamos algumas propriedades topoldgicas do R™ que

podem ser encontradas em grandes detalhes nos livros de Andlise e de Topologia.

B.1 Conjuntos Abertos e Fechados

Definigao 8 ( Bola Aberta). A bola aberta de centro em um ponto a € R™ e raio
r >0 € o conjunto dos pontos x € R", cuja distancia ao ponto a é menor do que r. Ou

seja,
B(a;r) ={x € R™;||z—a||<1}.

Definicao 9. Bola Fechada
A bola fechada de centro em um ponto a € R™ e raio v > 0 € o conjunto dos pontos

x € R™, cuja distancia ao ponto a é menor ou igual a r. Ou seja,
Ba;r) ={z € R"; ||z —a <7}

Definicao 10. Ponto Interior
Seja D um subconjunto de R". Um ponto a € D chama-se um ponto interior a D

quando € centro de alguma bola inteiramente contida em D.
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Definicao 11. Interior de um conjunto
O interior de D € o conjunto int D, formado pelos pontos interiores a D. Quando

a € int'V, dizemos que o conjunto V € uma vizinhanca do ponto a.

Defini¢ao 12. Conjunto Aberto

Um conjunto D C R™ chama-se aberto quando todos os seus pontos sao interiores.

Definicao 13. Ponto Aderente

Um ponto a € R"™ € dito aderente a um conjunto D C R"™, se para cada r > 0,
B(a;r)ND # 0
Qutras maneiras equivalentes de dizer que a ¢ aderente a D sdo:
1. para todo conjunto aberto A contendo a, tem-se AND # (;
2. toda vizinhanca de a tem pontos em comum com o conjunto D.

Definicao 14. Fecho de um conjunto
O fecho (ou aderéncia) de um conjunto D C R"™ é o conjunto D dos pontos de R™ que
sdo aderentes a D. Portanto, escrever a € D é o mesmo que afirmar que o ponto a é

aderente a D.

Definicao 15. Ponto de acumulacao
Seja D um subconjunto de R™. Um ponto a € R™ chama-se ponto de acumulagao do
congunto D, quando toda bola aberta de centro a contém algum ponto de D, diferente

do ponto a. Em linguagem simbolica.
Vr>0,3y€ B(a;r)N D, y#a.

Definicao 16. Conjunto Fechado

Um conjunto F' C R" ¢é dito fechado quando contém todos seus pontos aderentes.
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B.2 Seqiiéncias

Definicao 17. Segiéncia
Uma seqiiéncia em R"™ é uma aplicacio x : N — R", definida no conjunto N dos

numeros naturais.
Usamos as seguintes notagoes (x,) ou (1, To, -+, Tp, -+ ).

Definicao 18. Limaite de uma Sequéncia
O ponto a € R" ¢ dito o limite da sequéncia de pontos x,, € R", quando para todo € > 0

dado, existe um nimero ng € N tal que n > ng = |x, — a| < e.

Definicao 19. Subseqiéncia
Uma subseqiiéncia de (x,) € restri¢io da seqiéncia a um subconjunto infinito

N ={ni<ny<---<n;<---}CN.

Definicao 20. Segiiéncia crescente

Uma seqiiéncia (x,) de nimeros reais € dita crescente quando temos

T <Xy < ... <xp < .., isto é, x, < xpy1 para todon € N.

Quando vale apenas x,, < x,11, a sequéncia é dita ndo-decrescente.

Analogamente se define seqiiéncia decrescente e nao-crescente. Uma seqiiéncia de um

desses quatro tipos € chamada mondtona.

Definicao 21. Seqiéncia Limitada
Uma seqiiéncia (x,) € dita limitada, se existe um numero real ¢ > 0 tal que |x,| < ¢

para todo n € N.

Definigao 22. ponto limite Um ponto a é um ponto limite da seqiéncia (), se

existe uma subseqiiéncia (x,,) que converge para a.

Teorema 20. Toda sequéncia mondtona e limitada de niumeros reais € convergente.
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Demonstracdo. Consideremos a sequéncia nao-decrescente 1 < x5 < ... < x, < ...
Tomemos a = sup z,. Afirmacao: a = limz,.

neR”
Com efeito, dado arbitrariamente ¢ > 0, o nimero a — &, sendo menor do que a,
nao pode ser cota superior do conjunto dos valores z,. Logo existe ny € N tal que

04— <Tp, <a Entaon>ny=a—c<a,, <z, {a<at+te=>a—c<z,<a+te.

Isto é, z, — a. O

B.3 Conjuntos Compactos

Definicao 23. Conjunto Limitado

Um conjunto K C R™ € dito limitado se, e somente se, estiver contido em alguma bola.

Definicao 24. Conjunto Compacto

Um conjunto K C R™ € dito compacto se satisfaz as sequintes condi¢oes equivalentes:
1. K ¢ fechado e limitado;

2. (Borel-Lebesgue) Toda cobertura aberta de K C R™|J,c; Ax possui subcobertura
finita K C A/\l L. A)\i,'

3. (Bolzano-Weierstrass) Toda seqiiéncia de pontos de K possui uma subseqiéncia

que converge para um ponto de K.
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Apéndice C

Algebra Linear

C.1 Menores Principais

Seja A uma matriz quadrada real de ordem n. Os menores principais sao os deter-
minantes de todas as submatrizes de A, cujas diagonais coincidem ou fazem parte da

diagonal principal de A.
Exemplo 9. Consideremos a matriz

@11 Qa2 13

A= ay ayp a
a31 azz G33

Entao  aq, ag, ass,

11 A13 a1; A12 Q22 A23
a31 As3 Q21 A22 a3z A33

e det A sdo os menores principais da matriz A.

C.2 Matrizes Definidas

Definicao 25. Uma matriz A € R™™" € dita:
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definida positiva, se x7 Az > 0,V € R*,x #0

definida negativa, se 7 Ax < 0,¥Y € R,z # 0

semidefinida positiva, se x7 Az > 0,V € R"

semidefinida negativa, se ¥ Az < 0,V € R"

Se A ndao satisfaz nenhuma das alternativas acima, € dita indefinida.

Existem varios modos para verificarmos se uma matriz é definida.

Um deles é calcular os autovalores de acordo com os teoremas abaixo:

Teorema 21. Uma matriz simétrica é definida positiva (negativa) se, e somente se,
todos o0s seus autovalores sao positivos (negativos).
Uma matriz simétrica é semidefinida positiva (negativa) se, e somente se, todos 0s seus

autovalores sao ndo negativos (nao positivos).

Teorema 22. Uma matriz simétrica € definida positiva se, e somente se, todos 0s seus
menores principais sao positivos e semidefinida positiva se, e somente se, todos seus

menores principais sao neqativos.

C.3 Desigualdades Matriciais

Definicao 26. Sejam A e B duas matrizes simétricas entdo as relacoes de desigualdade

>, <, >, e < sao definidas como

e A > B se, e somente se, A — B ¢ definida positiva

A < B se, e somente se, A — B ¢ definida negativa
e A > B se, e somente se, A — B ¢ semidefinida positiva
e A < B se, e somente se, A — B ¢ semidefinida negativa.
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C.4 Inversas de Matrizes de Posto Completo

Seja A € R™ ™. O posto P(A) de uma transformagao linear A é a dimensao de seu
espago imagem, igual ao nimero de colunas linearmente independentes (e também igual

ao nimero de linhas LI). Se P(A) = min(m,n) entdo A é de posto completo.

C.4.1 Inversa de Uma Matriz Quadrada

Seja A € R™" e P(A) = n. Entdo existe uma tinica matriz A~!, chamada a inversa de

A, tal que

AAT=ATA=1T,

C.4.2 Inversa de Uma Matriz Retangular
Inversa a Direita

Seja A € R™"™ e P(A) = m. Uma matriz X € R™™ é dita uma inversa a direita de A

se AX = I,,. Nesse caso, uma das inversas a direita é dada por:

X = AT(A4AT) !

Inversa a Esquerda

Reciprocamente, se P(A) = n. Uma matriz Y € R"™ é chamada uma inversa a

esquerda de A se YA = [,,. Portanto, uma das inversas a esquerda é
Y = (ATA)~tAT

Observemos que inversas a direita (ou & esquerda) existem somente quando A é de

posto completo. Em ambos os casos a inversa nao é tnica.

Exemplo 10. Qualgquer matriz da forma € uma inversa o direita de [ I 0 ]
*
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C.5 Inversa Generalizada de Moore-Pensore

Geralmente, se uma matriz A nao possui posto completo entao A nao é
inversivel, sera util usar a chamada pseudo-inversa, também conhecida como inversa de
Moore-Pensore. Essa pseudoinversa denotada por A é a tnica matriz que satisfaz as

seguintes condicoes:
1. AATA=A
2. ATAAT = AT
3. (AANT = AAt
4. (ATA)T = ATA

Uma maneira de calcular A é escrever A = BC, de modo que B tenha posto

coluna completo e C tenha posto linha completo. Entao
At =ctcc™yY(B"B) 'BT

Outro modo de calcular AT é usar a decomposigao em valor singular (SVD). Suponhamos

que A tenha uma decomposicao em valor singular A = UXV7T

o 0
com X = , 2 > 0.
0 0

Entao At = VXIUT com T = L
0 O J

C.6 Numero de Condicao

O ntumero de condicao é um dado muitas vezes dificil de se obter, mas que
tem papel importante quando temos varios sistemas para resolver e a diferenca entre

seus elementos é pequena. Neste caso, através do niimero de condicao podemos saber
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se a solugao varia muito ou nao dependendo da oscilacao dos elementos.

Vamos considerar o efeito de pequenas perturbacoes nos elementos da matriz

(f[ + al) > 0 e do vetor b na obtencao da solucao de p no sistema
(H +al)p = —b (C.1)

A questao que fazemos é: Qual deve ser o nimero de condicao antes que o

sistema (C.1) seja considerado mal condicionado ?

Conhecer o condicionamento de um sistema é muito significativo, uma vez
que, se ele é mal condicionado, nao ha um método com razoavel estabilidade numérica
para resolver o sistema (C.1) de forma a obter uma solugao precisa. Nesse sentido,

consideremos os seguintes casos:

Caso 1

Consideremos o sistema (C.1) onde T = (FI + al) > 0 e que o sistema tem solu¢ao
nica p = —Y~'b. Se a matriz ¥ permanecer a mesma mas o vetor b é alterado para

(b + 0b) a solucdo p também terd uma mudanca dp que deve satisfazer a equacao
T(p+6p) = b+0b

desse modo temos:

op = Y'6b
aplicando norma:
Il <Ixllel (C.2)
lop [l <X~ ]] 6| (C.3)
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multiplicando as desigualdades (C.2) e (C.3) temos:
166 ||

1 6p || -
<Irpnr o=
o 1ol

As quantidades

I opll 1160
IR

medem a alteragao relativa no vetor solugao p e no vetor b, respectivamente. Logo,
podemos verificar que a razao entre a alteracao relativa na solucao e a alteracao relativa
no vetor b ¢ limitada pelo nimero || T || || T~! || também conhecido como o niimero de

condi¢ao da matriz Y, representado por Cond(Y), que depende da norma usada.

Caso 2

O vetor b é mantido inalterado e a matriz Y = (H + o) sofre uma perturbacao AY de

tal modo que (T + AY)~! exista, entao

p = Y1

(p+6p) = (T+AT)D

6p = —Y'AY (p+6p)
aplicando a norma:
Fopll < I ITAT | p+dp (C.4)
| p || _y TAT]
= < ITIIT | S5 (C.5)
| p+dp || 1]

Anélogo ao caso 1 o ntimero || T || || Y~ || é chamado niimero de condigao da matriz Y.

Quando o nimero de condicao é pequeno dizemos que o sistema é bem
condicionado, isto é, uma pequena mudanca na matriz T ou no vetor b ird causar uma

pequena variacao na solucao.
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Comentario 7. Embora o niumero de condi¢cdo, como definido anteriormente, seja
dependente de uma norma, em geral, se uma matriz € bem ou mal condicionada com

relacao a uma norma, ela é também bem ou mal condicionada com relacao a algumas

outras normas.
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