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RESUMO

Nesta dissertação é proposta uma metodologia para controle PID fuzzy adaptativo com esta-

bilidade robusta por enxame de partículas multiobjetivo, para sistemas dinâmicos não-lineares,

com atraso puro de tempo. Uma estrutura de modelo fuzzy Takagi-Sugeno é definida para repre-

sentação de sistemas dinâmicos não-lineares, com atraso puro de tempo, no domínio do tempo

discreto. Os parâmetros do modelo fuzzy são estimados recursivamente a partir de dados ex-

perimentais, utilizando a técnica de agrupamento fuzzy C-Means (estimação do antecedente)

e mínimos quadrados recursivos fuzzy (estimação do consequente). Uma estrutura de controle

PID digital fuzzy Takagi-Sugeno é definida utilizando a estratégia de compensação paralela e

distribuída. Um mecanismo de adaptação é formulado como um problema de otimização por

enxame de partículas multiobjetivo, para ajuste online dos parâmetros do controlador fuzzy

Takagi-Sugeno baseado em critério de estabilidade robusta (especificações de margem de ga-

nho e fase). Resultados experimentais para controle PID fuzzy adaptativo baseado em critério

de estabilidade robusta de um sistema térmico com atraso puro de tempo variante é apresentado

para ilustrar a eficiência e aplicabilidade da metodologia proposta.

Palavras-chave: Controle adaptativo. Controle fuzzy. Otimização por enxame de partículas.

Margem de ganho e fase. Otimização multiobjetivo.



ABSTRACT

An adaptive fuzzy digital PID controller design methodology via multiobjective particle swarm

optimization (MOPSO) based on robust stability criterion, is proposed. The plant to be con-

trolled is modelled considering a Takagi-Sugeno (TS) fuzzy structure from input-output ex-

perimental data, by using the fuzzy C-Means clustering algorithm (antecedent parameters es-

timation) and fuzzy recursive least squares algorithm (consequent parameters estimation), re-

spectively. An adaptation mechanism was formulated as a MOPSO problem for online tuning

of the fuzzy digital PID controller parameters based on the fuzzy model parameters obtained

recursively and the gain and phase margins specifications. Computational results for adaptive

fuzzy digital PID control of a thermal plant with time varying delay is presented to illustrate the

efficiency and applicability of the proposed methodology.

Keywords: Adaptive control. Fuzzy control. Particle swarm optimization. Gain and phase mar-

gins. Multiobjective optimization.
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1 INTRODUÇÃO

Inteligência computacional é uma área do conhecimento que estuda conceitos, para-

digmas, algoritmos e implementações de sistemas computacionais inspirados em aspectos da

natureza, tais como, aprendizado, percepção, raciocínio, evolução, adaptação e iteração social

(KRUSE et al., 2013; ENGELBRECHT, 2007a). Os principais paradigmas de inteligência com-

putacional são sistemas fuzzy (WANG, 1997; ROSS, 2005), redes neurais artificiais (HAY-

KIN, 1998; MÄKISARA et al., 2014), inteligência coletiva (swarm intelligence) (ENGEL-

BRECHT, 2006; KENNEDY; EBERHART, 2001), computação evolucionária (BäCK, 1996;

SMITH; CAGNONI, 2011), sistemas imunológicos artificiais (DASGUPTA, 1998; DASGUPTA;

YU; NINO, 2011) e agentes inteligentes (D’INVERNO; LUCK; LUCK, 2004; CETNAROWICZ,

2014). Pode-se ainda destacar, dentro do paradigma inteligência coletiva, os algoritmos de oti-

mização por enxame de partículas, colônia de formigas, recozimento simulado e cultura de

bactérias (ENGELBRECHT, 2006). Ainda, as técnicas de inteligência computacional podem

ser combinadas entre si, dando origem aos chamados sistemas híbridos, como exemplo tem-se

os sistemas neuro-fuzzy, neuro-fuzzy-genético, fuzzy-PSO, etc. Este trabalho de dissertação in-

corpora duas das técnicas de inteligência computacional supracitadas, a saber, sistemas fuzzy e

algoritmo de otimização por enxame de partículas.

Os sistemas fuzzy são sistemas de inferência baseados em regras linguísticas do tipo se

<antecedente> então <consequente>, na qual a teoria de conjuntos fuzzy e lógica fuzzy forne-

cem a formulação matemática necessária para tratar com estas regras linguísticas. As aplicações

envolvendo sistemas fuzzy abrangem diversas áreas, como: engenharia de controle, modelagem

qualitativa, reconhecimento de padrões, processamento de sinais, processamento de informa-

ções, máquinas inteligentes, tomada de decisão, gerenciamento, finanças, medicina, indústrias

de motores, robótica, entre tantas outras (BABUSKA, 1998; BELLMAN; ZADEH, 1970; KEL-

LER; KRISNAPURAM; PAL, 1999; BONISSONE et al., 1995; DUTTA, 1993; KOSKO, 1992;

MENDEL, 1995; PEDRYCZ, 1993; SEKER et al., 2003; SUGENO, 1985; SUGENO; YASU-

KAWA, 1993; TEODORESCU; KANDEL; JAIN, 1998). Em particular, controle fuzzy é uma

das primeiras aplicações de sistemas fuzzy, sendo também uma das aplicações mais bem suce-

didas. De fato, controle fuzzy consolidou-se como uma abordagem eficiente para controle de

sistemas não lineares complexos ou ainda sistemas não analíticos, e tem sido apontada como

uma abordagem alternativa para técnicas convencionais em muitos casos, atraindo a atenção

tanto da comunidade acadêmica, quanto da comunidade industrial (FENG, 2006).

O algoritmo de otimização por enxame de partículas (PSO1), desenvolvido por Kennedy

e Eberhart (1995), é um algoritmo de busca estocástico, inspirado no comportamento social de

bando de pássaros. No algoritmo PSO, um enxame consiste de um conjunto de partículas, em
1 do inglês Particle Swarm Optimization
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que cada partícula representa uma possível solução para o problema de otimização. Essas partí-

culas “deslocam-se” dentro de um espaço de busca multidimensional, ajustando suas posições

de acordo com sua própria experiência e com a experiência de sua vizinhança. Uma partícula,

portanto, faz uso da melhor posição encontrada por si só e da melhor solução encontrada por

sua vizinhança para se posicionar em direção a uma solução ótima. O algoritmo PSO pode ser

utilizado para resolver problemas cujo objetivo é encontrar o ótimo de uma função, em que

é impossível ou impraticável obter uma expressão analítica do gradiente (GAZI; PASSINO,

2011). Portanto, este consiste de um algoritmo de busca direta (não-gradiente) onde o enxame

de partículas não utiliza informação do gradiente durante o processo de otimização. Dentre as

principais áreas de aplicações do algoritmo PSO destacam-se: otimização multiobjetivo, iden-

tificação, controle, agrupamento, classificação, reconhecimento de padrões, planejamento, pro-

cessamento de sinal, aplicações em robótica, tomada de decisão, detecção de falhas, predição

de séries temporais, sistemas de potência, antenas e redes de comunicação (EBERHART; SHI,

2001; POLI, 2007).

A utilização de técnicas de inteligência computacional dentro da área de controle e

automação, constitui um novo campo de estudo conhecido como automação inteligente. Esta

dissertação está inserida no contexto da automação inteligente, uma vez que é utilizada uma

abordagem de controle fuzzy autoajustada por uma estratégia baseada em PSO, que será me-

lhor descrita no decorrer deste trabalho. Segundo Feng (2006), as abordagens de controle fuzzy

podem ser classificadas em: controle fuzzy Mamdani, controle Proporcional-Integral-Derivativo

(PID) fuzzy, controle neuro-fuzzy, controle fuzzy por modos deslizantes, controle fuzzy adapta-

tivo e controle fuzzy Takagi-Sugeno (TS) baseado em modelo. Combinações dessas abordagens

também podem ser verificadas, por exemplo, controle fuzzy Mandani pode ser adaptativo, con-

trole PID fuzzy pode ser Takagi-Sugeno, controle fuzzy Takagi-Sugeno pode ser sintonizado

por sistemas neuro-fuzzy, etc.

Nesta dissertação são combinadas três das abordagens de controle fuzzy apresentadas

anteriormente: controle fuzzy Takagi-Sugeno (TS) baseado em modelo, controle PID fuzzy e

controle fuzzy adaptativo. A motivação e relevância da união dessas abordagens de controle

fuzzy, com a abordagem de otimização PSO, e especificações de margem de ganho e fase serão

discutidas a seguir.

1.1 MOTIVAÇÃO E RELEVÂNCIA

Atualmente, os sistemas de controle fuzzy Takagi-Sugeno (TS) baseados em modelo

tem sido amplamente analisados sob aspectos das teorias de controle PID (ABIDI; XU, 2015;

CARVAJAL; CHEN; OGMEN, 2000), controle adaptativo (GAO; WANG; LIU, 2015; KHAN

et al., 2015), controle robusto (KOHN-RICH; FLASHNER, 2003; ZHANG; ZHAO, 2015), con-

trole por realimentação de estados (DONG; YANG, 2015; XIE; ZHANG; HU, 2015), controle

ótimo (ZHEN et al., 2015; TANAKA; WANG, 2002), controle não-linear (KHOOBAN; ALFI;
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ABADI, 2013; XUE; XIONG, 2012), controle H∞ (GAO et al., 2014; CHANG; ZHANG;

PARK, 2015), etc., para aplicações em sistemas complexos. Os modelos fuzzy TS podem ser

combinados com representações por estruturas no espaço de estados, funções de transferência,

ou alguma expressão funcional das variáveis de um sistema qualquer. Além disso, a estrutura

de controle fuzzy Takagi-Sugeno (TS) baseado em modelo, quando associada a uma estratégia

de controle fuzzy denominada Compensação Paralela e Distribuída (CPD), possibilita a defi-

nição de critérios de projeto de controle baseado em robustez, estabilidade, resposta temporal

e resposta no domínio da frequência, além de permitir a utilização de métodos clássicos para

análise de estabilidade do sistema de controle fuzzy, como critério de estabilidade de Lyapunov

e critério de estabilidade de Jury. Desta forma, a adoção de uma estrutura de controle fuzzy

TS baseado em modelo via estratégia CPD, nesta dissertação, justifica-se pela possibilidade

de desenvolver uma formulação para obtenção das margens de ganho e fase de um sistema de

controle fuzzy TS em malha aberta, assim como a possibilidade da utilização de métodos clás-

sicos de análise de estabilidade de sistemas lineares, para análise de estabilidade de sistemas de

controle fuzzy TS em malha fechada.

Em Silva (2012) e Pires (2013), metodologias de controle fuzzy TS baseado em especi-

ficações de margem de ganho e fase, no domínio do tempo contínuo e discreto, respectivamente,

foram desenvolvidas. Em Silva (2012), foram deduzidas fórmulas matemáticas para o cálculo

dos parâmetros dos sub-controladores fuzzy, em função dos parâmetros dos sub-modelos line-

ares e das especificações de margem de ganho e fase, por meio de uma série de aproximações

e considerações, no domínio do tempo contínuo. Por outro lado, em Pires (2013), é verificada

a inviabilidade da dedução de fórmulas matemáticas para o mesmo propósito, no domínio do

tempo discreto, e diante destas limitações, foi proposto o uso de algoritmos genéticos para ob-

tenção dos parâmetros dos sub-controladores fuzzy, em função dos parâmetros dos sub-modelos

lineares e das especificações de margem de ganho e fase. Estes dois trabalhos estão inseridos no

contexto de controle fuzzy em batelada, e servem como referência para a estratégia de controle

adaptativo fuzzy baseado em especificações de margem de ganho e fase, desenvolvida nesta

dissertação.

A principal motivação para controle adaptativo fuzzy é a necessidade por técnicas de

controle mais eficientes para tratar com mudanças na planta a ser controlada devido a incerte-

zas, não-lineares, perturbações, mudança na natureza da entrada, atraso puro de tempo, etc. Em

todas essas situações, um controlador convencional apresenta limitações para manter a perfor-

mance do sistema de controle em níveis aceitáveis, e controle adaptativo fuzzy tem sido suge-

rido como uma abordagem alternativa para essas técnicas de controle convencionais em diversas

aplicações (YUE et al., 2015; WAI; CHEN; LIU, 2015; YANG; HUA; GUAN, 2014; HWANG;

CHIANG; YEH, 2014; TONG et al., 2013; LAKHEKAR; SAUNDARMAL, 2013; SHARMA;

CHATTERJEE; RAKSHIT, 2012a; SHARMA; CHATTERJEE; RAKSHIT, 2012b).

O primeiro controlador adaptativo fuzzy chamado controlador linguístico auto-organizado
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foi introduzido em Procyk e Mamdani (1979). A partir de então, diversas outras técnicas de

controle adaptativo fuzzy tem sido propostas na literatura, podendo-se destacar como principais

tópicos de interesse o desenvolvimento de esquemas de controle adaptativo fuzzy com menor

número de parâmetros a serem ajustados ou melhores desempenhos (GAO; WANG; LIU, 2015;

YANG; REN, 2003; YANG; ZHOU, 2005), controlador adaptativo fuzzy robusto com vários

tipos de perturbações externas (LI et al., 2014b; LI et al., 2014a; WU; KARKOUB, 2014), con-

trole adaptativo fuzzy por modelo de referencia (AMRANE et al., 2013; HUSEK; CERMAN,

2013; CERMAN, 2013), controlador fuzzy por modos deslizantes (JASIM; PLAPPER; VOOS,

2015; DO; PARK; AHN, 2014; SAOUDI; HARMAS, 2014) e esquemas auto-organizados para

sintonia de funções de pertinências (LIAN, 2014; LIAN, 2012; LU; MAHFOUF, 2012).

A aplicação de técnicas como algoritmo genético, otimização por enxame de partículas,

recozimento simulado e outras técnicas de otimização inteligente bio-inspiradas para sintonia

de controladores fuzzy no contexto não-adaptativo é uma abordagem consolidada na literatura

(COSTA; SERRA, 2015a; COSTA; SERRA, 2016a; ZHOU; BIRDWELL, 1994; HERRERA;

LOZANO; VERDEGAY, 1995; LIN; CHEN, 1995; RENHOU; YI, 1996; CHIN; QI, 1998;

MARTINEZ-ALFARO; GóMEZ-GARCIA, 1998; CUI et al., 2004; JUANG; LIOU, 2004; VE-

NAYAGAMOORTHY; DOCTOR, 2004; BOUALLèGUE et al., 2012). Porém, o uso dessas téc-

nicas de otimização inteligente para sintonia de controladores adaptativos fuzzy é um desafio re-

cente e diversos estudos tem sido desenvolvidos neste novo campo de estudo (COSTA; SERRA,

2015e; COSTA; SERRA, 2015c; COSTA; SERRA, 2016b; PATEL; KUMAR, 2015; SABZI et

al., 2015; HAJEBI; ALMODARRESI, 2013; KHAN; CHOUDHRY; ZEESHAN, 2013; DJO-

EWAHIR; TANAKA; NAKASHIMA, 2013; CHIOU; TSAI; LIU, 2012; NAVALE; NELSON,

2012; BEVRANI et al., 2012; SAHED; KARA; HADJILI, 2012; NAVALE; NELSON, 2010a;

NAVALE; NELSON, 2010b; LIU; CHEN; TSAO, 2001).

Em Khan et al. (2015), uma metodologia para projeto de controle adaptativo fuzzy base-

ado em algoritmo genético foi proposto para o controle multivariável de temperatura e umidade

relativa através da manipulação de posições de válvulas para regular as vazões de água e vapor

de uma unidade de tratamento de ar. Em (HASHIM; EL-FERIK; ABIDO, 2015), é proposta

uma abordagem baseada em regras fuzzy para o ajuste online de um filtro passa-baixa com ga-

nho ajustável no laço de realimentação. O controlador fuzzy é ajustado de forma ótima usando

otimização por enxame de partículas, levando em conta o erro de rastreamento e o alcance do

sinal de saída do controlador. Em (HOSOVSKY et al., 2014), é proposta uma abordagem para

controle adaptativo fuzzy de um atuador pneumático muscular com ajuste baseado em recozi-

mento simulado.

Neste contexto, uma metodologia para projeto de controle PID adaptativo fuzzy via

MOPSO baseado em especificações das margens de ganho e fase, é proposta nesta dissertação.

A planta a ser controlada é identificada por uma estrutura de inferência fuzzy TS a partir de

dados experimentais de entrada e saída, utilizando o algoritmo de agrupamento fuzzy C-Means
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(FCM) e mínimos quadrados recursivo fuzzy para estimação do antecedente e do consequente,

respectivamente. Um mecanismo de adaptação baseado em otimização por enxame de partícu-

las multiobjetivo é formulado para sintonia online dos parâmetros do controlador PID fuzzy,

utilizando estratégia CPD, baseado em especificações de margem de ganho e fase e nos parâ-

metros do modelo fuzzy identificados recursivamente. Resultados experimentais para controle

PID fuzzy adaptativo de uma planta térmica com atraso puro de tempo variante é apresentado

para ilustrar a eficiência e aplicabilidade da metodologia proposta.

O presente trabalho está inserido dentro dos atuais tópicos de interesse da área de con-

trole fuzzy, conforme pode ser evidenciado no abrangente número de publicações atuais em

periódicos e congressos especializados no tema do trabalho proposto. Dentre os principais pe-

riódicos dedicados a tais publicações, estão: Fuzzy Sets and Systems, IEEE Transactions on

Fuzzy Systems, IEEE Transactions on Evolutionary Computation, IEEE Transactions on Sys-

tem, Man. and Cybernetics, IEEE Transactions on Control System Technology, IEEE Intelligent

Systems, IEEE Transactions on Robotics, Computing Science & Engineering, Engineering Ap-

plications of Artificial Intelligence, Automatica, Swarm and Evolutionary Computation, Journal

of Control, Automation and Electrical Systems, etc.

1.2 PRINCIPAIS CONTRIBUIÇÕES

As principais contribuições deste trabalho são:

• Inserção de critério de estabilidade robusta em um esquema de controle PID fuzzy adap-

tativo. As margens de ganho e fase são medidas de estabilidade robusta de um sistema

de controle, uma vez que estas especificações do domínio da frequência permitem avaliar

o quanto de variação de ganho e deslocamento de fase extras que o sistema pode tolerar

antes do sistema em malha fechada tornar-se instável. A metodologia proposta permite ao

especialista modificar as especificações de margem de ganho e fase do sistema de controle

PID fuzzy adaptativo, em tempo real.

• Uso de algoritmo MOPSO como mecanismo de adaptação para estratégia de controle

adaptativo PID fuzzy adaptativo. As margens de ganho e fase são obtidas por um con-

junto de equações não-lineares em que é impraticável obter uma formulação analítica no

domínio do tempo discreto para obtenção das mesmas, o que justifica o uso de algoritmo

MOPSO. Nesta estratégia existem dois objetivos a serem otimizados. Um está relacio-

nado à obtenção dos parâmetros do controlador PID fuzzy que garanta uma margem de

ganho tão próxima quanto possível da margem de ganho especificada, enquanto o outro

objetivo está relacionado à obtenção dos parâmetros do controlador PID fuzzy que ga-

ranta uma margem de fase tão próxima quanto possível da margem de fase especificada.

Esses dois objetivos são conflitantes entre si, ou seja, quando melhora-se um objetivo,

piora-se o outro. Portanto, deve-se encontrar soluções que satisfaçam o melhor possível
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ambos os objetivos sujeitos a um conjunto de restrições. As restrições adotadas são faixas

de valores em que as margens de ganho e fase obtidas devem estar contidas.

• Obtenção de uma formulação direta do método de mínimos quadrados recursivos no con-

texto fuzzy.

1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo geral

Desenvolver uma estratégia de controle PID fuzzy adaptativo baseado em especificações

de margem de ganho e fase via otimização multiobjetivo por enxame de partículas.

1.3.2 Objetivos específicos

Nesta dissertação, os seguintes objetivos específicos são considerados:

• Definir a classe de plantas a qual a metodologia se aplica e representá-la por uma estrutura

de modelo fuzzy Takagi-Sugeno (TS);

• Definir uma estrutura de controle fuzzy TS baseada em modelo, utilizando a estratégia de

controle fuzzy por Compensação Paralela e Distribuída (CPD);

• Formular um mecanismo de adaptação multiobjetivo baseado em especificações de mar-

gem de ganho e fase via otimização por enxame de partículas multiobjetivo (MOPSO);

• Analisar estabilidade e convergência do mecanismo de adaptação MOPSO;

• Fazer um estudo de caso com aplicação da metodologia proposta em uma planta térmica

não-linear com atraso puro de tempo variante.

1.4 ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO

Esta dissertação apresenta a seguinte estrutura:

O capítulo 2 apresenta uma fundamentação das principais teorias que servem de embasa-

mento para o trabalho proposto nesta dissertação: controle adaptativo, sistemas fuzzy, otimiza-

ção multiobjetivo e otimização por enxame de partículas. É apresentado um contexto histórico

de cada uma dessas teorias, assim como os principais conceitos, referências, classificação e

principais tópicos de interesse.

O capítulo 3 descreve a metodologia proposta para controle PID fuzzy adaptativo com

estabilidade robusta por enxame de partículas multiobjetivo. Primeiramente, é definida a classe

de plantas a qual a metodologia se propõe, e a estrutura de modelo fuzzy TS adotada. Em
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seguida, a formulação para modelagem recursiva do modelo fuzzy TS baseada em dados ex-

perimentais, e a formulação para projeto de controle PID fuzzy adaptativo baseado em especi-

ficações de margem de ganho e fase e mecanismo de adaptação multiobjetivo por enxame de

partículas, são apresentadas. Por fim, as formulações para análise de estabilidade da estratégia

de controle proposta, assim como a análise de convergência do mecanismo de adaptação, são

apresentadas.

O capítulo 4 apresenta os resultados experimentais da proposta de controle apresentada.

Primeiramente, a plataforma de controle virtual/eletrônica utilizada é descrita, detalhando-se

os ambientes de hardware e software. Em seguida, as condições iniciais para o estimador re-

cursivo do modelo fuzzy TS e para o mecanismo de adaptação do controlador fuzzy TS são

obtidas através de uma formulação em batelada. E por fim, os resultados do controle adaptativo

fuzzy da planta térmica utilizando a metodologia proposta são discutidos, afim de assegurar o

rastreamento dos sinais de referências aplicados, satisfazendo as especificações de margem de

ganho e fase, além de garantir tais características mesmo diante de pertubações na planta.

Por fim, no capítulo 5 as conclusões desta dissertação e propostas de trabalhos futuros,

são discutidas.
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2 REFERENCIAIS TEÓRICOS

Neste capítulo, é apresentada uma fundamentação das principais teorias que servem de

embasamento para o trabalho proposto nesta dissertação: controle adaptativo, sistemas fuzzy,

otimização multiobjetivo e otimização por enxame de partículas. É apresentado um contexto

histórico de cada uma dessas teorias, assim como os principais conceitos, referências, classifi-

cação e principais tópicos de interesse.

2.1 TEORIA DE CONTROLE ADAPTATIVO

Atualmente, grande parte das malhas de controle industriais são caracterizadas por va-

riações na dinâmica da planta devido a complexidades tais como: incertezas, não linearidades,

perturbações estocásticas, mudança na natureza da entrada, atraso puro variante com o tempo,

etc. Diante de tais complexidades, as estratégias de controle convencionais apresentam limi-

tações para manter o desempenho da malha de controle em níveis aceitáveis, sendo portanto,

necessário utilizar técnicas de controle mais sofisticadas, dentre as quais destaca-se o controle

adaptativo, cujas técnicas desse campo de estudo fornecem abordagens para sintonia online

dos parâmetros do controlador, com base no projeto de um mecanismo de adaptação, afim de

compensar as variações na dinâmica da planta.

Controle adaptativo foi proposto inicialmente por Draper e Li (1951) para otimizar o

desempenho de uma máquina de combustão interna na presença de incertezas, em que uma

lei de controle ótima foi automaticamente projetada de acordo com o ponto de operação da

máquina. Vários outros trabalhos pioneiros foram surgindo nesta mesma época, podendo-se

destacar como principal motivação para o desenvolvimento da teoria de controle adaptativo, o

projeto de sistemas de controle para aeronaves de alta performance. Os principais desafios em

tais projetos são a ampla faixa de velocidades e altitudes que as aeronaves operam, dinâmicas

não-lineares e características variantes com o tempo. Os primeiros resultados em controle adap-

tativo de aeronaves são verificados em Whitaker et al. (1958), Gregory (1959), Osder (1959),

Dommasch e Barron (1959), Marx (1959), Whitaker (1959), McLean e Schmidt (1960) e Prince

(1962). Embora estes trabalhos tenham sido bem sucedidos, a falta de fundamentação teórica

concisa e desastres ocorridos em testes de voo diminuiu o interesse de pesquisadores na área

(TAYLOR; ADKINS, 1965). Tal interesse voltou a ser despertado na década de 1970 devido

às diversas contribuições na teoria de controle da década passada (1960) (ÅSTRÖM; WITTEN-

MARK, 2008), podendo-se citar o surgimento de teorias de estabilidade, espaço de estados,

controle estocástico, programação dinâmica (BELLMAN, 1954), identificação de sistemas e

estimação paramétrica (ÅSTRÖM; EYKHOFF, 1971).

As abordagens de controle adaptativo podem ser classificadas em direta e indireta. Na
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abordagem de controle adaptativo direta, ilustrada na Figura 1, um mecanismo de adaptação é

projetado para realizar a sintonia online dos parâmetros do controlador a partir dos dados de

entrada e saída da planta e das especificações de projeto de controle.

Figura 1 – Abordagem de controle adaptativo direta

Controlador Planta

Mecanismo

de Ajuste

Especificação de

Projeto

Entrada Saída

Referência

Fonte: adaptada de Åström e Wittenmark (2008)

Na abordagem de controle adaptativo indireta, ilustrada na Figura 2, um mecanismo de

adaptação é projetado para realizar a sintonia online dos parâmetros do controlador com base

nos parâmetros de um modelo da planta obtidos via identificação recursiva em malha fechada e

nas especificações de projeto.

Figura 2 – Abordagem de controle adaptativo indireta

Controlador Planta

Mecanismo

de Ajuste

Especificação de

Projeto

Parâmetros do Modelo

Entrada

Referência

Modelo

da Planta

Saída

Fonte: adaptada de Åström e Wittenmark (2008)

Dentro dessas duas abordagens, estão inseridos os esquemas de controle adaptativo, cu-

jos principais são: controle por escalonamento de ganho, controle adaptativo por modelo de

referência e controle adaptativo auto-ajustável. O esquema de controle por escalonamento de

ganho, ilustrado na Figura 3, é aplicado quando é possível encontrar variáveis medidas, chama-

das variáveis escalonadas, que correlacionem bem as mudanças do sistema dinâmico em vários

pontos de operação. Os parâmetros do controlador são determinados para cada um desses pontos

de operação e armazenados. O escalonador de ganho consiste de um mecanismo de adaptação,

que detecta o ponto de operação do sistema através das variáveis escalonadas e seleciona os

valores correspondentes dos parâmetros do controlador para este ponto de operação.
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Figura 3 – Esquema de controle adaptativo por escalonamento de ganho

Controlador Planta

Escalonador

de ganho

Parâmetros

do controlador

Entrada
Saída

Referência

Saída

Fonte: adaptada de Åström e Wittenmark (2008)

No esquema de controle adaptativo por modelo de referência (MRAC1), ilustrado na

Figura 4, as especificações são dadas em termos de um modelo de referência que indica como

a saída da planta deve responder para um sinal de referência uc. O controle por modelo de

referência é constituído de duas malhas, a malha interna é composta pelo controlador e a planta,

enquanto que a malha externa é composta pelo modelo de referência e o mecanismo de ajuste.

Os parâmetros do controlador são ajustados pela malha externa, visando a minimização do erro

entre a saída do modelo de referência e a saída da planta.

Figura 4 – Esquema de controle adaptativo por modelo de referência

Modelo

Parâmetros do controlador

Controlador Planta

Mecanismo
de ajuste

Saída

Fonte: adaptada de Åström e Wittenmark (2008)

O esquema de controle adaptativo auto-ajustável, ilustrado na Figura 5, é constituído

de duas malhas, a malha interna é composta pelo controlador e a planta, enquanto que a malha

externa é composta por um estimador de parâmetros recursivo e um mecanismo de ajuste. Os

parâmetros do controlador são ajustados pela malha externa, onde o mecanismo de ajuste con-

siste de uma técnica de sintonia de controlador baseado em modelo, com variados critérios de

projeto.
1 do inglês Model Reference Adaptive Systems
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Figura 5 – Esquema de controle adaptativo auto-ajustável

Controlador Planta

Mecanismo

de Ajuste

Especificação de

Projeto

Parâmetros do Modelo

Entrada

Referência

Estimação

do modelo

Parâmetros

do Controlador

Saída

Fonte: adaptada de Åström e Wittenmark (2008)

2.2 TEORIA DE SISTEMAS FUZZY

A teoria de sistemas fuzzy 2 foi introduzida por Zadeh (1965), em seu seminal paper

intitulado “Fuzzy Sets”, tendo como principal motivação o processamento de informações vagas,

imprecisas e linguísticas. Tal motivação é elucidada por Zadeh como segue:

A noção de um conjunto fuzzy proporciona um ponto de partida conveniente
para a construção de uma abordagem conceitual que se assemelha, em muitos
aspectos, com a abordagem usada em conjuntos clássicos. Porém, conjuntos
fuzzy são mais gerais que os conjuntos clássicos e, potencialmente, podem vir
a ter uma aplicabilidade muito mais diversificada, em particular nos campos de
reconhecimento de padrões e processamento de informações. Essencialmente,
abordagem fuzzy fornece um meio natural de lidar com os problemas em que
a fonte de imprecisão consiste na ausência de critérios bem definidos de perti-
nência a uma classe. (ZADEH, 1965, p. 339), tradução nossa.

Após a introdução de conjuntos fuzzy, Zadeh propôs ainda os conceitos de algoritmos

fuzzy (ZADEH, 1968), máquina de decisão fuzzy (BELLMAN; ZADEH, 1970), e ordenação

fuzzy (ZADEH, 1971). Em seguida, no artigo “Outline of a new approach to the analysis of

complex systems and decision processes” (ZADEH, 1973), ele estabeleceu os fundamentos para

controle fuzzy, introduzindo o conceito de variáveis linguísticas e propondo o uso de regras

fuzzy SE-ENTÃO para formular o conhecimento humano.

Uma variável linguística é uma variável cujos valores são palavras ou sentenças na lin-

guagem natural, onde tais palavras são caracterizadas por conjuntos fuzzy definidos no mesmo

universo de discurso das variáveis linguísticas. Por exemplo, a variável “temperatura” de um

determinado processo pode ser uma variável linguística a qual podem ser atribuídos os valores
2 A palavra “fuzzy”, de origem inglesa, significa incerto, vago, impreciso, subjetivo, nebuloso, difuso, etc. Po-

rém, nenhuma dessas traduções é tão fiel ao sentido amplo dado pela palavra fuzzy em inglês. Além disso,
observa-se que quase todos os países tem usado a palavra fuzzy, sem traduzi-la para língua pátria, com algu-
mas poucas exceções. Portanto, nesta dissertação é conservado o termo fuzzy, sem traduzi-lo para o português.
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“baixa”, “média” e “alta” no intervalo [0, Tmax]. Estes valores são descritos por intermédio de

conjuntos fuzzy, representados por funções de pertinência, conforme mostrado na Figura 6.

Figura 6 – Funções de pertinência para variável linguística temperatura

Os valores de uma variável linguística podem ser sentenças em uma linguagem espe-

cificada, construídas a partir de termos primários (alto, baixo, pequeno, médio, grande, zero,

por exemplo), de conectivos lógicos (negação não, conectivos e e ou), de modificadores (muito,

pouco, levemente, extremamente) e de delimitadores (como parênteses). Formalmente, uma va-

riável linguística é completamente caracterizada por uma quíntupla (N, T, U,G,M) (WANG,

1997; KLIR; YUAN, 1995), onde:

• N é o nome da variável linguística. Ex: temperatura.

• T é o conjunto de valores linguísticos que N pode tomar; Ex: T = {baixa,media, alta}.

• U é o universo de discurso; Ex: (U = {0, Tmax});

• G é a regra sintática para gerar os valores de N como uma composição de termos de T ,

conectivos lógicos, modificadores e delimitadores. Ex: temperatura não baixa e não muito

alta.

• M é um valor semântico que expressa cada valor linguístico em G com um conjunto

fuzzy em U ; Ex: M relaciona “baixa”, “média” e “alta” com a função de pertinência.

A principal diferença entres os conjuntos clássicos e conjuntos fuzzy é que enquanto os

conjuntos clássicos contém objetos que satisfazem propriedades precisas de pertinência (ou seja,

um elemento pertence ou não a um dado conjunto), os conjuntos fuzzy contém objetos que sa-

tisfazem propriedades imprecisas de pertinência (ou seja, alguns elementos são mais membros
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de um conjunto do que outros). Matematicamente, um conjunto clássico, Ac, pode ser repre-

sentado pelo método da pertinência, onde uma função µ determina se um elemento x pertence

(assume valor 1) ou não pertence (assume valor 0) ao conjunto clássico Ac da seguinte forma:

µAc
(x) =

{

1 se x ∈ Ac

0 se x /∈ Ac

(2.1)

Para conjuntos fuzzy, entretanto, a função de pertinência que os define pode assumir

valores entre o intervalo fechado [0, 1], onde um valor 0 indica uma completa exclusão, um

valor 1 representa completa pertinência, e valores entre 0 e 1 representam uma pertinência

parcial a um dado conjunto. Assim, pode-se estabelecer que a função de pertinência que define

um conjunto fuzzy Af é dada por (ZADEH, 1965):

µAf
(x) : U 7−→ [0, 1] (2.2)

Segundo Wang (1997), pode-se, então, concluir que os conjuntos fuzzy, representados

por funções de pertinência, são extensões dos conjuntos clássicos e são o fundamento da repre-

sentação do conhecimento humano. Por exemplo, por meio de conjuntos fuzzy pode-se expres-

sar a noção de que a temperatura de um processo tem seu valor em “torno de 25 ◦C”, utilizando

uma função de pertinência triangular (Figura 7), com o pico em 25 ◦C, para sugerir a noção de

que quanto mais perto o número de 25 ◦C, mais ele se identifica com o conceito representado.

Figura 7 – Exemplo de representação do valor linguístico “em torno de 25 ◦C” para a variável
linguística temperatura, por uma função de pertinência triangular

As regras fuzzy do tipo SE-ENTÃO se constituem outro componente fundamental no

contexto de sistemas fuzzy. Basicamente, elas tem a seguinte estrutura:

Se < proposição antecedente > Então < proposição consequente > (2.3)
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O formato das regras é um critério utilizado para classificar os tipos de sistemas fuzzy

em duas categorias que diferem fundamentalmente em sua capacidade de representar diferentes

tipos de informações (NGUYEN; SUGENO, 1998). Em geral, são distinguidos dois tipos de sis-

temas fuzzy: o sistema de inferência fuzzy linguístico ou Mamdani, como também é conhecido

(ZADEH, 1973; MAMDANI, 1977); e o sistema de inferência fuzzy Takagi-Sugeno (TAKAGI;

SUGENO, 1985). A seguir são apresentados estes dois tipos de sistemas fuzzy.

2.2.1 Sistemas de inferência fuzzy Mamdani

No sistema de inferência fuzzy Mamdani, proposto por Mamdani (1974), tanto o ante-

cedente quanto o consequente são proposições fuzzy (MAMDANI; ASSILIAN, 1975; MAM-

DANI, 1977). A forma geral para o sistema de inferência Mamdani é dada por (WANG, 1997;

ROSS, 2005):

R(i|i=1,2,··· ,L): Se x1 é Ai
1 E x2 é Ai

2 · · · E xν é Ai
ν Então y é Bi (2.4)

onde R(i) é a i-ésima regra, e L é o número de regras. xj , j = 1, 2 · · · , ν são as variáveis linguís-

ticas do antecedente (ou x = [x1, x2, · · · xν ], na forma vetorial), que representam as entradas

do sistema fuzzy e y é a variável do consequente, a qual representa a saída do sistema fuzzy.

Ai
j e Bi são os termos linguísticos (conjuntos fuzzy) definidos por funções de pertinência. O

elemento “E” é denominado operador lógico de conjunção (norma-t), representado pela notação

∧, que é equivalente a uma operação de mínimo, min. Portanto, o grau de ativação da i-th regra

fuzzy do sistema de inferência Mamdani dado na Eq. (2.4), usando o operador norma-t é dado

por:

βi = µAi
1
(x1) ∧ µAi

2
(x2) ∧ · · · ∧ µAi

ν(xν) = min(µAi
1
(x1), µAi

2
(x2), · · · , µAi

ν(xν)) (2.5)

Além do operador lógico de conjunção, existem também os operados lógicos de disjun-

ção (norma-s), OU, e negação (complemento), NÃO. Tais operadores são representados pelos

símbolos ∨ e ¬, e equivalem a operações de máximo (max) e complemento (1 − µAi
ν(xν)),

respectivamente (BABUSKA, 1998).

Para ilustrar a estrutura da base de regras do sistema de inferência Mamdani, considera-

se o problema de aproximação de uma função quadrática definida por:

y = f(x) = x2, x ∈ R| − 4 ≤ x ≤ 4 e y ∈ R|0 ≤ x ≤ 16 (2.6)

Para a variável de entrada x, definiu-se 9 conjuntos fuzzy dados por funções de pertinên-

cia do tipo gaussiana 3, onde os centros e desvios padrões para cada termo linguístico é dado na

Tabela 1.

3 A função gaussiana é definida por: g(x, σ, c) = e−
(x−c)2

2σ2 , onde σ2 é a variância e c é o centro
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Tabela 1 – Centros e desvios padrões das gaussianas que representam os conjuntos fuzzy da
variável de entrada x.

Termo Linguístico Centro (c) Desvio padrão (σ)

mquatro −4 0.315

mtrês −3 0.328

mdois −2 0.470

mum −1 0.2112

zero 0 0.7999

um 1 0.2112

dois 2 0.470

três 3 0.328

quatro 4 0.315

O termo linguístico “mquatro”, na Tabela 1, pode ser interpretado como o conjunto

fuzzy “em torno de menos quatro”, o termo linguístico “zero”, pode ser interpretado como o

conjunto fuzzy “em torno de zero”, e assim sucessivamente. Na Figura 8 são mostrados os

conjuntos fuzzy da variável de entrada x, dados os parâmetros apresentados na Tabela 1.

Figura 8 – Conjuntos fuzzy da variável de entrada x.
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Da mesma forma, para a variável de saída y, definiu-se 5 conjuntos fuzzy dados por

funções de pertinência do tipo gaussiana, onde os centros e desvios padrões para cada termo

linguístico são apresentados na Tabela 2. Na Figura 9 são mostrados os conjuntos fuzzy da

variável de saída y.

A base de regras do sistema de inferência Mandani definido para a aproximação da

função quadrática na equação (2.6), dados os conjuntos fuzzy de entrada e saída definidos ante-

riormente, é mostrada na Tabela 3.

A comparação entre a função quadrática definida pela equação (2.6) e sua aproximação

por um sistema de inferência fuzzy Mamdani, é mostrada na Figura 10, onde foi obtido um erro
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Tabela 2 – Centros e desvios padrões das gaussianas que representam os conjuntos fuzzy da
variável de saída y.

Termo Linguístico Centro (c) Desvio padrão (σ)

zero 0 0.260

um 1 0.065

quatro 4 0.0719

nove 9 0.1483

dezesseis 16 0.4853

Figura 9 – Conjuntos fuzzy da variável de saída y
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quadrático médio de 0.0559 4.

2.2.2 Sistemas de inferência fuzzy Takagi-Sugeno

No sistema de inferência fuzzy Takagi-Sugeno (TS), proposto por Takagi e Sugeno

(1985), o antecedente de cada regra também é composto de proposições fuzzy, assim como

no sistema de inferência Mamdani, porém o consequente consiste de uma função matemática

(crisp, não fuzzy) das variáveis do antecedente (BABUSKA, 1998; BARROS; BASSANEZI,

4 O erro quadrático médio é definido pela equação EQM =
1

N

N
∑

1

(yreal − yaprox)
2, onde: N é o número de

pontos da variável de entrada x, yreal é a saída real da função quadrática e yaprox é a saída aproximada do
sistema fuzzy.
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Tabela 3 – Base de Regras.

R1: Se x é mquatro então y é dezesseis

R2: Se x é mtrês então y é nove

R3: Se x é mdois então y é quatro

R4: Se x é mum então y é um

R5: Se x é zero então y é zero

R6: Se x é um então y é um

R7: Se x é dois então y é quatro

R8: Se x é três então y é nove

R9: Se x é quatro então y é dezesseis

Figura 10 – Curvas da função y = x2 (em linha contínua e preta) e da aproximação feita pelo
sistema fuzzy (linha tracejada e vermelha)
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2006a), como mostrado a seguir (TAKAGI; SUGENO, 1985; LENDEK et al., 2010):

R(i|i=1,2,··· ,L): Se x1 é Ai
1 E x2 é Ai

2 · · · E xν é Ai
ν Então yi = fi(x1, x2, · · · xν) (2.7)

onde R(i) é a i-ésima regra, e L é o número de regras. xj , j = 1, 2 · · · , ν (ou x = [x1, x2, · · · xν ],

na forma vetorial) são as variáveis linguísticas do antecedente (entradas do sistema), e yi é a

variável do consequente (saída do sistema), definida por um funcional das variáveis do antece-

dente. Ai
j e Bi são os termos linguísticos (conjuntos fuzzy) definidos por funções de pertinência.

A relação de cada variável linguística do antecedente com determinado conjunto fuzzy Ai
j(xj) é

dada pela função de pertinência µAi
j(xj): R → [0, 1]. O grau de ativação para a regra Ri, indicado
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por hi, é dado por:

hi(x) = µi
Ai

j(x1)
∧ µi

Ai
j(x2)

∧ ... ∧ µi
Ai

j(xν)
(2.8)

onde ∧ é um operador de conjunção norma-t (KLIR; YUAN, 1995). Considerando que exis-

tem várias classes de operadores norma-t disponíveis, o modelo fuzzy T-S utiliza o produto

algébrico para obtenção do grau de ativação da regra Ri:

hi(x) =
ν
∏

j=1

µi
j (xj) (2.9)

e o grau de ativação normalizado para a i-ésima regra é dado por

λi(x) =
hi(x)

L
∑

r=1

hr(x)

(2.10)

supondo
L
∑

r=1

hr(x) 6= 0, onde L é o número de regras. Assim, esta normalização implica em

L
∑

i=1

λi(x) = 1 (2.11)

A saída do modelo fuzzy T-S é uma soma ponderadas dos funcionais do consequente, fi, dada

por

y =
L
∑

i=1

λi(x)fi(x) (2.12)

Observa-se que y, na equação (2.12), é uma combinação convexa das funções locais (dos sub-

modelos) yi, o que facilita a análise dos modelos fuzzy T-S tanto para identificação, projeto de

controladores e análise de estabilidade (SERRA, 2005).

Para ilustrar a estrutura da base de regras do sistema de inferência fuzzy Takagi-Sugeno,

considera-se o mesmo problema que foi utilizado para ilustrar a estrutura da base de regras

do sistema de inferência Mamdani, que consiste na aproximação da função quadrática dada na

equação (2.6).

Para a variável de entrada x, definiu-se 7 conjuntos fuzzy dados por funções de perti-

nência do tipo gaussiana, onde os centros e desvios padrões para cada termo linguístico é dado

na Tabela 4.

Os temos linguísticos definidos para a variável de entrada do sistema de inferência TS

(Tabela 4), foram os mesmos definidos para a variável de entrada do sistema de inferência Mam-

dani (Tabela 1), porém com centros e desvios padrões diferentes. Na Figura 11 são mostrados os
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Tabela 4 – Centros e desvios padrões das gaussianas que representam os conjuntos fuzzy da
variável x.

Termo Linguístico Centro (c) Desvio padrão (σ)

mquatro −4 0.3

mtrês −3 0.3

mdois −2 0.3

mum −1 0.3

zero 0 0.3

um 1 0.3

dois 2 0.3

três 3 0.3

quatro 4 0.3

conjuntos fuzzy da variável de entrada x para o sistema de inferência TS, dados os parâmetros

apresentados na Tabela 4.

Figura 11 – Conjuntos fuzzy da variável de entrada x
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Para a saída de cada regra do sistema de inferência fuzzy Takagi-Sugeno definiu-se

uma função linear das variáveis do antecedente, ou seja, uma reta que atravessa pelo centro do

respectivo termo linguístico, tangente à função quadrática a ser minimizada, conforme pode-se

observar na Tabela 5:

Na Figura 12 é mostrado o gráfico comparativo entre a função dada na equação (2.6) e

a aproximação desta função pelo sistema fuzzy Takagi-Sugeno. O erro quadrático médio encon-

trado foi de 0.0179.

A eficácia de um modelo fuzzy T-S depende de características como o número de con-

juntos fuzzy na partição, da complexidade das funções no consequente e da complexidade das
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Tabela 5 – Base de Regras.

R1: Se x é mquatro então y é y1 = −8x− 16

R2: Se x é mtrês então y é y2 = −6x− 9

R3: Se x é mdois então y é y3 = −4x− 4

R4: Se x é mum então y é y4 = −2x− 1

R5: Se x é zero então y é y5 = 0

R6: Se x é um então y é y6 = 2x− 1

R7: Se x é dois então y é y7 = 4x− 4

R8: Se x é três então y é y8 = 6x− 9

R9: Se x é quatro então y é y9 = 8x− 16

Figura 12 – Curvas da função y = x2 (em linha contínua e preta) e da aproximação feita pelo
sistema nebuloso (linha tracejada e vermelha)
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funções de pertinência (BERGSTEN, 2001). Em comparativo ao sistema Mamdani, o sistema

de inferência fuzzy T-S apresenta maior precisão nas implementações computacionais bem

como tem mais flexibilidade para incorporar em sua estrutura formulações matemáticas com-

plexas (BERGSTEN, 2001; SERRA, 2012).

2.3 TEORIA DE OTIMIZAÇÃO MULTIOBJETIVO

Muitos problemas reais de otimização apresentam vários objetivos que devem ser alcan-

çados simultaneamente. Geralmente, alguns desses objetivos são conflitantes entre si, onde a

melhoria de um objetivo causa a deterioração no outro objetivo. Essas são as características de

um problema de Otimização Multiobjetivo, também conhecido como problema de Otimização

Multicritério ou Multiatributo.
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Seja S ⊆ RM o espaço de busca (também conhecido como espaço decisão) na M -

ésima dimensão, e F ⊆ S a região factível (região onde estão as soluções para o problema),

um problema de otimização multiobjetivo (POM) é definido genericamente pela formulação a

seguir (DEB, 2001; CHONG; ZAK, 2013):

minimize f(x) = [f1(x), f2(x), · · · , fM(x)]T

sujeito a gj(x) ≤ 0, j = 1, · · · , J

hk(x) = 0, k = 1, · · · , K

x ∈ [xmin,xmax]
T

(2.13)

onde, o vetor de soluções para o problema de otimização multiobjetivo, x = [x1, x2, · · · , xN ]
T ∈

S, é definido como o vetor de variáveis de decisão (ou simplesmente, vetor de decisão); o vetor

de M avaliações de função objetivo, f(x) = [f1(x), f2(x), · · · , fM(x)]T ∈ O ⊆ RM , é definido

como vetor objetivo, em que a m-ésima função objetivo é definida por fm : RM → R e O é

conhecido como o espaço objetivo; gj e hk são, respectivamente, as inequações e equações de

restrições; e, os vetores xmin ∈ RM e xmax ∈ RM são os limites inferior e superior do vetor de

decisões x (ou seja, xn
min ≤ xn ≤ xn

max, ∀n = 1, · · · , N ). As soluções contidas dentro desses

limites e que satisfazem as restrições, constituem a região factível F .

O principal problema em otimização multiobjetivo é a presença de objetivos conflitan-

tes. Portanto, deseja-se encontrar um conjunto de soluções que fazem o balanceamento entre

todos os objetivos. Tal balanceamento é conseguido quando uma solução não pode melhorar al-

gum objetivo sem degradar um ou mais objetivos. Este conjunto de soluções são denominadas

conjunto de soluções não-dominadas, ou o conjunto ótimo de Pareto. Os vetores de objetivos

no espaço objetivo são conhecidos como frente de Pareto.

A seguir serão apresentados os conceitos básicos relacionados ao problema de otimiza-

ção multiobjetivo formulado pela equação (2.13) (DEB, 2001).

Definição 1: Dominância de Pareto. Sejam x(1), x(2) ∈ RM , duas soluções para o

POM, diz-se que a solução x(1) domina a solução x(2) (representado por x(1) ≺ x(2)), se e

somente se, as seguintes condições são satisfeitas:

1. x(1) não é pior que x(2) em todos os objetivos, ou seja, fm(x(1)) ≤ fm(x
(2)), ∀m =

1, · · · ,M ;

2. x(1) é estritamente melhor que x(2) em pelo menos um objetivo, ou seja, ∃m = 1, · · · ,M :

fm(x
(1)) < fm(x

(2)).

Na Figura 13, é ilustrada a definição de dominância de Pareto, apresentada acima. Con-

forme pode ser observado, a solução x(1) domina a solução x(2) (na literatura, também podem

ser encontradas as nomenclaturas: x(2) é dominada por x(1), x(1) é não-dominada por x(2) ou
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x(1) é não-inferior a x(2)). A área hachurada representa a região de todas as possíveis soluções

dominadas por x(1).

Figura 13 – Ilustração de dominância

Definição 2: Dominância forte. Uma solução x(1) domina fracamente uma solução x(2)

(representado por x(1) � x(2)), se e somente se, x(1) não é pior que x(2) em todos os objetivos,

ou seja, fm(x(1)) < fm(x
(2)), ∀m = 1, · · · ,M .

Definição 3: Dominação fraca. Uma solução x(1) domina fortemente (ou estritamente)

uma solução x(2) (representado por x(1) ≺≺ x(2)), se e somente se, x(1) não é pior que x(2) em

pelo menos um objetivo, ou seja, ∃m = 1, · · · ,M : fm(x
(1)) < fm(x

(2)).

Definição 3: Ótimo de Pareto. Um vetor de decisão, x∗ ∈ F é o ótimo de Pareto se

não existe um um vetor de decisão, x 6= x∗ ∈ F que o domina. Ou seja, ∄x ∈ F tal que

f(x) ≺ f(x∗).

Definição 4: Conjunto ótimo de Pareto. O conjunto ótimo de Pareto, P ∗, consiste de

todos os vetores de decisão ótimo de Pareto, ou seja:

P ∗ = x∗ ∈ F |∃x ∈ F : x∗ ≺ x (2.14)

Definição 5: Frente de Pareto. Dado o vetor objetivo, f(x), e o conjunto Pareto-ótimo,

P ∗, então a frente de Pareto, FP ∗ ⊆ O, é definida como

FP ∗ = f(x∗) = (f1(x
∗), f2(x

∗), · · · , fM (x∗))|x∗ ∈ P (2.15)

A frente de Pareto, portanto, contem todos os vetores objetivos correspondentes aos

vetores decisão que são não dominados por algum outro vetor decisão. Basicamente, a frente

de Pareto pode ser classificada em convexa e côncava. Uma frente de Pareto, FP ∗ é dita ser

convexa se e somente se ∀x(1),x(2) ∈ FP ∗, ∀λ ∈ (0, 1), ∃x(3) ∈ FP ∗ : λ
∥

∥x(1)
∥

∥ + (1 −

λ)
∥

∥x(2)
∥

∥ ≥
∥

∥x(3)
∥

∥. Uma frente de Pareto, FP ∗ é dita ser côncava se e somente se ∀x(1),x(2) ∈

FP ∗, ∀λ ∈ (0, 1), ∃x(3) ∈ FP ∗ : λ
∥

∥x(1)
∥

∥ + (1 − λ)
∥

∥x(2)
∥

∥ ≤
∥

∥x(3)
∥

∥ (JIN; OLHOFER;



Capítulo 2. REFERENCIAIS TEÓRICOS 41

SENDHOFF, 2001). Na Figura 14 é ilustrada a frente de Pareto convexa, Figura 14(a), e a

frente de Pareto côncava, Figura 14(b).

Figura 14 – Frente de Pareto Convexa e Côncava.

A frente de Pareto pode ainda ser classificada em parcialmente convexa e parcialmente

côncava, uniforme, não uniforme, discreta, etc. A seguir serão ilustradas algumas dessas classi-

ficações, a partir de resultados computacionais discutidos em Parsopoulos e Vrahatis (2002b).

• Frente de Pareto Uniforme e Convexa, apresentada na Figura 15, para o POM:

f(x) = (f1(x), f2(x))

f1(x) = 1
M

M
∑

j=1

x2
j

f2(x) = 1
M

M
∑

j=1

(xj − 2)2

(2.16)

• Frente de Pareto Não-Uniforme e Convexa, apresentada na Figura 16, para o POM:

f(x) = (f1(x), f2(x))

f1(x) = x1

f2(x) = g(x)(1−
√

f1(x)/g(x))

(2.17)

onde

g(x) = 1 +
9

M − 1

M
∑

j=2

xj

• Frente de Pareto Côncava, apresentada na Figura 17, para o POM:

f(x) = (f1(x), f2(x))

f1(x) = x1

f2(x) = g(x)(1− (f1(x)/g(x))
2

(2.18)

onde

g(x) = 1 +
9

M − 1

M
∑

j=2

xj
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Figura 15 – Frente de Pareto Uniforme e Convexa

Fonte: Parsopoulos e Vrahatis (2002b)

Figura 16 – Frente de Pareto Não-Uniforme e Convexa

Fonte: Parsopoulos e Vrahatis (2002b)

• Frente de Pareto Parcialmente Convexa e Côncava, apresentada na Figura 18, para o POM:

f(x) = (f1(x), f2(x))

f1(x) = x1

f2(x) = g(x)(1−
√

f1(x)/g(x)− (f1(x)/g(x))
4)

(2.19)
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Figura 17 – Frente de Pareto Côncava

Fonte: Parsopoulos e Vrahatis (2002b)

onde

g(x) = 1 +
9

M − 1

M
∑

j=2

xj

Figura 18 – Frente de Parcialmente Convexa e Côncava

Fonte: Parsopoulos e Vrahatis (2002b)



Capítulo 2. REFERENCIAIS TEÓRICOS 44

• Frente de Pareto Convexa e discreta, apresentada na Figura 19, para o POM:

f(x) = (f1(x), f2(x))

f1(x) = x1

f2(x) = g(x)(1−
√

f1(x)/g(x)− (f1(x)/g(x))sin(10πf1(x)))

(2.20)

onde

g(x) = 1 +
9

M − 1

M
∑

j=2

xj

Figura 19 – Frente de Pareto Convexa e Discreta

Fonte: Parsopoulos e Vrahatis (2002b)

A solução para o POM é obtida a partir da frente de Pareto, visando um balanceamento

entre todos os objetivos do problema. Diversos métodos podem ser utilizados para a solução do

POM com base na frente de Pareto. A seguir será apresentado o método de agregação ponderada,

que foi utilizado neste trabalho de dissertação.

2.3.1 Método de agregação ponderada

O método de agregação ponderada, experimentado inicialmente em Zadeh (1963), é um

dos métodos mais comuns para resolver um problema de otimização multiobjetivo, e consiste

em definir uma única função objetivo dada pela soma ponderada de todas as funções objetivo
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do POM, usando um vetor de pesos ω ≥ 0, com ‖ω‖1 = 1. Portanto, usando o método de

agregação ponderada o POM definido na equação (2.13) é reformulado como a seguir:

minimize F =
M
∑

m=1

ωmfm(x)

sujeito a gj(x) ≤ 0, j = 1, · · · , J

hk(x) = 0, k = 1, · · · , K

x ∈ [xmin,xmax]
M

ωm ≥ 0,m = 1, · · · ,M

(2.21)

Onde considera-se ‖ω‖1 = 1, ou seja,
M
∑

m=1

ωm = 1.

A escolha adequada dos pesos, ωm, é dependente de cada problema de otimização. Di-

ferentes ponderações produzem diferentes resultados, uma vez que mudam a função objetivo F .

Atribuir valores diferentes de peso para as m funções objetivo corresponde a determinar a im-

portância que cada função possui no problema. Isto requer um mínimo de conhecimento sobre

as características dos parâmetros envolvidos no processo de otimização e a direciona no sentido

dos pontos ótimos das funções objetivo com as maiores ponderações.

Tais pesos podem ser constantes e definidos pelo especialista. Porém, este tipo de abor-

dagem não é eficiente para problemas de otimização multiobjetivo em que a frente de Pareto

é côncava (JIN; OLHOFER; SENDHOFF, 2001; DAS; DENNIS, 1997). Para tanto, uma abor-

dagem mais eficiente pode ser obtida admitindo uma mudança dinâmica desses pesos. Duas

abordagens de mudança dinâmica dos pesos são dadas a seguir:

• Agregação ponderada Bang-bang:

ω1(t) = sign(sin(2πt/τ))

ω2(t) = 1− ω1(t)
(2.22)

onde τ é a frequência de mudança dos pesos. Os pesos são mudados abruptamente devido

ao uso de sign na equação (2.22).

• Agregação ponderada dinâmica:

ω1(t) = |sin(2πt/τ)|

ω2(t) = 1− ω1(t)
(2.23)

Nesta abordagem, os pesos mudam mais gradualmente.

2.4 TEORIA DE OTIMIZAÇÃO POR ENXAME DE PARTÍCULAS

O algoritmo de otimização por enxame de partículas (PSO) foi desenvolvido inicial-

mente por Kennedy e Eberhart (1995) motivados pelo trabalho realizado por Reynolds (1987)
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cujo principal objetivo foi simular os padrões de voo de pássaros5 para fins de animação com-

putacional. Segundo Reynolds, para um pássaro participar de um bando, ele deve ter comporta-

mentos que lhe permitam coordenar o seu movimento com o movimento dos demais pássaros.

E estes comportamentos correspondem às forças opostas de prevenção de colisões e ao desejo

de se juntar ao bando. Com base nestas observações do comportamento de um bando natural,

Reynolds definiu três comportamentos básicos utilizados para desenvolver sua simulação com-

putacional (REYNOLDS, 1987):

1. Prevenção de colisões: previne colisões entre os indivíduos próximos dentro do bando,

portanto os indivíduos tendem a manter um certo distanciamento uns dos outros;

2. Correspondência de velocidades: deve haver correspondência entre as velocidades dos

indivíduos próximos;

3. Centralização do bando: cada indivíduo tenta ficar nas proximidades dos indivíduos pró-

ximos.

De maneira análoga, para desenvolver o algoritmo PSO, Kennedy e Eberhart definiram

três componentes que influenciam o deslocamento de uma partícula dentro de um enxame:

• Velocidade prévia: serve como uma memória da direção passada do deslocamento da

partícula. Esta memória pode ser vista como um momento, que previne a partícula de

mudanças drásticas em sua direção, e modela a tendência da partícula até a direção atual.

Esta componente é também conhecida como componente de inércia.

• Componente cognitiva: quantifica o desempenho da partícula na iteração atual em relação

aos desempenhos da mesma partícula em iterações passadas. O efeito desta componente

é que as partículas são atraídas por sua melhor posição visitada até então (experiência

própria), semelhante a tendência de indivíduos naturais para retornar a situações ou luga-

res que melhor os satisfizeram no passado. Esta componente é também conhecida como

“nostalgia”, “auto-conhecimento” ou “memória”.

• Componente social: quantifica o desempenho da partícula em relação a todo o enxame

de partículas, ou vizinhança. A componente social assemelha-se a grupos de normas ou

padrões que indivíduos naturais procuram cumprir. O efeito desta componente é que cada

partícula é também atraída pela melhor posição encontrada pelas partículas vizinhas (ex-

periência da vizinhança). Esta componente é também conhecida como “cooperação”, “co-

nhecimento coletivo”, “informação compartilhada” ou “inveja”.
5 Além do voo de pássaros, o trabalho de Reynolds, foi inspirado também no movimento de rebanho de animais

terrestres e animais aquáticos (cardume de peixes), em busca de alimentos ou de reprodução. Ao conjunto de
todas essas criaturas (pássaros, animais terrestres e peixes), Reynolds denomina de “boids”, uma aglutinação
para “bird-old”. Percebe-se, portanto, que o principal enfoque de Reynolds, consiste no estudo do comporta-
mento de pássaros. Por isso, na literatura, costuma-se associar a inspiração do PSO a bando de pássaros, por
mais que este seja também inspirado em outros seres biológicos.



Capítulo 2. REFERENCIAIS TEÓRICOS 47

Com base nas componentes bio-inspiradas, acima descritas, o algoritmo PSO é formu-

lado como segue: seja um problema de otimização com espaço de busca D-dimensional, um

enxame contendo np partículas é aleatoriamente gerado dentro deste espaço de busca. A posi-

ção da ii|i=1,··· ,np-ésima partícula, xi = (xi1, xi2, · · · , xiD), representa uma possível solução do

problema de otimização. Uma função de custo, f , é utilizada para quantificar o desempenho

de cada partícula i do enxame. Na iteração k + 1, o algoritmo atualiza a posição (xi(k + 1)),

conforme a seguir:

xi(k + 1) = xi(k) + vi(k + 1) (2.24)

O vetor de velocidade, vi = (vi1, vi2, · · · , viD), direciona o processo de otimização.

Conforme será visto adiante, a velocidade é atualizada (vi(k + 1)) com base na velocidade

prévia (vi(k)), no conhecimento individual da partícula (componente cognitiva), e no conheci-

mento coletivo de todo o enxame (componente social). Baseado no método de atualização da

velocidade (método de busca), o algoritmo PSO pode ser global (gbest PSO) ou local (lbest

PSO). A seguir será feita uma descrição sobre estes dois métodos.

2.4.1 Algoritmo PSO global

No algoritmo PSO global, a componente social da velocidade possui informação relativa

a todas as partículas do enxame, ou seja, todas as partículas são interligadas entre si. Portanto,

considerando-se pg a melhor posição encontrada dentre todas as partículas do enxame, e pi a

melhor posição encontrada pela própria partícula, a velocidade para o algoritmo PSO global é

definida como a seguir:

vi(k + 1) = vi(k) + c1r1(k) [pi(k)− xi(k)] + c2r2(k) [pg(k)− xi(k)] (2.25)

onde c1 e c2 são os coeficientes usados para ponderar as contribuições das componentes cogni-

tiva, [pi(k)− xi(k)], e social, [pg(k)− xi(k)], respectivamente; e r1, r2 ∼ U(0, 1) são variá-

veis aleatórias no intervalo [0, 1]. Pode-se notar que as variáveis r1 e r2 introduzem a natureza

estocástica ao algoritmo PSO.

A melhor posição individual, pi, da i-ésima partícula na próxima iteração, k + 1, consi-

derando um problema de minimização, pode ser obtida conforme a seguir:

pi(k + 1) =

{

pi(k) if f (xi(k + 1)) ≥ f (pi(k))

xi(k + 1) if f (xi(k + 1)) < f (pi(k))
(2.26)

Por outro lado, considerando-se um problema de maximização, pi(k+1) pode ser obtida

da seguinte forma:
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pi(k + 1) =

{

pi(k) if f (xi(k + 1)) ≤ f (pi(k))

xi(k + 1) if f (xi(k + 1)) > f (pi(k))
(2.27)

onde f : RD → R é a função objetivo, que mede o quão próximo uma dada solução está da

solução ótima.

A atualização da melhor posição global do enxame de partículas, pg(k + 1), conside-

rando um problema de minimização, é obtida conforme a seguir:

pg(k + 1) ∈
{

pi|
i=1,2,··· ,np

}

/pg(k + 1) = argmin
1≤i≤np

f (pi(k + 1)) (2.28)

E considerando um problema de maximização, esta é obtida conforme a seguir:

pg(k + 1) ∈
{

pi|
i=1,2,··· ,np

}

/pg(k + 1) = argmax
1≤i≤np

f (pi(k + 1)) (2.29)

A posição inicial da i-ésima partícula, xi(0), é dada por um valor aleatório dentro do

espaço de busca, cujos limites inferior e superior definidos são representados por x(min)
i ∈ RD

e x
(max)
i ∈ RD, respectivamente. Ou seja,

xi(0) = x
(min)
i + r(x

(max)
i − x

(min)
i ) (2.30)

onde r ∈ RD é um vetor cujos elementos são valores aleatórios entre 0 e 1, ou seja, r ∼

U(0, 1)D. Diferentes métodos podem ser utilizados para inicialização de xi, afim de garan-

tir que o espaço de busca seja coberto uniformemente, podendo-se destacar: sequência Sobol

(PARSOPOULOS; VRAHATIS, 2001; PANT et al., 2008), sequência de Faure (BRITS, 2002;

BRITS; ENGELBRECHT; BERGH, 2002), e método simplex (PARSOPOULOS; VRAHATIS,

2002; WANG; QIU, 2005).

A velocidade pode ser inicializada por zero, ou seja:

vi(0) = 0 (2.31)

E a melhor posição local da i-ésima partícula é inicializada atribuindo-se as próprias

condições iniciais da posição da i-ésima partícula, ou seja:

pi(0) = xi(0) (2.32)
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A seguir é mostrado o pseudo-código do algoritmo gbest PSO:

for cada partícula i ∈ 1, ..., N do

Inicialize aleatoriamente xi ;

Inicialize aleatoriamente vi ;

Defina pg = argmin {f(xi)} ;

end

repeat

for cada partícula i ∈ 1, ..., N do

Atualize a velocidade usando Eq. (2.25);

Atualize a posição usando Eq. (2.24);

Avalie a função custo da i-ésima partícula, f(xi);

if f(xi) < f(pi) then
pi = xi

end

Atualize pg = argmin {f(pi)} ;

end

until algum critério de convergência ser satisfeito;
Algoritmo 1: Pseudo-código geral para o algoritmo global PSO

2.4.2 Algoritmo PSO local

No algoritmo PSO local, a componente social da velocidade possui informação relativa

a vizinhança em torno da partícula, e não de todas as partículas do enxame, ou seja, as partículas

estão interligadas somente com partículas próximas entre si. A vizinhança de tamanho nv da

partícula xi na iteração k é definida como a seguir:

Vi = {xi−nv
(k),xi−nv+1(k), · · · ,xi−1(k),xi(k),xi+1(k), · · · ,xi+nv

(k)} (2.33)

Considerando-se pv a melhor posição encontrada dentre as partículas vizinhas, e pi a

melhor posição encontrada pela própria partícula, a velocidade para o algoritmo PSO local é

definida como a seguir:

vi(k + 1) = vi(k) + c1r1(k) [pi(k)− xi(k)] + c2r2(k) [pv(k)− xi(k)] (2.34)

A atualização da melhor posição global da vizinhança, pv(k+1), para um problema de

minimização, é obtida conforme a seguir:

pv(k + 1) ∈
{

pi|
i=1,2,··· ,np

}

/pv(k + 1) = argmin
1≤i≤np

f (pi(k + 1)) , ∀ pi ∈ Ni (2.35)
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E considerando um problema de maximização, esta é obtida conforme a seguir:

pv(k + 1) ∈
{

pi|
i=1,2,··· ,np

}

/pv(k + 1) = argmax
1≤i≤np

f (pi(k + 1)) , ∀ pi ∈ Ni (2.36)

A seguir é mostrado o pseudo-código do algoritmo lbest PSO:

for cada partícula i ∈ 1, ..., np do

Inicialize aleatoriamente xi ;

Inicialize aleatoriamente vi ;

Defina pv = argmin {f(xi)} ;

end

repeat

for cada partícula i ∈ 1, ..., np do

Atualize a velocidade usando Eq. (2.34);

Atualize a posição usando Eq. (2.24);

Avalie a função custo da i-ésima partícula, f(xi);

if f(xi) < f(pi) then
pi = xi

end

Atualize pv = argmin {f(pi)} ;

end

until algum critério de convergência ser satisfeito;
Algoritmo 2: Pseudo-código geral para o algoritmo local PSO

2.4.3 Topologias de redes de PSO

Diversas topologias podem ser utilizadas para implementação de um algoritmo PSO,

dentre as quais, as mais comumente utilizadas são: topologia em estrela, topologia em anel,

topologia em roda e topologia quatro agrupamentos, conforme mostrado na Figura 20.

Na estrutura em estrela, todas as partículas são interligadas entre si, tal como ilustrado

na Figura 20(a). Como consequência, cada partícula é atraída pela melhor solução encontrada

por todo o enxame de partículas. Outra consequência é que esta estrutura possui convergência

mais rápida comparada às outras estruturas de redes de PSO. Em contrapartida, esta é mais

susceptível para cair em um mínimo local, em vez de um mínimo global. Portanto, a estrutura

em estrela é mais adequada para problemas de otimização unimodais.

Na estrutura em anel, cada partícula está interligada com suas nv partículas vizinhas. Na

Figura 20(b) é ilustrado o caso em que nv = 2 e cada partícula comunica-se com suas partículas

adjacentes. As partículas, na estrutura em anel, são atraídas pela melhor solução encontrada

pela sua respectiva vizinhança e, no final, convergem para uma única solução. Uma vez que

as partículas se comunicam diretamente com sua vizinhança e não com o enxame completo,
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Figura 20 – Topologias de redes PSO comumente utilizadas: (a) Topologia em estrela, (b) To-
pologia em anel, (c) Topologia em roda e (d) Topologia quatro agrupamentos

(a) Estrela (b) Anel

(c)Roda

(d) Quatro Clusters

Fonte: adaptado de Engelbrecht (2007b) e Valle et al. (2008)

então o fluxo de informação do enxame completo para uma partícula individual é mais lento,

consequentemente, a convergência é mais lenta, e há uma varredura maior do espaço de busca.

Portanto, a estrutura em anel é mais adequada para problemas de otimização multimodais.

Na estrutura em roda, as partículas de uma vizinhança são isoladas umas das outras.

Uma partícula serve como ponto central, e toda a informação é comunicada através da partícula

central, como mostrado na Figura 20(c). A partícula central compara o desempenho de todas as

partículas na vizinhança, e ajusta suas posições com base no melhor vizinho. Se a nova posição

das partícula central resulta em um desempenho melhor, então esta melhoria é comunicada a

todas as partículas da vizinhança. A rede estrutura em roda torna lenta a propagação de boas

soluções através do enxame.

Por fim, na estrutura de quatro agrupamentos ou conjuntos, mostrada na Figura 20(e),

cada agrupamento comunica-se um com o outro através de uma única partícula. Assim, as

informações sobre as melhores soluções encontradas por um determinado agrupamento flui

para os outros agrupamentos através de um único informante. Se a informação transmitida a

partir de um informante do agrupamento C1 ao outro informante do agrupamento C2 é melhor
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do que no agrupamento C2, as partículas em C2 ajustam as suas posições de acordo com a nova

informação. As partículas selecionadas de cada agrupamento comunicam sempre com a mesma

partícula dos outros agrupamentos. Por outro lado, as partículas dentro de um agrupamento são

totalmente conectadas a todas as outras partículas do mesmo agrupamento. Assim, na estrutura

quatro agrupamentos, cada agrupamento executa exploração local enquanto que a estrutura da

rede como um todo é o responsável pela exploração global.

Embora muitos estudos foram desenvolvidos utilizando as diferentes topologias apre-

sentadas, não há melhor topologia para todos os problemas. Em geral, as estruturas totalmente

conectadas apresentam melhor desempenho para problemas unimodais, enquanto as estruturas

menos conectadas apresentam melhor desempenho em problemas multimodais, dependendo do

grau de conexão da partícula (BASTOS-FILHO et al., 2008; KENNEDY, 1999; KENNEDY;

MENDES, 2002; MENDES et al., 2002; PEER; BERGH; ENGELBRECHT, 2003).

2.4.4 Variações básicas do PSO

O algoritmo PSO original foi aplicado com sucesso em diversos trabalhos (KENNEDY;

SPEARS, 1998; EBERHART; SHI, 1998; SALERNO, 1997; TSOU; MACNISH, 2003; RO-

BINSON; RAHMAT-SAMII, 2004). Embora os resultados apresentados nestes trabalhos de-

monstrem a eficiência deste algoritmo para solução de diversos problemas de otimização, tais

resultados revelam também problemas de convergênca no mesmo. Por esse motivo, diversas

variações para o algoritmo PSO original tem sido propostas com a finalidade de melhorar sua

convergência, além da qualidade de suas soluções.

Em Eberhart e Shi (1998) foi proposta a primeira modificação significativa no algoritmo

PSO original, que consiste no acréscimo de uma constante chamada peso de inércia, ω, na

equação de atualização da velocidade, conforme a seguir:

vi(k + 1) = ωvi(k) + c1r1(k) [pi(k)− xi(k)] + c2r2(k) [pg(k)− xi(k)] (2.37)

A partir da equação (2.37), observa-se que o peso de inércia, ω, pondera a contribuição

da velocidade anterior na atualização da nova velocidade, ou seja, controla o quanto de memória

da direção passada do deslocamento da partícula influenciará a nova velocidade. Ademais, as

seguintes considerações a cerca da variável ω podem ser verificadas (ENGELBRECHT, 2007b):

Se ω ≥ 1, então as velocidades das partículas aumentam descontroladamente ao longo do

número de iterações, provocando divergência do enxame. Se 0 < ω < 1, as partículas diminuem

sua velocidade ao longo do número de iterações, até tender a zero, e quanto mais próximo

de 1 o valor de ω, maior a dispersão (separação) das partículas dentro do espaço de busca

e mais lenta a convergência do enxame, contrariamente, quanto mais próximo de 0 o valor

de ω, maior a concentração (proximidade) das partículas dentro do espaço de busca e mais
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rápida a convergência do enxame. Por fim, se ω = 0, o efeito da velocidade é perdido, pois o

deslocamento das partículas ocorrerá sem levar em consideração sua velocidade prévia.

Ao peso de inérica pode ser atribuído um valor fixo ou valores dinamicamente variantes.

Um valor fixo de ω comumente utilizado é ω = 0.8 (SHI; EBERHART, 1998), porém tal

escolha é dependente do problema. Bergh (2006) propoem que a escolha de ω seja realizada em

função das constantes c1 e c2, como a seguir:

ω >
1

2
(c1 + c2)− 1 (2.38)

A condição acima tem por finalidade garantir convergência na trajetória das partículas.

Uma condição similar é desenvolvida por Trelea (2003).

Nas abordagens de mudança dinâmica de ω, tal parâmetro é inicializado com um va-

lor grande (usualmente 0.9) e decresce à medida que o número de iterações vai aumentando.

A interpretação para esta abordagem, é que inicialmente as partículas são mantidas bem espa-

lhadas dentro do espaço de busca, ou seja, as partículas “varrem” melhor o espaço de busca,

e nas iterações finais do algoritmo, as partículas são mantidas bem concentradas, ou seja, as

partículas fazem um “refinamento” da melhor solução encontrada até então. Na equação (2.39)

é apresentada uma abordagem para mudança dinâmica, por meio do descrescimento linear de

ω (NAKA et al., 2001; RATNAWEERA; HALGAMUGE; WATSON, 2002; SUGANTHAN,

1999; YOSHIDA et al., 1999).

ω(k) = (ω(0)− ω(kmax))
(kmax − k)

kmax

+ ω(kmax) (2.39)

onde kmax é o número máximo de iterações em que o algoritmo é executado, ω(0) é o peso

de inércia na iteração inicial, ω(kmax) é o peso de inércia na iteração final, e ω(k) é o peso de

inércia na iteração k.

Outros métodos para mudança dinâmica do peso de inércia podem ser encontrados em

Clerc (2001), Peng, Chen e Eberhart (2000), Peram, Veeramachaneni e Mohan (2003), Shi e

Eberhart (2001a), Venter e Sobieszczanski-Sobieski (2004), Venter e Sobieszczanski-Sobieski

(2003), Zheng et al. (2003).

Em Clerc e Kennedy (2002), foi proposta outra modificação significativa no algoritmo

PSO original, que consiste no acréscimo de uma constante chamada coeficiente de constrição,

χ, na equação de atualização da velocidade, conforme a seguir:

vi(k + 1) = χ [vi(k) + ϕi1(k) [pi(k)− xi(k)] + ϕi2(k) [pg(k)− xi(k)]] (2.40)
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onde,

χ =
2κ

∣

∣

∣
2− φ−

√

φ(φ− 4)
∣

∣

∣

(2.41)

com φ = φi1 + φi2, φi1 = c1r1 e φi2 = c2r2.

As seguintes restrições garantem a convergência do algoritmo PSO: φ ≥ 4 e κ ∈ [0, 1].

O parâmetro κ controla a concentração (proximidade) e dispersão (separação) das partículas

dentro do enxame. Para κ ≈ 0, as partículas ficam mais concentradas, e portanto, é obtida uma

rápida convergência do enxame, e as partículas varrem o espaço de busca localmente. Por outro

lado, para κ ≈ 1, as partículas ficam mais dispersas, resultando em uma convergência lenta, e

as partículas varrem melhor todo o espaço de busca. Normalmente, κ é definida como um valor

constante.

Diversas outras variações do algoritmo PSO vem sendo propostas, podendo destacar:

PSO híbrido (EL-DIB et al., 2004; NAKA et al., 2003; ANGELINE, 1998; MIRANDA; FON-

SECA, 2002; TALBI; BATOUCHE, 2004; MOORE; VENAYAGAMOORTHY, 2006), PSO

adaptativo (MOHAGHEGI et al., 2005; SHI; EBERHART, 2001a; SHI; EBERHART, 2001b;

KHAJENEJAD et al., 2006; ZHANG; LIU; CLERC, 2003), PSO multiobjetivo (PARSOPOU-

LOS; VRAHATIS, 2002a; MOSTAGHIM; TEICH, 2003; FIELDSEND; EVERSON; SINGH,

2003; RAY; LIEW, 2002; COELLO; LECHUGA, 2002; COELLO; PULIDO; LECHUGA,

2004; LI, 2003), PSO gaussiano (SECREST; LAMONT, 2003; KROHLING et al., 2005; KROH-

LING et al., 2004), PSO alongado (PARSOPOULOS; VRAHATIS, 2002b; KANNAN et al.,

2004; PARSOPOULOS et al., 2001), PSO cooperativo (BERGH; ENGELBRECHT, 2004;

BASKAR; SUGANTHAN, 2004; EL-ABD; KAMEL, 2006), etc.

2.5 TEORIA DE MARGENS DE GANHO E FASE

A resposta em frequência de um sistema é definida como a resposta em regime esta-

cionário do sistema com entrada senoidal. No método de resposta em frequência, varia-se a

frequência do sinal de entrada em uma faixa de interesse e analisa-se a resposta em frequência

resultante. Pode-se verificar que um sistema linear, estável, invariante no tempo e sujeito a uma

entrada senoidal possuirá, em regime permanente, uma saída senoidal com a mesma frequência

da entrada, porém a amplitude e o ângulo de fase da saída, em geral, serão diferentes daqueles da

entrada. O método de reposta em frequência é muito utilizado nas áreas de controle, eletrônica,

processamento de sinais e comunicação, apresentando como principais vantagens a possibili-

dade de ser obtida experimentalmente a partir de geradores de sinais senoidais e equipamentos

de medição precisos, e a possibilidade de projeto de controle desprezando os efeitos de ruídos

indesejados, além de permitir que a análise e projeto de controle possa ser estendidos a certas

classes de sistemas não-lineares.
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Neste contexto, as margens de ganho e fase, introduzidas por Horowitz (1963), são duas

medidas importantes da resposta em frequência. Estas são usadas como medidas de desempe-

nho e robustez de um sistema de controle em malha fechada (JACQUOT, 1995; FRANKLIN;

POWELL; EMAMI-NAEINI, 2001), uma vez que estas especificações do domínio da frequên-

cia permitem avaliar a quantidade de ganho e deslocamento de fase adicional podem ser tole-

rados antes que o sistema de controle em malha fechada se torne instável. Diversas aplicações

recentes utilizam as margens de ganho e fase como critérios de estabilidade robusta para siste-

mas de controle (WANG, 2014; SONDHI; HOTE, 2015; AZAR; SERRANO, 2014; SERRA;

SILVA, 2014; YUAN-JAY et al., 2010).

As margens de ganho e fase podem ser obtidas por inspeção do diagrama de bode,

conforme ilustrado na Figura 21.

Figura 21 – Margem de ganho e fase.

MG

MF

f

g

A margem de fase é o atraso de fase adicional na frequência de cruzamento de ganho, ωg,

necessário para levar o sistema ao limiar da instabilidade. A frequência de cruzamento de ganho

é a frequência na qual o módulo da função de transferência em malha-aberta, |G(jωg)|, é unitá-

rio. A margem de fase MF é a diferença entre a fase de G(jωg) na frequência de cruzamento

do ganho e −180◦, como a seguir:

MF = ∠G(jωg)− (−180◦) = ∠G(jωg) + 180◦ (2.42)

A margem de ganho é o ganho adicional, na frequência de cruzamento de fase ωf , ne-

cessário para levar o sistema ao limiar da instabilidade. A frequência de cruzamento de fase ωf

é a frequência na qual o ângulo de fase da função de transferência de malha aberta, ∠G(jωg), é
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igual a −180 ◦. A margem de ganho MG, em dB, é a diferença entre 0dB e o módulo |G(jωf )|

na frequência onde o ângulo de fase é −180◦, como a seguir:

MG = 0dB − 20log |G(jω)| = −20log |G(jω)| (2.43)

A margem de ganho, em módulo é dada como a seguir:

MG =
1

|G(jωf )|
(2.44)

A margem de ganho expressa em decibéis é positiva se Kg é maior do que a unidade

(0dB) e negativa se Kg é menor que a unidade (0dB). Portanto, uma margem de ganho positiva

(em decibéis) significa que o sistema é estável, e uma margem de ganho negativa (em decibéis)

significa que o sistema é instável. A margem de ganho indica em quanto o ganho pode ser

aumentado antes do sistema tornar-se instável.

Para desempenho satisfatório, a margem de fase deve estar entre 30◦ e 60◦ (35◦ e 80◦ ), a

margem de ganho deve ser maior do que 6dB (entre 10 e 25dB). Com estes valores, um sistema

de fase mínima tem estabilidade garantida, mesmo se o ganho de malha aberta e as constantes

de tempo dos componentes variarem em uma grande extensão. Isto significa que, num diagrama

de Bode, a inclinação da curva do módulo em dB na freqüência de cruzamento de ganho deve

ser mais gradual do que −40dB/dec.

Dadas Gc(z) e Gp(z) , as funções de transferência do controlador e da planta a ser

controlada, a margem de ganho e fase para este sistema de controle é dada por:

arg
[

Gc(z, e
jωp)GP (z, e

jωp)
]

= −π (2.45)

GM =
1

|Gc(z, ejωp)Gp(z, ejωp)|
(2.46)

∣

∣Gc(z, e
jωg)Gp(z, e

jωg)
∣

∣ = 1 (2.47)

PM = arg
[

Gc(z, e
jωg)Gp(z, e

jωg)
]

+ π (2.48)

onde a margem de ganho é obtida pelas equações (2.45) e (2.46) e a margem de fase é obtida

pelas equações (2.47) e (2.48), respectivamente;
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3 FORMULAÇÃO DA METODOLOGIA PROPOSTA

O diagrama em blocos da metodologia proposta para controle adaptativo fuzzy baseado

em especificações de margens de ganho e fase é mostrado na Figura 22. O modelo fuzzy TS

é identificado recursivamente utilizando dados de entrada e saída, u(k) e y(k), da planta a ser

controlada. O grau de ativação normalizado da i-ésima regra fuzzy, µi, é determinado a partir

das funções de pertinências do antecedente, obtidas através de um método de agrupamento

fuzzy. Os parâmetros do consequente de cada regra fuzzy, θi, são estimados recursivamente

via método de mínimos quadrados recursivo no contexto fuzzy. O mecanismo de adaptação

baseado em algoritmo de otimização MOPSO é utilizado para sintonia online dos parâmetros

do controlador PID fuzzy TS, [αi, βi, γi], baseado em especificações de margens de ganho e

fase, afim de garantir robustez a variações na dinâmica da planta e rastreamento do sinal de

referência, r.

Figura 22 – Diagrama em blocos da metodologia de controle adaptativo fuzzy baseado em es-
pecificações de margens de ganho e fase via otimização MOPSO

Nas seções seguintes, cada um dos blocos mostrados na Figura 22, que representam as

etapas da metodologia proposta, serão melhor detalhados.
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3.1 CLASSES DE PLANTAS

A classe de plantas a qual a metodologia se propõe, são aquelas que apresentam com-

plexidades tais como:

• Não-linearidade. O sistema de inferência fuzzy TS é por natureza um aproximador uni-

versal de funções (YING, 1998; ZENG; ZHANG; XU, 2000; ZENG; MADAN, 1994;

ZENG; MADAN, 1995; ZENG; MADAN, 1996), visto que as funções de pertinência são

em geral funções não-lineares das variáveis do antecedente, e o conjunto de submodelos

lineares do consequente são suavemente conectados por estas funções de pertinência. As-

sim, um modelo fuzzy TS é um modelo não-linear global constituido de um conjunto de

modelos lineares locais que são suavemente conectados por funções de pertinência fuzzy.

• Atraso puro de tempo. Os submodelos do consequente do modelo fuzzy TS podem ser

representados por funções de transferência, espaço de estados, ARX, dentre outras, onde

o atraso puro de tempo pode ser incluído nessas estruturas do consequente (HSIAO et al.,

2005; CHANG; CHANG, 2004; COSTA; SERRA, 2015d).

• Parâmetros variantes com o tempo. Os parâmetros do modelo fuzzy TS são combina-

ções dos parâmetros do consequente de cada submodelo e de seus respectivos grau de

ativação normalizado, portanto, os parâmetros do modelo fuzzy TS são variantes com o

tempo, visto que o grau de ativação normalizado são variantes. Uma abordagem bastante

utilizada para melhor representar as variações na dinâmica por meio da estimação recur-

siva dos parâmetros do consequente (COSTA; SERRA, 2015b; SILVA; SERRA, 2009).

• Incertezas. As incertezas estão associadas as funções de pertinências do antecedente da

base de regras fuzzy (DUBOIS; PRADE, 2015).

3.2 IDENTIFICAÇÃO RECURSIVA DO MODELO FUZZY

Nesta seção, primeiramente é definida a estrutura do modelo fuzzy TS dinâmico no

domínio do tempo discreto para sistemas não-lineares com atraso puro de tempo variante. Em

seguida, uma estrutura de modelo fuzzy TS estático é obtido analisando o modelo fuzzy TS

dinâmico em regime permanente. Por fim, é apresentada a formulação para estimação recursiva

do modelo fuzzy TS baseado em dados experimentais.

3.2.1 Estrutura de modelo fuzzy TS dinâmico e estático

O modelo fuzzy TS dinâmico da planta a ser controlada é apresentado a seguir:
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R
(i|i=1,2,··· ,L) : IF x1 is A

i
1 E · · · E xν is A

i
ν ENTÃO

Gi
P (z) = gi

bi0 + bi1z
−1 + · · ·+ binu

z−nu

1 + ai1z
−1 + ai2z

−2 + · · ·+ ainy
z−ny

z−τ i
d
/T (3.1)

onde R(i) denota a i-ésima regra, e L é o número de regras na base de regras fuzzy. Na parte do

antecedente, a variável linguística xj , j = 1, 2 · · · , ν, pertence a um conjunto fuzzy Ai
j com um

valor de pertinência dado por uma função de pertinência µAi
j
(xj) : R → [0, 1]. Cada variável

linguística tem seu próprio universo de discurso Ux1
, · · · , Uxν

, particionado por conjuntos fuzzy

que representam seus termos linguísticos, respectivamente. A parte do consequente da i-ésima

regra de inferência é composta de funções de transferência discretas de ny-ésima ordem, Gi
P (z),

em que τ id é o atraso puro de tempo, gi é o ganho DC, ai1,2,··· ,ny
e bi1,2,··· ,nu

são os parâmetros do

numerador e denominador, respectivamente.

O consequente do modelo fuzzy TS dinâmico (ou seja, a saída de cada submodelo

fuzzy), dado na equação (3.1), pode ser representado pela estrutura da equação (3.2), consi-

derando u(k) a entrada, yi(k) a saída de cada regra na k-ésima iteração e Di = −τ id/T .

yi(k) =

ny
∑

n=1

−ainy
i(k − n) + gi

nu
∑

n=0

binu(k − (n+Di)) (3.2)

Utilizando um método de inferência fuzzy padrão, ou seja, utilizando um fuzzificador

singleton, inferência fuzzy produto, e defuzzificador média dos centros, a saída geral do modelo

fuzzy TS dinâmico, ŷ(k), é obtida conforme equação a seguir:

ŷ(k) =
L
∑

i=1

µi(k)

[

ny
∑

n=1

−ainy
i(k − n) + gi

nu
∑

n=0

binu(k − (n+Di))

]

(3.3)

onde µi(x) é o grau de ativação normalizado

µi(x) =
ζ i(x)

R
∑

j=1

ζj(x)

, ζ i(x) =
n
∏

j=1

Ai
j(xj), µ

i(x) ≥ 0,
R
∑

i=1

µi(x) = 1, (3.4)

e Ai
j(xj) é o grau de ativação de xj no conjunto fuzzy Ai

j .

O modelo fuzzy TS estático é obtido considerando o modelo fuzzy TS dinâmico, dado

na equação (3.3), em regime permanente, ou seja, quando k → ∞. Considerando a entrada e

saída em regime permanente do modelo fuzzy representado pelas variáveis ȳ e ū, respectiva-

mente, tem-se:
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lim
x→∞

yi(k) = lim
x→∞

yi(k − 1) = · · · = lim
x→∞

yi(k − ny) = ȳi (3.5)

lim
x→∞

u(k −Di) = lim
x→∞

u(k − (1 +Di)) = · · · = lim
x→∞

u(k − (nu +Di)) = ū (3.6)

Substituindo as equações (3.5) e (3.6), na equação (3.3), o modelo fuzzy TS em regime

permanente, é dado por:

ȳ =
R
∑

i=1

µi

[

ny
∑

n=1

−ainȳ
i + gi

nu
∑

n=0

binū

]

(3.7)

Assim, a partir do comportamento de entrada e saída de cada sub-modelo, a saída do

modelo fuzzy TS estático é dada por:

ȳ =
R
∑

i=1

µigi

(

nu
∑

n=0

bin

)

(

1 +

ny
∑

n=1

ain

) ū (3.8)

3.2.2 Estimação das funções de pertinência do antecedente

Nesta dissertação, a estimação das funções de pertinência do antecedente do modelo

fuzzy TS são obtidas em batelada a partir de um conjunto de dados experimentais usando o

método de agrupamento fuzzy C-means (FCM)1. Seja Z = {zk|k = 1, 2, · · · , N} o conjunto

de N observações da planta, onde cada observação consiste de η variáveis medidas, agrupadas

dentro de um vetor coluna η-dimensional zk = [z1k, z2k, z3k, · · · , zηk]
T , ou seja:

Z =













z11 z12 · · · z1N

z21 z22 · · · z2N
...

...
. . .

...

zη1 zη2 · · · zηN













(3.9)

Então, uma partição c-fuzzy de Z é uma família de grupos {Ai|i = 1, 2, · · · , c}, em

que o grau de pertinência que o k-ésimo ponto de dados possui em Ai é dado pela seguinte

notação:

µi
k = µAi(zk) ∈ [0, 1], (3.10)

1 Vale ressaltar que outros métodos de agrupamento fuzzy podem ser utilizados, tais como: Gustafson-Kessel
(GK), Algoritmo de Estimação através da máxima verossimilhança fuzzy (FMLE), dentre outras.
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sendo que a soma de todos os valores de pertinência para um dado ponto de dados em todos os

agrupamentos deve ser unitária:

c
∑

i=1

µi
k = 1 (3.11)

para todo k = 1, 2, · · · , η. E, não podem haver grupos vazios, tampouco nenhum grupo pode

conter todos os pontos de dados:

0 <
N
∑

k=1

µi
k < η. (3.12)

para todo i, onde 2 ≤ c < N é um inteiro.

O espaço de particionamento fuzzy para Z é o conjunto

Mfc =

{

U ∈ Rc×N |µi
k ∈ [0, 1], ∀i, k;

c
∑

i=1

µi
k = 1, ∀k; 0 <

N
∑

k=1

µi
k < N, ∀i

}

(3.13)

onde a i-ésima linha da matriz de particionamento fuzzy U contem valores das i-ésima funções

de pertinências do subconjunto fuzzy Ai de Z.

O objetivo é encontrar U = [µi
k] ∈ Mfc e o vetor de protótipos de clusters (centros),

V = [v1, v2, ..., vc], with vi ∈ Rn tal que

J(Z,U, V ) =
c
∑

i=1

N
∑

k=1

(

µi
k

)m
D2

ikA (3.14)

é minimizado, onde m ∈ [1,∞) é um expoente de ponderação que determina o grau de fuzzifi-

cação dos agrupamentos resultantes, e

D2
ikA = ‖zk − vi‖

2
A = (zk − vi)

T A (zk − vi) (3.15)

é uma norma de distância produto interno quadrado.

Os passos para implementação do algoritmo de agrupamento FCM são os seguintes

(BEZDEK; EHRLICH; FULL, 1984):

Fixar o número de agrupamentos 2 ≤ c < N , selecionar o expoente de ponderação

m > 1, a tolerância de parada ǫ > 0 e a matriz de norma induzida A. Inicializar a matriz de

partição de forma aleatória, de tal forma que U0 ∈ Mfc.

Repita para l = 1, 2, ...
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Passo 1: Calcule os protótipos de cluster (média):

vli =

N
∑

k=1

(

µl−1
ik

)m
zk

N
∑

k=1

(

µl−1
ik

)m

, 1 ≤ i ≤ c. (3.16)

Passo 2:Calcular as distâncias:

D2
ikA =

(

zk − v
(l)
i

)T

A
(

zk − v
(l)
i

)

, 1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ k ≤ N (3.17)

Passo 3: Atualize a matriz de partição:

Se, DikA > 0 para 1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ k ≤ N ,

µl
i =

1
c
∑

j=1

(DikA/DjkA)
2/m−1

, (3.18)

caso contrário

µ
(l)
ik = 0 if DikA > 0, e µ

(l)
ik ∈ [0, 1] com

c
∑

i=1

µ
(l)
ik = 1.

até
∥

∥U l − U (l−1)
∥

∥ < ǫ.

3.2.3 Estimação recursiva dos parâmetros do consequente

A saída do modelo fuzzy TS, na equação (3.3), pode ser representada na forma matricial,

como a seguir:



















y(1)

y(2)

y(3)
...

y(N)



















=



















µi(1) 0 0 · · · 0

0 µi(2) 0 · · · 0

0 0 µi(3)· · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · ·µi(N)





































−y(0) · · · −y(1− ny) u(1) · · · u(1− nu)

−y(1) · · · −y(2− ny) u(2) · · · u(2− nu)

−y(2) · · · −y(3− ny) u(3) · · · u(3− nu)
...

. . .
...

...
. . .

...

−y(N − 1)· · ·−y(N − ny)u(N)· · ·u(N − nu)











































ai1
...

ainy

bi0
...

binu

























(3.19)

Y = M iΦθ̂i (3.20)

onde, Y é o vetor de saída do sistema dinâmico, Φ é a matriz de regressão, M i é a matriz de

ponderação diagonal da i-ésima regra e θ̂i é o vetor de parâmetros dos submodelos.
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No sentido de mínimos quadrados, o vetor de parâmetros pode ser obtido em batelada,

como a seguir:

θ̂i =
[

ΦTM iΦ
]−1

ΦTM iY (3.21)

A formulação acima diz respeito à estimação local dos parâmetros do consequente, onde

são estimados os parâmetros de cada submodelo separadamente. Uma outra abordagem corres-

ponde à estimação dos parâmetros de todos os submodelos de uma única vez, chamada de

estimação global dos parâmetros do consequente.

A estimação recursiva dos parâmetros do modelo fuzzy TS pode ser obtida reescrevendo

a equação (3.21) na forma recursiva, como:

θ̂i(k) =

[

k
∑

n=1

µi(n)ϕ(n)ϕT (n)

]−1 k
∑

n=1

µi(n)ϕ(n)y(n) (3.22)

onde P i(k) =

[

k
∑

n=1

µi(n)ϕ(n)ϕT (n)

]−1

é a matriz de covariância da i-ésima regra fuzzy:

Então, tem-se:

(P−1)i(k) = (P−1)i(k − 1) + µi(k)ϕ(k)ϕT (k) (3.23)

O estimador de mínimos quadrados θ̂i(k), equação (3.22), pode ser reescrito como:

θ̂i(k) = P i(k)

[

k−1
∑

n=1

µi(n)ϕ(n)y(n) + µi(k)ϕ(k)y(k)

]

(3.24)

Reescrevendo a equação (3.22) na iteração k − 1, tem-se:

[

k−1
∑

n=1

µi(n)ϕ(n)ϕT (n)

]

θ̂i(k − 1) =
k−1
∑

n=1

µi(n)ϕ(n)y(n) (3.25)

O lado esquerdo da equação (3.25) pode ser representada na forma compacta como

(P−1)i(k − 1)θ̂i(k − 1). Substituindo este resultado na equação (3.24), tem-se:

θ̂i(k) = P i(k)
[

(P−1)i(k − 1)θ̂i(k − 1) + µi(k)ϕ(k)y(k)
]

(3.26)

A partir das equações (3.23) e (3.26), tem-se:

θ̂i(k) = θ̂i(k − 1) + µi(k)Ki(k)ξi(k) (3.27)

onde:



Capítulo 3. FORMULAÇÃO DA METODOLOGIA PROPOSTA 64

Ki(k) = P i(k)ϕ(k) (3.28)

ξi(k) = y(k)− ϕT (k)θ̂i(k − 1) (3.29)

A matriz de covariância, P i(k), é calculada aplicando o lema da matriz inversa na equa-

ção (3.23), e:

P i(k) = P i(k − 1)− P i(k − 1)µi(k)ϕ(k)[ϕT (k)

P i(k − 1)µi(k)ϕ(k) + I]−1ϕT (k)P i(k − 1) (3.30)

Isto implica que:

Ki(k) = P i(k − 1)ϕ(k)
(

ϕT (k)P i(k − 1)µi(k)ϕ(k) + I
)−1

(3.31)

e:

P i(k) = P i(k − 1)− µi(k)Ki(k)ϕT (k)P i(k − 1) (3.32)

Portanto, o método de mínimos quadrados recursivos fuzzy é dado pelas equações

(3.27), (3.31) e (3.32). Considerando o fator de esquecimento λi para a i-ésima regra, o algo-

ritmo de estimação recursiva dos parâmetros do consequente do modelo modelo fuzzy, é dado

por:

ξi(k) =
[

y(k)− ϕT (k)θ̂(k − 1)
]

Ki(k) = P i(k − 1)ϕ(k)
(

ϕT (k)P i(k − 1)µi(k)ϕ(k) + λI
)−1

θ̂i(k) = θ̂i(k − 1) + µi(k)Ki(k)ξi(k)

P i(k) =
1

λ

(

P i(k − 1)− µi(k)Ki(k)ϕT (k)P i(k − 1)
)

(3.33)

Na prática, a formulação de mínimos quadrados é drasticamente influenciada por varia-

ções grandes no erro, visto que os erros são elevados ao quadrado no critério. Para resolver este

problema, os estimadores podem ser substituídos pela equação:

θ̂i(k) = θ̂i(k − 1) + γi(k)Ki(k)f(ξi(k)) (3.34)

onde

f(ξi(k)) =
ξi(k)

1 + a |ξi(k)|
(3.35)
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Nesta formulação, a função f(ξi(k)) é linear para valores pequenos de ξi(k), mas au-

menta lentamente para valores grandes de ξi(k). Em outras palavras, os efeitos da função é

diminuir as consequências de erros grandes. Os estimadores são então chamados “robustos”.

3.3 PROJETO DE CONTROLADOR ADAPTATIVO FUZZY

Nesta seção, a formulação para projeto de controlador adaptativo fuzzy TS usando a

estratégia PDC e o critério de estabilidade robusta (especificações de margem de ganho e de

fase) a partir de um mecanismo de adaptação baseado em otimização MOPSO, é apresentado.

3.3.1 Estrutura do controlador PID fuzzy TS

A estrutura do controlador PID fuzzy TS é definida utilizando a estratégia PDC. Em tal

estratégia, o controlador e modelo fuzzy TS compartilham o mesmo antecedente. O consequente

do controlador fuzzy TS é definido por funções de transferência discreta, conforme a seguir:

R
(i|i=1,2,··· ,L) : IF x1 is A

i
1 E · · · E xν is A

i
ν ENTÃO Gi

C(z) =
αiz2 + βiz + γi

z2 − z
(3.36)

onde αi, βi e γi são os ganhos do controlador fuzzy.

A partir do modelo dinâmico fuzzy TS da planta, na equação (3.1), e o controlador PID

fuzzy TS, na equação (3.36), as margens de ganho e fase do sistema de controle fuzzy são dadas

por:

∠

[

l
∑

i=1

µiGi
C(z, e

jωpc)Gi
P (z, e

jωpc)

]

= −π (3.37)

GM =
1

∣

∣

∣

∣

∣

l
∑

i=1

µiGi
C(z, e

jωpc)Gi
P (z, e

jωpc)

∣

∣

∣

∣

∣

(3.38)

∣

∣

∣

∣

∣

l
∑

i=1

µiGi
C(z, e

jωgc)Gi
P (z, e

jωgc)

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 (3.39)

PM = ∠

[

l
∑

i=1

µiGi
C(z, e

jωgc)Gi
P (z, e

jωgc)

]

+ π (3.40)

A margem de ganho é dada pelas equações (3.37) e (3.38), e a margem de fase é dada

pelas equações (3.39) e (3.40), respectivamente. ωpc é chamada de frequência de cruzamento de

fase e ωgc é chamada de frequência de cruzamento de ganho.
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3.3.2 Mecanismo de adaptação via algoritmo MOPSO

O mecanismo de adaptação é realizado através de um algoritmo de otimização multi-

objetivo recursivo por enxame de partículas. Os parâmetros ótimos do controlador PID fuzzy

TS são sintonizados recursivamente, considerando uma lei de controle baseada em modelo via

estimador WRLS e a partir de especificações de margem de ganho e fase.

As especificações de margem de ganho e fase, neste trabalho, são dadas por faixas,

onde MGmax e MGmin representam os limites superior e inferior da especificação de margem

de ganho, respectivamente, e MFmax e MFmin representam os limites superior e inferior da

especificação de margem de fase, respectivamente. O mecanismo de adaptação minimiza uma

função custo, definida pelo erro entre a solução obtida, MGO e MFO, e as margens de ganho

e fase nominais especificadas, MGE e MFE , respectivamente. Ou seja, a solução encontrada

pelo mecanismo de adaptação deve estar contida dentro da faixa especificada e o mais próximo

possível de MGE e MFE , onde:

O mecanismo de adaptação do sistema de controle adaptativo fuzzy baseado em especifi-

cações de margem de ganho e fase é formulado como um problema de otimização multiobjetivo,

conforme a seguir:

minimize f([αi, βi, γi]) = [f1([α
i, βi, γi]), f2([α

i, βi, γi])]
T

sujeito a MGmin ≤ f1([α
i, βi, γi]) ≤ MGmax

MFmin ≤ f2([α
i, βi, γi]) ≤ MFmax

[αi
min, β

i
min, γ

i
min] ≤ [αi, βi, γi] ≤ [αi

max, β
i
max, γ

i
max]

(3.41)

onde:

• [αi, βi, γi]i|i=1,··· ,L é o vetor de variáveis de decisão;

• [αi
min, β

i
min, γ

i
min]

i|i=1,··· ,L e [αi
max, β

i
max, γ

i
max]

i|i=1,··· ,L são os vetores de limites inferio-

res e superiores, respectivamente, das variáveis de decisão;

• f1([α
i, βi, γi]i|i=1,··· ,R) =

∣

∣MGO([α
i, βi, γi]i|i=1,··· ,R)−MGE

∣

∣ e f2([αi, βi, γi]i|i=1,··· ,L) =
∣

∣MFO([α
i, βi, γi]i|i=1,··· ,L)−MFE

∣

∣ são as avaliações de função objetivo.

• MGmin ≤ f1([α
i, βi, γi]) ≤ MGmax e MFmin ≤ f2([α

i, βi, γi]) ≤ MFmax são as

funções de restrições do problema.

O mecanismo de adaptação multiobjetivo, formulado na equação (3.41), pode ser soluci-

onado utilizando o método de soma ponderada, em que os múltiplos objetivos são combinados

em um único objetivo, representado pela função f , conforme a seguir:

f = δ1f1([α
i, βi, γi]i|i=1,··· ,R) + δ2f2([α

i, βi, γi]i|i=1,··· ,R) (3.42)
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com

δ1 + δ2 = 1, δ1 > 0, and δ2 > 0 (3.43)

onde δ1 e δ2 são pesos definidos pelo especialista.

Considerando R regras fuzzy e Np partículas, um enxame 3R-Dimensional é inicial-

mente gerado no espaço de busca definido em torno dos parâmetros do controlador obtidos na

iteração (k − 1), afim de obter os parâmetros do controlador na iteração k, como a seguir:

αi,0
p (k) ∼ U(αi(k − 1)−∆αi , αi(k − 1) + ∆αi) (3.44)

βi,0
p (k) ∼ U(βi(k − 1)−∆βi , βi(k − 1) + ∆βi) (3.45)

γi,0
p (k) ∼ U(γi(k − 1)−∆γi , γi(k − 1) + ∆γi) (3.46)

onde αi,0
p (k), βi,0

p (k) e γi,0
p (k) são as soluções iniciais dos parâmetros do controlador da p

∣

∣

p=1,2,··· ,Np

∣

∣-

ésima partícula da i
∣

∣

i=1,2,··· ,R
∣

∣-ésima regra fuzzy na iteração k; ∆αi , ∆βi e ∆γi são constantes

de dispersão (definidas pelo especialista); αi(k − 1), βi(k − 1) e γi(k − 1) são parâmetros do

controlador da i-ésima regra fuzzy na iteração (k − 1).

As partículas do enxame inicialmente geradas procuram a solução do problema dentro

do espaço de busca. A posição de uma partícula é influenciada pela melhor posição visitada por

ela própria, [αi
p(local)(k), β

i
p(local)(k), γ

i
p(local)(k)], e a melhor posição de todas as partículas da

vizinhança, [αi
p(global)(k), βi

p(global)(k), γi
p(global)(k)]. Quando o critério de parada é satisfeito,

os parâmetros do controlador são definidos pela melhor solução global obtida pelas partículas

do enxame. Se nenhuma partícula do enxame satisfaz as especificações de margem de ganho

e fase obedecendo as restrições impostas pelo problema de otimização multiobjetivo então os

parâmetros do controlador obtidos na iteração anterior são mantidos na iteração corrente. O

mecanismo de adaptação por enxame de partículas recursivo é implementado como a seguir:

begin

Definir os parâmetros do algoritmo:

ω, c1, c2,Np, R, δ1, δ2, αi
max, βi

max, γi
max, αi

min, βi
min, γi

min, ∆αi , ∆βi e ∆γi

Posição inicial da p-ésima partícula:

αi,0
p (k) ∼ U(αi(k − 1)−∆αi , αi(k − 1) + ∆αi)

βi,0
p (k) ∼ U(βi(k − 1)−∆βi , βi(k − 1) + ∆βi)

γi,0
p (k) ∼ U(γi(k − 1)−∆γi , γi(k − 1) + ∆γi)

Verificar limites dos parâmetros do controlador fuzzy:

if (αi(k) > αi
max) then (αi(k) = αi

max)

else if (αi(k) < αi
min) then (αi(k) = αi

min)
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if (βi(k) > βi
max) then (βi(k) = βi

max)

else if (βi(k) < βi
min) then (βi(k) = αi

min)

if (γi(k) > γi
max) then (γi(k) = γi

max)

else if (γi(k) < γi
min) then (γi(k) = γi

min)

repeat

for cada partícula p ∈ 1, ..., Np do

Calcular as margens de ganho e fase:

∠

[

L
∑

i=1

µiGi
C(z, e

jωpc)Gi
P (z, e

jωpc)

]

= −π

MGO(k) =
1

∣

∣

∣

∣

∣

L
∑

i=1

µiGi
C(z, e

jωpc)Gi
P (z, e

jωpc)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

L
∑

i=1

µiGi
C(z, e

jωgc)Gi
P (z, e

jωgc)

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

MFO(k) = ∠

[

L
∑

i=1

µiGi
C(z, e

jωgc)Gi
P (z, e

jωgc)

]

+ π

Calcular o custo de cada objetivo:

f1(k) = |MGO(k)−MGE|

f2(k) = |MFO(k)−MFE|

Verificar as restrições das funções objetivo:

if (f1(k) /∈ [MGmin, MGmax]) ou (f2(k) /∈ [MFmin, MFmax]) then

for cada regra fuzzy i ∈ 1, ..., L do

αi
p(k) = αi

p(k − 1)

βi
p(k) = βi

p(k − 1)

γi
p(k) = γi

p(k − 1)

fp(k) = fp(k − 1)

end

else

Avaliar o fitness da p-ésima partícula fp

fp(k) = δ1f1(k) + δ2f2(k)
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end

Atualizar a melhor posição local

if f(local)<fp then

for cada regra fuzzy i ∈ 1, ..., L do

αi
p(local)(k) = αi

p(k)

βi
p(local)(k) = βi

p(k)

γi
p(local)(k) = γi

p(k)

end

end

Atualizar a melhor posição global

if f(global) < f(local) then

for cada regra fuzzy i ∈ 1, ..., L do

αi
p(global)(k) = αi

p(local)(k)

βi
p(global)(k) = βi

p(local)(k)

γi
p(global)(k) = γi

p(local)(k)

end

end

end

Atualizar a velocidade vp(k + 1)

for cada regra fuzzy i ∈ 1, ..., L do

v
[αi

p]
p (k + 1) = ωv3i−2

p (k) + c1r
[αi

p]

1 (k)
[

αi
p(local)(k)− αi

p(k)
]

+ · · ·

+ c2r
[αi

p]

2 (k)
[

αi
p(global)(k)− αi

p(k)
]

v
[βi

p]
p (k + 1) = ωv3i−1

p (k) + c1r
[βi

p]

1 (k)
[

βi
p(local)(k)− βi

p(k)
]

+ · · ·

+ c2r
[βi

p]

2 (k)
[

βi
p(global)(k)− βi

p(k)
]

v
[γi

p]
p (k + 1) = ωv3ip (k) + c1r

[γi
p]

1 (k)
[

γi
p(local)(k)− γi

p(k)
]

+ · · ·

+ c2r
[γi

p]

2 (k)
[

γi
p(global)(k)− γi

p(k)
]

end

Atualizar a posição xp(k + 1)

for cada regra fuzzy i ∈ 1, ..., L do

αi
p(k + 1) = αi

p(k) + v
[αi

p]
p (k + 1)
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βi
p(k + 1) = βi

p(k) + v
[βi

p]
p (k + 1)

γi
p(k + 1) = γi

p(k) + v
[γi

p]
p (k + 1)

end

k = k + 1

until algum critério de parada for satisfeito.

end

3.3.3 Estabilidade do sistema de controle fuzzy

Dados o modelo fuzzy TS na equação (3.1), e o controlador fuzzy TS na equação (3.36),

o sistema de controle fuzzy TS em malha aberta é formulado conforme a seguir:

R
(i|i=1,2,··· ,L) : IF x1 is A

i
1 E · · · E xν is A

i
ν ENTÃO Gi

P (z)G
i
C(z) (3.47)

A função de malha aberta do sistema fuzzy geral, é dado pela soma ponderada das

funções de malha aberta de cada regra fuzzy, ou seja:

GMA(z) =
L
∑

i=1

µiGi
c(z)G

i
p(z) (3.48)

E o sistema fuzzy em malha fechada é dado conforme a seguir:

GMF (z) =

L
∑

i=1

µiGi
c(z)G

i
p(z)

1 +
L
∑

i=1

µiGi
c(z)G

i
p(z)

(3.49)

Para que o sistema fuzzy TS discreto em malha fechada seja assintoticamente estável,

todos os pólos do sistema de controle em malha fechada, dado na equação (3.49), deve estar

contido dentro do círculo unitário.

Pode-se também verificar a estabilidade do sistema de controle fuzzy TS geral a partir

da análise de estabilidade de cada regra da base de regras fuzzy, a partir do seguinte teorema

proposto em Danúbia (2012):

Teorema 1: Cada subcontrolador PID digital Gi
C(z)|

(i=1,2,··· ,L), no espaço do conse-

quente da base de regras do controlador PID nebuloso TS, garante estabilidade para o respec-

tivo submodelo linear Gi
P (z)|

(i=1,2,··· ,L), no espaço do consequente da base de regras do modelo

nebuloso robusto TS da planta a ser controlada.
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Portanto, tem-se que:

Gi
c(z)G

i
p(z) = gi

bi0 + bi1z
−1 + · · ·+ binu

z−nu

ai0 + ai1z
−1 + ai2z

−2 + · · ·+ ainy
z−ny

z−Di

·
αiz2 + βiz + γi

z2 − z
=

N(z)

P (z)
(3.50)

onde,

N(z) = (bi0α
i)zny+2 + (bi0β

i + bi1α
i)zny+1 + · · ·+ (binγ

i + bin+1β
i + bin+2α

i)zny−n + · · ·+

+(binu−1γ
i + binu

βi)zny−(nu−1) + (binu
γi)zny−nu

(3.51)

e,

P (z) = (ai0)z
ny+Di+2 + (−ai0 + ai1)z

ny+Di+1 + · · ·+ (−aim + aim+1)z
ny+Di−(m−1) + · · ·+

+(−ainy
)zD

i

+ (bi0α
i)zny+2 + (bi0β

i + bi1α
i)zny+1 + · · ·+ (binγ

i + bin+1β
i + bin+2α

i)zny−n+

+ · · ·+ (binu−1γ
i + binu

βi)zny−(nu−1) + (binu
γi)zny−nu

(3.52)

A condição suficiente e necessária para que o sistema de controle fuzzy TS seja está-

vel é que todas as raízes do polinômio característico do sistema em malha fechada, equação

(3.52), devem estar contidas dentro do círculo unitário. Tal condição pode ser verificada sem

a necessidade de calcular os pólos do polinômio característico, através da utilização do teste

de estabilidade desenvolvido por Jury (1973). Por definição, ny ≥ nu, Di ≥ 0 e ai0 ≥ 0. Para

aplicar o critério de estabilidade de Jury, o polinômio característico, dado na equação (3.52),

precisa ser arranjado de tal forma que os elementos que possuem o mesmo expoente em z pre-

cisam ser somados. Portanto, considera-se que polinômio característico possa ser reescrito da

seguinte forma:

P (z) = ci0 + ci1z + ci2z
2 + · · ·+ cikz

k + · · ·+ cinz
n, an > 0 (3.53)

A seguinte tabela, chamada tabela de Jury, é elaborada a partir dos elementos da equa-

ção (3.53), para se obter as condições suficientes e necessárias para estabilidade do sistema de

controle fuzzy TS.
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Linha z0 z1 z2 · · · zn−k · · · zn−1 zn

1 d0 d1 d2 · · · dn−k · · · dn−1 dn

2 dn dn−1 dn−2 · · · dk · · · d1 d0

3 e0 e1 e2 · · · · · · · · · en−1

4 en−1 en−2 en−3 · · · · · · · · · e0

5 f0 f1 f2 · · · · · · fn−2

6 fn−2 fn−3 fn−4 · · · · · · f0
...

...
...

... · · ·
...

2n− 5 s0 s1 s2 s3

2n− 4 s3 s2 s1 s0

2n− 3 r0 r1 r2

Tabela 6 – Tabela de Jury.

onde:

dk =

[

c0 cn−k

cn ck

]

, (3.54)

ek =

[

d0 dn−k

dn dk

]

, (3.55)

fk =

[

e0 en−k

en ek

]

, (3.56)

(3.57)

...

r0 =

[

s0 sn−k

s3 sk

]

, (3.58)

r2 =

[

s0 s1

s3 s2

]

. (3.59)

As condições suficientes de estabilidade são dadas:

1. P (1) > 0

2. (−1)nP (−1) > 0

As condições necessárias de estabilidade são dadas por:
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1. |d0| < dn ou dn > |d0|

2. |e0| < |en−1|

3. |f0| < |fn−2|
...

4. |r0| < |r2|

3.3.4 Convergência do mecanismo de adaptação

Conforme visto anteriormente, para cada amostra de dados de entrada e saída, os parâ-

metros do controlador são atualizados pelo mecanismo de adaptação, com base nas seguintes

equações:

αi
p(k + 1) = αi

p(k) + v[αi
p]p(k + 1) (3.60)

βi
p(k + 1) = βi

p(k) + v
[βi

p]
p (k + 1) (3.61)

γi
p(k + 1) = γi

p(k) + v
[γi

p]
p (k + 1) (3.62)

Portanto, a atualização dos parâmetros do controlador são atualizados considerando-se

os valores de tais parâmetros na iteração anterior e na atualização da velocidade. Esta por sua

vez, é obtida utilizando as equações a seguir:

v
[αi

p]
p (k + 1) = ωv3i−2

p (k) + c1r
[αi

p]

1 (k)
[

αi
p(local)(k)− αi

p(k)
]

+ · · ·

+ c2r
[αi

p]

2 (k)
[

αi
p(global)(k)− αi

p(k)
]

(3.63)

v
[βi

p]
p (k + 1) = ωv3i−1

p (k) + c1r
[βi

p]

1 (k)
[

βi
p(local)(k)− βi

p(k)
]

+ · · ·

+ c2r
[βi

p]

2 (k)
[

βi
p(global)(k)− βi

p(k)
]

(3.64)

v
[γi

p]
p (k + 1) = ωv3ip (k) + c1r

[γi
p]

1 (k)
[

γi
p(local)(k)− γi

p(k)
]

+ · · ·

+ c2r
[γi

p]

2 (k)
[

γi
p(global)(k)− γi

p(k)
]

(3.65)

Dada a formulação acima, e resultados obtidos em Bergh (2006), pode-se analisar as

condições teóricas para convergência e seleção dos parâmetros do mecanismo de adaptação

multiobjetivo baseado em PSO, conforme a seguir.

Substituindo-se a equação de atualiação da velocidade na equação de atualização dos

parâmetros do controlador fuzzy, (3.63) na equação (3.60), tem-se:

αi
p(k + 1) = αi

p(k) + ωv3i−2
p (k) + c1r

[αi
p]

1 (k)
[

αi
p(local)(k)− αi

p(k)
]

+ · · ·

+ c2r
[αi

p]

2 (k)
[

αi
p(global)(k)− αi

p(k)
]

(3.66)
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Rearranjando-se a equação (3.66), tem-se:

αi
p(k + 1) = (1− c1r

[αi
p]

1 (k)− c2r
[αi

p]

2 (k))αi
p(k) + ωv3i−2

p (k) + c1r
[αi

p]

1 (k)αi
p(local)(k) + · · ·

+ c2r
[αi

p]

2 (k)αi
p(global)(k)(3.67)

De maneira análoga, rearranjando-se a equação (3.63), tem-se:

v
[αi

p]
p (k + 1) = −(c1r

[αi
p]

1 (k) + c2r
[αi

p]

2 (k))αi
p(k) + ωv3i−2

p (k) + c1r
[αi

p]

1 (k)αi
p(local)(k) + · · ·

+ c2r
[αi

p]

2 (k)αi
p(global)(k) (3.68)

As equações obtidas em (3.67) e (3.68) podem ser combinadas na forma matricial, como

a seguir:

[

αi
p(k + 1)

v
[αi

p]
p (k + 1)

]

=

[

1− c1r
[αi

p]

1 (k)− c2r
[αi

p]

2 (k) ω

−c1r
[αi

p]

1 (k)− c2r
[αi

p]

2 (k) ω

][

αi
p(k)

v
[αi

p]
p (k)

]

+

+

[

c1r
[αi

p]

1 (k) c2r
[αi

p]

2 (k)

c1r
[αi

p]

1 (k) c2r
[αi

p]

2 (k)

][

αi
p(local)(k)

αi
p(global)(k)

]

(3.69)

A expressão acima pode ser considerada como uma representação no espaço de estados

de um sistema dinâmico linear e discreto, onde:

[

αi
p(k)

v
[αi

p]
p (k)

]

(3.70)

é o vetor de estados,

[

αi
p(local)(k)

αi
p(global)(k)

]

(3.71)

é a entrada externa do sistema,

[

1− c1r
[αi

p]

1 (k)− c2r
[αi

p]

2 (k) ω

−c1r
[αi

p]

1 (k)− c2r
[αi

p]

2 (k) ω

]

(3.72)

é a matriz dinâmica, e
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[

c1r
[αi

p]

1 (k) c2r
[αi

p]

2 (k)

c1r
[αi

p]

1 (k) c2r
[αi

p]

2 (k)

]

(3.73)

é a matriz de entrada.

Para uma dada partícula, a convergência pode ser mantida assumindo-se que a entrada

externa é constante, visto que não existe excitação externa no sistema dinâmico. Neste caso,

a medida que o número de iterações aumenta, tendendo a infinito, as posições e velocidades

atualizadas tornam-se constantes, da k-ésima para a (k + 1)-ésima iteração, gerando o seguinte

estado de equilíbrio:

[

αi
p(k + 1)− αi

p(k)

v
[αi

p]
p (k + 1)− v

[αi
p]

p (k)

]

=

[

−(c1r
[αi

p]

1 (k) + c2r
[αi

p]

2 (k)) ω

−(c1r
[αi

p]

1 (k) + c2r
[αi

p]

2 (k)) ω − 1

][

αi
p(k)

v
[αi

p]
p (k)

]

+

+

[

c1r
[αi

p]

1 (k) c2r
[αi

p]

2 (k)

c1r
[αi

p]

1 (k) c2r
[αi

p]

2 (k)

][

αi
p(local)(k)

αi
p(global)(k)

]

=

[

0

0

]

(3.74)

A expressão (3.74) é verdadeira somente quando:

αi
p(k) = αi

p(local)(k) = αi
p(global)(k) (3.75)

v
[αi

p]
p (k) = 0 (3.76)

Portanto, obtém-se um ponto de equilíbrio, para o qual todas as partículas tendem a con-

vergir a medida que o número de iterações do mecanismo de adaptação multiobjetivo via PSO

aumenta. Seja, αi
p(equilibrio) e v

[αi
p]

p(equilibrio), os parâmetros do controlador e velocidade de atuali-

zação no ponto de equilíbrio, respectivamente, então o estado de equilíbrio é dado conforme a

seguir:

[

αi
p(equilibrio)

v
[αi

p]

p(equilibrio)

]

=

[

αi
p(global)

0

]

(3.77)

Continuando, o comportamento dinâmico da i-ésima partícula pode ser analisado usando

os autovalores obtidos a partir da formulação da matriz dinâmica (3.69) e (3.72), soluções do

seguinte polinômio característico:

λ2 − (1 + ω − c1r
[αi

p]

1 (k)− c2r
[αi

p]

2 (k))λ+ ω = 0 (3.78)

As seguintes condições suficientes e necessárias do sistema dinâmico discreto conside-

rado são obtidas aplicando-se o critério de Jury:
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|ω| < 1 (3.79)

c1r
[αi

p]

1 (k) + c2r
[αi

p]

2 (k) > 0 (3.80)

ω + 1−
c1r

[αi
p]

1 (k) + c2r
[αi

p]

2 (k)

2
> 0 (3.81)

Conhecendo-se que r
[αi

p]

1 (k), r
[αi

p]

2 (k) ∈ [0, 1], as condições de estabilidade acima são

equivalentes ao seguinte conjunto de equações para seleção dos parâmetros que garantem a

convergência para o mecanismo de adaptação multiobjetivo via PSO.

0 < c1 + c2 < 4 (3.82)
c1 + c2

2
− 1 < ω < 1 (3.83)
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4 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nesta seção, os resultados da aplicação da metodologia proposta para projeto de con-

trole PID fuzzy adaptativo baseado em especificações de margem de ganho e fase via meca-

nismo de adaptação MOPSO para uma planta térmica não-linear e com atraso puro de tempo

variante, são apresentados. Primeiramente será apresentada uma breve descrição da plataforma

de instrumentação virtual/eletrônica em tempo real utilizada para implementação da metodolo-

gia proposta. Em seguida, as condições iniciais para o estimador recursivo do modelo fuzzy TS

e para o mecanismo de adaptação do controlador fuzzy TS são obtidas através de uma formula-

ção em batelada. E por fim, os resultados do controle adaptativo da planta térmica utilizando a

metodologia proposta são apresentados, afim de assegurar o rastreamento dos sinais de referên-

cias aplicados, satisfazendo as especificações de margem de ganho e fase, além de garantir tais

características mesmo diante de pertubações na planta, que consiste da variação do ganho DC

da mesma.

4.1 DESCRIÇÃO DA PLATAFORMA EXPERIMENTAL

A plataforma experimental para controle de temperatura é composta da planta térmica,

o software LabVIEW1, o CompactRIO 9073, o módulo de entrada analógica NI 9215, o módulo

de entrada analógico NI 9219, o módulo de saída analógica NI 9263, o sensor de temperatura

LM 35 e o atuador baseado no CI TCA 785, como mostrado na Figura 23. A planta térmica

consiste em um forno adaptado a partir de uma torradeira monofásica AC 220 V olts, com

temperatura funcional de 25 ◦C a 250 ◦C. O CompactRIO 9073 é uma controladora em tempo

real de 266 MHz integrada, multi-tarefas, de alta performance e robusta que serve como ponto

central do sistema de monitoramento e controle. Os módulos analógicos NI 9215 e NI 9219

são usados para aquisição de dados de entrada e saída da planta térmica. O módulo de saída

analógica NI 9263 é usado para enviar o sinal de controle para o circuito atuador. O LM 35 é

um sensor de temperatura encapsulado em um circuito integrado, em que a tensão de saída é

linearmente proporcional a temperatura em graus Celsius com 10 mV/ ◦C. O atuador consiste

de um circuito baseado no CI TCA 785, e é usado para variar a tensão efetiva na entrada da

planta térmica.

4.2 OBTENÇÃO DAS CONDIÇÕES INICIAIS

As condições iniciais dos parâmetros do modelo e controlador fuzzy TS são obtidos afim

de superar a sensibilidade à inicialização do algoritmo fuzzy RLS e do mecanismo de adaptação

multiobjetivo. Os parâmetros iniciais dos submodelos fuzzy foram obtidos através do método
1 O LabVIEWTM(LABoratory Virtual Instrument Engineering Workbench) é uma linguagem de programação

gráfica, desenvolvida pela National Instruments Corporation.
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Figura 23 – Plataforma experimental para controle de temperatura. A plataforma para controle
de temperatura é composta de uma planta térmica, o software LabVIEW, o Compac-
tRIO 9073, o módulo de entrada analógica NI 9219, o módulo de saída analógica
NI 9263, o sensor de temperatura LM 35 e o atuador baseado no CI TCA 785.

Interface Homem-Máquina
(IHM - LabVIEW)

Processo Térmico

Transformador

Tensão

Circuito atuador Sensor LM35

Tensão de controle

de mínimos quadrados em batelada e otimizados via PSO. Enquanto que os parâmetros iniciais

dos subcontroladores fuzzy foram obtidos através do algoritmo MOPSO em batelada.

4.2.1 Condição inicial dos parâmetros do modelo

O modelo fuzzy TS da planta térmica, como descrito na equação (3.1), foi definido

conforme a seguir:

R1 : IF Temperatura is A1 THEN G1
P (z) = g1

b10z + b11
z2 − a11z − a12

z−τ1
d
/T (4.1)

R2 : IF Temperatura is A2 THEN G2
P (z) = g2

b20z + b21
z2 − a21z − a22

z−τ2
d
/T (4.2)

onde, A1 e A2 são representados pelas funções de pertinência Z-shaped e S-shaped, respectiva-

mente, ou seja:

A1 =



























1, y ≤ p1

1− 2
(

y−p1
p2−p1

)2

, p1 ≤ y ≤ p1+p2
2

2
(

y−p2
p2−p1

)2

, p1+p2
2

≤ y ≤ p2

0, y ≥ p2

(4.3)
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e

A2 =



























0, y ≥ p1

2
(

y−p1
p2−p1

)2

, p1 ≤ y ≤ p1+p2
2

1− 2
(

y−p2
p2−p1

)2

, p1+p2
2

≤ y ≤ p2

1, y ≥ p2

(4.4)

O sinal de entrada (tensão RMS, em Volts) aplicado na entrada da planta térmica e sua

saída (Temperatura, em graus Celsius) obtida pelo modelo fuzzy TS identificado, são mostrados

na Figura 24.

Figura 24 – Dados experimentais de entrada e saída da planta térmica, utilizados para obtenção
dos parâmetros iniciais do modelo fuzzy TS. A tensão AC (RMS) é aplicada na
planta térmica cuja resposta temporal é a temperatura (graus Celsius).
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As funções de transferência do antecedente do modelo fuzzy TS, dadas nas equações

(4.3) e (4.4), foram obtidas usando o algoritmo FCM (Fuzzy C-Means) e otimizados pelo algo-

ritmo PSO, a comparação entre as funções de pertinência identificadas e otimizadas são mostra-

das na Figura 25.

Os parâmetros do consequente do modelo fuzzy, G1
p(z) e G2

p(z), dados nas equações

(4.1) e (4.2), são obtidos usando o método de mínimos quadrados. O atraso puro de tempo foi

estimado através de função de correlação cruzada entre os sinais de entrada e saída da planta

térmica, resultando em um atraso puro de tempo de 130 e 266 amostras, correspondendo a

τ 1d = 2.210 segundos e τ 2d = 4.522 segundos, com período de amostragem T = 17ms, para

as primeira e segunda regras, respectivamente. Os parâmetros das funções de transferência do
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Figura 25 – Funções de pertinência estimadas pelo algoritmo FCM (linha sólida) e as funções
de pertinência otimizadas pelo PSO (linha tracejada).
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consequente foram b10(0) = 0.0082, b11(0) = −0.0075, a11(0) = −0.5435, a12(0) = −0.456, e

b20(0) = 0.000352, b21(0) = 0.000248, a21(0) = −0.5648, a22(0) = −0.4348, respectivamente.

O modelo fuzzy TS identificado foi submetido ao processo de otimização por PSO

para melhorar as funções de pertinência do antecedente e os ganhos DC dos submodelos do

consequente, objetivando minimizar o erro quadrático médio (MSE, do inglês Mean Squared

Error) entre a curva característica2 da planta real e do modelo fuzzy TS. A função objetivo a ser

minimizada é dada por:

e =
1

Q

Q
∑

k=1

(yreal(k)− ymodel(k))
2 (4.5)

onde Q (Q = 12) é número de pontos da curva característica, yreal e ymodel são as saídas

real da planta térmica e do modelo fuzzy em regime permanente, respectivamente. Os valores

especificados dos parâmetros do algoritmo PSO foram: Np = 30 (número total de partículas

no enxame), N = 20 (Número de iterações), c1 = 1.5 (coeficiente cognitivo de aceleração),

c2 = 1.5 (coeficiente social de aceleração), w = 0.5 (peso de inércia). A curva característica

da planta térmica, do modelo fuzzy TS identificado pelo algoritmo FCM e do modelo fuzzy

otimizado pelo algoritmo PSO são mostrados na Figura 26. O custo da melhor partícula global

em cada iteração, dado pela equação (4.5), do processo de otimização, é mostrado na Figura 27.
2 A curva característica de um sistema corresponde à relação de entrada e saída em regime permanente para

vários pontos de operação. Esta pode ser obtida tanto a partir de dados em regime (obtidos a por meio de expe-
rimentos ou banco de dados), a partir de análise teórica ou a partir de ambos (CORRÊA et al., 2002; AGUIRRE
et al., 2004). Nesta dissertação, a curva característica da planta térmica foi obtida através de experimentos em
malha aberta.
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Figura 26 – Curva característica: planta térmica (linha ‘o’), identificado (linha sólida) e modelo
fuzzy TS otimizado pelo PSO (linha pontilhada).
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Uma comparação entre os parâmetros do modelo fuzzy TS identificado e otimizado,

assim como o erro gerado entre a planta térmica real e a resposta em regime permanente do

modelo identificado e otimizado, são mostrados na Tabela 7.

Pode ser observado que a resposta em regime permanente do modelo fuzzy TS otimi-
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Tabela 7 – Parâmetros e custo para identificação e otimização do modelo dinâmico fuzzy TS.

Antecedente Consequente Custo
Parâmetros p1 p2 g1 g2 MSE

Modelo identificado 100.4 124.3 1.0 1, 0 21.7953
Modelo otimizado 77.1995 219.6163 0.9761 1.0965 2.2081

zado é mais próxima da planta térmica que o modelo fuzzy TS identificado. Portanto, o modelo

fuzzy TS otimizado obtido, é usado como condição inicial do processo de identificação do mo-

delo fuzzy TS recursivo em malha fechada.

4.2.2 Condição inicial dos parâmetros do controlador

O controlador PID fuzzy TS, conforme descrito na equação (3.36), utilizando a estraté-

gia PDC, é dado por:

R1 : IF Temperature is A1 THEN G1
C(z) =

α1z2 + β1z + γ1

z2 − z
(4.6)

R2 : IF Temperature is A2 THEN G2
C(z) =

α2z2 + β2z + γ2

z2 − z
(4.7)

As funções de pertinência do antecedente do controlador fuzzy TS são as mesmas fun-

ções de pertinência do antecedente do modelo fuzzy TS, obtidas anteriormente. Os parâmetros

do consequente do controlador fuzzy TS, G1
C(z) e G2

C(z), dados nas equações (4.6) e (4.7),

são obtidos usando a estratégia MOSPO em batelada. Para isso, os seguintes parâmetros fo-

ram definidos: GMS/PMS = 5/70 (Margem de ganho/fase especificadas), α1, α2 ∈ [2, 10],

β1, β2 ∈ [−10, −2], γ1, γ2 ∈ [10−6, 10−2] (parâmetros do controlador), δ1/δ2 = 0.96/0.04

(ponderação do problema de otimização multiobjetivo), Np = 50 (número total de partícu-

las do enxame), N = 100 (Número de iterações). Os parâmetros otimizados a serem usados

como condição inicial do controlador PID fuzzy TS: α1(0) = 6.7964, β1(0) = −6.7960,

γ1(0) = 0.0027, e α2(0) = 3.0681, β2(0) = −3.0891, γ2(0) = 0.0229, com margens de

ganho/fase de: 5.8120/72.73 ◦ e 5.67/73.53 ◦, na primeira e segunda regras, respectivamente.

Na Figura 28, é mostrada a relação entre os dois objetivos no processo de sintonia do

controlador fuzzy (frente de Pareto). O ponto ótimo da curva de pareto, é o ponto (0, 0), visto

que os objetivos são dados pela diferença entre os valores obtidos e os valores ideais. Portanto,

conforme pode ser observado na Figura 28, à medida que um dos objetivos é melhorado (i.e.,

tende a zero), o outro objetivo é piorado (i.e., se distancia de zero). Portanto, os dois objetivos

a serem otimizados são conflitantes entre si.
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Figura 28 – Frente de Pareto: Relação entre os dois objetivos otimizados no processo de sintonia
do controlador fuzzy TS da primeira (a) e segunda (b) regras
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4.3 IMPLEMENTAÇÃO DO CONTROLADOR ADAPTATIVO FUZZY

Os resultados para o controle PID fuzzy adaptativo via estabilidade robusta da planta

térmica usada neste trabalho são discutidos nesta subseção. Primeiramente, os resultados da

identificação recursiva em malha fechada são discutidos, em seguida os resultados do controla-

dor digital PID fuzzy TS sintonizado online via MOPSO são discutidos, e finalmente, o desem-

penho da metodologia de controle fuzzy adaptativo para rastreamento da referência e satisfação

dos critérios de margens de ganho e fase no contexto adaptativo são analisados.

O modelo fuzzy TS, definido nas equações (4.1) e (4.2), é identificado recursivamente

em malha fechada usando dados de entrada e saída, obtidos a partir da planta térmica. O pa-

râmetros do antecedente dos modelos fuzzy, A1 e A2, obtidos na Seção 4.2.1, são mantidos

fixos, enquanto os parâmetros do consequente de cada submodelo fuzzy são estimados recur-

sivamente via método fuzzy RLS, como descrito na Seção 3.2.3, em malha fechada a partir

dos dados de entrada e saída da planta térmica. Os seguintes parâmetros são definidos para o

algoritmo fuzzy RLS: λ1 = λ2 = 0.997 (fator de esquecimento), P 1(0) = P 2(0) = 10−3I4
(matriz de covariância), (θ̂1)T = [−0.5643 − 0.4352 0.0007 − 0.0001] (parâmetros do sub-

modelo 1), (θ̂2)T = [−0.5506 − 0.4490 0.0289 − 0.0284] (parâmetros do submodelo 2). Os

resultados para estimação recursiva dos parâmetros do modelo fuzzy TS da planta térmica, são
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mostrados na Figura 29.

Figura 29 – Estimação paramétrica recursiva: (a)-(d) parâmetros do consequente do primeiro
submodelo, (e)-(h) parâmetros do consequente do segundo submodelo.
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Os parâmetros do controlador PID fuzzy TS sintonizado via MOPSO, baseado nos pa-

râmetros do modelo fuzzy estimados via RLS fuzzy e a partir de especificações de margem

de ganho e fase, são mostrados na Figura 30. Na implementação do mecanismo de adaptação

MOPSO, os seguintes parâmetros foram inicialmente adotados: MGmax/MGmin = 8/2 (limite

superior/inferior da especificação da margem de ganho), MFmax/MFmin = 100/40 (limite su-

perior/inferior da especificação da margem de fase), MGO(0)/MFO(0) = 5.81/72.73 (especi-

ficação de margem de ganho/fase inicial), ∆α1 = ∆α2 = ∆β1 = ∆β2 = 1.0, ∆γ1 = ∆γ2 = 0.01

(constantes de dispersão do mecanismo de adaptação), α1(0) = 6.7964, β1(0) = −6.7960,

γ1(0) = 0.0027, e α2(0) = 3.0681, β2(0) = −3.0891, γ2(0) = 0.0229 (parâmetros iniciais

do controlador PID fuzzy TS), Np = 10 (número de partículas do mecanismo de adaptação

MOPSO) e N = 10 (número de iterações do mecanismo de adaptação MOPSO). Pode ser

observado que de acordo com as variações nos parâmetros da planta, conforme mostrado na

Figura 29, os parâmetros correspondentes do controlador, conforme mostrado na Figura 30, fo-

ram satisfatoriamente estimados a fim de garantir estabilidade robusta a partir das margens de

ganho e de fase instantaneamente obtidas.

Os graus de ativação normalizados instantâneos de cada submodelo/subcontrolador fuzzy

(o modelo e o controlador fuzzy possuem o mesmo antecedente) são mostrados na Figura 31.

No intervalo de tempo de 0 a 800, o segundo submodelo/subcontrolador fuzzy possuem um
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Figura 30 – Estimação recursiva dos parâmetros do controlador PID fuzzy: (a)-(c) parâmetros
do consequente da primeiro submodelo, (d)-(f) parâmetros do consequente do se-
gundo submodelo.
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grau de ativação maior do que o primeiro, enquanto que no intervalo de tempo de 800 a 1600

segundos, o primeiro submodelo/subcontrolador fuzzy possuem um grau de ativação maior do

que o segundo. Quanto maior o grau de ativação de um submodelo/subcontrolador, maior a in-

fluência deste submodelo/subcontrolador no modelo/controlador fuzzy total . Ou seja, maior a

variação dos parâmetros deste submodelo/subcontrolador, como pode ser visto nas Figuras 29

e 30.

Na Figura 32, as margens de ganho e fase instantâneas obtidas para o sistema de controle

da planta térmica são apresentados. A margem de ganho obtida instantaneamente é definida

entorno do limite inferior, MGmin = 2, e limite superior, MGmax = 8, da mesma forma, a

margem de fase é definida entorno de um limite inferior, MFmin = 40, e superior, MFmax =

100, como requerido anteriormente nos critérios de desempenho. No intervalo 0 a 800 segundo,

a margem de ganho nominal especificada foi MGE = 5, no instante 800 e 1600 segundos

a margem de ganho nominal especificada foi mudada para MGE = 8. Da mesma forma, no

intervalo 0 e 800 segundos a margem de fase nominal especificada foi de MFE = 70, no

intervalo de 800 a 1600 segundos, a margem de fase nominal foi mudada para MFE = 80.

Pode ser observado que a média recursiva da margem de ganho e de fase instantâneas obtidas,

na Figura 32, é tão próxima quanto possível das margens de ganho e fase nominal especificadas.
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Figura 31 – Grau de ativação normalizado instantâneo da primeiro (a) e segundo (b) submo-
delo/subcontrolador fuzzy.
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Figura 32 – Margens de ganho (a) e fase (b) instantaneamente obtidas para o sistema de controle
da planta térmica.
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Resposta temporal da planta térmica e ação de controle são mostradas na Figura 33. O

set point inicial para temperatura foi 160 ◦C, e uma mudança para 80 ◦C foi aplicada no instante

800 segundos. Uma variação no ganho para a planta térmica de 1.2 e 0.8333 foi considerada
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no instante 400 segundos e 1200 segundos, respectivamente. Pode ser observado a eficiência da

metodologia proposta para através do auto-ajuste dos parâmetros do controlador e garantia das

especificações de margem de ganho e fase para garantir o rastreamento do sinal de referência e

a estabilidade robusta do sistema.

Figura 33 – Resposta temporal do sistema de controle PID fuzzy adaptativo (a) e Ação de con-
trole do controlador PID fuzzy adaptativo(b).
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

5.1 CONCLUSÕES

Nesta dissertação, uma metodologia para projeto de controle PID digital fuzzy adap-

tativo baseado em critério de estabilidade robusta via MOPSO, foi proposta. A estabilidade

robusta (especificações de margem de ganho e fase) foi satisfeita via mecanismo de adaptação

por enxame de partículas para sintonia dos parâmetros do controlador PID fuzzy, garantindo

bom rastreamento da trajetória de referência para controle adaptativo fuzzy de uma planta tér-

mica com atraso puro de tempo variante e perturbações. O uso de algoritmo MOPSO como

mecanismo de ajuste na malha de controle adaptativo fuzzy mostrou-se eficiente no sentido de

que não foi necessário estabelecer equações matemáticas diretas que relacione os parâmetros

do controlador PID fuzzy, os parâmetros do modelo fuzzy TS e as especificações de margem de

ganho e fase. Da mesma forma, muitas outras aplicações onde não existem fórmulas matemáti-

cas analíticas bem definidas para o problema podem ser solucionadas utilizando a metodologia

proposta.

5.2 TRABALHOS FUTUROS

A partir dos resultados obtidos neste trabalho, assim como os recentes desafios no

campo de controle adaptativo fuzzy, para continuar esta pesquisa, podem ser consideradas as

seguintes propostas de trabalho futuro:

• Representar o mecanismo de adaptação do controlador fuzzy baseado em MOPSO den-

tro do contexto de aproximação estocástica, e fazer análise de convergência e taxa de

convergência do mecanismo de adaptação, com base nos parâmetros a serem ajustados.

• Desenvolver a formulação dentro de uma estratégia fuzzy evolutiva.

• Desenvolver a formulação para sistemas no espaço de estados.

• Desenvolver uma formulação para especificação linguística de margem de ganho e fase.

• Analisar a utilização de outras técnicas de otimização inteligente como otimização por

colônia de formigas, recozimento simulado, algoritmo genético, dentre outros.
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APÊNDICE A – FUNDAMENTOS DE CONJUNTOS FUZZY

As principais referências na literatura para teoria de conjuntos fuzzy são os próprios

artigos pioneiros, publicados por Zadeh: (ZADEH, 1965; ZADEH, 1968; BELLMAN; ZADEH,

1970; ZADEH, 1971; ZADEH, 1994). Alguns livros canônicos, tais como: Pedrycz e Gomide

(1998), Wang (1997) e Klir e Yuan (1995). E livros mais modernos, tais como: Dubois e Prade

(2012), Bělohlávek e Klir (2011) e Barros e Bassanezi (2006b). A seguir será abordada uma

breve introdução de conjuntos fuzzy, fundamentada nestas referências.

A.1 CONJUNTOS FUZZY

Um conjunto fuzzy A em um universo de discurso U é definido pela função de pertinên-

cia a qual é um mapeamento do universo U no intervalo:

µA(U) : → [0, 1] (A.1)

sendo que, o universo de discurso é um conjunto no qual todos os objetos possuem as mesmas

características, podendo este ser contínuo ou discreto. Assim, se o universo U for discreto e

finito, ele é representado pela seguinte notação:

A =
∑

i

µA(xi)/xi (A.2)

Caso seja contínuo e infinito é expresso por:

A =

∫

µA(x)/x (A.3)

Q(x) expressa o conjunto de todos os conjuntos nebulosos em X .

A teoria dos conjuntos nebulosos permite a um determinado elemento uma pertinência

parcial a um conjunto. Se o valor da função de pertinência, chamado grau de pertinência (pon-

deração), for igual a um, x pertence completamente ao conjunto nebuloso. Se for igual a zero,

x não pertence ao conjunto. Se o grau de pertinência está entre 0 e 1, x é um membro parcial

do conjunto nebuloso. Na literatura dos conjuntos nebulosos, o termo crisp é frequentemente

utilizado para denotar quantidades não-nebulosas, por exemplo, um número crisp, um conjunto

crisp, etc.
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A.2 FUNÇÕES DE PERTINÊNCIA

A função de pertinência mostra o grau de pertinência de um elemento em relação a

um determinado conjunto. Em um universo discreto U = {xi|i = 1, 2, · · · , n}, um conjunto

nebuloso A pode ser definido por uma lista de pares ordenados: grau de pertinência/elemento

do conjunto:

A = {µA(x1)/x1, µA(x2)/x2, · · · , µA(xn)/xn} (A.4)

ou na forma de dois vetores relacionados:

x = [x1, x2, · · · , xn]
T ; {µA(x1), µA(x2), · · · , µA(xn)} (A.5)

No domínio do tempo contínuo, os conjuntos nebulosos são definidos analiticamente

por suas funções de pertinências.

A.3 DEFINIÇÕES BÁSICAS

A.3.1 Corte-α

O corte-α Aα de um conjunto nebuloso A é um sub-conjunto crisp do universo de dis-

curso U cujos elementos têm grau de pertinência igual ou maior que α:

Aα = {x|µA(x) ≥ α}, α ≥ [0, 1] (A.6)

O operador corte-α é também expresso por corte-α(A,α).

A.3.2 Corte-α Exato

Um corte-α é exato se µA(x) 6= 0 para todo x ≤ Aα.

A.3.3 Conjunto Nebuloso Convexo

Um conjunto nebuloso definido em R é convexo se cada um de seus corte-α for um

conjunto convexo.

A.3.4 Suporte

O suporte de um conjunto nebuloso A é o sub-conjunto crisp de U cujos elementos têm

grau de pertinência não-nulos:

supp(A) = {x|µA(x) > α} (A.7)
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A.3.5 Núcleo

O núcleo de um conjunto nebuloso A é o sub-conjunto crisp de U consistindo de todos

elementos com grau de pertinência igual a um:

Nu(A) = {x|µA(x) = 1} (A.8)

A.3.6 Cardinalidade

Cardinalidade de um conjunto nebuloso A = {µA(xi)/xi|i = 1, 2, · · · , n} é definida

como a soma dos graus de pertinência:

|A| =
n
∑

i=1

µA(xi) (A.9)

A.3.7 Altura

A altura de um conjunto nebuloso A é o maior grau de pertinência dos elementos em A.

Al(A) = sup
x≤U

µA(x) (A.10)

A.3.8 Conjunto Nebuloso Normal

Um conjunto nebuloso A é normal se ∃x ≤ U tal que µA(x) = 1. O operador norm(A)

expressa a normalização de um conjunto nebuloso, i.e.,

norm(A) ⇔ µA
′ (x) = µA(x)/Alt(A) (A.11)

A.4 OPERAÇÕES EM CONJUNTOS FUZZY

Definições de operações em conjuntos expandidos a partir da teoria dos conjuntos clás-

sicos para os conjuntos nebulosos. Em muitos casos, há várias maneiras de expandir estas ope-

rações. Esta seção apresenta as definições básicas de interseção nebulosa, união e complemento,

e definições de algumas outras operações.

A.4.1 Interseção de Conjuntos Nebulosos

Dados A e B como sendo dois conjuntos nebulosos em U . A interseção de A e B,

ilustrada na figura 34, é um conjunto nebuloso C, expresso por C = A ∩ B tal que x ≤ U :

µc(x) = min(µA(x), µB(x)) (A.12)
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O operador min é também expresso por ∧, i.e.,

µc(x) = µA(x) ∧ µB(x) (A.13)

Figura 34 – Interseção entre os conjuntos nebulosos A e B

A.4.2 União de Conjuntos Nebulosos

Dados A e B como sendo dois conjuntos nebulosos em U . A união de A e B é um

conjunto nebuloso C, expresso por C = A ∪ B tal que x ≤ U :

µc(x) = max(µA(x), µB(x)) (A.14)

O operador max é também expresso por ∪, i.e.,

µc(x) = µA(x) ∪ µB(x) (A.15)

A interseção nebulosa de dois conjuntos nebulosos, ilustrada na figura 35, pode ser

especificada de uma maneira mais geral dada por uma operação binária no intervalo unitário,

i.e., uma função da seguinte maneira:

i = [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] (A.16)

Para que uma função i seja classificada como uma interseção nebulosa, ela deve possuir

propriedades propriadas. Funções conhecidas como norma-T possuem as propriedades necessá-

rias para a interseção. Similarmente, funções chamadas conormas-T podem ser utilizadas para

a união nebulosa.
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Figura 35 – União entre os conjuntos nebulosos A e B

A.4.3 Complemento de Conjuntos Nebulosos

Dados A como sendo um conjunto nebuloso em U . O complemento de A é um conjunto

nebuloso, ilustrado na figura 36, expresso por Ā, tal que x ∈ U :

µĀ(x) = 1− µA(x) (A.17)

Figura 36 – Complemento do conjunto nebuloso A

A.4.4 Norma-T/Interseção Nebulosa

Um operador norma-T i é uma operação binária no intervalo unitário que satisfaça no

mínimo os seguintes axiomas para todo a, b, c ∈ [0, 1]:

i(a, 1) = a(condição de contorno) (A.18)

b ≤ cimplicai(a, b) ≤ i(a, c)(monotonicidade) (A.19)

i(a, b) = i(b, a)(comutatividade) (A.20)

i(a, i(b, c)) = i(i(a, b), c)(associatividade) (A.21)

Alguns norma-T frequentemente utilizados são:
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i(a, b) = min(a, b)(intercessão padrão) (A.22)

i(a, b) = ab(produto algébrico) (A.23)

i(a, b) = max(a, a+ b,−1)(intersecao de Lukasiewicz)) (A.24)

A.4.5 Conorma-T/União Nebulosa

Um operador conorma-T u é uma operação binária no intervalo unitário que satisfaça

no mínimo os seguintes axiomas para todo a, b, c ∈ [0, 1]:

u(a, 1) = a(condição de contorno) (A.25)

b ≤ cimplicau(a, b) ≤ u(a, c)(monotonicidade) (A.26)

u(a, b) = u(b, a)(comutatividade) (A.27)

u(a, i(b, c)) = u(i(a, b), c)(associatividade) (A.28)

Alguns conorma-T frequentemente utilizados são:

u(a, b) = max(a, b)(união padrão) (A.29)

u(a, b) = ab(produto algébrico) (A.30)

u(a, b) = min(a, a+ b,−1)(união de Lukasiewicz)) (A.31)

A.4.6 Relações Nebulosas

Uma relação nebulosa é um mapeamento

R : U1 × U2 × · · · × Un → [0, 1] (A.32)

a qual determina o grau de pertinência para todos os n-conjuntos de variáveis (x1, x2, · · · , xn)

do produto cartesiano U1 × U2 × · · · × Un.

Uma relação nebulosa é, de fato, um conjunto nebuloso no produto cartesiano U1×U2×

· · · × Un. O grau de pertinência representa o grau de associação (correlação) entre os elemen-

tos de diferentes domínios Ui. Para implementações computacionais, R é convenientemente

representado como uma matriz n-adimensional: R = |ri1,i2,··· ,in |.

Exemplo: Considere uma relação nebulosa R descrevendo a relação (“x é aproximada-

mente igual a y”) definida pela seguinte função de pertinência µR(x, y) = e−(x−y)2 . A figura 37

exibe esta relação.
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Figura 37 – Relação nebulosa µR(x, y) = e−(x−y)2

A.5 PROJEÇÕES E EXTENSÕES CILÍNDRICAS

A.5.1 Universo n-dimensional

Uma família Ψ = (U (i))i∈Nn
de domínios não-nulos U (i), i = 1, 2, · · · , n, n ∈ N , é

chamado de dimensão do universo n. Nm = {1, 2, · · · ,m} é o conjunto indicador relacionado

a este universo. Para um sub-conjunto indexado não-nulo I = Nm o produto espacial é definido

por:

UI = xi∈IU
(i) (A.33)

O produto espacial é expresso por UNm . Um conjunto nebuloso definido em um uni-

verso multidimensional é chamado de conjunto nebuloso multi-dimensional.

A.5.2 Projeção de um Conjunto Nebuloso

Dado Ψ = (U (i))i∈Nn
como sendo um universo de dimensão n. M é um conjunto

indicador com 0 6= M ⊆ Nm. A projeção de A em Um é o mapeamento projM : F (x →

F (UM)), ilustrado na figura 38, definido por:

projM(µ(x)) = sup{µ(x
′

)|x
′

∈ U ∧ x = redNm

M (x
′

)}, onde redTS : UT → US (A.34)



APÊNDICE A. FUNDAMENTOS DE CONJUNTOS FUZZY 112

Figura 38 – Exemplo de projeção de R2 para R

A.5.3 Extensão Cilíndrica de um Conjunto Nebuloso

Dado Ψ = (U (i))i∈Nn
como sendo um universo de dimensão n. Dados M e N como

subconjuntos indicadores com 0 6= M ⊆ N ⊆ Nm. A extensão cilíndrica de A em UN é o

mapeamento extNM : F (UM) → F (UN), definido por:

extNM(µ(x)) : µ(redNM(x)) (A.35)
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