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“Tudo aquilo que o homem ignora nao existe para ele.
Por isso, o uniwerso de cada um se resume ao tamanho
de seu saber.”

Albert Einstein



Resumo

Na atualidade, a realizagao experimental de um condensado de Bose-Einstein (BEC,
do inglés Bose-FEinstein condensate) de atomos com interagao spin-6rbita (SOC, do inglés
spin-orbit coupling) despertou um novo interesse em estudar as intrigantes e interessantes
propriedades do sistema. Por exemplo, um BEC de dtomos de 8"Rb (com estado hiperfino
atomico f = 1) armadilhado em forma de charuto (quase-unidimensional), pode ser sub-
metido a um campo magnético externo, o que provoca o efeito Zeeman sobre os estados
de seus atomos constituintes. Depois, através de um arranjo de laser, tipo Raman, e para
una determina frequéncia dos lasers, é possivel induzir uma transicao entre os subniveis
my = —1 e my =0, levando assim a interacao spin-érbita entre os subniveis hiperfinos, e
a uma mistura dos estados para cada subnivel.

Nesta dissertacao, estudamos diversas dinamicas do vetor séliton brilhante-brilhante
em (1 4+ 1) dimensoes do espago-tempo que sao criadas em um BEC de dtomos de dois
estados internos com e sem acoplamento spin-orbita, governadas por duas equagoes de
Gross-Pitaevskii acopladas. Para resolver as equagoes acopladas, empregamos o método
variacional comunmente usado para esta clase de sistemas. Em ambos os casos, com e
sem acoplamento spin-Orbita, apresentamos solugoes analiticas exatas que resolvem as
equacoes de movimento com diferentes potenciais polinomiais. A partir das solugoes ana-
liticas, estudamos a precessao do vetor pseudo-spin S = 1/2 do sistema, o desbalango
do pseudo-spin S do sdliton, a diferenca de fase entre as componentes do séliton (di-
namica interna do séliton), o movimento do centro de massa e a evolucdo do momento
linear do sistema (dinamica externa do séliton). Mostramos explicitamente a influéncia
do potencial externo na precessao do pseudo-spin do sistema. Por ultimo, estudamos nu-
mericamente as condicoes de estabilidade das solugoes solitonicas brilhante-brilhante sob
pequenas perturbacgoes em sua condicao inicial.

Palavras chave: Condensado de Bose-Einstein (BEC), Potenciais de armadilhamento,
Interacao spin-6érbita (SOC), Séliton.



Abstract

Nowadays, the experimental realization of a Bose-Einstein condensate (BEC) of atoms
with spin-orbit interaction (SOC) has aroused a new interest in studying the intriguing
and interesting properties of the system. For example, a BEC of 8" Rb atoms (with atomic
hyperfine state f = 1) trapped in cigar form (quasi-one-dimensional) can be subjected to
an external magnetic field, which causes the Zeeman effect on the states of its constituent
atoms. Then, through of an arrangement of Raman-type laser and a certain frequency
of the lasers, it is possible to induce a transition between the sub-levels m; = —1 and
my = 0, thus leading to spin-orbita coupling, between the hyperfine sub-levels, and a
mixture of states for each sub-level.

In this dissertation, we study several dynamics of the bright-bright vector soliton, in (1
+ 1) space-time dimensions, which are created in a BEC of two internal state atoms, with
and without spin-orbit coupling, governed by two equations of Gross-Pitaevskii coupled.
To solve the coupled equations, we employed the variational approximation, being used
recently for this type of system. In both cases, with and without spin-orbit coupling,
we present exact analytical solutions, which solve the equations of motion with different
polynomial potentials. From the analytical solutions, we study the precession of the
system pseudo-spin vector S = 1/2; the unbalance of the pseudo-spin S, of the soliton,
the phase difference between the soliton components (internal dynamics of soliton), in
addition, we also study the movement of the center of mass of the system, and the evolution
of the linear momentum of the system (external dynamics of the soliton). We explicitly
show the influence of external potential on the pseudo-spin precission of the system.
Finally, we study numerically the stability conditions of the bright-bright soliton solutions,
obtained in this work, under small disturbances in their initial condition.

Keywords: Bose Einstein condensate (BEC), Potential trap, spin-orbit interaction
(SOC), soliton.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo realizado por Bose no ano 1924 [1] sobre a radia¢ao emitida pelo corpo negro
na forma de quanta de energia (também chamada de f6tons) levou-o para uma nova des-
coberta. No entanto, ele nao tinha a credibilidade necessaria para que suas idéias fossem
levadas em conta, esse fato levou a Bose solicitar a ajuda de Albert Einstein, quem am-
pliou o estudo feito a particulas livres de spin inteiro (bésons) [2], obtendo como resultado
o que hoje é conhecido como estatistica de Bose-Einstein. Estes estudos tedricos pre-
viam um novo estado de agregacao da matéria, atualmente conhecido como condensado
de Bose-Einstein (BEC), no entanto, as limitagoes experimentais da época impediram sua
verificacdo experimental, mas como novas técnicas de refrigeracao estavam sendo proje-
tadas, a expectativa e preocupagao em obter esses condensados foi crescendo e muitos
grupos de pesquisadores enfrentaram esse desafio com a intencao de serem os primeiros
a alcanca-lo, sendo obtido no ano de 1995 pelos fisicos C.E. Wieman, E.A. Cornell et al
[3]. Ao mesmo tempo as bases tedricas foram desenvolvidas para descrever a dinamica de
um BEC, sendo que no ano de 1961 L. Pitaevskii e no ano de 1963 E. Gross conseguiram
formular a agora conhecida equacao de Gross-Pitaevskii, esta formulagao emprega o foco
da teoria de campo médio. Esta formulacao matemaética é o pilar fundamental para a
descricao das ondas de matéria em BEC conhecidas como sélitons, sendo estes os objetos
mais fundamentais na ciéncia nao linear. Com a obtenc¢ao experimental de um BEC jun-
tamente com a realizacao artificial da interagao spin-érbita (SOC) em BEC, que levou a
um intenso estudo tedrico e experimental de suas propriedades. Atualmente, a realizacao
experimental de um BEC de dtomos de 8"Rb com estado hiperfino f = 1, na forma de
charuto (quase-unidimensional) e com SOC [6] despertou um grande interesse experimen-
tal e tedrico. O BEC quando submetido a um campo magnético, o qual origina um efeito
Zeeman no estado hiperfino (f = 1) de seus constituintes, causando uma divisao do estado
em seus trés subestados hiperfinos (my = £1 e my = 0). O BEC, quando submetido a
uma irradiacao de lasers do tipo Raman, os fétons de lasers conseguem excitar apenas dois
subestados hiperfinos (my = —1 y my = 0) [7], a propagacao destes subestados ocorre
na forma de séliton, tendo assim um sistema de dois niveis denominado pseudo-spin com
uma densidade de pseudo-spin. Uma caracteristica importante deste tipo de sistemas é a
propriedade da magnetizagao [8], que é descrito pela equacao de Bloch. Na presente dis-
sertacao, a dinamica do BEC é descrita por duas equacoes de Gross-Pitaevskii acopladas.
O estudo realizado é dividido em duas partes.

Em primeiro lugar, se analisa a dinamica do BEC na auséncia de interagao spin-érbita,
onde o potencial de armadilhamento outorga diversas propriedades para a dinamica do
BEC (precessao de pseudo-spin, desbalango de pseudo-spin, sélitons nao localizados, entre

12



outros), assim como diferentes tipos de oscilagdes, as quais sdo descritos pela equacao de
Mathieu, a equagao do movimento harmonico forgado, entre outros.

Em segundo lugar, a dinamica do BEC na presenca de interacao spin-6rbita. Vamos
comecar essa analise com um breve desenvolvimento de estados estacionarios, através da
abordagem de ponto fixo [9] para entao estudar o caso andlogo ao anterior, caso livre e
com potencial de armadilhamento, mostrando suas proprias dificuldades e propriedades.

A dinamica de precessao de pseudo-spin obtida em ambos casos (com e sem interagao
spin-6rbita) mostra independéncia do potencial de armadilha no caso de nao-interagao
spin-orbita, sendo o contrario na presenca da interacao spin-érbita, ja que com essa inte-
racao as equagoes mostram grande dificuldade em sua resolucao devido a dependéncia do
potencial. Para finalizar com a andlise da estabilidade das solucoes encontradas, onde a
intensidade da nao linearidade desempenha um papel importante.

O trabalho realizado nesta dissertacao permitira o estudo termodinamico do sistema, atra-
vés da funcao de parti¢ao [10], o estudo de texturas em um BEC, assim como aplicagoes
em spintronica.

13



Capitulo 2

Condesado de Bose-Einstein e Teoria
do Campo Meédio

No ano 1924, o fisico Setyendra Nath Bose [1] usou os conceitos tedricos da mecanica
estatistica para explicar a radiagao do corpo negro e no ano 1925 o fisico Albert Einstein
[2] estendeu o estudo para um gés de particulas livres, obtendo como resultado os funda-
mentos tedricos e a descoberta de um novo estado de agregacao de matéria que acontece
a temperaturas préximas ao zero ! absoluto e para certos dtomos. Sob essas condicoes,
os atomos perdem seu carater corpuscular, manifestando suas propriedades de onda, nes-
sas condigoes as ondas se sobrepoem, criando assim um tnico dtomo (macro-dtomo). No
macro-atomo, seus constituientes sao idénticos e indistinguiveis, isto é, possuem a mesma
dinamica e as mesmas propriedades fisicas. Do ponto de vista da mecanica quantica,
todos os atomos estao no estado fundamental.

Para determinar o estado de um sistema constituido por n-corpos interagentes é preciso
conhecer a dindmica de um corpo interagindo com os outros (n — 1)-corpos, se a interagao
dos (n—1)-corpos é substituida por um potencial efetivo, o problema é refuzido a interagao
de um corpo com o potencial efetivo. A grande dificuldade é o tratamento de combinatdéria
gerada pelos termos da interagao da mecanica hamiltoniana quando se soma o conjunto
dos estados. A teoria do campo médio ajuda a resolver esse problema de combinacao.

Por outro lado, a teoria de campo médio estuda o comportamento de grandes e com-
plexos modelos estocasticos a partir de um modelo mais simples. Os modelos complexos
consideram um grande nimero de pequenos componentes individuais que interagem. O
efeito sobre um pequeno componente devido a os outros é substituido pela interacao com
um potencial efetivo, transformando um problema de muitos corpos em um problema de
um unico corpo interagindo com o potencial efetivo.

A ideia da teoria de campo médio apareceu ? para resolver problemas que descrevem
a dinamica de sistemas composto por muitos corpos interagendo, sendo geralmente dificil
de resolver com precisao, a nao ser em casos simples, por exemplo o modelo de Ising em
uma dimensao.

2.1 Condensado de Bose-Einstein

O trabalho que deu origem ao que agora se conhece como “condensacao de Bose-
Einstein” [1] tem como ponto de partida a descri¢ao estatistica da radiagao de corpo negro,

1O processo para obter um BEC comeca confinando os a4tomos, para depois serem resfriados.
2No trabalho de Pierre Curie [11] e Pierre Weiss para descrever transicdes de fase [12].
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ao aplicar as ideias da mecénica estatistica aos quanta de luz [2] expandindo o tratamento
a um sistema de particulas livres, mostrando que em temperaturas suficientemente baixas,
acontece a condensagao do sistema.

2.1.1 Ideias basicas do processo de condensacao

Nesta secao vamos expor a transicao de um gas de bésons livres a um BEC. Comegamos
a definir o emsemble grande canoénico para um gas de Bose [13]

E=Z2(T,V,p) = H {Ze—ﬁ(q—u)n} — Z {Ze—ﬁ(éj—u)n} ’ (2.1)

J n J n
em um condensado, todas as particulas ocupam o estado fundamental, por isso calcula-
remos o valor esperado do nimero de particulas

(nj) =——-7—InE. (2.2)

Na estatistica de Bose-Einstein, a somatéria na Eq. (2.1) é realizada de 0 até infinito
como

S — Zn e*ﬁ(&j*u)n — 1 _I_ efﬁ(gjflu‘) + 672B(EJ7:U‘) + 673/8(‘5]7/1‘) ....... ,
S =14 e Bli—n [1 4 e Blei—m) 4 o=2B(ei—1) ] 7

S =14 SePlei—m,
B 1
1—exp[-B(c; — p)]
Desde que os termos do somatério (2.3) sdo positivos, o resultado tem que ser positivo.
Portanto, temos que e ?(&i=#) < 1. Se consideramos que o menor valor de £j, € zero, temos

que e’# < 1, portanto, inferimos que o potencial quimico é negativo. Substituindo as egs.
(2.1) e (2.3) na eq. (2.2) temos

S

(2.3)

<nj> = Bl — 1’ (2.4)

de esta tltima equacdo podemos deduzir que a relacdo e?E—#) > 1, estd conforme com
a condigao fisica (n;) > 0, para um orbital ou estado qualquer. Portanto, o nimero de
particulas e a energia interna do sistema sao:

N=Z<nj> Zzeg(sj_;ﬂ)_la (2.5)

8.
J

J
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No contexto quantico, a medida que a temperatura cai, o potencial quimico p também
cal a zero, e assim, acontece um fenomeno chamado condensa¢ao de Bose Einstein. Para
estudar a condensagao de Bose-Einstein, partimos da Eq. (2.5), no limite classico

3
1 1 /27h?\? N 3
TN N m(2)—2mr 2.
kgT n[7 (mk:B i V o (2.7)

com v = 2S5 + 1, sendo a multiplicidade do spin. Da eq. (2.7) podemos deduzir que para
densidades fixas e temperaturas o suficientemente altas, o potencial quimico é negativo.
Da figura 2.1, podemos inferir que, para temperaturas altas o potencial quimico p (do
sistema de particulas) possui 0 mesmo comportamento. Porém, se a temperatura comega
a diminuir, observa-se comportamentos diferentes. Podemos observar na curva de bdsons
o potencial quimico alcanga o limite {y — 0~} para uma determinada termperatura Ty,
e mantém o valor zero para T < Tj.

A temperatura T} é calculada fazendo p = 0 na Eq. (2.5) e aplicando o limite termodi-
namico, que consiste em considerar os valores do nimero de particulas NV, volume V' muito
grandes, mantendo a densidade p = N/V constante. Nesse caso, a somatoéria se trans-
forma em uma integral: 3, — (2‘;7)3 fdg’lz e também ¢; = (h*k?) /2m — k* = (2me;) /h?

© Bk
N — V73 / ,
(271’) 0 ePos — 1

onde d3k = k2dkdOdg

fo eﬂos 1h2k £

N = _“L(2m>3/2f0 gl/2 de,

(2m)? efos—1
VAC [ (Boe)"?
N =——7+ ——— (Bod 2.8
] e (o), (2.9
com C = (271”2 (27,1—””‘)3/ ?. Fazemos uso do seguinte resultado

S I1/2 3 3
[ (3)e)

sendo I' (%) a funcao gamma e ( (%) a funcao Zeta de Riemann na Eq. (2.8) teremos

L))

A 1ultima equacgao é conhecida como a temperatura de Bose-Einstein. Para temperatu-
ras abaixo de Ty, os gases de bdsons livres tem caracteristicas que historicamente foram
associadas ao Helio liquido.

Com as expressoes encontradas, ter uma ideia das condicos fisicas para atingir um
BEC. O primeiro que se deve fazer para obter um BEC é diminuir a temperatura do gas
de bésons empregado na condensacao, o sistema deve ser confinado, as complicagoes estao
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Particulas Cléssicas
n
Tkg

Férmions

Bésons

Figura 2.1: Curva de potencial quimico p vs a temperatura T para bdésons e férmions
livres [13].

em coletar opticamente tais atomos em uma quantidade razoavel e que eles tenham um
tempo de vida também razoavel na armadilha magnética.

Esta dissertacao é orientada para descrever a dinamica de sélitons em BEC com SOC,
para alcancar um BEC com interacao spin-érbita. O primeiro a entender é o conceito de
armadilha 6ptica magnética ou também chamada Magneto-Optical Trap (MOT).

2.1.2 Armadilha 6ptica magnética

Este tipo de armadilha é o ponto de partida para muitos experimentos com BEC,
com sistemas atémicos alcalinos, como é o caso de Rb. Essa armadilha que serve para
confinar e esfriar os bésons foi demonstrado pela primeira vez em 1987 [14]. Devido
ao campo magnético que armadilha, se cria um pequeno vacuo, quase perfeito, o que
garante o isolamento dos atomos, do médio exterior e das possiveis interagoes com as
particulas externas. Uma vez formado o vacuo no interior do recipiente ¢ introduzido
uma amostra de gés de Rb (o d&tomo de Rb se comporta “globalmente” como uma particula
bosonica, ja que ha um acoplamento entre o spin do nucleo e os elétrons, o que da um
multiplo inteiro do spin), este tipo de armadilha tem a capacidade de confinar bilhdes de
atomos. Posteriormente, o resfriamento dos atomos é produzido utilizando duas técnicas:
resfriamento e isolamento por lasers e por evaporacao através da armadilha magnética.
Para a primeira técnica, é necessario que os bésons estejam no ponto de convergéncia dos
lasers, isso produz uma diminui¢ao na temperatura do sistema. A frequéncia dos lasers é
escolhida de maneira que quando um atomo se aproxima a um féton, o atomo absorve e
emite radiacao, mas os atomos que estao se afastando deixam passar a radiagao. Isso se
pode observar na figura 2.2.

A segunda técnica é usar os campos magnéticos para separar os atomos ainda quentes
dos frios. Esse procedimento acontece ja que os campos magnéticos puxam para fora aos
atomos mais quentes, permitindo que aqueles com maior energia escapem do potencial
que tem forma de pogo, que pode ser observado na figura 2.3.

Observando-se como os dtomos de maior energia sao puxados para fora, e apenas ficam
os atomos de pouca energia, confinando todos os atomos restantes no estado de menor
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Figura 2.3: Acao da armadilha magnética depois de desligar os lasers [15]

energia.
Depois de ter as ideias do processo de refriamento, vamos observar um esquema sim-
plificado de uma armadilha optica magnética, na figura 2.4.

-
W Lasers em
contrapropagagdo

/

Atomos confinados e

refrigerado
g “ o+

o-1m = O+

Linhas de Campo
Magnético

Figura 2.4: Esquema bésico de Armadilha Optica Magnética [16]

No esquema, é observado como o campo magnético das bobinas anti-Helmholtz 2, sao
as que confinan as particulas que se deseja esfriar, para depois através de lasers em contra
propagacao de polarizacao circular * o, e o_, eles criam o melaco éptico, onde os dtomo
perdem energia cinetica e forma o BEC.

Vamos dar uma breve explicagao do arranjo experimental mostrado na Figura 2.5 para
obter um BEC unidimensional com a interagao spin-érbita.

Depois de obter o BEC, através dos campos magnéticos é possivel dar uma certa forma.

3 Assim chamadas porque as correntes circulam em direcoes opostas.
4A polarizacdo circular é uma onda eletromagnética onde o campo elétrico da onda de passo nio
cambia a forga, se ndo s6 de direcao, a qual é rotativa.
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No modelo em estudo, a intensidade do campo magnético nos eixos x-y é muito mais forte
que no eixo z, gerando uma forma de charuto com propriedades anisotropicas. Os campos
magnéticos geram um efeito Zeeman, os lasers Raman excitam dois estados hiperfinos
(J1,—=1) = |1) e |1,0) = |})), criando assim uma interacao spin-6rbita artificial [17].

a) Armadilha Dipolar

v

BEGH | "

_8’011.0—

o, +Ao, ‘ “‘ ®,

Raman Raman

35/2+€
|+1>

Figura 2.5: Armadilha do modelo e efeito Zeeman pra estrutura hiperfina [17]

A eficiencia de um MOT, consiste na acao simultanea de dois mecanismos, explicados
a continuagao.

1.- Resfriamento Doppler em uma armadilha éptica magnética (MOT)

A intensidade do campo magnético da bobina anti-Helmholtz nao é suficiente para
conter os atomos em sua totalidade. Os atomos ao redor do centro do MOT interagem
com o campo magnético (se encontram sobre a influéncia do campo magnético), fazendo
um desdobramento dos niveis de energia, o que aumenta a probabilidade de absorver fétons
mesmo tempo os fétons levam um momento angular devido a sua polarizagao circular.
Para uma melhor ideia, apresentamos a figura 2.6.

_m=1

@=1 Jar — =
I\/\/\_> 5 4_IV\/\
s o+ M= o-
-z +Z

0

Figura 2.6: Modelo unidimensional do efeito Zeemann num MOT [16]

Quanto mais afastado do centro do MOT, o efeito Zeemann é mais forte (dado que
0 campo magnético aumenta sua intensidade AE = pBm). Agora, vamos fazer uma
pequena explicacao do processo. Para o lado direito (42z), préximo do centro o 4&tomo, ha
mais probabilidade de absorver um féton com polarizacao o_, que um féton de polarizagao
o, pelo qual é excitado o subnivel m = —1. O mesmo raciocinio para o lado —z. No
processo de colisao entre fétons e boésons, os fé6tons diminuem a velocidade dos bdsons,
empurrando-os para o centro do MOT. Para que esse tipo de interacao seja possivel, a
frequéncia dos fétons deve ser adequada, por isso é chamado de resfriamento Doppler.

2.- Melaco éptico

Este processo é mais facil de explicar, os fétons dos laser criam um médio “viscoso”
no ponto de convergéncia, o que faz que os atomos perdam velocidade, e assim ¢é factivel
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diminuir a temperatura do sistema. A figura 2.7 mostra um melaco 6ptico

g b
il

i

EL ) &

Muvem atdmica em
um melago optico

Figura 2.7: Melago 6ptico [18]

2.1.3 Acoplamento spin-6rbita

Uma particula carregada (elétron) movendo-se através de um campo elétrico uniforme,
percebe um campo magnético relativo a seu movimento, esse campo magnético B relativo
interage com o spin S do elétron, o que fornece a interacao spin-érbita. Essa interacao é
formalmente observada na equagao de Pauli [19]. A forma hamiltoniana dessa interagao
é dada por

H,= Y3 B (2.10)
2me
onde q ¢é a carga da particula, m é a massa da particula e g o fator giromagnético.

2.1.4 Interacao Rashba-Dresselhaus

A interagao Rashba-Dresselhaus [20] vém do estudo de semicondutores, ja que a es-
trutura cristalina fornece uma contribuigao adicional ao campo magnético, gerando uma
interacao spin-érbita diferente do acoplamento spin-érbita mencionada acima. No caso de
gases confinados, o potencial eletromagnético (que para o nosso modelo é fornecido pelos
lasers Raman) é aquele que fornece esse tipo de interagao, e nesse caso é chamado interagao
Rashba-Dresselhaus. A interacao Rashba-Dresselhaus para sistemas de gas condensado é
definida pela seguinte Hamiltoniana [21]

K
Hpp . (02Dz + Noypy) (2.11)

onde k ¢ a constante de acoplamento, m a massa atomica, o, e o, as matrizes de Pauli,
além de n = 0,1 que mede a anisotropia da interacao, assim temos que para 7 = 0 se
tem uma interacao Rashba-Dresselhaus e para = 1 se tem uma interagao puramente de
Rashba.
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A diferenca entre as interagoes de Rashba-Dresselhaus e a interagao usual de spin
orbita é que a interagao de Rashba-Dresselhaus acopla o spin ao movimento do centro de
massa [22], sendo esta caracteristica de crucial importancia nesta dissertagao.

2.1.5 Interacao Raman

Quando um féton colide, na maioria das vezes é uma colisao elastica, sendo este
chamado colisao de Rayleigh, entretanto, para certas condicoes ha uma colisao inesléstica,
esse tipo de colisao é conhecido como colisao Raman ou interagao Raman. A caracteristica
de ser uma colisao ineléstica, fornece diferentes propriedades ao sistema em estudo, como
pode ser visto neste caso, esse tipo de colisao Raman é o que gera a interacao spin-érbita.

2.1.6 Resonancia Feshbach

As interagOes atomicas, as quais se manifestam por colisoes, emitem energia, e essa
energia é caracterizada por um comprimento de onda, que é chamado comprimento de
onda a, esse parametro estd relacionado as nao-linearidades que aparecem na equac¢ao
de Gross-Pitaevskii e eles podem ter valores positivos ou negativos, dependendo do com-
primento de onda a da onda espalhada, a qual pode ser a > 0 (como por exemplo no
condensados de Rubidio ou Sodio) ou a < 0 (como por exemplo no condensando de Li-
tio). Sendo para a > 0 uma repulsao e para a < 0 uma atracao entre os bésons. E possivel
controlar experimentalmente a interacao interatomica, mudando a dinamica das colisoes,
e portanto, a sinal de “a” ou até a sua magnitude. Isso é possivel pela aplicacao de um
campo magnético B externo ao BEC, o qual pode modular o comprimento de onda espa-
lhada, sendo este procedimento conhecido como ressonancia Feshbach. O comportamento
de a ¢é determinado pela seguinte expressao

a(B) =i [1 - (2.12)

AB
B—DBy|’
sendo, @ uma constante e AB a largura da ressonancia. A figura 2.8 mostra o comporta-

mento do parametro a(B).

Figura 2.8: Dependéncia do comprimento de onda da onda espalhada com respecto o
campo magnético externo [23]
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A possibilidade de controlar as interacoes e as propriedades das colisoes atomicas foi
de muita importancia para uma variedade de descobertas experimentais, como os sélitons
brilhantes, a fomagao de BEC moleculares entre outros.

2.2 Teoria do Campo Médio TCM

A fisica de particulas com interagoes tem muitas complicagoes por que os movimentos
das particulas individuais depende da interacao com as outras particulas, ou em outras
palavras, o movimentos das particulas esta em funcao de seu entorno, sendo este, outras
particulas. Por exemplo, para um sistema de particulas eletricamente carregadas, as
quais, consiguem interagir por meio das forcas de Coulomb, como em um gas de elétrons.
Nesse caso, a probabilidade de encontrar dois elétrons muito préximos um em relagao
ao outro é pequena devido as forcas de interacao repulsiva. Consequentemente, devido
as interacoes entre as particulas, a posicao de uma estd em funcao das outras, ha uma
densidade suprimida na vizinhanca de cada elétron, entao, se diz que se tem um buraco.

Porém, a pesar desse complicado problema, existem um nimero de casos onde o tra-
tamento do problema nao inclui completamente essas relacoes, onde se pode obter um
bom modelo fisico. Nesses casos, é suficiente considerar as “interagoes promédios”, o que
fisicamente significa que o efeito das outras particulas estao incluidos como uma densi-
dade média, ou campo médio, deixando o problema como se fosse apenas uma particula
interagindo com um potencial efetivo o que se explica na Figura 2.9

Figura 2.9: Na figura a esquerda, podemos observar N particulas interagindo umas com
outras e na figura a direita, podemos observar uma particula interagindo com um potencial
efetivo. Sendo esta a ideia central da teoria do campo médio [24].

Assim, os campos médios sao escolhidos adequadamente como aqueles que minimizam
a energia livre de Gibbs, para assegurar que o método seja consistente. Esta aproximagao
¢ chamada de “Teoria do Campo Médio”

2.2.1 Conceitos basicos da TCM

Na literatura, existem varios exemplos da validade fisica do método de Campo Médio,
e sua capacidade para explicar diversos fenomenos fisicos. Entao a estrutura matematica
desta teoria sera mostrada.

Consideramos o caso mais simples, que é composto de um sistema de dois particulas
a e b, as quais sao descritas pelos operadores a, = a, e IAJN = b,, respectivamente. Vamos
supor que somente importam as interagoes entre diferentes estados. A Hamiltoniana é da
forma
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H = Hy + Vi, (2.13)

onde
Ho=> &ala, +Y &blb,, (2.14)
v Ju
V;nt - Z ‘/Vu,u’//aib:abu’au’a (215)
v up!

com ¢ sendo a constante de expansao associada ao estado correspondente. A eq. (2.14) é
a Hamiltoniana livre e a eq. (2.15) é o potencial de interagao. Os operadores de densidade
ala, e bLbM/ tém um pequeno desvio (< 1) em relacao aos seus valores esperados (<alayz>
e <bLbu’>)' Por esta razao, vamos definir os operadores de desvio

dyy = ala, — <aial,/> , (2.16)

e = blbu — (bl . (2.17)
Substituindo as equagoes (2.16) e (2.17) no potencial de interacao (2.15), teremos

‘/int = Z VV,U«,V/M/O’Z [eﬂ,uf/ —+ <bLb‘u/>i| Ay,

vv! !
Vine = Z %u,V’u’aiaV’ew’ + Z VVM,V’u’aiaV’ <bLbu’>>
vv! ! v/ !
Vit = Z Vopw o€y + Z Viopw w € <alal,/>
v ! v up!
—+ Z Vw,l,/ﬂfalal,/ <bLbNI>7
v !
‘/;'nt = Z Vyuyy/#/ [ala,/ <bLbﬂ/> + bLb“/ <ala,,/>} -
vv! up!
Z VVMV/// <bLbH'> <aia,,/> + Z VVM»V'M’dVV'e!W" (2.18)
v/ ! vv! !

j& que os desvios sao muito pequenos (K 1), o tltimo termo da equacao (2.18) pode ser
desprezado em uma aproximagao de primeira ordem, sendo esta uma consequéncia da
teoria de campo médio. Portanto, o Hamiltoniano é da siguiente forma

Hyp = Ho + Vup, (2.19)

onde o potencial de interacao agora tem a seguinte forma

Virr = 3 Vi [aba (500) + Ut (o)) = 3 Vi (afas) (Bt} . (220)

v ! v !
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(2.20) é o potencial do campo médio (ja& que é um potencial obtido a partir de uma
aproximagao) onde o subscrito se refere ao seu nome em inglés (Mean Field).

A Hamiltoniana da equagao (2.19), contém operadores de uma tnica particula (nao
ha produtos misturados), e assim o problema original (um problema de muitos corpos),
foi reduzido a um problema de uma tnica particula, que em principio tem solucao.

A partir da eq. (2.20), podemos formular o procedimento para a aproximacao de
campo médio de uma forma diferente: Para uma interacao que pode ser expressa como o
produto de dois operadores A=AeB=B

Hup=A- B, (2.21)

a aproximacao de campo médio consiste em acoplar os dois operadores através de seus
valores esperados ((A) e (B)), isto é

HYF = A(B) + B(A) — (A) (B), (2.22)

na eq. (2.22) o valor esperado é calculado, obtendo a seguinte expressao

(Hiy) = (A)(B). (2.23)

Agora o problema estd em como encontrar os valores promédios de <a:f,a,/> e <bLbu’>'
Para isso, tém-se dois métodos equivalentes. O primeiro método é calculando os valores
promédios de forma auto-consistente, isto €, calculando os valores promédios de 7, e ﬁzul
como

My = (alay), (2.24)

b 1
Moy = (L) (2.25)
usando a eq. (2.19), obtemos as mesmas expressoes, o que significa que para 7%, (analo-

gamente para 7,,), temos

1

ZMF

e, = <alaV/>MF = Tr [e_ﬁHMF -alayl] , (2.26)

onde Zyp =1Tr [e‘BHM r ], sendo esta expressao a chamada funcdo de particao do campo
médio. A eq. (2.26) é uma equagdo auto-consistentes de 7%, e analogamente ¢ possivel

obter uma equacao auto-consistentes de ﬁfm"

O segundo método ¢ minimizar a energia livre de Helmholtz Fy,p

_ _d _ 4 [ 1
0= G Fur = g [ =3 Zur ]

_ 1 dZue _ 1 —BHyp _d
0 Zyr 4}, ZJ\IFTT [6 dij;, (Hur))

vv!

O = Z]&IF TT |:€75HMF <ZVV/7MM' ‘/V,u,ylul (b/].Ltbli/ — <bLb“/>)>] ,

0= Z Vy,u,z/’,u' (blb#/ - <bLb:“,>> ’

v !
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Z Vu,u,zz’,u’ <<bLbH/>MF - 7_]2“/> . (227)

v/ up!

Para qualquer valor de (v, 1) a igualdade é satisfeita, obtendo assim uma equac¢do auto-
consistente de 772“, e analogamente ¢é possivel obter uma equacao auto-consistentes de
ﬁgu’ :

Pode-se adquirir um melhor entendimento da fisica da aproximagao de campo médio
se analisarmos o termo de energia de interagao (Vin:). Da eq. (2.20), temos

Vint) = > Vi (alawr) (Wb - (2.28)

v !

A eq. (2.28) é equivalente a supor que as particulas a e b nao tém rela¢do direta. Sendo
isso, a ideia central, da aproximacao feita no enfoque do campo médio. Por isso fazemos
a evaluagao de (V;,;) usando a Hamiltoniana de campo médio

1

MF

(Vint) pip = Tr [e=PHMry, ] . (2.29)

O Hamiltoniano de campo médio pode ser separado em duas partes, uma dependendo de
a e a outra em b

Hyp = Hyp + H]?/[F' (2.30)

O fator médio se fatoriza exatamente como na eq. (2.15) obtendo

WViidsir = 32 Vo (0l (5 251)
v !
O enfoque de campo médio, portanto, proporciona um método fisicamente consistente
para estudar sistemas interagendo onde a interacao pode ser substituida por um potencial
efetivo.

Devido a complexidade dos sistemas fisicos, devemos escolher condic¢oes, com o objetivo
de eliminar tais complexidades. As vezes, argumentos de simetria podem ser usados com
a finalidade de simplificar o problema. Por exemplo, se o Hamiltoniana onde se esta
trabalhando tem invariancia translacional, entao o espaco de momento ¢ uma escolha
natural.

Agora, para um sistema de particulas que sao descritas pelos operadores c e ¢ temos que
o valor esperado é

ckck/ = / d7 / di' e ™7 T (W () W () (2.32)

assumindo um sistema homogéneo, temos

(M) ())=f(r—7r). (2.33)
Substituindo a eq. (2.33) na equagao (2.32), temos

<chk,> = (nie) G- (2.34)
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2.3 Equacao de Gross-Pitaevskii

No ano 1961 L. Pitaevskii [4], e no ano 1963 E. Gross [5], utilizam a teoria de campo
médio e o parametro de ordem usado por L. Landau [25] para descrever a dinamica de
um gas condensado, obtendo como resultado a equacao que agora leva seus nomes. O
parametro de ordem cumpre com a seguinte condicao

/|xp (r,t)|* dr =N, (2.35)

a qual é uma cantidade conservada, que em condensado representa o nimero de particulas.
As propostas de Gross e Pitaevskii, as quais foram criados de forma independente, é a de
descrever a evolugao da fungao de onda macroscopica ¥ (r,t) por uma equagdo que leva
seus nomes. A seguir se fara uma breve demonstracao da equacao de Gross-Pitaevskii.

A Hamiltoniana para um sistema de muitos corpos, descrevendo N bdsons interagindo,
confinados num potencial externo V., (r), é dado por

H = /dr\IJT (r) {_Z}i_mVZ + Vet (r)] U (r) + /drdr’\llT (r) Ut () V (v, 0') ¥ (') U (r)

—|—/dr”dr’\11T (', ) U (", )V (r,0/, 2") W (¢, 1) U (v, 1) (2.36)

onde U'(r) e U (r), representam os operadores de campo de criacao e destruicio de
béson respectivamente, V (r,r’) é o potencial de interagdo de dois corpos e V (r,r’,r”)
o potencial de interacao de trés corpos. Adotando uma aproximacao de campo médio
bem comportada, usamos a descomposigao para o operador de campo V¥ (r,t) = V' (r,t) +
(W (r,t)), onde (¥ (r)) é o valor esperado do campo e nessa expressao ¢ o parametro
de ordem, que é geralmente conhecido como fun¢dao de onda macroscopica do BEC. O
termo W' (r,t), representa a parte ndo condensada, que é negligenciada. Da equacao de

Heisenberg i (0V/0t) = [\I/, I:I}, se obtem:

S N '\t / /
ih= W (x,1) { 5V +Vm(r)+/drw (', )V (r,v) VU (r, 1)
+ / de’de’ Ut (¢, ) U (v" )V (v, 0/, ") U (2, 1) U (v, t)] U (r,t). (2.37)

Logo, simplificamos os potenciais de intera¢ao interatomica, V (r,r’) e V (r,r',r”)
os quais podem depender do tempo. Devido as interagoes interatomicas, os potenci-
ais V(r,r') e V(r,r',r”) podem ser expresos da seguinte forma V(r,r’) = ¢gd(r —1’) e
Ve, ', ") = fé(r — r')(r' — r”), onde g representa a interacao de dois corpos e f de trés
corpos. Entao, usando os potenciais tipo delta e substituindo o operador de campo pelo
operador de campo cldssico (¥ (r,t)) na equacao (2.37), temos

2
ih%ﬂf(r,t): T Vi () 4 g [ O e | ). (239)

A fungao complexa da eq. (2.38), pode ser descomposta em termos da densidade

n(r,t)=|¥ (r,t)|*, e fase S (r,t) do BEC, isto é W (r,t)=+/n (r,t) 5" Tendo atencao
especial, no termo da fase, ja que ela fixa a velocidade atomica da seguinte maneira: Da
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densidade de corrente j = (\IJ*V\II UVV¥*), onde o simbolo * denota a conjugada
complexa e da forma de hldrodlnamlca j=n(r,t)v(r,t), calcula-se

. h * *
i= 5 (U*'VU — VU™
s i —S( rt iS(r,t)
I = 5|V (r,t)e < n(r,t)e >
n(r,t)eis(r’t)v< n(r,t)e’ (”)>] ,
. h
j=_—n(r,t) VS (r,1). (2.39)

Entao, da eq. (2.39) se obtém a expressao para a velocidade atomica v (r,t) = 2VS (r, ).
Essa expressao indica que a velocidade é irrotacional, isto é V x v (r,t) = 0, o que é uma
caracteristica dos superfluidos.

Outra maneira de expressar a equacao de Gross-Pitaevskii é através do funcional

zh U= gf*, sendo uma quantidade conservada

h2
B= [ [%IV‘P|2+Vm|‘11|2+g|‘11|4+f|‘1’|6 , (2.40)

os quatro termos representam a energia cinética, o potencial e a energias de interagao de
dois e trés corpos respectivamente. As eqs. (2.35) e (2.40) mostram que a equagao de
Gross-Pitaevskii tem duas integrais de movimento que sao o nimero de atomos N e a
energia do sistema E (isso é, sendo o potencial V,,; independente do tempo). A equagao
(2.38) também ¢é chamada equagao de Schrodinger nao linear com nao linearidade cibica-
quintica [26].

2.4 Reducao de Dimensoes

O potencial externo da equacao de Gross-Pitaevskii pode ser de muitas formas, sua
forma definira a forma que adota o BEC. Em particular, os primeiros experimentos de
BEC estavam confinados em campos magnéticos, e depois foi possivel seu confinamento
mediante armadilhas puramente 6pticas, sendo este realizado no ano 1998, onde o BEC foi
primeiro obtido em uma armadilha magnética e depois levado a uma armadilha puramente
optica. Todavia, no ano 2001, foi mostrado que é possivel criar e confinar diretamente um
BEC em uma armadilha 6ptica. No caso de armadilhas magnéticas, o potencial externo
tem a seguinte forma:

1
Vir (r) = 3 (wiz? + wiy? + w?z?) . (2.41)

Geralmente, as frequéncias dos osciladores harmonicos w,, w, e w, os quais, estao ao
longo das trés direcoes espaciais, sao diferentes. As formas que o BEC pode adotar sao
isotrépicas assim como anisotrépicas, por exemplo para w, = w, = w, ~ w, ele adota
uma forma isotrépica esférica, para w, < w, ou w, < w, tem uma forma anisotrépica e
alongada. Em especial, os casos fortemente anisotrépicas (w, < w, 0 w, < w,), sdo de
interesse especial, ja que estao ligados a BEC de baixas dimensoes, denominados quase
unidimensional (1D) e quase bidimensional (2D), respectivamente.

27



2.4.1 Reducao a uma dimensao

Para reduzir as dimensoes da equacao de Gross-Pitaevskii de 3D para uma equagao de
1D, as frequéncias devem cumprir com a seguente relagao: w, < w, (onde w, = w, = w,)
assim o confinamento transversal (w,) do condensado ¢ tao forte que a forma que o BEC
adota é de charuto, sendo considerado uma quase dimensao efetiva. Essa relacao permite
reduzir as dimensoes da equacao de Gross-Pitaevskii.

Nessa configuracao, a fungao de onda macroscépica separa-se em uma parte transversal
(no plano z — y, onde r* = x? + 4?) e uma longitudinal (no eixo z), entdao a fungao de
onda macroscopica é expresso como

U (r,t) =1 (2,t) ® (1) e /M (2.42)

considerando uma armadilha fortemente anisotrépico w, < w; = w, = w,, o potencial
externo é reduzido a seguinte expressao

1 1
Vewt (v, 1) = §mw2r2 + §mw222 (2.43)
onde r? = 22 +y2 V% = 9> + 8; com o potencial quimico y e a funcao de onda transversal

® (r). Entao, sustituindo (2.42) e (2.43) na eq. (2.38), temos

hg\ll(r t) = —h—2V2 —h—252+1 —1—1 22 4 g |0 (r,0)]?| U (x,1)
iy U (1) = | =5 V1= g 02+ gmur® 4 omwl 4 g U, !

<I>(l7‘) [(%Vi - %mwfﬂ) O (r) + pd (7")] =
(2.44)
s L [ ()] + [hmwtet — 02 gl (2 0P 1@ ()P (2.0)

Note que na eq (2.44), tem uma solucao simples, quando cada lado da igualdade é
zero, o lado esquerdo tem a forma de um oscilador e devido ao processo de condensagao
¢é correto assumir que ele estd no estado minimo de energia, obtendo assim a seguinte
equacao

h? 1
[2mV2 — §mw3r2 + /L] o (r)=0. (2.45)

a fungdo @ (r) como jé foi mencionado esta envolvido em um problema para o oscilador
harménico transversal (2.45) com solucio ® (r) = 7= /2a-1e™"*/2%7 ¢ seu valor médio

1
& (1)) dr = g =
/| | r=x"ta; / e r TV

este valor é substituido no valor de |® (r)|° do termo do lado direito da eq. (2.44)

ih) (2,1) = |~ 4202 + dmutz? + g [ (2 0) |0 (| v (1),

2m ~z

g0 (2,0) = | =402 + dma?2 4 22 0 (5, D 0 (2,1),
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0 h? 1 9
ih=—1 (2,t) = | —=—0% + =mw?2> + §|¢ (2, t 2, 1), 2.46
£ (ot) = | =02 g2 4 10 (2,00 6 (2.1) (2.46)
a eq. (2.46) é a equagao de Gross-Pitaevskii unidimensional. Na préxima segdo, sedo
apresentadas solucoes analiticas para o caso de g constante, j4 que esse parametro pode
variar com o tempo e o espaco.

2.5 A equacao de Gross-Pitaevskii com os termos da
interacao spin-orbita

Nesta secao vamos explicar a influéncia da interacao spin-orbita na teoria de campo
médio. Mostraremos como o termo que estabelece a interacao spin-orbita aparece na
equagao de Gross-Pitaevskii. Para alcangar nosso objetivo empregamos a referéncia [31].

2.5.1 Hamiltoniana de interacao spin-ébita

Matematicamente, a ideia basica para descrever um sistema com interagao spin-érbita
¢ empregar dois espacos vetoriais de Hilbert, um espago vetorial complexo bidimensional
que descreve o spin-1/2 e outro espago de dimensao infinita, que descreve o momento
linear. O espaco resultante, pode ser expresso através de uma base de seu spin ao longo
do eixo z e por seu momento linear. Por meio de este espaco resultante, a Hamiltoniana
da interagao spin-6rbita para uma tnica particula [32] [33], pode ser expressa por

h

— By, 2 h
M + 55% + 50§0z, (2.47)

2m
onde [ é a intensidade de mistura de estados, dy é a intensidade do efeito Zeeman e py é
a mudanca no momento linear debido ao espalhamento Raman estimulado. Também, a
eq.(2.47) expressa a relagao de disperssao gerada pela interagao spin-6rbita.

Hsoc =

2.5.2 Relagao de dispersao

A relacac de dispersao é influenciada pelos termos 5 e dg, mostrando diferentes com-
portamentos para diferentes valores deles. Em seguida, vamos analisar dois casos de
interesse

1.- Limite de § —+ 0 e Jp =0

Neste caso, caso, a eq. (2.47) adquire a seguinte forma

(b= 50.)’
2m

H= (2.48)

O termo p, ainda se mantem na auséncia dessas interacoes, ja que ele provém do
espalhamento Raman estimulado. A eq. (2.48) é uma Hamiltoniana puramente cinética,
que por defini¢ao é (H) > 0, mas para o nosso propésito é feito que (H) = 0 para garantir
que ¢ o minimo de energia, com o que se obtém para o spin-up 2p — py = 0 e para o
spin-down 2p + py = 0, obtendo a equagao de duas parabolas deslocadas.
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Figura 2.10: Relagao de dispersao para dy = 0

Na Figura 2.10, quando 8 = 0 os estados de pseudo-spin (|1), |J)) tém o mesmo
minimo (estados degenerados) quando o valor de f aumenta, a degeneragao é quebrada,
obtendo-se um tnico minimo.

2.- Limite de 8 — 0 e 6y # 0

Neste caso, a eq. (2.47) adquire a seguinte forma

(p— o)
2m

h

Dependendo do sinal de ¢y, este parametro favorece um estado de pseudo-spin acima
do outro estado de pseudo-spin, quebrando assim a simetria mostrada na figura 2.10. A
consequéncia de que a intensidade do efeito Zeeman seja nao nula (dy # 0) é que o minimo
da relagao de dispersao ja nao sao os mesmo, como acontece no caso anterior, e por esse
motivo o minimo do sistema nao ¢ mais zero. Isso pode ser observado na Figura 2.11

Figura 2.11: Relacao de dispersao para oy # 0
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2.5.3 Equacao de Gross-Pitaevskii com interagao spin-érbita

Para o estudo de BEC com SOC, é necessario de 2 estados de spin para formar a base
do pseudo-spin 1/2 do BEC, o que significa que a dinamica do BEC ja nao é mais descrita
por uma fungao de onda escalar agora é descrita por um spinor

U (r) = ( zﬁ; E:; ) . (2.50)

A eq. (2.50) da origem a um BEC de dois componentes. Assim a descri¢ao do campo
médio é dada pela seguinte expressao:

- 1 1
= [ {0 Hoow + S 10+ 0l + 0P}

ou

-1 /. Po _\2 B J
H = ’ \IJT By ( -5 z) alx Az v
/dr{ [Qm AV 5 0 +20 +20
1 2 1 9
+50m (W™ + gr2 [ [Wo| + 5922 |Wol™ o (2.51)

Os coeficientes g;; sao interpretados como uma particula do estado ¢ que interage com uma
particula do estado j. Na eq. (2.51) se pode observar explicitamente os termos gerados
pela interacao spin-orbita.

Ja conhecida a Hamiltoniana, também ¢ conhecida a densidade Hamiltoniana e portanto
a densidade Lagrangiana, a qual é dada pela seguinte expressao:

i L L. po_\? B do
=L \IIT\IJ—\IJT\IJ}—\DT —( ——Z> Poet+ 20 L w
L 2{ o AY 20 +20+20

1 1
+5911 |¢1|4 + g12 W1|2 |¢2|2 + 5922 |1/12‘4

Depois de um calculo, se obtém a seguinte expressao para a densidade lagrangeana:
£ = 5 {wlvn + ol — Pl — 9o, |

ol | (9= 2) 4 5 o § ol vnl] 5 (9= ) = 3 wa)

1 1
- {5911 [1|* + gua [¢1)7 |92]? + 5922 |¢2|4} -

Calculando as equacoes de movimento para cada componente do campo wl e w; através
da equacao

oL oL oL
Q|| o Y i
2 (ov0)) o(owl)] 0
obtemos
. 1 2 )
iy = 5 (iV — %) (O 5% + g% + [gu [ + gi2 (0] ¢, (2.52)
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) )
i)y = % (iV - %)2 Vg — 5% + §¢1 + [g1z |1 ” + goz [02]*] o, (2.53)

as eqgs. (2.52) e (2.53) s@o as equagoes de Gross-Pitaevskii com SOC para o spinor do

BEC ¥ (r).

32



Capitulo 3

Solitons em condensados de Bose
Einstein

No capitulo precedente, foi feita uma breve descricao dos conceitos fisicos e matema-
ticos dos processos experimentais para a obtencao de um BEC com interacao spin-orbita
e da teoria de campo médio. A equacao que governa a dinamica de um BEC é descrita
pela equacao de Gross-Pitaevskii, a qual é uma equagao obtida através da aproximacao
de Campo Médio.

Os gases diluidos tém uma densidade ultra baixa o que permite o processo de con-
densacao e, portanto, a obtencao de um BEC em um MOT, estes gases dao origem a
uma nova série fenomenos, onde a natureza quantica do sistema é exposta de uma forma
unica. A teoria pode ser desenvolvida para uma situacao estaciondaria e nao estaciondria,
permitindo a investigacao de muitos fenémenos fisicos.

3.1 Solucoes solitonicas

A equagao de Gross-Pitaevskii, também chamada de equagao de Schrédinger nao-linear
(NLSE do inglés, Nom-linear Schrodinger equation), tem a forma geral adimensional

10,V (r,t) = =V2U (r,0) + V (r,8) U+ g (v, ) | ¥ (r, )2 U (r, 8) + f (v, 8) | W (xr,8)|* ¥ (r, 1),

(3.1)
onde r € R3 para V (r,t), g(r,t) e f(r,t) fungdes bem comportadas, o ansatz para
resolver a eq. (3.1) é da seguinte forma

U (r,t) = U (r,t) e (Fret) (3.2)

Para o caso unidimensional, sem potencial (V (r,#) = 0) e com nao linearidade da
forma g (r,t) = g < 0 (constante) e f (r,t) = 0 (caso atrativo), temos a equagao (2.46)

WO (2,1) + 0% (2,1) — g | U (2, )> U (2,1) = 0. (3.3)

Para procurar solugoes solitonicas da eq. (3.3), nds usamos o seguinte ansatz
V(2 1) =@ (¢), (3.4)

fazendo uma mudanca de varidvel z = £+ Ut, além «, s sdo constantes e ¢ () uma fungao
real a qual é zero no infinito.

33



10V (2,t) = [sp (&) — iUDep (£)] @Y,
82\11 (Z, t) = [iO&gO (5) —+ aggp (5)] e"(‘”‘“)) (35)
D20 (2,1) = [ap (€) + 2iadep (€) + 92 (€)] &0,

Substituimos o sistema de eqgs.(3.5) na eq. (3.3) para obter

[s = a®] ¢ (&) + [2ia — iU] Dep (€) + 00 (§) — 90° (§) = 0, (3.6)

fazendo U = 2a e a? — s = 3 para simplificar a eq.(3.8), e obtemos

e (&) — By (&) — 9o’ () = 0. (3.7)
Agora, multiplicando por dy e integrando de 0 até um ¢, na eq.(3.7)

/0@359061(3590)_B/Oww(ﬁ)dgo—g/oww3(§)dgozo7

4

p" (€

(@60 — B (€) — P

Fazendo a mudanga de varidvel w = é — d,w = —é@zgo — (Q.w)? = % (8.¢)%, para
obter

= 0. (3.8)

(Bgw)* = B + 4,
e = BU/%dg.
W Tap

Integrando, obtemos a seguinte solucao:

w = \/%cosh (61/25) :

Substituindo w na equagao para ¢ (w = é), temos

- ﬁsech (8172%) (3.9)

Finalmente, substituindo a eq.(3.9) na eq. (3.4) e voltando as variaveis iniciais U = 2« e
2
—s=0- UT, temos

(1) = @ei[%(ﬁ“f)@ sech 82 (= — Ut)] . (3.10)

A eq. (3.10), tem que manter a invariancia de translagao (z) e invariancia de rotagao
(¢o), com o qual temos

U(z,t) = %ei[gw(ﬂ_lj‘f)“%] sech [51/2 (z — Ut — 2)] . (3.11)

A eq. (3.11) é a representagao matematica de um séliton brilhante. Um séliton se espalha
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Figura 3.1: Figura usual do séliton brilhante.

sem efeitos de dispersao, além que suas colisoes sao elasticas. Graficamente um soéliton
brilhante é representado na figura 3.1

Para a solu¢ao da NLSE com nao linealidade cibica-quintica (g # 0 e f # 0), se fez um
procedimento similar, obtendo a seguinte expressao

2ﬁ1/261[%+(5+%2)t+¢o]

[251/21 /£ + Yeosh 2812 (z — Ut + 2)] + g

A eq. (3.12) mantem a forma de séliton brilhante, a qual é mostrada na figura 3.2

U (2,t) = (3.12)

}1/2'

e’

15+

10+

ca -0.5 0.0 0.5

Figura 3.2: Figura usual do séliton brilhante.

3.1.1 Equacao de Weierstrass
As solugdes solitonicas da equagao de Schrodinger nao linear (NLSE)

10,0 = —020 + a1 |U° U + ay |T[* T (3.13)

onde ¥ = VU (z,t) € C, a; € R e {ay,a2} # {0,0}, pode ser expresso em termos das
fungoes elipticas de Jacobi. Isso é possivel ao mapear a eq.(3.8) em uma equagao de
Weierstrass o (t, g2, g3), como foi realizado em [27, 28].

35



A técnica aqui apresentada baseia-se no método de redugao simétrica [29], a esséncia
deste método consiste em reescrever a eq. (3.13) em termos dos invariantes de um deter-
minado grupo de simetria, cujo o objetivo é reduzir o nimero de variaveis independentes.
Em alguns casos (dependendo dos valores de a; e as), ele pode ser resolvido em termos de
fungoes elementares ou em termos das fungoes elipticas de Jacobi. Fazendo uso das inva-
riancias das solucoes solitonicas, esta abordagem de solucao é viavel. A solucao analitica
exata é reduzida a uma equacao diferencial ordindria, que é dada em termos da funcao
eliptica de Weierstrass ¢ (¢, g2, g3)-

A equagao fundamental de Weierstrass é dada por

o = 40> — g2p — gs, (3.14)

e pode ser escrita na forma

o =4(p—e1)(p—e2)(p—es), (3.15)

onde g; sao os invariantes de Weierstrass e e, sao as raizes de Weierstrass. Esses parame-
tros tém as seguintes propriedades:

A=gi—21g2, (3.16)

H? =26 +ejen, ik =1,2,3;i £ j,i £ ki j # K, (3.17)

aeq. (3.16) é denominada determinante de Weierstrass, dependendo do seu valor a fungao
Weierstrass adota uma expressao especifica em termos de funcoes elipticas de Jacobi, e a
eq.(3.17) é denominado como o periodo médio, das solugoes da equacao de Weierstrass.
Para uma abordagem mais ampla sobre as propriedades da funcao de Weierstrass rever a
referéncia [30]. Na presente dissertagao, as solugoes para as equagoes diferenciais acopladas
dos componentes da densidade de spin sao resolvidas por esta abordagem e, por sua vez,
é possivel encontrar as expressoes dos parametros varacionais dinamicos do sistema em
estudo.

3.2 Solucoes vetor-solitons

3.2.1 Modelo de Manakov

No modelo de Manakov a propagacao da luz é estudada, obtendo solugoes tipo vetor
soliton. Sendo um dos primeiros modelos a obter este tipo de solugoes. As equagoes
acopladas do modelo de Manakov sao as seguitntes:

9 9 2 2 Ey
i~+ =+ x (B +|E =0
{ at axQ X (| 1| | 2| ) E2
A partir dessa equacgao se obtém as solugoes solitonicas de duas componentes, chama-
das vetor solitons.

O objetivo desta dissertacao nao é aprofundar os resultados obtidos sob a abordagem de
Manakov, no entanto, é de utilidade didatica mostrar as solugoes de vetores solitonicos.
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3.2.2 Séliton brilhante (BS) e séliton escuro (DS)

As interacoes nao-lineares e a dispersao nas colisoes de atomos geram pacotes de ondas
localizadas, que se movem sem efeito de dispersao ou efeito de distorcao, isto é, como um
pacote compacto. No caso de uma interacao atomica atrativa para séliton brilhantes e
interacao atomica repulsiva para séliton escuros, os pacotes de onda localizados chamados
silitons brilhantes e escuros sao gerados em um BEC. Uma das muitas caracteristicas do
soliton, é a sua colisao elastica, j4 que um soliton retém sua estrutura, sua forma, tendo
este tipo de propriedade ao colidir.

Devido & atracao e repulsao atomica que surge no BEC um soliton brilhante e/ou es-
curo surge, adotando as formas mostradas na figura 3.3. O perfil matemético é g (z,t)
sech (z) no caso de soliton brilhantes e ¥pg (2,t) < tanh (z) para séliton escuros. Sua
formacao esta intimamente relacionada com a armadilha potencial, ja que no caso de sé-
litons 2D e 3D estes colapsam. Para o caso de 2D, o colapso esta relacionado ao niimero
de atomos, ja que acima de um numero critico, o séliton entra em colapso. Que para o
caso de 3D, esse colapso ocorre para um nimero arbitrario de atomos.

Figura 3.3: Graficos de séliton brilhante e séliton escuro respectivamente

Na figura 3.3 pode-se observar como a superficie é denotada por uma cor vermelho, o
que quer dizer que é a parte quente do condensado no caso do séliton brilhante a parte
de acima é uma cor luminoso, a parte inferior de um séliton escuro é um obscuro, aquelas
essas cores sao o origem do nome dos soélitons.
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Capitulo 4

Dinamica de um condensado de
Bose-Eilnsteln em auséncia e com
interacao spin-orbita

Como ja foi mencionado na secao anterior, a dinamica de um BEC ¢ descrita pela
equagao de Gross-Pitaevskii (equagdo de Schrodinger nao-linear). Também foi mostrado
que, a expressao matematica com perfil de séliton brilhante (fungao secante hiperbdlica)
é solugao da equacao de Gross-Pitaevskii com nao linearidade cubica.

Por outro lado, através da técnica da ressonancia de Feshbach, podemos modular a in-
tensidade das interagoes interatomicas entre os bésons (os coeficientes das nao-linearidades
na equacao diferencial), o que leva a criagao de sélitons brilhantes em um BEC, sendo
eles os objetos mais fundamentais da fisica nao-linear. Na verdade, além das interagoes
internas, o comportamento macroscopico das BECs ¢é altamente sensivel as condigoes
externas, principalmente ao potencial de armadilhamento externo. Por esse motivo, é
muito importante estudar novas e diferentes dinamicas dos sélitons brilhantes em diversos
potenciais.

Nesta secao vamos desenvolver e estudar a dinamica de um BEC de atomos com dois
estados hiperfinos na auséncia e na presenca de interacao spin-6bita para diferentes po-
tenciais de armadilhamento. Focaremos nossa atencao na dinamica do centro de masa
do sistema, e também nas propriedades intrinsecas, por exemplo: o pseudo-spin e a di-
ferenga de fase, que estao associadas a dinamica. Para estudar as diferentes dinamicas
do sistema, vamos empregar o método de aproximagao variacional, proposto por B. A.
Malomed [34, 35], e em particular, recentemente e exitosamente empregada por L. Wen
[50].

4.1 Equacoes de movimento

Vamos estudar sélitons brilhantes em BEC de atomos que possuem dois estados hiper-
finos diferentes, cuja dinamica orbital esta acoplada a estes dois niveis de energia interna.
A interacao spin-érbita da origem a uma ampla variedade de propriedades dinamicas.
Primeiro, estudamos a dinamica dos solitons e do spin do sistema quando o potencial de
armadilhamento esta desligado. Depois, é realizado um estudo onde o potencial sera de
grande importancia na dinamica do sistema. Nosso foco é estudar a dinamica do séliton
sob a influéncia do SOC induzido por lasers Raman no BEC. O efeito dos lasers Raman
¢é acoplar o grau de liberdade spin ao movimento do séliton, este tipo de acomplamento é
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conhecido como acoplamento Rashba. Nesta dissertacao se estuda a dinamica do soliton,
onde havera uma atencao especial na dinamica do centro de massa que é afetado pelo
SOC induzido pelos lasers Raman e de como o potencial tem influéncia na precessao de
spin, a qual é descrita pela equacao de Bloch.

A densidade lagrangiana que descreve a dinamica quase-unidimensional do BEC com
SOC ao longo do eixo z é dado pela expressao

i 1
£ o= S{Wi0T) + 30, 0o] — (010,97 + Ur0,03]} — o {1001 + 0. Vol }
—IAN{ W00, — W30, Us} — V (2, ) {|W1]° + |Wa|?} — Q{W W, + W50}
1 1
—0 {0 ? — [Ty*} — {5911 10+ o |07 [ W) + 5922 |‘1’2|4} : (4.1)

As equagoes de Euler-Lagrange para os campos V¥ sao dadas por

o[98 1, o[ 0L ] oL _
Lo T o(0) | o

com o = 1,2, as quais podem ser obtidas usando a densidade Lagrangeana (4.1) e podem
ser escritas como

0, (4.2)

1
0V = =0 AL+ V (2, )W + QW + 00
+ (g1 [0 * + g12 [To) . (4.3)
1
i0,Uy = —583\112 —iND Wy + V (2, 8) Wy + QU — 0,
+ (912 ’\1’1‘2 + 922 ‘\I’2|2) U,. (4.4)

Podemos reescrever as eqs. (4.3) e (4.4) em sua forma matricial da seguinte forma
; i3 R P 1 , 10 Uy U,
Zat < \112 ) = _58,2 ( \IJQ +Z>\az 0 _1 \112 —+ V(Z) \IJQ
0 1 vy 1 0 A
+Q<1 0)(%>+5(0 _1)<%)
i ( g1 "111‘2 + 912 |‘I’2\2 0 ) ( U, )
2 9 v |
0 g1z |V1|" + g2 [ W2 2

Neste ponto, introduzimos as matrices de Pauli

e (00) () (3 0)

G- ( g1 [ W1 [* + gi2 [V 0 )
0 912|‘1’1|2+922|‘I’2|2 7
de modo que a equagdao matricial que governa a dinamica de um BEC com SOC seja
escrita como

€ escrevemos

10y ( \\f]; ) = [-302 4+ i)Xd.0. + V(z,t) + Qo, + b0, + G] ( i; ) : (4.6)
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onde ¥, e Uy, sao as componentes do vetor soliton que descrevem a dinamica do BEC,
representando, por exemplo os estados hiperfinos |1, —1) e |1,0), respectivamente.

A interpretacao fisica de cada um dos termos que aparecem na equacao de Gross-
Pitaevskii, eq.(4.6) é

e O parametro \ caracteriza a intensidade da interacao spin-érbita gerado por lasers
Raman. A\ = kpa,,onde a; = \/h/mw,, é o comprimento de onda e w, frequéncia),
com ky, sendo o momento linear transferido pelos lasers Raman;

e O parametro () caracteriza a mistura de estados devido ao espalhamento Raman
estimulado (acoplamento Raman);

e O parametro ¢ caracteriza a intensidade do efeito Zeeman entre os estados do BEC;
e O termo V (2) é o potencial harménico que armadilha o BEC.

Como ja foi dito acima, ndés queremos estudar as diferentes dinamicas dos soélitons
brilhantes. Por esse motivo, vamos usar um ansatz da seguinte forma

Uy (2,t) = \/gsen (0) sech (nz + €) ez'(lclz:Jrcpl)7

Uy (z,t) = \/gcos (0) sech (nz + &) eitkzzte2) (4.7)

onde os parametros 7, 0, k;, ¢;, £; sao parametros variacionais que dependem da coor-
denada temporal. O propdsito do método variacional é descrever a dinamica do sistema
através desses parametros variacionais. Cada parametro variacional esta relacionado a
alguma caracteristica da dinamica do séliton como por exemplo:

e O parametro f esta relacionado com o desbalanco de “spin” entre as componentes
do sdliton, e a qual é definido pela expressao

+oo
A= / (|91 [° = |Ws|*) dz = — cos (26) . (4.8)
—00

A partir da eq. (4.8), temos que para 6 = £7, teremos A = 0, ou seja, o sistema

possui o mesmo valor de pseudo-spin para cima e para baixo.
e O parametro ! determina a largura do séliton.
e Os parametros k; sao os numero de onda.
¢ [Minalmente, os parametros ¢; sao as fases das componentes dos sélitons.

Utilizando o ansatz (4.7), podemos encontrar o centro de massa do soliton (z) através da
relacao

> 0
z) = z \112—1—\1/2dz:——, 4.9
@ = [ z(wmP+wr)a- -0 (4.9
o momento linear do sistema, dado pela expressao
) = —i / (V80,0 + W30.0,) d=
= kysen®d + kycos® 0 =k (t) — k_ () cos [20 (t)] (4.10)
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onde ky = (k1 + ko) /2, k— = (k1 — k2) /2, e a energia do sistema

(B) — / (V50,0 + U50,0s) d=

o0

= % (klsen29 + ks cos? 0) - (gplsen%’ + g cos? 9)

= —(2(0)) {0k (1) — cos [20 ()] Ok ()}
—{0up (1) — cos [20 ()] Do (1)}, (4.11)

onde ¢y = (1 + ¢2) /2, p_ = (¢1 — p2) /2. Agora, introduzimos o potencial de armadi-
lhamento de quarto grau que vamos utilizar, dado pela expressao

Vi, t)=Vo(t) + Vi (t) 2+ Vo (t) 2% + V3 (t) 2° + Vi (1) 2™ (4.12)

A lagrangiana do sistema, é obtida substituindo o ansatz, eq. (4.7), na densidade
lagrangiana, eq. (4.1), considerando g;; igual a g, isto é, uma intensidade nao linear
constante e integrando ao longo do eixo z.

—+00
L= / Ldz, (4.13)

o0

da eq. (4.13), o resultado é
£

- 1

2k_ +cos (20) (¢_) — ¢, — ék:i + cos (20) k. k_
n

1 1 £ w2 4 12€2 £ (m? 4 4€?)

B e (VAR VA Vs -

2" =" %" (0 RN e

Trt 4+ 120722 + 2406

240n*

k_ 2k_ 20 1
0™ cos <—ﬁ + 2g0_> _sen(26) + dcos (260) — —gn, (4.14)
77 N senh (%) 6

L = —§k+cos(26’)—|—
n

V3

+Vy

) + Ak_ — Acos (20) k.

onde ko = dky /dt, o = dpy/dt. Neste ponto, os parametros variacionais do sistema sao
E(t), n(t), ky (t), k_(t), 0(t), p_ (1), ¢4 (t), e as equagdes de Euler-Lagrange para cada
um dos parametros sao

mk?  sen (20)

ke = 20 sen (@) + cos (26) k-
T senh <7rk—’>
1
2 4 12¢2 26 +48°
+ _vl+2v2§—v37r+ s +V47rng : , (4.15)
n drp? n’
b _QL—ksen (), (4.16)
nsenh (T)
ES
7= —Acos (20) 4+ k_cos (20) — k., (4.17)
n
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o = —04+Mey —k_ky + i
Ui

mk_

—Q@cos (¢) cot (20) , (4.18)

k- (A —Fk_)+k_(k_ — \)cos®(20)

- 2 - -
= —Qﬁk sen (20) cos (¢) [& coth (i) — 1} : (4.19)
7 senh (=) U U
2 2 2 4 22
g n 7 o€ Tt 4+ 607°¢
-n-=+Vors - Vs —+Vj——77-
6" 3 T g T ags T T g
k_ 20 k_ k_
ol sen (20) cos (¢) r— coth (L) — 1] , (4.20)
T senh <&> n N
"
onde ¢ (t) = —Qk_% + 2¢_ ¢ a diferenca de fase das componentes do séliton.

As expressoes (4.15)-(4.20) sao as equagoes de movimento que governam a dinamica
do BEC com SOC. Elas sao equacoes diferenciais nao-lineares que interligam os parame-
tros variacionais. Baseado nas equagoes de movimento, podemos deduzir algumas outras
equacoes diferenciais auxiliares para os parametros variacionais, as quais nos permitem
achar as solucoes analiticas exatas das equagoes dinamicas.

Usando as eqs. (4.15) e (4.16), temos

ky = —20sen (26)k_ + cos (20) k_
T (—V1 T 2%% 5T 2;252 + V4”25;; 453) ,
integrando com respeito ao tempo, temos
ky =k_cos(20)+ I (t)+ ko, (4.21)

onde o termo [ (t) é da forma

w2 4 12£2
3 €+

2 4£3
I(t)= / (—Vl + 2‘/25 - ‘/34—772 ‘/4%> dt, (4.22)

n

sendo kg a constante de integragao. Das eqgs. (4.10) e (4.21), concluimos que o momento
linear do sistema é expresso por

(k(t)) =ky —k_cos(20) = +1 (t) + ko. (4.23)
Derivamos com respeito ao tempo a eq. (4.17), obtendo
2 (¢ . : : .
@z | = 2\0sen (20) + k_ cos (20) — 20k_sen (20) + cos (20) k_ — k..

Substituindo as eqs. (4.15) e (4.16) na tltima expressao, obtemos

2 2 2 2 3
d F]+2V§—Vgﬁ +122§ +V47T§—Z4§ :Vl_QQ)\Wk_sen(ZQ)sen(gb).
" 4n 77 T senh (%)

b (4.24)
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A equagdo (4.24) descreve a dinamica do centro de massa. Podemos reescrever as egs.
(4.17) e (4.18) na forma

21@_% F} = —2\k_ cos (26) 4 2k? cos (20) — 2k_k,.,
n
' _ 2
2. — 25k — 254 20k, — 2k, — 20TR= 05 (B) 0t 20)
7 T senh (%)

a partir dessas duas tltimas expressoes e da eq. (4.21), chegamos a relagao
wk_ cos (¢) cot (20)
T senh (”k >

7

Esta tltima expressao é a equacao dinamica da diferenca de fase.
Para descrever a dinamica do pseudo-spin do sistema, definimos a fungao pseudo-spinor
do sistema x? = (x%, x3) pela expressao:

¢ = —26 + 2o\ + 2k_ (2X — k_) cos (20) — 29 +2XN(1).  (4.25)

1
_\Ijow
\/ﬁ
onde p = |¥|* 4 |W,|>. Substituindo o ansatz, eq. (4.7), na eq. (4.26), teremos que as
componentes do pseudo-spinor sao

\Ill \1’2
x1=—=sen(f)exp[i(kiz+¢1)] ; Xxo=—=cos(0)expli(kez+2)]. (4.27)

NG NG

Agora, definimos o vetor pseudo-spin S = 1/2 do sistema, pela expressao

S = "oy, (4.28)

Xo = (426)

onde ¢ = (0,,0,,0,) € 0;, com i@ = x,y,2, sao as matrices de Pauli, eq. (4.5). Para
encontrar as componentes do vetor pseudo-spin S, substituimos as egs. (4.5) e (4.27) na
eq. (4.28), obtendo

S (t) = xToux = sen (20)cos (6) 5 S, (t) = x"o,x = —sen (26) sen ()

S, (t) = x"o.x = —cos (20) . (4.29)
A partir das componentes de S, podemos encontrar suas equacoes de movimento. Deri-
vando com respeito ao tempo cada componente de S, eq. (4.29), teremos

Sy = 2cos(26) cos (¢) 0§ — sen (260) sen (¢) ¢,
Sy — —2cos (20) sen (¢) 6 — sen (20) cos (¢) ¢,
S. = —2sen(26)6,
nessas ultimas expressoes, substituimos as eqs. (4.16), (4.25), e (4.29), obtendo
Sy = 2(=0+ko\) S, +2k_ (—2\+ k_) S,S. + 2\IS,,
S, = 2(0—koA) Sy 4+ 2k_ 2\ — k_) S,.S.

—QQL‘kSZ — 9AIS,,
nsenh <T>
- ke
S, = 20— "= 5, (4.30)

Tk_
nsenh (T)
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Essas tltimas expressoes, eq. (4.30), sdo as equagoes de movimento que governam a
dinamica do pseudo-spin do sistema. As equagoes de movimento do pseudo-spin do sistema,
sao um conjunto de equacgoes diferenciais nao-lineares, mas elas se tornan lineares quando
o coeficiente k_ (2\ — k_) toma o valor zero. Podemos reescrever a eq. (4.30) na forma
vetorial, dada pela expressao

S =S x B,;, (4.31)

onde

B, = | —20— T 0 oA —2(5—ko\) — 2k (2A— k) S. | . (4.32)

mk_
’I’]SGIlh <T>

A eq. (4.31) representa a equacao de Bloch para a precessao do pseudo-spin do sistema
S em um campo magnético efeitivo B,y.

Neste ponto, queremos ressaltar que, para determinar as solugoes analiticas exatas
correspondentes a cada parametro variacional, as que descrevem a evolucao do sistema,
resolveremos o conjunto de expressoes algébricas formada pelas eqs. (4.19) e (4.20), as
equagoes diferenciais auxiliares, eqs. (4.21)-(4.25), e as equagoes dinamicas das compo-
nentes do vetor pseudo-spin S. As solugoes analiticas encontradas para este conjunto de
expressoes algébricas, serao também as solugoes analiticas do conjunto das equacoes de
movimento do sistema.

Em seguida, procedemos a resolucao do conjunto de expressoes algébricas, para des-
crever diferentes dinamicas de um BEC com diferentes potenciais. Devido a que os para-
metros variacionais, que descrevem a dinamica do sistema, estao interligadas através das
equacoes dinamicas, encontrar as solugoes analiticas das equacoes dinamicas requer um
grande esfor¢co matematico. Por esse motivo, simplificaremos essas equagoes tomando em
consideracao algumas situacoes fisicas experimentalmente realizaveis assumindo valores
para alguns parametros. Em particular, analisaremos a dinamica do sistema em auséncia
de acoplamento spin-drbita (A = 0) e em presenga dele (A # 0).

4.2 Dinamica de um BEC de atomos sem acopla-
mento spin-orbita (A =0)

Nesta secao vamos estudar, a partir das solugoes analiticas, a dinamica de um sistema
em auséncia da intensidade de acoplamento spin-orbita. Este sistema, foi recentemente
estudado por L. Wen [36] no caso em que o coeficiente da mistura dos estados internos do
BEC possui uma dependéncia espacial z.

Na auséncia de acoplamento spin-orbita (A = 0) entre os estados internos dos dtomos
do sistema, a eq. (4.19), toma a forma

_ 2 _ _
—k?sen? (20) = —Qﬂk sen (20) cos (¢) [i coth (i) — 1} :
T senh (%) N n

esta ultima expressao é satisfeita quando k_ assume o valor de zero. Nesta situacao, as
egs. (4.20), (4.21)-(4.25) sao reduzidas a forma

2 2 2 4 2¢2
g n ™ o€ Tm* + 607¢
R TS VASAIE VAN v I
n + Vs 32773+ 4 60774

6 3 6 0; (4.33)
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key () = 1 (£) + ko; (4.34)

13 13 w2 4+ 12¢2 m2€ + 483

d2
e H +2v25 — Vs g + Vi . Vi; (4.35)
¢ = —26 — 2Qcos (@) cot (26) ; (4.36)
S, = —265,,
S, = 288, —208.,
S, = 208, (4.37)

Com base no conjunto de expressoes obtidas, eqs (4.33)-(4.37), podemos afirmar que o
potencial que armadilha o sistema tem influéncia na dinamica externa do séliton, ou seja
na largura do séliton 7, no centro de massa do sistema (z) = —%, e no momento linear
total do sistema k. Do mesmo modo, a dinamica interna do séliton, ou seja a evolucao
da diferenca de fase entre os componentes do séliton ¢ e o vetor pseudo-spin S do sistema,
nao é influenciado pelo potencial de armadilhamento, no caso de auséncia do acoplamento
spin-6rbita nos estados do sistema.

_ST_SU _Sz _¢
1.5:

1.0-
0.5-

‘ ‘ ‘ ‘ L : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
s Yo/ 14 Ja0| 25 |3g © o\ | /i ) 3o
: 05
~05- -1.0
: -15°

Figura 4.1: Evolugao no tempo, de S, Figura 4.2: Dinamica do S,, eq. (4.38),

e Sy, eq. (4.38), em auséncia de aco- e ¢, eq. (4.39), em auséncia de aco-
plamento spin-6rbita, com ¢ = 0.05, plamento spin-6rbita, com o = 0.05,
Q=0.5,¢,=05ec3=0. Q=05,¢=05,c3=0,ecy =0.

Das equacoes dinamicas das componentes de S, teremos

S (t) = —%SZ t)+c¢ ; S.+4 (2% +6%) S. = 46Qc,,

entao as componentes de S sao

5 02 w
S (t) = — g2 cos (wt+c3) + 2 a Sy (t) = ~ 5 C2sen (wt + c3);
4662 40? w?
SZ (t) = C9 COS (wt + 03) + 701 ) FC% + @C% = 1; (438)

onde w = 2v/Q2 + 62. As expressoes da eq. (4.38) sao as oscilagoes de Rabi [37]. As
Figuras 4.1 e 4.2 mostram a evolucao das componentes de S. Também a precessao do
vetor pseudo-spin S é mostrado na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Precessao de S em auséncia de acoplamento spin-érbita, com § = 0.5, 2 = 0.5,

C1 = 0, € C3 = 0.
Agora, usando as solugoes analiticas das componentes do pseudo-spin S, encontramos
a solugao analitica da diferenca de fase das componentes do sdliton ¢ (t), eq. (4.36), da

seguinte maneira
o cos (26)
Qb = 20 2Qcos (¢) m
cos (20) S,
= —25+2§21 Sy

~26 — 20cos (¢) sen (26) 5 0

Integrando esta tultima relagao, obtemos
(4.39)

¢ (t) = arctan ~55 tan (wt + ¢3)| + ¢4.

O perfil do progresso no tempo da diferenca de fase é exibido na Figura 4.2.
Em seguida, estudaremos diferentes dinamicas do sistema, através da trajetoria se-

guida pelo seu centro de massa < z >= —¢{(t) /n e a evolugdo do momento linear do
sistema k. (t), para vérios potenciais de armadilhamento. Queremos mencionar que a
dinamica do sistema para o caso livre, sem potencial, foi extensivamente estudada por M.

V. Tratnik e J. E. Sipe [38], no contexto da éptica nao-linear.

4.2.1 Caso 1: V(1) = Ltecos (wot); Vo (1) = Vi (£) = Vi () = Vi (£) =

Comecamos com o potencial harmonico, que armadilha o sistema, com frequéncia

dependente do tempo, da forma
2
Vi(z,t) = |2 —ecos (wot)} 22 (4.40)
i ﬁ}
272
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1.0;
05
10 20 30 40 s
Figura 4.4: Evolucao do potencial de ar- Figura 4.5: Evolugao da largura do séli-
madilhamento, eq. (4.40), com v, = v/2, ton, eq. (4.41), com g = —1, 79 = V2,
e=0.5ewy=1. e=0.5,ewy =1

Esse potencial foi empregado para estudar a dinamica do séliton através da equagao de
Schrodinger nao-linear com coeficientes moduldveis no espago-tempo por J. Beitia [39],
e A. Avelar [40], também, estudos de estruturas semelhantes em fibras épticas com uma
dispersao varidvel foram realizadas em [41] e [42]. A Figura 4.4 mostra a evolugao do
potencial.

Substituindo a eq. (4.40) nas eqgs. (4.33)-(4.35), temos:

2 2

2
T
—%77_%"" (é—o—ecos(wot))G—m:O o ke (6) = 1(t) + ko;

n
com I (t) = [ v — 2ecos (wot)] %dt. As solugoes destas tltimas expressoes sao

2
% [é} + (75 — 2ecos (wot)) % =0;

1/2
g VA 1132 A() 9
t)=—3 o v — 4.41
=5+t "5 3|56 16 3 A (4.41)
&(t) 492 de wy 492 de wy
) =—><=A Mg |—,—,—=t| + AoM¢ | —, —, —t 4.42
<Z()> n(t) 14VLS w%vwga 9 + A Mce w(2)7w(2)7 9 ) ( )
ki (t)=1(t)+ ko, (4.43)
com ¢; = 0, Mg e My sao as fungoes de Mathieu, Ay, As e ¢4 s@o constantes de integragao,
e
Alt) = ¢+ 2102 1 (] |y f1 e 2048 (1) o
= g 392/3 2794
1/3
204872V, (t
_28/37T2/392/3 [‘/2 (t)]l/fi (1 + \/1 4 0 827;9‘:2( )) ’

I(t) = —/ [ — 2e cos (wot)] (= (t)) dt.

Podemos inferir da eq. (4.41), que o parametro n oscila com a mesma frequéncia da
armadilha, devido a dependencia de i e V5 (t). Na Figura 4.5, mostramos a evolugao da
largura do séliton.

Assim, a partir da eq. (4.42), podemos destacar trés tipos diferentes de comportamento,
para diferentes escolhas dos parametros € e wy:
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Movimento peridodico, com ¢ = ()

Nesta situacao, as fun¢oes de Mathieu estao numa regiao de transigao entre a fase
estavel e instavel. Além disso, o potencial é harmonico com frequéncia constante vy, por
esse motivo a largura do séliton é constante. Também, as fungdes Mg, M¢, I (t) sdo
reduzidas a forma

402 4e wo 492 4e wo
Mg |20 Z€ 2040 0 Mg |20 2 Ko) 1),
S|:w§7wga 9 SGH(’)/()) ) S wngg 9 COS(VO)

I (t) = Ao cos (yot) — Azyosen (Yot) -
Assim, o comportamento periédico dos (z (t)), k (t), e da amplitude das componentes do
séliton ]\Ifl|2, |\I/2\2, e do sistema, |\Ifsist|2 = |\111\2 + \\I/2|2, sao mostrados nas Figuras 4.6,
4.7, 4.8 e 4.9, respectivamente.

— <z>

0.5

-1.0°
-1.5-
Figura 4.6: Movimento do centro de Figura 4.7: Evolucao do momento linear
massa, eq. (4.42), com vy = /2, A = 1, do sistema, eq. (4.43), com v, = V2,
e A2 =1. A1 = 1, A2 = 1, ko = —Al’}/o.
| @ | 2
| & ]° | 2. |°
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08
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50
40
L. 30
20
10
z z
Figura 4.8: Dinamicas de |¥|* e |W,]%, Figura 4.9: Evolucao do médulo do s6-
com Q = 0.5, 6 = 0.05, 7 = V2, g = liton do sistema, |\Ilsist]2, com Yo = V2,
—1,A1:1,A2=1,C3=O,GC4=—A2. Alzl,Agzl.
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Ressonancia, com € # 0 e wy = ¥

Nesta ocasiao, as fungoes de Mathieu estao na regiao de fase instavel. Ademais, o
potencial é harmonico com frequéncia dependente do tempo, por esse motivo a largura
do sdliton depende sé do tempo, Figura 4.5. O comportamento ressonante de (z (1)),
k4 (t), das amplitudes das componentes do séliton |\Ifl|2, |\Ifg|2 e do sistema \\Ifmt|2, sao
mostrados nas Figuras 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13, respectivamente.

— k,
—_— <>

Figura 4.11: Evolugao do momento li-

Figura 4.10: Movimento de (z (t)), eq. near do sistema, eq. (4.43), com 7y =
(4.42), com 7o = v/2, € = 0.5, wy = 1.39, V2, e=05wy =139 A =1, Ay =1,
A1:1,8A2:1. kJr(O):O
A | 2|

0 0.2 04 06 0.8 0 0.2 04 06 0.8

[ I En I W .

50

40
+w 30 -

20

10

0 : o
-1616-50 51015 -1616-50 51015

Z Z

Figura 4.12: Comportamento ressonante

de |W]> e |Wy]?, com Q = 0.5, § = 0.1, Figura 4.13: Dinamica da amplitude do
Yo =2, =05 wy =139 A, =1, e soliton do sistema, ]\Ifsist|2, com vy =
Ay =1. V2,e=05,7v=139, A1 =1,e Ay = 1.

Movimento quase-peridédico, com € # 0 e wy # Yo

Neste cenario, as funcoes de Mathieu estao na regiao de fase estavel. Finalmente, a
evolucao de (z (1)), ky (t), ¢ (), e da amplitude do séliton do sistema, |Uyy|* = [T, |° +
\\112]2, sao mostrados nas Figuras 4.14, 4.15, 4.16 e 4.17, respectivamente.
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— <z>

-0.5-

-1.0°
-1.5:
Figura 4.14: Evolucao do centro de Figura 4.15: Dinamica do momento li-
massa do sistema, eq. (4.42), com vy = near do sistema, eq. (4.43), com vy =
V2, € = 05, wp = /2, A =1, e V2, e=0.5, wy="/2, Ay =1, Ay = 1,
2
EAE |@,|? | B |

0 020406 0.8 0 02 04 06 0.8

o N . [ I e

50 —— 50 [

40

30

~

20
10

Figura 4.16: Progresso, no tempo, de

|01 e [Wy)*, com 49 = V2, € = 0.5, Figura 4.17: Dinamica da amplitude do
Q=05 06=01w =7/2 A =1, e séliton do sistema, com vy = V2, wy =
A2:1. ’70/2,620.5, A1:1,6A2:1.

4.2.2 Caso 2: Va(t) = 2 Vi(t) = Fycos(wot); Vo(t) = Va(t) =
Vi(t) =0.

Nesta situacao, o potencial de armadilhamento é constituido por um potencial harmo-
nico, com frequéncia constante, e um potencial linear, da forma

2

Vi(z,t) = l;zz + Fj cos (wyt) 2. (4.44)

Quando wg = 0, o potencial linear representa uma analogia com o potencial gravitacional
terrestre atuado sobre as particulas do BEC, [43-45]. Em meios ndo homogéneos, o
potencial (4.44) foi empregado por Chen e Liu, no estudo de sélitons acelerados [46, 47].
O perfil da evolucao do potencial é mostrado na Figura 4.18 e o perfil do n na Figura 4.19.
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3.0-
25-
2.0
-k
1.0
0.5-
. ‘7 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 t
Figura 4.18: Progresso, no tempo, do
potencial, eq. (4.44), com vy = /2, Figura 4.19: Valor da largura do séliton
Fo=1 wy=1. n,comg:—le%:\@
Para o potencial, eq. (4.44), as egs. (4.33)-(4.35), tomam a forma
2 2 2
g Ui To T
—nN——=4+—-—=0 ; ki (t)=1()+k
=T B=0 s =10k
d? [¢
¥l [;} + ’735 = Fo cos (wot) ,
onde I (t) = —f—gsen (wot) +1% %dt. Nesta ocasido, a largura do séliton 7 é constante, e
toma o mesmo valor do caso 1 para € = 0 na eq. (4.41), Figura 4.19.
As outras solucoes analiticas do sistema sao
¢ () Iy
(z(t)) = —=—% = Aysen (yot) + Az cos (Yot) + —— cos (wot) , (4.45)
n(t) ws =6
WQFO
k‘+ (t) = A1’70 COS (’7015) — AQ’)/()SGH ('70t) + —5 5S¢l (th) + /{?0, (446)

0~ Wo
com ¢; = 0, Ay, As, e c5 sao constantes de integragao. A partir dessas ultimas expressoes,
podemos deduzir que para wy = 7y o termo associado a F{, aumenta acentuadamente, e
quando wy = 7 se produz o fendmeno de ressonancia devido a modulagao da intensidade
do potencial linear. A dinamica de (z (t)), ki (t), ¢ (), |¥1]%, e |¥s|* sdo mostrados nas
Figuras 4.20, 4.21, 4.22 e 4.23 em todas elas foi empregado: wy =1 e wy = 1.3 = .

— <Z2wpcyp — <Zwpzyg — Kiwpcye — Kewomyo

Figura 4.20: trajetéria do centro de Figura 4.21: Evolugao do momento li-
massa, eq. (4.45), com vy = V2, Fy = 1, near do sistema, eq. (4.46), comy = v/2,
A =1 e Ay =—Fy/ v (W(% - 7(2))]~ Ar=1,A=1 F=1,eko=—A.
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Figura 4.22: Dinamica de \\111]2, e \\112|2, Figura 4.23: Dinamica de |\Il1\2, e |\IJ2]2,
com g = \/§, F() = 1, Al = 1, AQ = com “yp = \/i, FO = 1, Al = 1, A2 =
—Fo/ [v0 (w§ — 5], e wo = 1. —Fy/ [0 (w§ —28)], e wo = 1, 3.

4.2.3 Caso 3: Vi (t) = Vi; Vi (t) = Vs sn (wot|m); Va () = 25 Vi (1) =
Vo (t) = 0.

Neste caso, o potencial anharmonico que armadilha o sistema é da forma

2

V (2,t) = Vyz* + Vasn (wot|m) 2° + 2—022, (4.47)
onde Vj, Vi, 70, wo, € sn(wpt/m) é a funcdo eliptica de Jacobi com parametro eliptico
0 < m <1 [48]. Estudos recentes mostram que a fisica dos potenciais anharmonicos e
sistemas confinados por esses potenciais é bastante rica. Por exemplo, a introdugao de
uma anharmonicidade quartica adicional ao potencial da armadilha harmonica evita a
perda de um condensado de Bose-Einstein que gira rapidamente [49]. Um potencial de
estrutura semelhante foi criado experimentalmente no interior de um guia de onda para

estudar a dinamica de um BEC [51]. O perfil do potencial anharmoénico é mostrado na
Figura 4.24.

20N U U NN\
1.5-

1.0-

0.5-

Figura 4.24: Perfil do potencial de ar- : ‘ ‘ ‘ ‘ -
madilhamento, eq. 4.47, com V; = 1, > 10 1520 28
Va=—-1w =1v%=vV2 F,=1,¢ Figura 4.25: Largura do séliton, com
Wo = 3. Vi=1,%=v2 g=—-1,ew,=1.1.

Com o potencial quartico as equagoes da largura, do momento linear do sistema, e do

52



centro de massa, eq. (4.33)-(4.35), tomam a forma:

2 2 2 2 4 2¢2

g n v T s £ Tr* + 607m=¢
Iy L Ty D (wotm) 2 4+ Ve =
6"~ 3 T g lwtim) s+ Vi ’

ky (1) = I(t) + ko

&[], %€ 126 w448
el D> _v. t Vi =0;
d? M Ty T (wotm) m T ’

Ccom

w2+ 12£2 m2€ 4 4€3

I(t)= 7(2)/ <% — Vasn (wot|m) ppe S +V 6773 S )dt.

A solucao analitica que encontramos para a equagao do centro de massa é dada pela
expressao

t
1) = =59 e (wotlm), (4.48)
n (1)
2 2 2 2
Yo — Wo Y0 — Wo
A pr— :t pr—
4V, M wd

onde V3 = —4V A e % < wp < Y-
Empregando a eq. (4.48), encontramos que a largura do séliton é a solugao real positiva
de uma equacao de sexto grau, da forma:

2.2 Tt
n° + gn5 + {3%2142‘/4%2 (wot|m) — WZO} U %‘/4 =0, (4.49)

e o momento linear do sistema ¢é dada pela expressao

243

wom

ky (t) cn (wot|m) dn (wot|m) + ko. (4.50)

A evolucao da largura do séliton é mostrado na Figura 4.25. O perfil da trajetéria
do centro de massa (z(t)), do momento linear do sistema k, (t), das amplitudes das
componentes do séliton |\Ifl|2, |‘I/2|2 e do sistema |\Ifsistema|2 sdo apresentadas nas Figuras
4.26, 4.27, 4.28 e 4.29, respectivamente.

—<z> — ks

Figura 4.26: Trajetéria de (z (t)), eq. Figura 4.27: Evolugdo de ki (t), com
448, com V=1, v =2, e wp = 1.1. Vi=1,v%=V2eky=0.
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Figura 4.28: Dinamica de [¥4]* e |W,|%, Figura 4.29: Movimento de |W;4|?, com
Coszl:L%:\/ig:_l,WO:l-l, ‘/;L - ]-a Yo = \/§7 g = _]-7 W = ]-]-a
Q= 0.5, |delta = 0.05, e c3 = 0. Q=05,0=0.05¢ec3=0.

Até agora, estudamos trés modelos, que exibem equagoes dinamicas, da trajetéria do
centro de massa (z (1)) e da evolugdo do momento linear do sistema k (t), que apresentam
solucoes analiticas exatas. A partir das solugoes analiticas, que resolvem as equacoes de
movimento, podemos deduzir diferentes dinamicas oscilatérias para (z (t)) e ki (t). O
estudo da estabilidade, das solucoes analiticas exatas, as perturbacoes ao longo do tempo
sera realizado e apresentado, abaixo, para todos os casos.

Em seguida, estudaremos diferentes dinamica de um BEC com acoplamento spin-
orbita.

4.3 Dinamica de um BEC de atomos com acopla-
mento spin-6rbita (A # 0)

Nesta secao fazemos A # 0. Nos assumimos, a mesma aproximagao realizada por Wen
et. al [50] para simplificar a eq. (4.19), e também mostramos brevemente os resultados
obtidos por eles, para o caso livre e estudamos com um potencial de armadilhamento.

Portanto, assumindo que k_ (t) = A e no caso de acoplamento fraco 7\ < n (ou z =

% ~ 0), teremos

x?  xt 3 2

rxeoth(z) =1+ ———+.. ; senh(x)=~x+—+—+ ...
(%) 3 45 ’ (@) 6 120 ’
com esses tltimos resultados e em primeira aproximacao, a equagao de movimento, eq.
(4.19), é uma identidade.

Em seguida, vamos estudar diversas dinamicas do sistema. Vamos comecar analisando
o caso sem potencial (caso livre) e nos focaremos em achar solugoes solitonicas estaciond-
rias.

4.3.1 Caso livre e Soliton estacionario

Como dissemos acima, este caso foi amplamente estudado por Wen et. al [50], mas
aqui nos concentraremos em encontrar solitons estacionarios. Nesta ocasiao, analisaremos
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as eqs. (4.15)-(4.20), que tomam a forma

k+ = 20 \sen (20) sen (¢) ; 0 = —Qsen (9),

d .
o [%] =ky ; ¢_=—0—Qcos(¢)cot(26), (4.51)
9 M 0 (4.52)
6 3" '

Para alcangar nosso objetivo, usaremos o método dos pontos fixos [34-36]: fazemos as

derivadas temporais dos parametros varacionais igual a zero i.e. 44 = 0.

dt
A partir da eq. (4.52), teremos que a largura do séliton é

g
=7 4.53
n 5 (4.53)

Agora, aplicamos o método de pontos fixos a equacao (4.51), teremos

0 = 2QAsen (260,)sen (¢,) ; 0= —Qsen(¢,),
0= —Acos(20,) + Acos (20,) + kiy ; 0= —06—Qcos (p4) cot (26,),

onde os parametros com subscripto * estao indicando os valores deles nos pontos fixos.
Das ultimas relagoes encotramos

k=0 ; o¢o=nm ; 0,= 5 arctan %] , (4.54)
onde n = 0,4+1,42,.... O valor de #, mostra que no comeco o desbalanco de spin do

sistema é diferente de zero, e depende da intensidade do efeito Zeeman, ja que o efeito
Zeeman é quem separa o estado hiperfino dos atomos de 8" Rb, tendo uma relacao com o
spin do sistema. Da eq. (4.54) e da suposigao k_ (t) = A, encontramos

Finalmente, a solucao estaciondria, eq. (4.7), do sistema cuja dindmica é governada pelas
egs. (4.3) e (4.4), é da forma

Uy (2,t) = \/—%sen (6,) sech [—g (z + (z>*)] etOetens)

Uy (z,t) = \/—7%(:05 (0,) sech [—

onde 6, é dada pela expressao eq. (4.54) e (2),, Y14, P2. S20 constantes reais que satisfazem
a relagao: ¢, = —2X (2), + p1x — Y2, = nw. Da eq. (4.56), inferimos que as componentes
do vetor pseudo-spin S sao dadas pela eq. (4.57) e a sua precessao na Figura 4.30

N @

(2 + (2),)] e, (4.56)

Q
VR
Sy (t) = —cos(20,) =

Sy (t) = sen (26,) cos ¢, = — Sy (t) = —sen (26,) seng, = 0;

J

T (4.57)
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Figura 4.30: Precessao de pseudo-spin S para o caso estaciondrio.

Neste ponto, é importante analisar a estabilidade, para pequenas perturbacoes, do
soliton estacionario. Para tanto, perturbamos os parametros variacionais, a partir de seus
pontos fixos, na forma

A)=A, + A1),

onde A (t) é uma pequena perturbacao dependente do tempo e A, sdo os pontos fixos
(constantes). Ora, substituindo os parametros variacionais perturbados nas eqs. (4.51) e
(4.25), obtemos as equagoes de movimento das perturbagoes dos parametros variacionais

jt <k+* + k:> — 2\Qsen (20* + 25) sen <¢* + 5) ,

L
(2), ) b + ks
o) =

(o

4
dt

VRS

—25 4 2\ <k+* + 75+>
—2Qcos <¢* + 5) cot (29* + 25) .
A aproximacao linear das fungoes trigonometricas entorno da perturbagao, sao da forma

sen (r, + ) ~ sen(x,)+ cos(z,) T,

Q

cos (z, + T) cos (r,) — sen (x,) T,

cot (z, +T) = cot(z,) — csc? (z,) T,

assim, usando a aproximagcao linear e a eq. (4.54), as equagdes das perturbagoes dos
parametros variacionais sao reduzidas a forma

d;; = 200 (—1)"sen (26,) &, (4.58)
do L~
= =-(1"4, (4.59)
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=2 =k, (4.60)

d ~ ~

d—f = 20k, +4Q (—1)" csc? (26,) 6. (4.61)
Para encontrar as solugoes analiticas, que resolvem as equagoes diferenciais das perturba-
¢oes variacionais, procedemos da seguinte maneira: Derivamos com respeito ao tempo e

a eq. (4.61), e substituimos as eqs. (4.58) e (4.59), teremos
2

S50+ [402 esc? (26,) — 4(~1)" X¥0sem (20,)] § = 0.

A funcao analitica da perturbacao 5, que resolve a ultima expressao, é dada pela relagao

& (t) = A; cos (wt + ¢ ), (4.62)
onde
= \/% {1 - %sen3 (20,)], (4.63)

e A; e ¢1 sdo constantes de integragdo. A partir da eq. (4.63), inferimos que

Quando n é par ou zero : € > Asen®(26,),
Quando n é impar : > —\%sen® (26,),

esses tultimas relagoes, mostram o vinculo entre a intensidade de acoplamento spin-6rbita
A e a intesidade €2 com o parametro 6,. As outras solugoes dos parametros variacionais,
sdo obtidas substituindo a eq. (4.62) nas eqs. (4.58)-(4.60) e integrando, obtendo as
expressoes

k. (b) %sen (Wt + ¢1) + Ko,
0(t) = —Q<+Msen (wt + 1) + bo,
= 200 (-1)" A ~ ~
(z(t)) = —#(;9)1008 (Wt + ¢1) + kot + (2),. (4.64)

Por 1ltimo, substituimos as solugoes, eqs. (4.62) e (4.64), na eq. (4.61) obtemos a relagao

~  AQ(-1)" ~
0=2Ney o+ ——=00.
0 sen? (26,) 1
Dessa ultima relagao, deduzimos que quando 50 = E+0 = 0 as pertubagoes dos parametros
variacionais, eqs. (4.62) e (4.64), sao fung¢oes harmonicas, o que mostra que os pontos
fixos s@o linearmente estaveis e, portanto os sélitons estacionérios eq. (4.56), dentro do
método dos parametros variacionais.

Ato continuo, passamos a estudar as dinamicas do BEC baixo a influéncia de potenciais
polinomiais. Nesta situagao, as eqs. (4.20), (4.21)-(4.25) sao reduzidas a forma

g 72 2 Trt 4 6072

—n— 5+ Vo= —Va—= +V,
n +Va 32773-1- 600

6 3 6 0; (4.65)
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ky(t) = Acos (20) + I (t) + ko; (4.66)

P2 (¢ € m241282 w2 4468
@ |:5:| + 2‘/5 - ‘/34—7]2 + V;;T = V1 — 2Q\sen (29) sen <¢) ) (467)
¢ = —26 + 2o\ + 2X% cos (20) — 2Qcos (¢) cot (20) 4 2XI; (4.68)

Sy = 2(=6+ ko) S, — 2)%5,S. + 2)\IS,,
S, = 2(0— ko) S, + 2)28,5,

205, — 2\IS,, (4.69)
S, = 208, (4.70)

A partir dessas tltimas expressoes, eqs. (4.65)-(4.70), deduzimos que o acoplamento
spin-6rbita A influencia a dinamica externa e interna do séliton, com ou sem potencial.
Especificamente, o acoplamento spin-6rbita influencia o momento linear k., o centro de
massa —&/n, a diferenga de fase ¢, e o pseudo-spin S do sistema, como foi amplamente
estudado por Wen [50]. Enquanto que, o potencial tem influéncia sobre a dinamica externa
do séliton, com ou sem acoplamento spin-érbita, e somente influencia a dinamica interna
do sdliton quando o sistema apresenta acoplamento spin-orbita.

En seguida, apresentamos um caso onde o potencial tem influéncia sobre a dindmica
do pseudo-spin S do sistema.

4.3.2 Caso 4: Vi (t)=Fydn (wot|m) sn (wot|m); Vo (t)=V3 (t)=V, (t)=0
Nesta ocasiao, o sistema esta baixo a acao de un potencial linear, da forma
V(z,t) = Fodn (wot|m) sn (wot|m) 2. (4.71)

Esse potencial externo linear é matematicamente semelhante ao potencial considerado
na dptica nao-linear no modelo isoespectral de Chen e Liu [46]. Recentemente o potencial
linear externo foi empregado para estudar a dindmica de ondas nao-lineares extremas por
Serkin. [52], e no estudo de sélitons nao-autonomos por Li [53] e por Yang. [54]. O perfil
do potencial linear é mostrado na Figura 4.31.

V

Figura 4.31: Evolucao do potencial linear externo, eq. (4.71), com Fy = 0.5, wg = 1 e
m = 0.5
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Com a forma do potencial linear externo, a largura do séliton 7, eq. (4.65), e a integral
I (t), tomam a forma
F
n=-2 . 1(t)="cn(wot|m). (4.72)
2 wWo

Portanto, usando a ultima expressao, as egs. (4.66)-(4.70) sao reduzidas a forma
Fy
ky(t)=—=\S, + e (wot|m) + ko,
0
d* ¢
0= Fydn (wot|m) sn (wot|m) + 2QAS,,

n
: S8
_ N 2 TPz
¢ = —20 + 2koA — 2\ 52—1-2(21_53

E
+ 22=2cn (wot|m)
Wo

Sy = 2(=0+ ko) S, — 2)%5,S.
—1—2)\&011 (wot|m) Sy,
Wo
S, = 2(5—ko\) S, 4 2028,.5, — 2Q8.
—2)\&(:11 (wot|m) Sz,
Wo

S, = 208,

As solucoes analiticas exatas, que encontramos para as ultimas expressoes sao

Fo\ + v/mw? 492 — (1 — 2m) w?

_ 2
S (t) = 920 NG en” (wot|m) |
Fol + /mw}
S, (t) = —OT‘?Z_%H (wot|m) sn (wot|m)
o) + /mw}
S, (t) = OT\/O_OCH (wot|m) , (4.73)
ky(t)=— \/Two cn (wot|m) + ko, (4.74)
(2 (1)) = BRIV \/)\ﬁarccos [dn (wot|m)] sn (wot|m) Cette (4.75)
U \/1 — dn? (wyt|m)

arccos [dn (wot|m)] sn (wet|m)

¢(t) = —vm
\/1 — dn? (wyt|m)

Vm (49?2 2 t
+ arctan m(2 +2w0) st (wotjm) : (4.76)
wy — AP /1 — msn2 (wot|m)
onde ¢; e ¢y sao constantes de integragao, com Fj = Ve (g 4 4N°0
1 2 ’ 0 A \/16mQ2w8+(w3—4Q2)2 ’

ko =c1 =d/\, e § = 0. Queremos salientar que, as solucoes analiticas exatas, eqs. (4.72)-
(4.76), também resolvem as equagoes de movimento, eqs. (4.15)-(4.20), juntamente com
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a solucdo analitica de ¢_ (t), expressa por

1 492 2
¢ (t) = 5arctan \/E(Q +2‘*’0) sn (wot|m)
2 WO - 4Q \/1 J— msn2 (w0t|m)

Vv/m arccos [dn (wot|m)] sn (wot|m)
2 \/1 — dn? (wot|m)

onde c¢3 é una constante de integracao e com ¢ = 0.

A precisao do pseupo-spin S e a evolucao de suas componentes sdo mostradas nas
Figuras 4.32 e 4.33.

— ot + c3, (477)

Figura 4.32: Precisao de S com Fy = Figura 4.33: Dinamica das componentes
Lwy =2 A=05/Q Q=05 m= de S, eq. 4.73, com Fy =1, wy =2, A =
(w2 — 49?) Jw?. 0.5vQ, Q =0.5, m = (w2 — 4Q?) /3.

Do mesmo modo, a dinamica de (z (t)), k1 (t), ¢ (t), e p_ (t) sdo mostrados nas Figuras
4.34 e 4.35.

— <z> — <k> — P

_____ Q-
- 1.0r .
4; 1// \ ,’/ \\\
25 0.5”,'1 \\‘ I’l “\
t I ST
4 6 8 1 2 _3/4 5 \6 7/
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Figura 4.34: Trajetéria de (z(t)), eq. Figura 4.35: Evolucad de ¢_ (1), eq.
4.75, e evolugao de (k (t)), com £ = 0.5, 477, com Q = 0.5, wy = 2, A = 0.5V/9Q,
wo =2, A=05VQ 6§=0,eco=0. §=0,ecy=0.
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4.4 Analise da estabilidade das solucoes

Na seg¢oes anteriores, diversos modelos que governam a dinamica de um séliton vetorial
criado num BEC com e sem acoplamento spin-érbita, foram estudadas. Especificamente,
foram apresentados 4 modelos tedricos que descrevem a dinamica de um soliton vetorial
em um BEC, sobre a influéncia de potenciais externos, que poderiam ser realizados ex-
perimentalmente. No entanto, as condicoes experimentais podem provocar o colapso do
soliton no BEC, ja que esses experimentos estao sujeitos a erros experimentais involunta-
rios, por esta razao, nesta secao sera feita uma breve andlise da estabilidade das solugoes
encontradas. Nos analisaremos a estabilidade por meio de simulagoes numéricas e usa-
mos o primeiro critério de Lyapunov. O primeiro critério de Lyapunov é um dos mais
importantes critérios de estabilidade, o qual indica que: Se uma pequena perturbacao é
feita em relacao a posicao de equilibrio do sistema, e se o sistema perturbado mantém um
comportamento proximo ao sistema nao perturbado, entao pode-se dizer que o sistema
dindmico é estével pelo primero critério de Lyapunov [65]. As simulagoes numéricas, sdo
realizadas no software Wolfram Mathematica e empregamos o método de diferencas finitas
baseado no algoritmo de Crank-Nicolson [66, 67].

Queremos destacar que, na andlise da estabilidade realizada nesta dissertacao, o para-
metro g que mede a intensidade da nao-linearidade (interagao de dois corpos), desempenha
um papel importante, j4 que este parametro é responsavel por estabilizar a dinamica do
soliton vetorial no BEC quando o sistema é perturbado, ja que tem que ser o suficiente-
mente intenso (em valor absoluto) para que o sistema permaneca estavel.

No estudo da estabilidade das solucoes analiticas, utilizamos os passos At = 0.01 e
Az = 0.02, no tempo e no espaco, respectivamente. Além disso, introduzimos uma pe-
quena perturbacao aleatéria na condigao inicial dos campos Vonum (2,0) = Vagna (2,0) +
Uopert (2,0), onde a = 1,2, e a perturbacao é da forma

Wopert (2,0) = 0.01R (2) Wounat (2, 0) (4.78)

onde R (z) e uma numero aletério entre [—0.4,0.4] ou entre [—0.5,0.5]. Com essa escolha
da perturbacao, nés deixamos o sistema evolucionar numéricamente e mostramos a ampli-
tude maxima do sistema em cada intervalo do tempo. A comparacao entre os resultados
numéricos e analiticos, para todas os casos estudados, sao exibidos nas Figuras 4.36 e
4.37.
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Figura 4.36: Caso 1: Movimiento perié- Figura 4.37: Caso 1: Movimiento perié-
dico, onde R (z)=[-0.4,0.4], com g = dico, onde R (z)=[-0.5,0.5], com g =
—7,)\20,. —7,)\:0,(,00:’70/2.
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No caso 1, usamos os valores de Q = 0.5, § = 0.05, 7o = V2, A1 = Ay =1, ¢5 = /2,
ey =ko=0, e w=2vV02+ 2.
No movimento periddico, a solugao numérica perturbada evolui entorno da solugao ana-
litica quando R (z) = [—0.4,0.4], Figura 4.36. Enquanto que, no intervalo de R (z) =
[—0.5,0.5], a solugdo numérica perturbado evolui com uma leve tendéncia a afastar-se da
solugao analitica, Figura 4.37. Por esse motivo, podemos garantizar a estabilidade da

solucdo analitica até uma perturbacao de R (z) = [—0.4,0.4].
No movimento quase-periddico, quando tomamos R (z) = [—0.5,0.5], a solu¢gao numérica
perturbada evolui entorno da solugao analitica , Figura 4.38. Por esse motivo, podemos
garantizar a estabilidade da solugao analitica até uma perturbagao de R (z) = [—0.5,0.5].
00000 |1Pnumérico|2 - o0 000 |lenumérico|2
- eo0 000 |1Panalitico|2 00000 |lPanalitico|2
" AW
1.0- 1.0-
05 05
‘ ‘ ‘ -t . ‘ ‘ ‘ ¢
50 100 150 200 50 100 150 200
Figura 4.38: Caso 1: Movimiento quase- Figura 4.39: Caso 2: Consideramos
periddico, onde R (z)=[—0.5,0.5], com R (2)=[-0.5,0.5], com g = =5, A = 0,
e=05,9g=-5A=0,wy ="/2. wo = 1.

No caso 2, Figura 4.39, empregamos os valores de Q = 0.5, § = 0.1, 7o = V2, Fy =1,
A1:1702:¥7A2:——F0 63:7T/2,C4:]€0:07€w:2m.

vo(w?—13)’

No caso 3, utilizamos os valores de Q = 0.5, § = 0.05, 7o = V2, w = 2vQ2 + 62,
/22 2,2
Vi=1, A=Y00 y = 11, m = 855 V= —dVjA, 5 = /2, ¢4 = 0, € 03 = 20/w.

w2
Neste caso, a solucao numérica perturbada evolui nas vizinhangas da solucao analitica,
Figura 4.40. Por consequéncia, asseveramos que a solucao analitica é estable até uma
perturbagdo de R (z) = [—0.5,0.5]. Na Figura 4.39, mostarmos a evolugao da solugao
numérica perturbada entorno da solugao analitica. Portanto, garantizamos a estabilidade

da solugao analitica até uma perturbacao de R (z) = [—0.5,0.5].
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Figura 4.40: Caso 3: R (z)=[—0.5,0.5], com g = —5, A = 0.

No caso 4, utilizamos os valores de Q = 0.5, A =107* wy =~ 1, m; = w?’;?m,
0
\/m'wQ

\/16mj92w3+(w8—492)2 ’

caso apresentamos duas perturbacoes diferentes, na Figra 4.41 observa-se como a evo-
lugao do sistema perturbado permanece na vizinhanca da solucao analitica. Na Figura
4.42 mostramos uma perturbagao maior, resultando em um comportamento inestavel do
sistema.
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Figura 4-4}3 Caso 4: Consideramos uma Figura 4.42: Caso 4: Consideramos uma
perturbagao de R (z)=[—0.09, 0.09], com perturbacio de R (z)=[—0.25,0.25], com
_4 bl )

Q2=059¢g=-10,\=10""% e wy =~ 1. 0=059g=-10,A=10"% e wy ~ 1.
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Capitulo 5

Conclusoes e comentarios

Neste trabalho, estudamos varias dinamicas de um séliton vetorial brilhante-brilhante,
criado em um BEC cujos atomos constituintes possuem dois estados internos hiperfinos, e
cujo movimento orbital é acoplado a esses dois niveis hiperfinos (interagao spin-érbita). A
dinamica do soliton vetorial é governado por duas equacoes de Gross-Pitaevskii acopladas,
ou também chamadas de equagoes de Schrodinger nao-lineares acopladas, eqs. (4.3) e
(4.4). Estas equagoes acopladas, foram obtidas a partir de uma fungao de Lagrange, eq.
(4.1), dependente de dois parametros de ordem, ¥; e Wy, cada um correspondendo a cada
componente do séliton vetorial.

Para resolver as equagoes acopladas, fue empregada a abordagem variacional [34, 50].
Esse abordagem nos permitiu estudar a dinamica externa e interna do séliton vetorial.
Por dinamica externa nos referimos ao movimento do centro de massa do séliton (z) e a
evolu¢ao do momento linear do sistema (k). A dinamica interna é dada pela precessao do
vetor pseudo-spin S = 1/2 e pela diferenga de fase entre os componentes do vetor séliton
¢. O abordagem variacional consistiu em propor um ansatz, em nosso caso um ansatz da
forma de um séliton vetorial brilhante-brilhante, dependente das funcoes escalares 7 (t),
0(t), £(t), k1 (t), ka(t), p1(t), e po(t) chamados parametros variacionais, e substituir
aquele ansatz na funcao de Lagrange que agora dependente dos parametros variacionais.
A partir dessa ultima fungao de Lagrange, obtemos as equagdes de movimento, eqs. (4.15)-
(4.20) e (4.30), para cada um dos parametros variacionais. Ademais, fazendo uso das egs.
(4.15)-(4.20), construimos a equagoes que descrevem o movimento do centro de massa do
séliton vetorial, eq. (4.24), e a evolugdo da diferenga de fase entre as componentes do
séliton vetorial, eq. (4.25).

Baseado nas equagbes de movimento, nés inferimos que a intensidade do termo de
interacao spin-6rbita, A, tem uma grande influéncia na dinamica do séliton vetorial. Por
exemplo, na eq. (4.24), A acopla S, com a dinamica do centro de massa, enriquecendo
sua dindmica, o que foi amplamente estudada por Wen te. al [50]. Enquanto que, na
eq. (4.25), A é responsavel por acoplar o potencial exteno polinomial, através de I (t) a
diferenca de fase entre os componentes do soliton vetorial ¢, o que nos permite manipular
a dinamica de ¢. Também, na equagao (4.30) pode-se observar que, A vincula o potencial
externo com S, e Sy, e por isso o potencial externo tem uma influéncia sobre a dinamica
da precessao de S do sistema. Estes sao exemplos, de como a interacao spin-orbita confere
propriedades intrigantes no sistema estudado, o que da motivo a novos estudos tedricos
e experimentais. Conseguimos encontrar as solugoes analiticas exatas, que resolvem as
equacoes de movimento dos parametros variacionais com diferentes potenciais polinomiais,
para duas situacoes diferentes, quando A =0 e X # 0.
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Na secao 4.2, estudamos a dinamica do séliton vetorial brilhante-brilhante quando
A = 0. Nessa situagao, o movimento orbital dos dtomos nao depende (ou desacopla) do
spin, isto é, a dinamica externa esta desacoplada da dinamica interna. Isso foi observado,
nas equagoes de movimento dos parametros variacionais, eqs. (4.33)-(4.37). A trajetéria
de (z) é independente de S, eq. (4.35), também a evolugao de ¢ nao é influenciada por
k, eq. (4.36). Neste caso, a solugao analitica dos componentes do vetor de pseudo-spin
S s@o fungoes harmonicas, eq. (4.38), e a solucao da diferenca de fase ¢ é uma fungao
periddica figuras 4.1-4.3. Enquanto as solugoes analiticas de (z) e ¢, elas foram encontra-
das explicitamente para trés casos de potenciais polinomiais. No caso 1, consideramos um
potencial harmonico com frequéncia dependente do tempo. Nessa situacao, descobrimos
que a largura n do séliton vetorial toma um valor constante quando € = 0 e tem um com-
portamento periddico quando € # 0. Além disso, as solugoes analiticas de (z) e ky estao
relacionadas as fungdes de Mathieus, eqs. (4.42) e (4.43). Destacando as propriedades da
funcao de Mathieus se tem trés tipos de comportamentos dinamicos: Os movimentos de
(z) e k, apresentam evolugoes periddicas quando e = 0, figuras 4.4-4.9, mostram com-
portamentos ressonantes para € # 0 e w0 = 7, figuras 4.10-4.13, ou exibem progresso
quase-periodicas quando, € # 0 e wy # 7o, figuras 4.14-4.17.

No caso 2, propomos um potencial polinomial quadratico composto de um potencial
harmonico com freqiiéncia constante 7y, mais um potencial linear com intensidade perié-
dica, eq. (4.44). Nesta ocasido, a largura 7 do séliton vetorial assume um valor constante.
Além disso, as solugoes analiticas de (z) e ky fungdes harmonicas, com a particularidade
de que, quando wy =~ 7y, a trajetéria do centro de massa é cada vez mais deslocada do eixo
de propagagao do séliton vetorial (ressonancia), figuras 4.20-4.23. Queremos mencionar
que, no caso da ressonancia, o soliton tem uma estrutura similar as ondas de Faraday,
estudadas em [57].

No caso 3, apresentamos um potencial polinomial externo constituido por um poten-
cial harménica com frequéncia constante, um potencial anharmonico assimétrico (de grau
trés), cuja intensidade depende do tempo, e um potencial anharmoénico simétrico (de grau
quatro), eq. (4.47). Um potencial externo, com estrutura similar, foi criado experimen-
talmente usando um guia de ondas [51]. Nesta situacao, a largura 1 do solitén vetorial
evolui periodicamente. Além disso, obtivemos solugoes analiticas para (z) e ki que se
movem periodicamente devido ao potencial assimétrico, figuras (4.26)-(4.29)

Na secao 4.3, analisamos a dinamica de um séliton vetorial quando A # 0. Como
explicamos acima, neste caso as dinamicas internas e externas do séliton vetorial estao
ligadas, e por esta razao, encontrar solugoes analiticas dos parametros variacionais requer
um maior esfor¢co matematico. Devido a isso, primeiro estudamos a dinamica do soliton
sem influéncia do potencial (caso livre). Nesta situagao, usamos o método de pontos
fixos e obtemos solugoes analiticas estaciondrias, eq. (4.56), também descobrimos que os
componentes do vetor pseudo-spin S sdo constantes e dependem de 0 e 2, eq. (4.57). Além
disso, demonstramos analiticamente que a solucao estacionaria ¢é estavel sob pequenas
perturbagoes, até uma aproximacao linear, dos pontos fixos, eq. (4.64).

No caso 4, propomos um potencial linear com intensidade modulada, eq. (4.71). Para
este potencial, conseguimos integrar as equacoes de movimento dos parametros variaci-
onais. As solugoes analiticas de todos os parametros variacionais sao exibidas em eqs.
(4.73)-(4.76). Neste caso, verificou-se que o movimento de (z) e S, sdo periédica com
periodicidade T' = 2K (m).

A vinculagao entre o potencial e os componentes S, e S, através de I(t), modifica o
comportamento dinamico da precessao do spin Figura 4.32, mostrando um comportamento
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totalmente diferente daquele obtido na auséncia da interagao spin-orbita.

Em relacao a analise de estabilidade, mostra-se que para os diferentes casos estudados
na secao anterior, a intensidade da nao-linearidade (interacao de dois corpos) g é diferente,
dependendo do caso em estudo, essa intensidade deve ter um certo valor , mostrando um
papel principal na dinamica do sistema, uma vez que, como mencionado, essa intensidade
é responsavel pela estabilizacao do sistema.

Com o conhecimento adquirido no desenvolvimento da presente dissertacao, pretende-
mos estudar a termodinamica do sistema [10], também planejamos estudas as condigoes
do sistema para apresentar caracteristicas de superfluidos em 2 + 1 dimensoes do espaco
tempo, e devido a eficiencia de nosso programa de simulacao numérica, pretendemos es-
tudar as propriedades das colisoes entre soliton.
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Capitulo 6

Apeéendice

6.1 Funcao de Mathieu

A maioria das equagoes em fisica matematica é o resultado do estudo de problemas
praticos. A funcao Mathieu foi introduzida por E. Mathieu no ano de 1868. A importancia

desta equagao esta em poder estudar a estabilidade e a instabilidade do sistema. A equacao

de Mathieu é
d*x(t)

dt?
onde os parametros a, ¢ sao reais, a equagao (6.1) descreve oscilagbes com uma frequéncia
variavel (dependente do tempo). As solugoes para a equagao sao denotadas como

+ [a — 2qgcos(2t)] z(t) = 0 (6.1)

x(t) = AiM; (a,q,t) + AsM. (a, q, 1) (6.2)

M, é a funcao seno de Mathieu e M, é a fungao cosseno de Mathieu, quando q = 0 ambas
funcoes sao reduzidas a seno e cosseno respectivamente. Em seguida, o comportamento
das fungoes de Mathieu para diferentes valores de dos parametros a e ¢ serao mostradas

— Fungdo de Mathieu

x(f)

151
1.0

05}

-05¢

-1.0F

-5}
Figura 6.1: Funcao de Mathieu paraa=1e ¢ =10

Na figura 6.1 observa-se um comportamento oscilante e harmonico, caracteristica das

funcoes trigonométricas, enquanto na figura 6.2 observa-se um comportamento quase pe-

riédico e na figura 6.3 um comportamento ressonante. As figuras 6.2 e 6.3 mostram o
comportamento estavel e instavel da funcao de Mathieu respectivamente.
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Figura 6.2: Funcao de Mathieu para a =8 e  Figura 6.3: Funcao de Mathieu para a =4 e

q=3 g=1

6.2 Funcoes elipticas de Jacobi

As funcoes elipticas sao definidas como solucoes de equagoes diferenciais nao lineares,
as quais tém a seguinte forma

d 2
P(y) = (d—i> = asy' + asy’ + a2y’ + a1y + ap (6.3)

tendo como solucao

Y ds
z(y,a) =x9+ / (6.4)
v (agst + azsd® + ags? + ays + a0)1/2

As fungoes elipticas de Jacobi sdo aquelas em que o polinémio de quarto grau P (y) é
expresso da seguinte forma

P(y)=(1—-y) (1 —my’) (6.5)
com m uma constante positiva. As fungoes elipticas de Jacobi sdo uma generalizagao das
fungoes trigonométricas para oscilagoes finitas, entao definimos o seno de Jacobi sn (t, m),

o cosseno de Jacobi cn (t,m) e a funcdo dn (t, m), que possuem diferentes comportamen-
tos para diferentes m.

m 0 1

sn(t,m) | sen(t) | tanh(t)
cn(t,m) | cos(t) | sech(t)
dn(t,m) 1 sech(t)

o comportamento grafico das funcoes elipticas de Jacobi para diferentes valores de m sera
mostrado abaixo
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Figura 6.5: Fungao cn(t,m) de Jacobi para  Figura 6.6: Fungao sn(¢,m) de Jacobi para

m=0, m=05em=1 m=0, m=05em=1

como podemos ver nas figuras 6.5 e 6.6 para m # 1, as fun¢oes tém um comportamento
oscilante enquanto no caso da figura 6.4 para m = 0 a funcdo é uma constante. As
propriedades mais utilizadas nesta dissertagao sao

sn’(t,m) 4+ cn?(t,m) = 1
dn®(t,m) + msn*(t,m) = 1

para mais detalhes sobre a equagao de Mathieu e as fungoes de Jacobi revisar [30]
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