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Resumo

A dissertacao aborda o estudo de sélitons com simetria radial em (1 4 2)-dimensdes em um
modelo C'P(2) calibrado com o termo de Maxwell-Chern-Simons. A implementacao do forma-
lismo de Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield (BPS) torna possivel encontrar equagoes diferenciais
de primeira ordem (ou equagdes BPS) que descrevem as solugoes (estados BPS) que minimizam a
energia total do sistema. O potencial de interacao capaz de gerar sélitons BPS obtido através de
uma metodologia simples, mas eficaz, serd mostrada em detalhes. O fluxo magnético e a energia
total BPS sdo quantizadas pois s@o diretamente proporcionais ao winding number m € Z\ 0,
que caracteriza a topologia nao-trivial das solugoes. O estudo do comportamento das solugoes
nas fronteiras (na origem e no infinito) é realizado via a solu¢ao das equagoes BPS lineariza-
das. Finalmente as solugoes completas sao obtidas numericamente e os respectivos perfis sao

apresentados comentando suas principais propriedades.

Palavras-chave:Modelo C'P(2) calibrado, Formalismo BPS, Sélitons.
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Abstract

The dissertation addresses the study of radial symmetry sélitons in (2+1)-dimensions in
a model in which the C'P(2)-field interacts minimally with an Abelian gauge field ruled by
the Maxwell-Chern-Simons term. The implementation of the Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield
(BPS) formalism makes possible to find first-order differential equations (BPS equations) whose
solutions (BPS states) minimize the total energy of the system. The potential which generates
BPS solitons is obtained through a simple but effective methodology will be shown in detail.
The magnetic flux and the total BPS energy are directly proportional to the winding numberg
characterizing the non-trivial topology of the solutions, i.e., they are quantized. The analysis
of the behavior of the solutions at the boundaries (at the origin and infinite) is performed by
solving the linearized BPS equations. Finally, the complete solutions are obtained numerically

and the respective profiles are presented which we comment on their main properties.

Key-words: gauged C'P(2) model, BPS formalismo, Sélitons.
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Introducao

A teoria de campos proporciona equacoes nao-lineares cujas solugoes independentes do tempo
sao de grande importancia e interesse em muitas areas da fisica e da matematica [1]. No entanto,
essas equacoes nao-lineares sao muito complexas e dificeis de entender devido a falta de solugoes
simples que satisfacam o principio de superposicao linear, ou seja, nao ha solugoes simples que
formem um espago vetorial. Tais equagoes diferenciais nao-lineares (equagoes de Euler-Lagrange),
em muitos casos, sao de segunda ordem e surgem naturalmente na descricao de varios sistemas
fisicos. Apesar disso, sob circunstancias muito especiais, solucoes genuinas podem ser obtidas
através de um conjunto particular de equacoes diferenciais acopladas de primeira ordem chamadas
de equagoes BPS [2] cujas solugoes sao configuragoes que minimizam a energia total do sistema.

A dissertagao trata da investigagao sélitons BPS em (2 + 1)-dimens@o (correspondente a
uma geometria planar), essas solugoes planares sdo chamadas de vértices. Um vortice é um
fluxo turbulento em rotacao espiral com caminhos de corrente fechados, também é um conceito
matematico utilizado em dinamica de fluidos que podem estar relacionadas com a quantidade de
movimento de rotagao para um fluido.

Em estudos anteriores, os vértices BPS puramente magnéticos (carga elétrica nula) foram
verificados na eletrodinamica de Maxwell-Higgs [3]. Além disso, foi demonstrado que vortices
emergem dos cendrios de Chern-Simons-Higgs [4] e Maxwell-Chern-Simons-Higgs [5], onde se
verifica que ambos os modelos suportam voértices portadores de fluxo magnético e carga elétrica
nao nula.

Outros exemplos importantes de solugdes de primeira ordem incluem os que surgem dos
modelos sigma nao-lineares (NLoM) [6] na presenga de um campo de calibre, que tém sido
amplamente aplicados no estudo de diferentes aspectos da teoria de campos e da fisica da matéria
condensada [7].

Os vortices topolégicos ou BPS sao englobados por um conceito mais geral chamado de
solitons, eles podem ser definidos como ondas nao dispersivas que preservam sua forma, energia e
estrutura durante a propagacao e apds colisoes. A partir destas caracteristicas poderia se pensar
em sélitons como a estrutura matematica ideal para a descricao de particulas, neste sentido, a

existéncia de sélitons topoldgicos em um modelo sigma nao-linear O(3) calibrado com o campo de



Maxwell foi demonstrada em [8, 9]. Também, nas Refs. [10, 11], os autores estudaram o modelo
sigma nao-linear O(3) calibrado com o termo de Chern-Simons, estabelecendo a existéncia de
configuragdes topolégicas e nao-topoldgicas. Também, o modelo sigma nao-linear O(3) calibrado
com um campo de calibre governado pelo termo de Maxwell-Chern-Simons foi estudado em
[12, 13].

O modelo CP(N —1) é obtido a partir de uma projecao estereogréfica complexa, estes campos
existem em uma hiper-superficie de dimensao N — 1, cuja importancia esta no fato de apresentar
algumas propriedades fundamentais, como liberdade assintética, confinamento e estrutura de
vacuo nao trivial dando origem a instantons estaveis, tipicamente inerentes as teorias de Yang-
Mills entre outros [14, 15, 16, 17, 21, 22]. Sélitons topolégicos aparecem nos modelos C'P(1) e
CP(2). Na referencia [19] foi estudado o modelo C'P(2) acoplado minimamente ao campo de
Maxwell e mostrou a existéncia de solitons topoldgicos.

A dissertacao é apresentada da seguinte maneira: no primeiro capitulo estudamos a existéncia
de configuragdes BPS (ou auto-duais) na eletrodinamica de Maxwell-Higgs. A implementacao do
formalismo BPS permite obter equacgoes diferenciais de primeira ordem chamadas de equacoes
BPS que descrevem tais configuracoes ou estados BPS. Verifica-se que esses estados minimizam
energia do sistema que resulta proporcional ao fluxo magnético. Esta condicao permite deter-
minar o potencial de auto-interacao escalar responsavel pelo surgimento de tais estados. Além
disso, verificamos que os estados BPS satisfazem as equagoes de Euler-Lagrange garantindo assim
a validade de nosso procedimento. Especificamente, analisamos as configuracoes tipo voértice sao
obtidas usando um Ansatz em coordenadas polares. Com isso, obtém-se que a energia total e o
fluxo magnético sao quantizados, ou seja, sao proporcionais ao winding number ou ntimero de
enrolamento m.

No segundo capitulo estudaremos a existéncia de configuracoes auto-duais na eletrodinamica
de Maxwell-Chern-Simons-Higgs. Neste cenario tal existéncia requer a introdugao de um campo
neutro ¥ que no limite BPS possui a mesma dinamica do potencial escalar. Desse modo, o
formalismo BPS é implementado com sucesso, ou seja, sao encontradas as equagoes de primeira
ordem e o potencial responsavel das solucoes BPS. Além disso, o minimo da energia do sistema
é proporcional ao fluxo magnético. A diferenca com o modelo anterior radica deve-se a que
as solucoes ou estados BPS, agora, sao configuragoes portadoras de fluxo magnético e de carga
elétrica (ndo nula). Verifica-se que as solugoes tipo vértice possuem energia e fluxo magnético
quantizados.

No terceiro capitulo, a existéncia de sélitons topoldgicos (com simetria radial) é analisada
num modelo no qual do campo C'P(2) estd acoplado minimamente com o campo de Maxwell. As
configuragoes deste sistema possuem fluxo magnético e carga elétrica total nulo. O formalismo

de BPS foi implementado de forma clara, encontrando as respectivas equacoes diferenciais de



primeira ordem e o potencial gerador das solucoes BPS. A condicao imposta para determinar o
potencial BPS evita que, desta vez, o limite inferior da energia (energia BPS) seja proporcional
ao fluxo magnético. Observa-se que agora a energia BPS depende explicitamente das condicoes
de contorno do campo C'P(2). Além disso, tanto a energia BPS como o fluxo magnético sao
diretamente proporcionais ao nimero de enrolamento m, pelo que, sao ditos quantizados.

No quarto capitulo é investigada a existéncia de sélitons radialmente simétricos num modelo
onde o campo C'P(2) é acoplado minimamente a um campo de calibre cuja dinamica é regida pela
agao de Maxwell-Chern-Simons. As configuragoes do modelo sao portadores de fluxo magnético e
carga elétrica total nao nula proporcional ao fluxo magnético. Similarmente, ao que acontece no
modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs, a implementagao do método BPS precisa da introducgao
de um campo escalar neutro. Assim, sao determinadas as equagoes de primeira diferenciais de
primeira ordem e o potencial gerados das configuracoes BPS. De modo similar ao caso anterior,
a determinacao do potencial BPS implica que a energia minima nao seja proporcional ao fluxo
magnético, porém, depende das condigoes de fronteira do campo C'P(2). Observa-se que a energia
BPS e fluxo magnético sao quantizados. Finalmente, no quinto capitulo sao apresentadas as

conclusoes, observagoes e perspectivas.



Capitulo 1

Configuracoes auto-duais na

eletrodinamica de Maxwell-Higgs

Os vértices sao estruturas planas em (24 1)-dimensées com energia total finita. Estas estrutu-
ras sao obtidas como solugoes das equacoes de Euler-Lagrange, mas também podem ser obtidas
via uma abordagem alternativa, simples e sofisticada, que prové solucoes de minima energia.
Estas solucoes surgem a partir da resolucao de um sistema de equagoes diferenciais de primeira-
ordem, denominadas equagoes BPS. O artigo precursor na descricao de vortices via uma teoria
de campos foi publicado por H. B. Nielsen e P. Olesen [3]. Este modelo foi utilizado por Higgs
para ilustrar o mecanismo de geracao da massa através do processo conhecido como Mecanismo
de Higgs.

A eletrodinamica planar de Maxwell-Higgs é descrito pela seguinte densidade lagrangiana.
1 «
L == Ful™ +(Duo) (D"0) =V (I9]), (1.1)

onde definimos o tensor do campo eletromagnético, F,, = 9,4, — 0,A,, com A, o campo de
gauge, ¢ ¢ o campo de Higgs um escalar complexo, e introduzimos a derivada covariante do

campo de Higgs,
D,¢ = 0,0 — ieA, 0. (1.2)

O parametro e representa a constante de acoplamento entre os campos de gauge e de Higgs.
Por tltimo, V(|¢|) é um potencial que prové solugdes BPS. A equagao de Euler-Lagrange para o
campo de gauge é

0, F" = Jh, (1.3)

com a corrente conservada J* é identificada como

JH =ie (¢ (Do) — ¢" (D"9)) . (1.4)



A equacao de Euler-Lagrange para o campo Higgs é

ov

25 =" (1.5)

D*D,¢ +

O tensor energia-momento da eletrodinamica de Maxwell-Higgs é

M

T

n

" = —FWF, 4 (D) Dyé + (Dy) Do — gL, (1.6)

onde g, = diag(1, —1,—1) é a métrica de Minkowski.
Neste estudo estamos interessados em solucoes estacionarias das equacoes de movimento, de

modo que os campos escalares complexos e de calibre sao expressas como,
At ) = Au(x), ot x) = o(zy). (1.7)
A Lei de Gauss estaciondria obtida a partir de (1.3) é expressa como
V2Ay = 240€% 0] . (1.8)

Observa-se que a Lei de Gauss é satisfeita trivialmente pela condicao de calibre Ay = 0. isso
implica que as solucoes terao carga elétrica total nula. Ou seja, teremos solucoes puramente
magnéticas carregando fluxo magnético total nao nulo.

A lei de Ampere estaciondria obtida a partir de (1.3) é escrita como
ekj(?jB == Jk (19)

Obtemos essa expressao usando o fato que Fj; = ¢;; B, onde ¢;; é o tensor de Levi-Civita em duas

dimensdes (€12 = 1) e B representa o campo magnético. A corrente J; dada por
Ji = ie(90d" — ¢70kd) — 26 Ay 9" (1.10)
A partir de (1.5) obtemos as expressoes
DoDop = —€* (Ag)* ¢ = 0, (1.11)
DDy = V3¢ — 2ieArOpg — €*(Ar)*0, (1.12)

onde usamos as condicoes de calibre Ag = 0 e 9;A" = 0. Desse modo, a equacio de movimento

estacionaria do campo de Higgs resulta

ov

DDy — 9o

0. (1.13)



1.1 Densidade de energia e o formalismo BPS

No regime estacionario, a densidade de energia £ = 7615”1 se reduz a seguinte forma
1
£ =SB+ |Dyof + V(|9), (1.14)

onde fizemos uso da condigao de calibre Ay = 0. A densidade de energia deve ser nula no infinito,
assim, impomos

lim B(x)=0, lim D;¢(x)=0, lim V(|]¢(x)]) =0. (1.15)

|x|—00 |x|—00 |x|—00

A condigao imposta sobre o potencial determinara o valor do vacuo do campo de Higgs. A energia

total para o sistema MH é dado pela integracao da densidade de energia (1.14),

1
E:/d2x {532+\Dj¢|2+1/(1¢\) : (1.16)

A fim de minimizar a energia, aplicamos o formalismo BPS que consiste em reescrever a
densidade de energia como uma soma de quadrados, mais a carga topolégica do modelo (neste
caso, provida pelo integracao do campo magnético) e derivadas totais cuja contribuigdo (apos a
integragao) sera nula.

Assim, reescrevemos os termos da densidade de energia da seguinte maneira,

1 1 2

SB 4V =3 [B - \/2V} + BV2V, (1.17)
2 2 2 1

D367 = |Dsof’ & eBIof & ey (L1

onde usamos a definicao
Di¢p = Do £iDyo, (1.19)

e Ji é densidade de corrente definida na Eq. (1.10).
A substituigao de (1.17) e (1.18) na expressao (1.16) resulta em

E= /d2x {% [B + \/Wr +|DsoP+ B (WJr ¢ |¢|2> + Q—Zejkajjk} . (1.20)

Nota-se que a condigdo de contorno lim D;¢(x) = 0 em (1.18) implica que a integracdo do
termo €;;,0;J;, fornece um resultado m‘l)ﬂ)jogu seja, nao contribui para a energia total.

A completa implementacao do formalismo BPS pode ser atingida se consideramos que o termo
multiplicando o campo magnético seja uma constante, assim, escolhemos a quantidade ev? com

v = |¢|, o valor esperado no vicuo do campo de Higgs. Ou seja,
V2V +elpf’ = er?, (1.21)

6



desta condicao calculamos a forma do potencial capaz de gerar solucoes BPS,

v (l6l) = 3¢ (0 ~ 19", (122

o potencial possui infinitos vacuos formando um circulo de raio |¢| = v. Ou seja, a condigao de

contorno para o campo de Higgs no infinito sera

lim |p(x)| =wv. (1.23)

|x|—00

A figura 1.1 representa um potencial |@|* capaz de gerar uma quebra espontanea de simetria.

Figura 1.1: Potencial ¢* tipo chapéu mexicano.

Logo a energia total do sistema pode ser escrita como
E > Epps + /dzx {% [BTe( — )] + \Di¢\2} , (1.24)
onde Fppg representa a energia minima (limite de Bogomol'nyi) do sistema expressa como
Epps = :|:€U2/d2X B = +ev?dp, (1.25)

desta forma, a energia é proporcional ao fluxo magnético ®g. O sistema atinge o minimo da

energia quando os campos satisfizerem a equacoes de primeira-ordem ou equagoes BPS,
Di¢p =0, (1.26)

B=xe(v? —|¢f). (1.27)

A partir da equagao BPS (1.26) se mostra que a corrente Ji se expressa como
Jp = Feer;0; |07 (1.28)

7



1.1.1 Equivaléncia entre as equacoes BPS e as de Euler-Lagrange

Vamos agora demonstrar que o conjunto de equagoes BPS (1.26) e (1.27) reproduzem as equagoes
de Euler-Lagrange do campo de gauge (1.9) e do campo de Higgs (1.13).
Primeiro verificamos o setor de Higgs a partir da primeira BPS (1.26), com esse propésito,

aplicamos D+ nela
D+ (D+¢) = Dy, (D¢) £i[D1, Do) ¢ = Dy, (Dr¢) £ eBo. (1.29)
Assim, a equacao BPS (1.26) proveé
Dy (Do) & eBop = 0, (1.30)
e usando (1.27), obtemos
Dy (Dig) + ¢ (ev” — elg]*) =0, (1.31)

ou, notamos que o segundo termo é a derivada do potencial (1.22) em rela¢do a ¢*. Assim,

recuperamos as equacgao de Euler-Lagrange para o campo de Higgs

Dy, (Dyop) — g{‘; =0. (1.32)

Agora verificamos o setor de gauge, para isso, aplicamos o operador €;;0; na segunda BPS
(1.27)

skjé?jB = :Feé"kjaj ’¢|2 , (133)
e usando a equagao (1.28) recuperamos a lei de Ampere,
5kj8jB = Jk (134)

Deste modo verificamos que as equacgoes de Euler-Lagrange estacionarias do modelo de Maxwell-

Higgs sao recuperadas a partir das equagoes BPS (1.26) e (1.27).

1.2 BPS MH voértices com simetria radial

As solugdes tipo vortices de interesse sdo expressas em coordenadas polares (r,6) e terdo
simetria rotacional. Com esse intuito usamos o seguinte (similar ao proposto por Abrikosov [24]

no estudo de vértices supercondutores) para o campo de Higgs
o(r,0) = vg(r)e™, (1.35)

onde a fungao real ¢g(r) é bem comportada em todo o eixo radial e satisfaz as seguintes condicoes

de contorno na origem e no infinito,

limg(r) =¢(0) =0, lim g(r) =g(c0) =1, (1.36)

r—0 r—00



respectivamente. O parametro m na equagao (1.35) é um nimero inteiro nao nulo chamado de
nimero de enrolamento (do inglés winding number) caracterizando a topologia nao trivial das
solugoes. A condi¢ao g(0) = 0 garante que o campo de Higgs ¢ seja univoco na origem, e a
condigao g(oo) = 1 garante que o campo de Higgs atinja seu valor de vacuo estabelecido em
(1.23).

O Ansatz em coordenadas polares para o campo de calibre é encontrado a partir da primeira
equagao BPS (1.26). Entao, usamos o Ansatz (1.35) e as expressoes que transformam um vetor

e o operador derivada de coordenadas cartesianas para polares

Ay = A, cos0 — Aysinb , Ay = A, sinf + Ay cos,
(1.37)
sin 6 . cos
01 = cos 00, — Oy , Oy = sin 00, + . 0y,

na equacao BPS (1.26) Di¢ = 0 ou D1¢ £ iDyp = 0. Apds a separagao das partes real e

imaginaria obtemos

d
[_g Fg (T — 6A9>:| cosf £ egA,sinf =0, (1.38)
dr r
dg m .
—Fg (— — 6A9> sinf F egA, cosf = 0, (1.39)
dr r
cujas solucgoes validas para todo 6 sao
d
% _ +g (T - 6149) , e egA, =0. (1.40)
dr r

Assim, a componente radial do campo de calibre é nula, A, = 0, e escolhemos o seguinte para-

metrizagao para a componente angular, Ay,

(1.41)

A fungao a(r) é regular em todo o eixo radial e satisfaz as seguintes condi¢oes de contorno na
origem e no infinito,
hH(l) a(r) =a(0) =m, lim a(r) = a(co) =0, (1.42)
r— T

— 00

respectivamente. A condigao a(0) = m garante a finitude do potencial Ay na origem, e a condigao

a(o0o) = 0 garante que Tli_}r(r}O Dyp — 0. O campo magnético é expresso como

B(r) = — L4 (1.43)

er dr’

com isso, o fluxo magnético é facilmente calculado

By — /O ’ /0 " (rB) drdd %[am) — a(0)] = Zom. (1.44)



A partir da equagao (1.25) a energia BPS total resulta
Epps = £2mv*m = 27v?|ml, (1.45)

onde consideramos o sinal 4+ para m > 0 e o sinal — para m < 0. Assim, verificamos que tanto
o fluxo magnético como a energia BPS sao quantizados.

As equagdes BPS (1.26) e (1.27) agora sdo expressas como

dg ag

- =4 1.4

dr r’ (1.46)
1 da

Observa-se que as solugoes para m < 0 podem facilmente ser obtidas a partir das solucoes para
m > 0: g(r) = g(r) e a(r) — —a(r). Na seguinte segao serd mostrada a compatibilidade entre as
equagoes BPS, (1.46) e (1.47), e as condigoes de fronteira (1.36) e (1.42) satisfeitas pelos campos

g(r) e a(r), respectivamente.

1.2.1 Comportamento das solugoes em r = (

Para estudar o comportamento das solugoes das equagoes BPS (1.46) e (1.47) na origem (r —
0) usamos as condigoes de contorno estabelecidas nas equagoes (1.36) e (1.42), e representamos

os campos da seguinte maneira,
a(r)=m+da(r), g(r)=0+dg(r), (1.48)

onde as fungoes da(r) e dg(r) devem ser nulas na origem. A substituigao das equagoes (1.48) nas

equagoes BPS (1.46) e (1.47) e considerando as contribuicoes a primeira ordem de da(r) e dg(r),

obtemos
dog mog 1 dda 9
=+ - =+ 1.49
dr ro’ er dr v (1.49)
cujas solugoes sao
e2v?
dg(r) = Gor'™ | da(r) = :FT7"2- (1.50)

Logo, o comportamento das solugoes BPS na origem sao dadas por

g(r) ~ Gor'™ (1.51)

a(r) ~mF 677‘2, (1.52)

dessas expressoes é facil verificar que os campos sao bem comportados na origem.
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1.2.2 Comportamento das solugoes para r — oo

A continuacao estudamos o comportamento dos campos no limite r — oo considerando as
condigoes de contorno estabelecidas nas equagoes (1.36) e (1.42). Para resolver as equac¢oes BPS

neste limite expressamos os campos da seguinte maneira,
a(r) =0+ da(r) ,g(r)=1—=4dg(r), (1.53)

onde as fungoes da(r) e dg(r) se anulam no limite r — co. A substitui¢do de (1.53) nas equagoes
BPS (1.46) e (1.47) e considerando apenas os termos lineares, obtemos
(0a) (0a)

(0g) =F ) = F2e*v%(dg). (1.54)

Combinando essas equagoes obtemos as seguintes equacgoes diferenciais de segunda ordem,

(09)" + @ —2e*v%(0g) = 0, (1.55)
(0a)" — @ —2e%v?(6a) = 0, (1.56)
cujas solugoes sao
G
= GOKy(Mr) o~ =2 M 1.
dg(r) = G/ Ko(Mr) NG , (1.57)
da(r) = +MGYrK (Mr) ~ £ MGoo/r e M, (1.58)

onde GV, G, sdo constantes determinadas numericamente. As funcoes Ko(z) e Ki(z) sdo as
funcoes de Bessel de segunda classe para ordem zero e um, respectivamente. O parametro M

representa as massas do campo de Higgs e do campo de calibre no limite de Bogomol'nyi,
M = \/2ev. (1.59)

Desse modo, quando r — 0o, as solugoes se comportam como

GOO —Mr
g(r)~1-— NG e M (1.60)
a(r) ~ £ MG /T M. (1.61)

As expressoes mostram que as solucoes sao bem comportadas no infinito.
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1.3 Solucgoes numéricas

O sistema de equagoes BPS (1.46) e (1.47) nao tem solugoes analiticas. Assim, um modo eficaz
e preciso de ver o comportamento completo é calcular as solugoes via métodos numéricos. Em
nosso caso, usaremos as rotinas do programa Maple e consideramos e = 1 e v = 1. As solugoes

sao mostradas nas figuras 1.2(a) a 1.3(b) para alguns valores de m.

1
0.8
0.6
g(r)
0.4+
0.2
0 = T T
0 8 10
r r
(a) Campo de Higgs g(r) (b) Campo gauge a(r)
Figura 1.2:
1
0.81 2
0.61 1.57
B(r) e
0.4 1
0.21 0.57
0—| T T 0—| T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 1 2 3 4 5
r r
(a) Campo magnético B(r) (b) Densidade de energia BPS (1.62)
Figura 1.3:
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A figura 1.2(a) mostra os perfis para o campo ¢(r) para vérios valores de m. Observa-se que
a medida que m aumenta os perfis gradativamente sao mais largos e atingem o valor de vacuo
mais lentamente. Na figura 1.2(b) observamos os perfis para a(r). Verificamos o valor na origem
a(0) = m e na medida que m aumenta, o perfil fica mais largo.

Os perfis do campo magnético sao representados na figura 1.3(a). Note que nas proximidades
da origem as diferentes configuragdes do campo sempre convergem para um mesmo valor B(r —
0) = ev?. Para m = 1, o perfil é um lump localizado na origem. Os perfis ficam mais largos
quando m é grande. A densidade de energia BPS expressa por

2
Epps = B + 207 (@) , (1.62)
T

estd representada na figura 1.3(b). O perfil para m = 1 é um lump localizado na origem. Para
m > 2, os perfis tem o mesmo valor na origem Eppg(0) = e?v? e formam anéis cada vez mais

largos enquanto m cresce.

1.3.1 Representacao bidimensional dos vortices de MH

Uma maneira alternativa de visualizar as solugoes tipo vértice é considerar sua representacao
bidimensional para vérios valores de m. As figuras representadas em (1.4)-(1.7) mostram os
plots dos campos e da densidade de energia BPS. Nos graficos sao representadas as intensidades
ou magnitudes dos campos como funcoes do raio r: as partes mais coloridas caracterizam a maior
intensidade, as partes mais claras serao aquelas com menor intensidade, e a cor branca representa

uma intensidade nula. Pode-se identificar claramente a simetria radial das solucoes.

00 C

(a) m=1 (b)y m=2 (¢c) m=5 (d)ym=9

Figura 1.4: Campo de Higgs g(r):Os plots mostram que quando o valor de m aumenta, o campo

atinge o valor de vacuo cada vez mais longe da origem.
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(a)y m=1 (b)y m=2 (c)m=5 (d)ym=9

Figura 1.5: Campo a(r):Os plots mostram que o nicleo com intensidade maior do campo, entorno

(a)y m=1 (b)y m=2 (c)m=5 (d)m=9

da origem, cresce quando o valor de m aumenta.

Figura 1.6: Campo magnético: Os graficos indicam que o campo magnético esta altamente

concentrado entorno da origem, e que a area coberta cresce gradualmente toda vez que m aumenta

(a) m=1 (b)y m=2 (c)m=5 (d)m=9

seu valor.

Figura 1.7: Densidade de energia BPS: Observa-se que o formato anelar fica mais evidente para

maiores valores de m.
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Capitulo 2

Configuracoes auto-duais no modelo de

Maxwell-Chern-Simons-Higgs

Neste capitulo estudaremos um modelo construido adicionando a eletrodinamica de Maxwell-
Higgs o termo Chern-Simons (CS) [25], é o chamado modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs
(MCSH) [5]. E conhecido que o termo de Chern-Simons por si s6 nao tem dinémica mas interfere
na dinamica do sistema quando é acoplado a outros campos tais como o de Maxwell ou campos
escalares (Higgs) [4, 25]. No caso do modelo de Chern-Simons-Higgs, a presenga do termo de
Chern-Simons é responsavel pelo surgimento de vortices possuindo carga elétrica total nao nula
além de também produzir solugoes BPS [4].

O modelo de MCSH ¢ descrito pela seguinte densidade lagrangiana

1 PR SN 2
£O = —q Fw " = e P ALFs, +|Duo)” — U . (2.1)
O primeiro é o termo de Maxwell, o segundo é o termo Chern-Simons e k é a constante de
acoplamento. A derivada covariante D,¢ é a mesma definida em (1.2). Por dltimo, U é um
potencial que prové solugoes tipo vortices.

A equagao de movimento para o campo de calibre obtida da lagrangiana (2.1) é dada por,

K

O, — S, = J" (2.2)

onde a corrente J* é dada por (1.4).

Da mesma forma a equagdo de movimento para o campo de Higgs gerado por (2.1) é

ou
D, D" =0. 2.3
WDRo o (23)
O tensor energia-momento da eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons-Higgs é
@ * * 5(0)
T = —FuuF* + (Dud) Dyé + (Dyd) Dyt — gL, (2.4)
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onde £ 6 a densidade Lagrangiana (2.1) sem o termo de Chern-Simons.

No regime estaciondrio, da equagao (2.2) extraimos a lei de Gauss do modelo
V2Ao + kB = 22 Ay |)* . (2.5)

E fécil verificar que a condigao de calibre A = 0 nao satisfaz mais a lei de Gauss. Isso implica
que as solucoes do sistema além de carregar fluxo magnético também possuem carga elétrica total

nao nula. Tal afirmagao ¢ facilmente demonstrada integrando a lei de Gauss,
Q = kP, (2.6)
onde & é o fluxo magnético e definimos a carga elétrica total () como
Q= /dQX 2e2 A || . (2.7)
A lei de Ampere estacionaria é
€;;0;B + ke;;0; A = J;. (2.8)

A equagao para o campo de Higgs independente do tempo é

oUu
dp*

DDyt + €2 (A)* ¢ — 0. (2.9)

2.1 Densidade de energia e o formalismo BPS

: . : : 0)
No regime estacionério, a densidade de energia £ = 76(0) ¢ expressa como

1

1
£0 = L (340 + A0 + LB+ Do + U (2.10)

Ela deve ser nula quando |x| — oo, assim, além das condigbes de contorno (1.15) devemos impor,

lim Ap(x) =0, lim 0;A(x)=0. (2.11)

|x|—00 |x|—o00
A energia total de sistema é dada pela integracao da densidade de energia (2.10) resultando,

1

1
o / > {5 (040" + AT | + 5 B° + Dyl + U | (212)

A fim de minimizar a energia aplicamos o formalismo BPS, para isso reescrevemos os termos do

campo magnético e do potencial da seguinte maneira,

1 1 2
SB U= [B 2 U} + BV2U, (2.13)
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e usando a identidade (1.18) na expressao (2.12) obtemos

O _ /d2 {2[B¢\/2U] 4 |Dio? iB(@+e|¢|)
3 @A+ Ao £ cudy ) (2.14)

Os dois primeiros termos da segunda linha acima sao reescritos, usando a lei de Gauss (2.5), da

seguinte maneira,
1 1 1
3 (9;A0)° + €2 A2 |¢|* = 5#A0B + 50; (A90iAo) (2.15)

e substituidos na energia (2.14)

2
5(0) :/dQX {% [B F Vv QU] + |Di¢‘2 + B(\/ 2U +e |(]5’2 + %KJA()> + %@(Ao@AO) + %Ejkaij} .
(2.16)

Sob as condigoes de contorno, ja estabelecidas, as derivadas totais nao contribuem a energia total

do sistema, assim, temos
1 2 1
£ = /d2x {5 [B T \/QU] + Do)+ B (\/2U +elo|® + ERA()) } . (2.17)

Com o objetivo de obter uma energia total minima, proporcional ao fluxo magnético, impomos

que o fator multiplicando ao campo magnético seja constante e igual a ev?,

V2U +e|g]> £ 222 “AO = ev?. (2.18)

Desta condigao obtemos o potencial,

2
U (6], Ag) = % (6112 —eloF “TAO> . (2.19)

Dada a condigao de contorno |1|1£>n Ap(x) = 0, em (2.11), o campo de Higgs deve satisfazer a
condi¢ao de contorno introduz;((la Orja equacao (1.23). Contudo, a forma do potencial quebra a
simetria de calibre do modelo (2.1) devido a presenca do campo Aj.

Apesar disso, continuaremos com a implementacao do formalismo BPS. Assim, a energia total

(2.17) é reescrita como

EO = 5 BPS —i—/d2 {% [BIF (ev —elo)? :Fm;())l ]Di¢|2}, (2.20)

onde 5;0}33 representa a energia minima (limite de Bogomol'nyi) do sistema, j& definida em (1.25).

Este limite sera saturado quando os campos satisfagam as seguintes equacoes auto-duais ou BPS,
Di¢p =0, (2.21)
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5
A continuacao, a fim de verificar se este conjunto de equacoes BPS é consistente, ou seja, produz

B=+(ev?—e|gl’) - (2.22)

solugoes reais do modelo (2.1), vamos determinar elas sao capazes de gerar as equagoes de Euler-
Lagrange do campo de gauge (2.8) e do campo de Higgs (2.9).
Para recuperar a equacao de movimento do campo de Higgs seguimos o procedimento padrao

o qual consiste em aplicar D+ na primeira BPS (2.21),
D= (D.¢) = Dy, (Do) £ i [D1, Da] ¢ = Dy (D) + eBo. (2.23)

Assim, a equacdo BPS (2.21) proporciona

e usando (2.22) obtemos
Dy (Do) +ep | ev® —elo|” F - )= 0. (2.25)
Aqui notamos que o segundo termo é a derivada do potencial (2.19) em relacdo a ¢*, assim,
temos que
oU
Dy (Dyo) — = 0. 2.26
& (Drd) — 5 e (2:26)

Note que a equacao acima estd em clara discordancia com (2.9), diferencia-se pela falta do termo
e? (Ao)2 ¢. Deste modo verificamos que a equacao de Euler-Lagrange para o campo de Higgs nao
é recobrada a partir das equagoes BPS. No caso da lei de Ampere aplicamos o operador ¢;;0; na
segunda BPS (2.22)

er;0; B = Feey;0; o> — ggkjajAo, (2.27)

e usando a equagao (1.28) obtemos

5kj(9jB + ggkjajAO = eJk. (228)

Na comparagao com (2.8) vemos que esta difere no fator (%) no segundo termo.
Desta forma fica demonstrado que apesar do modelo (2.1) possuir um sistema de equagdes
BPS (2.21) e (2.22) estas nao reproduzem as equagoes de Euler-Lagrange (2.8) e (2.9). Ou seja,

o modelo descrito pela densidade Lagrangiana (2.1) nao possui solu¢oes BPS verdadeiras.

2.2 O modelo BPS de Maxwell-Chern-Simons-Higgs

Tal situagao pode ser resolvida pela introducao de um campo escalar neutro, ¥, interagindo

com o campo de Higgs e compondo o potencial. No limite BPS, o campo neutro deve satisfazer
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uma equacao de movimento igual a do potencial escalar Ay. Assim, no regime estacionario, o

campo neutro deve contribuir com a seguinte densidade de energia,
1 2 2
5 (050) + V2 o], (2.29)
que ¢ gerada a partir da seguinte densidade Lagrangiana
1
SCACASS U o). (2.30)

Consequentemente, o modelo BPS de Maxwell-Chern-Simons-Higgs ¢ descrito pela seguinte den-
sidade Lagrangiana,
L= —EFWF”” - ineaﬁmaﬂh + Do + %a#\pa“\p — 202 p° — U(|¢], U). (2.31)
A equagao de movimento para o campo de calibre obtida da lagrangiana (2.31) é a mesma dada
pela equagao (2.2),
9, F"" — g(—:“l’prp = Jh, (2.32)

onde a corrente J* é dada por (1.4).
A equagao de movimento para o campo de Higgs gerado por (2.31) é um pouco diferente de

(2.3) devido a interagdo com o campo escalar neutro,

D, D"¢ + % + e202%¢p = 0. (2.33)
A equacao de movimento do campo neutro é
ou
9, 0"W + 2e*W|¢|? + a3 =" (2.34)

O tensor energia-momento do modelo BPS de Maxwell-Chern-Simons-Higgs é

MCSH ~

T, =—F.F*+ (D,¢)*D,¢ + (D,¢)* D, + 0,¥0,¥ — g, L, (2.35)

v
onde L é a densidade Lagrangiana (2.31) sem o termo de Chern-Simons.
As versoes estacionarias das equagoes de movimento sao apresentadas a seguir. Da equagao

de movimento (2.32) obtemos a lei de Gauss

V2Ag+ kB = 26 Ay | o], (2.36)
e a lei de Ampere,
eijﬁjB + /{EijajA() = Jz (237)
A equacao estacionaria do campo de Higgs é
2 2 2 ou

DyDy¢ + €* [(Ag)* — ¥*]¢ — 90 = 0, (2.38)

e a do campo neutro resulta

ou

U —2e*V|¢)* — — = 0. 2.39
VAU 20w - S (239)
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2.2.1 Implementacao do formalismo BPS

MCSH

A densidade de energia estaciondria, £ = Ty, , do modelo (2.31) resulta

1
E= (a Ap)® +2B2+e2A21¢| +|D;0)* + = (a ) + 202 [¢f° + U. (2.40)

Para ter uma densidade de energia nula no infinito, além das condigoes de contorno (1.15) e

(2.11), o campo neutro ¥ deve cumprir,

lim ¥U(x)=0, lim 0;¥(x)=0. (2.41)

|x|—00 |x|—00

A energia total do sistema é
1
E = /d% {232 + U+ |Djg* + = (a Ag)® + (ajxp)2 + e2A2 | + 202 |¢|2} . (242
aplicando o método BPS para a minimizagao de energia e a identidade (1.18), obtemos

= [ d%{ [B5VA0] + Do + 5 [0,40) F 00 + ¢ (67 [ A 5 0P

B <e o] + \/ﬁ> (8;1)0,Ag £ 262 AW || £ — ! So€itds Jk} (2.43)

Usamos a lei de Gauss estaciondria (2.36) para expressar o termo 2¢? |ng|2 Aop¥ como
2e2A0W |¢|> = U (8;0;A) + kBY. (2.44)

Substituindo na energia total (2.43) obtemos

= [ & { Duof + 5 [BFVIO| + 51040 F O0)F + ¢ 0f [40 5 0

1
B <€ |(b‘2 + Vv 2U -+ H\I/) + 3](\11@140) + %ejkaij} . (245)

As condigoes de contorno (2.11) e (2.41) garantem que a derivada total 0;(¥0;Ap) nao con-
tribui para a energia total. O mesmo acontece com o termo incluindo a corrente Jj.
A implementacao do formalismo BPS serd concluida se impusermos que o termo que esta

multiplicando o campo magnético seja uma constante, ou seja,
e|o]> +V2U + k¥ = ev?. (2.46)
Essa condicao permite determinar o potencial BPS do modelo:

U (|¢],0) = = (ev® — e[ — kT)". (2.47)

DO | —
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Logo, a energia total do sistema pode ser escrita como:
E = Epps + /d2x {IDmF + % BF (ev? el - w0)]’
+5 (0,40 F U + 1o A0 W} (2.43)
onde Eppg representa a energia minima (limite de Bogomol'nyi) do sistema,
Egps = :i:ev2/d2xB = +ev?dp, (2.49)

Este limite serd saturado quando os campos satisfizerem as seguintes equacgoes auto-duais ou
BPS:

Di¢=0, (2.50)
B=4(ev? —e|g” — k), (2.51)
Ay T U =0, (2.52)

(8;40) F (0,7) = 0. (2.53)

No entanto, as duas ultimas equacoes somente sao satisfeitas se escolhermos ¥ = + Aj.

Assim, as configuracoes auto-duais do modelo de MCSH sao descritas pelas equacoes BPS:
Di¢p =0, (2.54)

B=+(er?—e¢ |¢|2) — kAo, (2.55)
¢ a lei de Gauss (2.36).

2.2.2 Equivaléncia entre as equacoes BPS e as de Euler-Lagrange

Antes de mostrarmos a equivaléncia entre as equagoes BPS e as de Euler-Lagrange, vamos a
reescrever as ultimas no limite BPS, ou seja, quando W = + A é satisfeito.

Primeiro, expressamos o potencial nesse limite,
U (16, Ao) = 5 (e0” — e [0 F ndo)” (2.56)
As equagoes para o campo de calibre sao as mesmas dadas por (2.36) e (2.37).
V2A)+ kB = 262 Ay | ¢, (2.57)

eij@jB + KJEZ‘jajAO = Jz (258)

Por outro lado, a respectiva equagao do campo de Higgs (2.59) resulta
DyDyé + e (ev® — e |¢|* F kAg) =0, (2.59)
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onde ja usamos a condigao ¥ = +A4; .

A equagao do campo escalar usando a condicao ¥ = +A, transforma em
V?Ag £k (ev® —e o> T KAg) = 2e*Ao|o|>. (2.60)

Observa-se que as equagoes (2.57) e (2.60) sao exatamente iguais se usamos a segunda equagao
BPS (2.55) para o campo magnético. Isto é esperado devido a condicao ¥ = £A,.
A lei de Ampere (2.58) é recuperada aplicando o operador €;;0; na equacao BPS (2.55), ou
seja,
€1;0; B + ker;0; A0 = Feer;0; o] = Ji, (2.61)

onde usamos a equacao (1.28) que fornece a densidade de corrente no limite BPS.
Para recuperar a equacao de movimento do campo de Higgs (2.59), seguimos o procedimento

padrao, o qual consiste em aplicar D4 na primeira BPS (2.54), obtendo-se
e usando (2.55) atingimos nosso objetivo

Dy.Dy¢ + e (ev? — e o> kAg) = 0. (2.63)

2.3 BPS MCSH vortices com simetria radial

Para esse propédsito usamos o Ansatz dado pelas equagdes (1.35) e (1.41) para descrever o
campo de Higgs e para a componente vetorial do campo de gauge. Além disso, introduzimos a

parametrizacao do potencial escalar Ay. Assim, temos

¢ =vg(r)e™? Ay = _a(r)——m7 Ag = Ap(r), (2.64)
er
respectivamente, onde m = £1, +2, ..., representa o numero de enrolamento.

As fungoes ¢(r), a(r) e Ag(r) sdo bem comportadas em todo o eixo radial e satisfazem as

mesmas condigoes de fronteira que em (1.36), (1.42) e (2.11),

lir% g(r)=g¢(0)=0, lirr(l] a(r) =a(0) =m, lir% Ap(r) = Ap(0) , (2.65)
li - =1, 1 = —o, 1m0 wrise) 0 2.66
lim g(r) = g(co) =1, lim a(r) =a(o0) =0, lim —== Ay(c0) =0. (2.66)
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Consequentemente, as equagoes BPS (2.54), (2.55) e a lei de Gauss (2.57) s@o expressas como:

g = % : (2.67)
a/
- = +ev® (1 —¢*) — KAy, (2.68)
A/ !/
A+ =0 — - 2e*0v2 g% Ay | (2.69)
r er

Note-se que se fizermos k— —k as solugoes mudam da seguinte maneira: ¢ — g, a — a, Ag —
—Ap.

A densidade de energia BPS sera expressa por:

_ n2 2 (49)? 2,2 2 1\2
Enps = B2+ 20 ()" + 2¢%? (Agg)” + (47" (2.70)
O fluxo magnético é dado por
2
Op =T, (2.71)
e
e a energia BPS ¢é
Epps = £2mv*m = 27v*|m], (2.72)

onde o sinal superior (inferior) corresponde a m >0 (m < 0).

2.3.1 Comportamento das solucoes para r — 0

O comportamento dos campos na origem ¢ analisado considerando as condigoes de contorno

(2.65) e usando a seguinte representagao para eles:
g(r) =0+4dg(r), a(r) =m —da(r), Ao(r) = Ag(0) + dAe(r), (2.73)

e apos substituidas nas equagoes (2.67), (2.68) e (2.69) obtemos:

m (dg)

(09)' ¥ ——= =0, (2.74)
1 /

o (6a) F ev? + KkA(0) + Kk (0Ag) = 0, (2.75)

w1 ’ K ’
(0Ag)" + - (0A0) + o (da) = 0. (2.76)

As solucoes destas equacoes sao dadas por:

og(r) = Cor™ + ..., (2.77)
da(r) = %e [+ev? — kA0)] r* + ..., (2.78)
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dAo(r) = —i/ﬂ [+ev? — KA (0)] r* + ... (2.79)

Assim, o comportamento dos perfis na origem sao expressos como:

g(r) = Cor'™ 4 ., (2.80)
a(r) =m — %e [+ev? — KA(0)] r* + ..., (2.81)
Ap(r) = wo — i/{ [£ev? — KA(0)] r* + ... (2.82)

Isso mostra que as solugoes das equacoes BPS e a lei de Gauss sao bem comportadas na origem

em concordancia com as condi¢oes de contorno impostas em (2.65).

2.3.2 Comportamento das solucoes para r — oo

O comportamento dos campos para r — oo ¢ analisado considerando as condig¢oes de contorno

(2.66) e usando a seguinte representagao:
a(r) =0+ da(r), g(r) =1=10dg(r), Ao(r) =0+ dAo(r), (2.83)

e ap0s substituidas nas equagoes (2.67), (2.68) e (2.69) obtemos

(6g9)" £ @ =0, (2.84)

(da)’

er

+ 2ev? (0g) — K (6A4p) = 0, (2.85)

(6A0)" & (6a)

(514())// + , - g , — 262’02 (5140) = 0. (286)
Esse conjunto de equacoes podem ser reescritas da seguinte maneira,
(0g)" + @ —2e%0%(6g) = Fer(6Ay), (2.87)
(6A0)" + CA) (K* + 2e0%) (0A) = F2rev(dg), (2.88)
r
(0a)" — @ —2e*v*(6a) = err(5Ap), (2.89)
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cujas solugoes sao

e—Mr
sa(r) = £MCyrK, (Mr)~ £MCyy/re ™" (2.91)
saoir) = Mo ko~ eM B (2.92)
r) = +——C, r)a+——Cop———. )
' e Ja] @7 ¢ s[> Vr
onde (', é uma constante real positiva e M é massa dos bdsons no limite BPS,
K2 + 8 (ev)” — |k|
M = . (2.93)
2
No limite quando k — oo, obtemos
2 (ev)?
MCSH ~ (f{ ) , (294)
que representa a massa das solugoes BPS do modelo de Chern-Simons-Higgs [4].
Por outro lado, quando x — 0, obtemos
Mg >~V 2ev, (2.95)

a massa dos bosons (no limite BPS) do modelo de Maxwell-Higgs (1.59). Finalmente, expressamos

os comportamentos dos perfis no infinito,

e—Mr

~l— O 2.
g(r) Coo NG (2.96)
a(r) = £MCor/re M7, (2.97)
—Mr
Ay~ L B (2.98)

e |s| 7 Vr

2.4 Solucoes numéricas

Para obter as solugoes numéricas das equagoes BPS (2.67), (2.68) e a lei de Gauss (2.69) fixamos
os parametros ¢ = 1, v = 1 e kK = 1 para varios valores de m. As solugoes sao mostradas nas
figuras 2.1(a) -2.3(b).

Na figura 2.1(a) percebe-se que o campo de Higgs tem um comportamento muito semelhante
ao do modelo MH. Contudo, para um m fixo, a convergéncia ao valor do vacuo é mais lenta pois

Myosy < Myrg. Assim, é perceptivel que a convergéncia mais lenta fara que os vortices tenham
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maior raio ou alcance. A figura 2.1(b) mostra que o campo a(r) tende assintoticamente para zero

a medida que nos afastamos da origem. Na origem, o valor do campo é igual a m.

l_.

9
8_
0.87
7_
6_
0.61
5_
g(r) a(r)
4_
0.41
3_
0.21 2
1_
0 T T T T T T T T T T T T T T 0 T T L
0 5 10 15 0 5 10 15
r r
(a) Campo de Higgs g(r) (b) Campo gauge a(r)
Figura 2.1:
0.57 0.3
0.4
0.21
B(r)0.31 €pps (")
0.29
0.14
0.19
0 T - T T 0 T T T T T T T T
0 5 10 15 0 2 4 6 8 10 12 14
r r
(a) Campo magnético B(r) (b) Densidade de energia BPS
Figura 2.2:

Na figura 2.2(a) o perfil do campo magnético é bem diferenciado neste modelo. Somente para

m = 1 teremos um perfil centralizado na origem (lump), enquanto que para valores de m > 1 o
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campo magnético forma um anel ao redor da origem, sendo que a localizacao do méaximo cresce a

medida que m aumenta. Também, observa-se que o valor do campo magnético na origem diminui

enquanto m aumenta. A densidade de energia BPS é apresentada na figura 2.2(b).

Param =1,

o perfil é um [ump, enquanto que para valores de m > 2, os perfis adquirem o formato de um

anel cujo maximo se afasta cada vez mais da origem a medida que m aumenta.

0.259
0.9
0.81
0.204
0.7
0.67
0.159
Ao(r)O.S' E(I")
041 0.101
0.37
0.2 0.054
0.17
0 T T T 0-F T T T 1 T T T T
0 5 10 15 0 2 4 6 8 10 12 14 16
r
(a) Potencial escalar Ag(r) (b) Campo elétrico E(r)
Figura 2.3:

Como ja mencionado no inicio do capitulo, o modelo de MCSH gera vértices carregados, assim,

o potencial escalar e o campo elétrico sdo mostrados nas figuras 2.3(a) e 2.3(b), respectivamente.

O potencial escalar possui um valor finito na origem que fica maior a medida que m aumenta.

Os perfis do campo elétrico E(r) mostram que é nulo na origem e formam anéis cujo maximo se

afasta da origem com o incremento dos valores de m.

2.4.1 Representacao bidimensional dos vortices de MCSH

Da mesma forma que no modelo anterior, podemos mostrar os resultados numéricos numa forma

bidimensional. A leitura dos graficos é dada em termos da intensidade ou magnitude dos campos,

onde na parte mais colorida se representa a maior intensidade, a parte menos colorida significa

que a intensidade é pequena e a parte branca indica intensidade nula.
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00

(a)y m=1 (b)y m=2 (c)m=5 (d)m=9

Figura 2.4: Campo de Higgs ¢g(r): Pode-se observar que o valor do véicuo é alcangado mais

rapidamente para m menores, mas para valores maiores de m o vacuo é atingido mais lentamente.

(a) m=1 (b) m=2 (c)m=5 (d)m=9

Figura 2.5: Potencial vetorial a(r): Mostra-se que ele esta localizado na origem e a largura

aumenta cada vez que m cresce.

(a) m=1 (b)y m =2 (c)m=5 (d)m=9

Figura 2.6: Potencial escalar Ay(r): A largura dos perfis cresce na medida que os valores de m

aumentam.
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s o 0O O

(a)y m=1 (b)y m=2 (c)m=5 (d)m=9

Figura 2.7: Campo elétrico E(r): Os perfis independentemente do valor de m sempre sdo anéis

cujos raios aumentam quando os valores de m se incrementam.

o O

(a) m=1 (b) m=2 (c)m=5 (d)m=9

Figura 2.8: Campo magnético B(r): Os perfis gradualmente adquirem o formato de anéis na

medida que m aumenta.

o 0 ()

(a) m=1 (b)y m =2 (c)m=5 (d)m=9

Figura 2.9: Densidade de energia BPS: Com o incremento dos valores de m, os perfis adquirem

o formato de anéis mais rapidamente que no caso do campo magnético.
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Capitulo 3

Sélitons BPS no modelo C'P(2) acoplado

minimamente ao campo de Maxwell

O modelo CP(N) é um modelo efetivo cuja importancia se deve a que apresenta proprieda-
des nao perturbativas similares as dos modelos de Yang-Mills. Por exemplo, parte do espectro
hadronico da cromodinamica quantica pode ser considerado como solugoes solitonicas dos mode-
los CP(N) [18].

Neste capitulo, estudaremos um modelo composto do campo C'P(2) acoplado minimamente
a um campo de gauge abeliano, especificamente, o campo de Maxwell. Esse sistema que chama-
remos de modelo de Maxwell-C'P(2) foi proposto por Lugynov [19] quem mostrou a presenca de
solitons topolégicos e sugere a existéncia de estruturas BPS. A existéncia de tais estruturas foi
mostrada explicitamente em [20]. O modelo abeliano de Maxwell-C'P(2) é descrito pela seguinte

densidade lagrangiana:
1 x
L= _ZLFWFW + (P D,op)” (PocD¥ o) — V (¢3) (3.1)

O campo de calibre descrito por A, define o tensor do campo eletromagnético F,,, = 9,4, —0,A,,.

O campo C'P(2) descrito pelo campo complexo ¢, (a = 1,2, 3) satisfaz o vinculo

Cbagb: =h 5 (32)
P,. é um projetor definido como
Pay = 0y — ™" Gay. (3.3)

O acoplamento minimo entre o campo de calibre e o campo C'P(2) é dado pela derivada covariante

definida por
D,u¢a = 8u¢a - igAuQabeb ’ (34)
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o parametro g é a constante de acoplamento. A matriz de carga @), ¢é real, simétrica e de traco

nulo (para preservar a invariancia de calibre local)

tr(Qap) = 0. (3.5)

Finalmente V (¢3) é um potencial que prové as solugoes tipo vortices BPS.
A equagao de Euler-Lagrange para o campo de calibre obtida a partir da densidade Lagran-
giana (3.1) ¢é
o, F"" = JH, (3.6)

com J* a densidade de corrente conservada,
= —ig ($iQuD6.) +igh™ 6 Qundy (6 D). (3.7)
>
onde o operador D" ¢ definido como segue
<
u*D'o = u* (D*v) — (D" u)* v. (3.8)

A respectiva equagao de movimento para o campo C'P(2) é dada pela expressao

ov
P (2P Do(PuD60) = DD 6, + 7 %)) o, (39)
O tensor energia-momento do modelo Maxwell-C'P(2) ¢ dado por
7;\,0 = _F/\quM + (PabD)\¢b)* Pach¢c + (papr¢b)* PacD/\¢c - g)\pﬁ- (31())

As solugoes que procuramos pertencem ao regime estacionario, assim, primeiro escrevemos as

respectivas equagoes do campo de calibre. A partir de (3.6) obtemos a lei de Gauss,
VA, = p, (3.11)
com a densidade de carga elétrica p dada por

P = 292A0<chan¢c¢Z - h_chmenchQS:nqstS;)' (312)

Observa-se que a lei de Gauss (3.11) é satisfeita identicamente pela condi¢ao de calibre Ay = 0,
o que torna as solucoes eletricamente neutras, ou seja, possuem carga elétrica total nula.

Similarmente, a partir da equagao (3.6) obtemos a lei de Ampere,
OB = —¢eyJ; , (3.13)
com J;, a densidade de corrente elétrica, definida como
Ty = ~ig03Qu D)6 + igh™ 6Qen (65 D)), (3.14)
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3.1 Sodlitons com simetria radial

Com o intuito de buscar solugoes solitonicas com simetria radial escolheremos o ansatz,

%) e sin a(r) cos B(r)
o= ¢ | =Vh| e sina(r)sinB(r) (3.15)
¢3 e cos a(r)

onde 7, 6 representam as coordenadas polares. Pode-se perceber que a condigao (3.2) é satisfeita
pela parametrizagao (3.15). Os parametros m,n, ¢ € Z sao os nimeros de enrolamento (winding
numbers). Com essa parametrizac¢ao, o potencial de auto-interagdo somente dependerd da funcao

a, ou seja, V = V(a). A parametrizagao para o campo de gauge é dada por
1
Ai = —Wﬁijl'j/l(’l“), (316)

onde ¢;; é o tensor bidimensional do Levi-Civita (€2 = +1). Com tal parametrizacdo, o campo

magnético é representado como
1 dA(r)
B(r)=———=. 3.17
)= (317
As fungoes reais a(r) e A(r) sao regulares na origem [20], e no infinito dependem das confi-
guragoes que serao estabelecidos no futuro. Entao, vamos primeiro estabelecer o valor dos campos
na origem

a(0) =0, A(0)=0. (3.18)
Dado que os campos ¢, (7, §) devem ser regulares na origem, necessariamente, o valor do winding
number ¢ serda nulo (¢ = 0), garantindo assim uma solugao univoca ou univaluada na origem. Por
outro lado, o valor da fungao «(r) (campo ¢3) quando r — oo serd determinado da condigao,

lim V(¢3) =0 ou lim V(a)=0. (3.19)

T—00 T—00

Para representar )y, usaremos as matrizes do subgrupo de Cartam do grupo SU(3), especi-

ficamente, as matrizes \3 e \g representadas da seguinte forma

W0 \ (1o

3 8

Quly, =% =50 -1 0 [, [Qab]A8=§=2—\/§ 01 0 |. (3.20)
0 0 0 00 —

Para nossa andlise, usamos apenas a primeira matriz, uma vez que ambas geram solugoes es-
sencialmente equivalentes [19]. Usando-se a parametrizacio (3.15), (3.16) e a matriz [Qq),, em
(3.20) reescrevemos as equagoes de Euler-Lagrange (3.13) e (3.9), respectivamente. Assim, a lei
de Ampere (3.13) é expressa como

sin? «

B’ + hg(2m — A) [1 —sin® acos® 28] = 0, (3.21)

r
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e a equacao de movimento (3.9) do campo C'P(2) produz as seguintes equagoes para 0s campos

a(r) e B(r),

©o(2m— AP (1 "2 sin 2 10V
o = - % (5 — sin® a cos 25) sin 20 — w = > (3.22)
1 om — A)?
/6” —I— ﬂ’ (; + 20/2?52> . ( m4/r2 ) Sin2 OéSin (46) — 07 (323>

respectivamente.

3.2 Densidade de energia e o formalismo BPS

A densidade de energia estacionaria, considerando o calibre Ay = 0, é dada por £ = Ty, com
Too definido em (3.10),

1 :
€ = 5B’ + (PuDidy)" (PucDid) +V. (3.24)

O segundo termo expresso no ansatz é dado por
2

* . sin” av )
(P Di)* (PoeDipe) = h ((0/)2 + (82 sin? a + (2m — A)? g [1 — sin® o cos® 25]) . (3.25)
Assim, a densidade de energia (3.24) fica expressa como
Lo "2 2 sin’ @ .2 2 N2 i 2
5:§B +V+h|(a)+(2m—A) W[l—sm acos” 26 + (B') sin a| , (3.26)

cuja integragao prové a energia total do sistema,

5 sin? a

o [1 — sin® acos® 28] + (B')*sin® a| | .
.

(3.27)

O passo seguinte é a implementacao do método de Bogomol’'nyi, assim, escrevemos os termos

o 1
E = 277/ rdr (532 +V+h [(0/)2 + (2m — A)
0

da energia como uma soma de quadrados,
E = Eyys + By, (3.28)

onde o primeiro termo F,,, que provera a energia BPS, é dado por

> 2m — A
Eyps = i27r/ rdr {hwa’[l — sin® o cos® 26]Y? sin v + \/QVB] . (3.29)
0

O segundo termo em (3.28) é

E, = 27r/ rdr {5 (B F \/2V> + h(B')?sin® a
0

. 2
+h (o/ ¥ (2m — A) Sl;ro‘ [1 — sin® o cos? 25]1/2> } , (3.30)
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A energia minima do sistema serd atingido quando E; = 0, ou seja, os campos satisfazem as

seguintes equacoes de primeira ordem,

B=+V2V,

o' =+ (2m— A) Sl;a [1 — sin® a cos? 23]Y/2,
r
g'=0.
Da equacao (3.33) obtemos,
b = cte,

e com ajuda da equagao de Euler-Lagrange (3.23), temos que

sin (45) = 0,
assim, os valores possiveis de [ sao
T T
=—+—k = —k.
B 1 + 5 , D 5

Estes casos serao desenvolvidos a seguir

T
3.3 C = —+ —k
aso [ 4—1—2

Nesta segao analisamos o caso 8 = 31 = 7 + Tk, com isso,
cos 2 = 0.

Consequentemente, as lei de Ampere definida em (3.21) é reescrita como

.2
B'(r) + hg(2m — A) Slgro‘ —0,

e a equacao de movimento (3.22) para o campo «(r) simplifica a

o (2m— AP 1 [oV
i

S Gin2a=— ().
a+r gz o Qh(ﬁa)

Neste caso, a densidade de energia se expressa como

SZ%BQ+V+h (') + (2m — A)

, sin? o
4r2?

(3.31)

(3.32)
(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

As fungoes «(r) e A(r) na origem satisfazem as condigbes estabelecidas em (3.18), ji no

infinito, para que a energia seja localizada e finita, as condigoes de contorno sao dadas por

lim &/(r) =0 , lim A(r) =2m.

r—00 r—00
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A primeira equagao indica que no limite » — 0o a fungdo «a(r) deverd ter um valor constante (o
estado de véacuo) que serd determinado pela condicao (3.19).

A energia total é definida pela integracao da densidade de energia (3.40),

oo 1 2
E=2r / rdr (532 +V+h {(0/)2 + (2m — A)? Sljﬂo‘D . (3.42)
0

A implementacao do formalismo BPS permite, apds algumas manipulagoes, escrevé-la da

seguinte maneira

o) 2 . 2
E = 27r/ rdr{%(BiF\/m/) +hla/$wsina}
0

2r
+BV2V + hwa/ sin a} . (3.43)
O 1ltimo termo acima pode ser reescrito da seguinte forma
ihwa’ sina = :Fg [(2m — A) (cos )] F ghB cos . (3.44)

Com essa expressao substituida em (3.43), a energia total é expressa como

> 1 2 2m — A 2
E = 27T/ rdr{—(B:F\/QV) +h[a'$wsina}
0 2 2r

+B <\/W — ghcos a) F g [(2m — A) cos a]'} . (3.45)

O potencial de auto-interacao é determinado fazendo nulo o termo que multiplica o campo

magnético, ou seja,
h2 g2 2y 2
= 2g cosa ou V(|gs|) = % (3.46)

Assim, a condicao (3.19) determina o valor de vacuo do campo «a(r),

Via)

lim a(r) = g (3.47)

T—00

A integracao da derivada total em (3.45) usando as condigoes de contorno definidas em (3.18),

(3.41) e (3.47), define a energia minima do sistema
> h
Eyps = ZF27T/ rdr—[(2m — A) cosa] = +drhm = 4wh|ml, (3.48)
0 T

onde o sinal superior (inferior) é usado para m > 0(m < 0).

Com essas informagoes a energia (3.45) é escrita como

o 1 2 2m — A 2
E = Eys + 27r/ rdr {5 (B F hg cos a) +h [o/ F %sin a] } , (3.49)
0
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com isso verifica-se que a energia satisfaz a condicao,
E > Eyps. (3.50)

Tal limite inferior (minimo de energia) ¢ saturado quando o integrando em (3.49) ¢é nulo, ou seja,
as fungoes a(r) e A(r) satisfazem as seguintes equagoes diferenciais de primeira ordem,

A/
B =— =+4hgcosa (3.51)
gr

sin a

2r

O fluxo magnético pode ser calculado a partir da expressao (3.17) e as condigoes de contorno
estabelecidas em (3.18) e (3.41),

o A’ 4
bp = /dQXB = 27r/ rdr (—) = . (3.53)
0 rg 9

Assim, verifica-se que tanto a energia total como o fluxo magnético sao diretamente proporcionais

o ==+ (2m—A) (3.52)

ao numero de enrolamento m, ou seja, estao quantizados.

3.3.1 Equivaléncia entre as equacoes BPS e as de Euler-Lagrange

A seguir mostraremos que as equagoes BPS (3.51) e (3.52) reproduzem as equagoes de Euler-
Lagrange do modelo dadas pela lei de Ampere (3.38) e a equagao do campo «a(r) (3.39) .

Com esse objetivo, primeiro derivamos a BPS (3.51) e obtemos
B' = Fhgd' sina, (3.54)

imediatamente usamos a BPS (3.52) para substituir «/, assim, chegamos a expressao da lei de
Ampere (3.38),

2m — A
B + hg(mQ—) sina = 0. (3.55)
T
A equagao para o campo a(r) serd obtida a partir da derivada da BPS (3.52), assim,
sin «v COS & sin «v
"= 2m — A +(2m— A " A
o ,sin2a  hg® |
= -+ (2m — A) oz 4 Sm 2, (3.56)

onde, na primeira fila, reescrevemos o primeiro e segundo termos com ajuda da BPS (3.52) e,
o terceiro somando ¢é reescrito usando a BPS (3.51). Observa-se que o terceiro termo em (3.56)
pode ser expresso como a derivada do potencial (3.46), ou seja,

1 [(dV hg* |
ﬁ (@) = —T sin 2¢. (357)
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Finalmente, a equagao (3.56) pode ser escrita da seguinte maneira,

, :
y 2 (sin 2a) 1 [dV
——(2m—-A =—|— .
“ r (2m ) 8r2 2h \ da )’ (3.58)

que representa exatamente a equagao de movimento (3.39). Desse modo mostramos a equivaléncia

entre as equacoes BPS e as de Euler-Lagrange do modelo.

3.3.2 Comportamento dos campos quando r — (

Os comportamentos das fungoes a(r) e A(r) na origem sao estudados solucionando as equagoes

BPS, (3.51) e (3.52), usando a seguinte representagao,
a(r) =0+ da(r) , A(r) =0+ 0A(r) . (3.59)

As fungoes da(r) e 0A(r) sao infinitesimais, bem comportadas e nulas na origem. Assim, substi-

tuindo elas nas equagoes BPS obtemos as seguintes equagoes diferenciais,

(0A) , m
=+h o) = +—(0 3.60
L g () = £ (6, (3.60)
onde consideramos somente as contribuicoes lineares, cujas solugoes sao facilmente calculadas,
|| hg® 2
da(r) = Cor™ | dA(r) = j:Tr : (3.61)

Por tanto, os comportamentos na origem da fungoes «(r) e A(r) sdo expressos como

afr) = Cor™ 4+ .., (3.62)
2
Alr) = ih%rz—i—.... (3.63)

Com isso verificamos que as condi¢oes de contorno em  — 0 produzem solugoes bem comportadas
das equagoes BPS (3.51) e (3.52).

3.3.3 Comportamento dos campos quando r — oo

Imediatamente, estudamos o comportamento dos campos A(r) e a(r) quando r — oo. Com
esse intuito consideramos as condigoes de contorno (3.41) e (3.47) para expressarmos os campos
da seguinte maneira

ar) = g —oa(r) , A(r)=2m—dA(r), (3.64)

onde da(r) e §A(r) sao fungoes infinitesimais, bem comportadas e nulas no infinito. A substituigao

delas nas equagoes (3.51) e (3.52), considerando somente os termos & primeira ordem, obtemos

@TA)/ =F¢’h(0a) , (6a) = x%. (3.65)
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Combinando essas estados obtemos as seguintes equagoes diferenciais de segunda ordem,

l 2
oy + O I sy o, (3.66)

r 2

5A)  hg?
0y — T) - %((M) =0, (3.67)

cujas solugoes para r — 0o sao:
Gos _nr -M

b~ — " A £2MGore M, (3.68)

e
T
onde G, é uma constante calculada numericamente. A massa dos campos no limite BPS é dada

por M cujo valor é
h
M=y 5 (3.69)

Da mesma maneira, as solugoes aproximadas dos campos a(r) e A(r) no infinito sao

™ GOO —Mr
CY(T) =~ 5 — 7 € s (370)
A(r) ~2m F 2MG o /re M7, (3.71)

3.4 Caso (= gk

Nesta secao analisamos o caso = 35 = gk‘, com isso,
cos 23 = (—1)F, (3.72)

cuja substituicdo nas equagoes de Euler-Lagrange, (3.21) e (3.22), permite reescrever a lei de

Ampere como
sin?(2a)

e a equagao do campo «a(r) resulta ser
o (2m— AP 1oV
np L da) = =" 74
a + " 167 sin(4a) T (3.74)

respectivamente.
Portanto, a densidade de energia pode ser escrita como,

5 sin? 2

1
8:§BQ+V+h (/)2 + (2m — A)
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e as condigoes dos campos «(r) e A(r) de modo que a energia seja finita no infinito sao:

lim &/(r) =0 , lim A(r) =2m. (3.76)

7—00 7—00

A primeira equacao indica que no limite r — oo a fungao a(r) deverd ter um valor constante (o
estado de vécuo) que serd determinado pela condigao (3.19).

A energia total é dada por

o 1 in?2
E= QW/ rdr (532 +V+h [(0/)2 +(2m — A)? Sllnﬁ—f‘D . (3.77)
0 T

A implementacao do algoritmo BPS permite escrever a energia total como

00 9 i 2
E = 27r/ rdr{l(B:F\/2V> +hla’$wsin2a]
0 2 Ar
gh h /
+B (\/ 2V — T cos 204) ¥4 [(2m — A) cos 2a] } : (3.78)

Observa-se que se fizermos nulo o termo que multiplica o campo magnético, obtemos o potencial
de auto-interacgao, ou seja,
h2a? e

Via) = 3;’ cos?(2a)  ou V(|¢|):3—2(2|¢3|2—h)2. (3.79)

Desse modo, a condigao (3.19) determina o valor de vicuo do campo a(r),

lim a(r) = (3.80)

r—00 Z
A derivada total em (3.78) integrada usando as condigoes de contorno definidas em (3.18),

(3.76) e (3.80) proporciona o minimo da energia,

Epps = :F27r/ rdrg [(2m — A) cos2a) = Erhm = 7h|m], (3.81)
0 r

onde o sinal superior (inferior) é usado para m > 0(m < 0).

Assim, a energia total (3.78) serd escrita como

> 1 h 2 om — A ?
E = Egps + 27r/ rdr {5 (B F Zg cos(2a)> +h {o/ F (m4—r) sin 204] } ) (3.82)
0

O minimo da energia serd atingido se a contribui¢ao da integral em (3.82) for nulo, ou seja,

se as fungoes a(r) e A(r) satisfazem as seguintes equagdes de primeira ordem ou equagoes BPS

1 h
B A= :I:gz cos(2a), (3.83)
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sin 2

"=+ (2m - A 3.84
of = & (am — 4) 12 (3.5)
O fluxo magnético dado em (3.53) resulta ser
4
Oy =", (3.85)
9

que, similarmente, a energia BPS é proporcional ao niimero de enrolamento m.

3.4.1 Equivaléncia entre as equacoes BPS e as de Euler-Lagrange

Primeiro mostraremos que as equagoes BPS (3.83) e (3.84) reproduzem a lei de Ampere (3.73).

Com esse intuito se deriva a equagao (3.83),
y_ L hg :
B = Fsin 2a(a)’, (3.86)

imediatamente, usamos (3.84) para substituir o/(r). Desse modo, a equacao resultante é

(2m — A)

B’ + hg sin? 2a = 0, (3.87)

exatamente a lei de Ampere (3.73).

Para obter a equagao de movimento (3.74) do campo «(r) se deriva a BPS (3.84), assim,

temos
" sin 2cv cos2a , sin 2av
o' = F(2m-—A) e + (2m — A) . o FA m
o sindae  hg?
- 4 (9m — A)? — 2 sin4 3.88
y T @m = A g gy sinde (3.88)

onde, no lado direito da primeira fila, reescrevemos o primeiro e segundo termos com ajuda da
BPS (3.84) e, o terceiro somando ¢ reescrito usando a BPS (3.83). Observa-se que o terceiro
termo em (3.88) pode ser expresso como a derivada do potencial (3.79), ou seja,

1 [V hg?
— () = - Ginda. .
57 (da) 3 Sinda (3.89)

Finalmente, a equagao (3.88) pode ser escrita da seguinte maneira,
/

, g (sinda) 1 [dV
——02m—-A) — = — [ — 3.90
@t r (2m ) 1612 2h \da )’ (3.90)

que representa exatamente a equagdo de movimento (3.74). Assim, para o caso f» a equivaléncia

entre as equacoes BPS e as de Euler-Lagrange também é verificada.
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3.4.2 Comportamento dos campos em r — (

Estudamos o comportamento das func¢oes a(r) e A(r) na origem solucionando as equagdes

BPS (3.83) e (3.84) usando a seguinte representacao
a(r) =0+ da(r) : A(r) =04 0A(r). (3.91)

Substituindo essas expressoes em (3.83) e (3.84) obtemos a equacao diferencial de primeira ordem

rg*h
4 b

(6A) =+ (6a) = i% (), (3.92)

cujas solugoes fornecem os comportamentos das func¢oes na origem,

afr) = Cyrm 4 (3.93)

2
h
A(r) = i%ﬁ b (3.94)

Desse modo, verifica-se que as equagoes BPS (3.83) e (3.84) com as condigoes de contorno em

r — 0 geram solugoes bem comportadas.

3.4.3 Comportamento assintético dos campos em r — oo

Neste limite, os campos «(r) e A(r) sdo expressos da seguinte maneira

alr) = % —salr), A(r)=2m—A(r) (3.95)

onde as fungoes infinitesimais, da(r) e dA(r) se anulam no infinito. Apds a substituicio delas
nas equagoes (3.83) e (3.84), e considerando somente os termos lineares, as equagoes BPS sao
reduzidas a seguinte forma:

(64)  _g*h (54)

- =Fg(6a), (6a) =F . (3.96)

Ambas equagoes podem ser combinadas para obter o seguinte par de equagoes diferenciais de

segunda ordem,

da)  hg?
(6a)" + % - %(504) — 0, (3.97)
A hg?
(5A)" — (5T) - %(5,4) =0, (3.98)
cujas solugoes sao
da =~ G e M §A~ HAMG o\ re M (3.99)

41



respectivamente, onde G, é uma constante calculada numericamente. A massa dos campos no

limite BPS ¢é dada por M cujo valor é

h
M=g\/35 (3.100)

As solucoes aproximadas para os campos no limite r — oo sdo:

_ G o : (3.101)

A(r) = 2m F AMG o\/re M . (3.102)

3.5 Solucoes numéricas

Nesta se¢ao apresentamos as solugoes numéricas das equagoes BPS (3.51) e (3.52) para o caso
B = (1. As respectivas solugoes para o caso § = 5 sao similares. Fixamos o valor das constantes

h = g =1 e calculamos as solugoes para alguns valores do winding number m. Os resultados sao

apresentados nas figuras 3.1(a) a 3.2(b).

T 0% T T T
12 0 5 10 15

r

(b) Campo gauge A(r)

Figura 3.1:

A figura 3.1(a) mostra os perfis da fun¢ao a(r). Observa-se que quando m aumenta, os perfis

ficam mais largos e atingem o valor do vacuo m/2 mais lentamente.
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Os perfis do campo de calibre sdo apresentados na figura 3.1(b). Os perfis mostram que o

campo gauge o valor de vacuo 2m ¢ atingido mais rapidamente para valores pequenos de m.

1
3_
0.84
0.61 2
B(r) €,s(7)
0.41
1_
0.29
0% T T T T - T 1 0 T T =T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10
r r
(a) Campo magnético B(r). (b) Densidade de energia BPS
Figura 3.2:

Os perfis do campo magnético sao mostrados na figura 3.2(a). Observa-se que para m =1 o
perfil possui a forma de um [lump. Para valores de m > 2, os perfis comecam a formar um plato
cada vez mais largo na medida que m cresce.

A densidade de energia BPS é representada na figura 3.2(b). Para o valor m = 1, o perfil é
um lump. Os perfis para solugoes com m > 2 adquirem o formato de anéis com o mesmo valor

na origem. A localizacao do valor maximo do anel se afasta da origem a medida que m aumenta.

3.5.1 Representagao bidimensional dos sélitons de M-CP(2)

Uma maneira alternativa de visualizar as solugoes tipo vortice é considerar sua representacao
bidimensional. Desse modo, as figuras (3.3)-(3.6) mostram os plots onde as qualidades deles sao
mostradas pela intensidade das cores, isto é, a parte colorida representa intensidades maiores e

a parte clara menos intensidade.
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000

(a)y m=1 (b)y m=2 (c)m=5 (d)m=9

Figura 3.3: Campos de a(r): Para o campo a(r) mostra-se que ela é constante no véacuo, alem

disso ela alcanga o vacuo mais devagar quando m é grande.

0000

(a) m=1 (b) m=2 (c)m=5 (d)m=9

Figura 3.4: Potencial vetorial A(r): Nesta configuragao mostra-se que os campos sdo constantes
no vacuo, ou seja, sao rapidamente atingido por m pequeno e o vacuo demora mais para chegar

se m for grande.

(a) m=1 (b)y m=2 (c)m=5 (d)m=9

Figura 3.5: Campo magnético B(r): Nesta configuracao é percebivel que ela é focalizado no

centro e se afasta gradualmente toda vez que m aumenta.
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(a)y m=1 (b)y m=2 (c)m=5 (d)m=9

Figura 3.6: Densidade de energia BPS: O perfil mostra uma fenomenologia mais exética, uma
vez que é focalizada para m = 1, mas para outros valores de m torna-se em perfis semelhantes

aos anéis.
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Capitulo 4

Sélitons BPS no modelo C'P(2) acoplado

minimamente ao campo de

Maxwell-Chern-Simons

Neste capitulo estudamos a existéncia de sélitons topoldgicos com simetria radial num modelo
planar composto pelo campo C'P(2) acoplado minimamente ao campo de calibre de Maxwell-
Chern-Simons, modelo que chamaremos de Maxwell-Chern-Simons-C'P(2) (MCS-C'P(2)). Essa é
a contribuicao original de nossa pesquisa. O termo de Chern-Simons é topoldgico e caracteristico
do espago-tempo (1 4 2)-dimensional. O termo de Chern-Simons descreve, entre outras proprie-
dades ou aplicacoes na fisica planar, o efeito Hall quantico. Outra peculiaridade que ocorre na
presenca do termo de Chern-Simons é o surgimento de configuracoes portadoras de carga elétrica
nao nula e fluxo magnético.

O modelo que descreve o campo C'P(2) acoplado minimamente ao campo de Maxwell-Chern-

Simons ¢ dado pela seguinte densidade Lagrangiana,

1 1 .
L= —ZFWF“” — L—lmea/ﬁ”AaFﬁy + (Puy D) (PacDyuoe) — V (63) (4.1)

onde k ¢é a constante de acoplamento do termo Chern-Simons e, V' (¢3) é o potencial responsével
pela quebra de simetria e serd determinado posteriormente.
A equacao de Euler-Lagrange para o campo de calibre é obtida a partir da densidade lagran-
giana (4.1),
1
o, F" — 5/@'6“”"50 = J", (4.2)

onde a corrente conservada J* ja foi definida en (3.7).

A equagao de movimento do campo C'P(2) foi estabelecido em (3.9) como,

P (QPmaDM(PaCD“qSC) — D(D"¢y,) + ax{;ﬁg) =0. (4.3)
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As solugbes requeridas sao estaciondrias, desse modo, da equagao (4.2) obtemos a lei de Gauss,
V2Ag+ kB =p, (4.4)

onde a densidade de carga p foi definida em (3.12). Como podemos perceber, a lei de Gauss nao
¢ mais satisfeita trivialmente pela condicao Ay = 0, isso implica que as solugoes além de possuir

fluxo magnético também carregam carga elétrica nao nula. Similarmente, a lei de Ampere é
ijajB - HekjajAo == Jk, (45)

a corrente espacial Ji ¢ definida em (3.14).

O modelo MCS-C'P(2) apresentado em (4.1) nao possui solugoes de primeira ordem (BPS)
(vide apéndice A). Esse problema é contornado da mesma maneira como realizado no modelo de
Maxwell-Chern-Simons-Higgs, ou seja, precisamos introduzir um campo neutro ¥, que no limite
BPS possua a mesma dinamica do campo Ag(r). O cuidado na introdugao do campo ¥ é que as

equagoes de movimento do campo de calibre nao sejam modificadas.

4.1 O modelo BPS de Maxwell-Chern-Simons-C P(2)

A densidade Lagrangiana para o modelo modificado capaz de gerar configuracoes de primeira

ordem possui a seguinte expressao,

o _i Y imaﬂma% n % (0,1) (9"
+ (Papr¢b)* (PacDu¢c) - g2\P2Pchchbm¢2¢m -V <¢37 \Ij) . (46>

A equacao de Euler-Lagrange para o campo de calibre obtida a partir da densidade lagrangi-
ana (4.6) é
1
o, F"" — Eme”””FW = JH (4.7)
onde J* foi definida em (3.7). Percebe-se que ela nao foi modificada em relagdo a do modelo
original (4.1).

A equagao de movimento do campo C'P(2) serd modificada como

oV VU
0 = Pbm 2PmaDu(PacDu¢c) - Du(Dugbm) + %
+92‘I/2Pbanc [2PmCQC6¢€ - Qme(z)e] =0. (48>
Enquanto a equagao de movimento para o campo neutro ¥ serd,
oV (¢3, ¥
0,0"V + 292‘prchchbm¢Z¢m + % =0. (4.9)
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O tensor energia-momento do modelo BPS de MCS-C'P(2) é
7;\p - _F)\;AFpH + 8>\\Ijap\lj + (PabD)\gbb)* PachQsc + (Papr¢b)* PacD)\Qsc - 77)\/)27 (41())

where £ corresponde a densidade Lagrangiana (4.6) sem o termo de Chern-Simons.

4.1.1 Sodlitons BPS com simetria radial

Com o intuito de encontrar sélitons com simetria radial usaremos os ansatz definido nas
equagoes (3.15) e (3.16) para o campo C'P(2) e o potencial vetor A;, respectivamente. Além

disso, o potencial escalar e o campo neutro serao representados como
Ag = Ao(r), Y =1(r). (4.11)

As fungoes «a(r), S(r), A(r), Ao(r) e ¥(r) sao regulares em todo o eixo radial.
Ao longo do capitulo, a matriz de carga ()., que usaremos serd a correspondente a matriz de
Gell-Mann A3 definida em (3.20).

As leis de Gauss (4.4) e Ampere (4.5) estaciondrias sao expressas como

Al 1
Ap + TO + kB — §hg2A0 [1 — sin® acos® 28] sin* a = 0, (4.12)
, , sin? o . 9 9 B
B'+ kA, + gh (2m — A) [1 — sin® a cos (2ﬁ)} =0, (4.13)

respectivamente.

A equagao do campo C'P(2) gera as equagoes de movimento para os campos «a(r) e 5(r),

%g—z = o'+ %, + 4%2 (2m — A)*sin (2a) cos? (28) sin® a
_ L (2m — A)®sin (2a)) — 1 (8')? sin (2 (4.14)
8r2 2
1

1
—Zgz [(Ao)2 — U?] sin 2avcos® 23 sin”® v + ggQ [(A0)2 — U?] sin 2a,

1 1
0 = p"+ <— + 20/69806) B+ =¢%(Ap)’sin asin 43
r sin « 4

1 1
2 (2m — A)?sin® asin (48) — ZQQ\IIQ sin® o sin 43, (4.15)
”

respectivamente. A equacao de movimento para o campo neutro é

vooov o1
" o N A a2 2 s 02
U+ Pl T 2hg U (1 — sin” o cos” 23) sin” a. (4.16)
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Como ja mostrado no apéndice A, a funcao [ deve ser uma constante cujos valores possiveis
sao dados na equagao (A.26).
™
Za
¢ uma solugao da equacao (4.15) e corresponde a uma condigdo necessaria para minimizar a

, . . T
Para nosso propésito analisaremos somente o valor de § = 3 = 5/@’ + com k € Z, que
energia. Com essa consideracao, no regime estacionario, as equacoes de movimento dos campos
remanescentes sao expressos da seguinte maneira: As leis de Gauss e de Ampere sao dadas por

Al 1
A+ 2+ kB — éthAO sina = 0, (4.17)
r

sin? a
2r
respectivamente. Da mesma forma as equagoes de a(r) e W(r) serdo reescritas como segue

B' + KAy + gh (2m — A) =0, (4.18)

! 1 1 1
o + % ~ 32 (2m — A)2 sin (2a) = %g—‘; -3 2 [(A0)2 — \112] sin 2, (4.19)
vooov 1
" -7 = 2 : .2
U+ T 2hg U sin® o (4.20)

4.2 O caso (= % + gk: Formalismo BPS

Para este caso, a densidade de energia estacionaria produzida pelo modelo (4.6) é dada pela

equagao (A.51)

1, 9 5 sin a
E = 5B +V+h|()+ (2m— A) ™
1 1\2 1 2 h92 2 2 g2h 2 (i 2
+5 (Ap) +§(\I/) +T<AO) sin oz—l—T\If sin® «, (4.21)

Observa-se que para ter uma densidade nula no limite » — oo, os campos «a(r), A(r), Ao(r) e

U(r) satisfazem as seguintes condigoes de contorno,

lim o/(r) =0, lim A(r) = 2m, (4.22)
r—00 r—00
lim Ao(r) =0, lim Ay(r) =0, lim U(r) =0, lim U'(r) = 0. (4.23)

Em (4.22), a primeira equagao indica que no limite r — oo a fungao «a(r) devera ter um valor

constante (o estado de vacuo) que serd determinado pela condigao,

lim V(a, V) = 0. (4.24)

700
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A energia total serd dada pela integral da densidade de energia (4.21)

B 1, Na , sin?
E = QW/TdT{QB +V—i—h[(a) + (2m — A) 2
1 1\2 1 n2 hg2 2 -2 92h 2 (102
+§(Ao) +§(‘11) +T(AO) sin Oé—f—T‘I/ sin“a p . (4.25)

Neste ponto, comecamos a implementacao do algoritmo BPS, desse modo a energia total se

expressa comao,

o) 2 . 2
E - 271'/ rdr{%(B:F\/QV) +h{o/$(2m—A)Sma]
0

2r
2

1 h
5 (A= W)+ % (Ao £ ¥)?sin o

o' sin «

+BV2V £ h(2m — A)

s o hg? .2
FAV F T‘I’AO sin“ap.  (4.26)

O segundo termo da terceira fila da equagao acima pode ser reescrito como

/o h .
asme F—[(2m — A) (cosa)| F ghB cos «, (4.27)

+ h(2m — A) " "

e a lei de Gauss (4.17) multiplicada por ¥ permite obter a relagao
ANTL h92 c 2 1 ! /
AU’ + 7/40‘1’ sin“ v = kBY + - (rAg¥)". (4.28)

As duas tltimas equagoes substituidas em (4.26) permitem obtermos

2r

00 1 2 . 2
E = 27r/ rdr{§<B$\/2V> +h{a’;F(2m—A>Slna}
0

1 / N2 hg2 2 02
+§(A0:t\1/) +T<A0:|:‘1/) Sin” «

h
+B (\/ 2V — ghcosa — H‘P) F—[(2m — A) (cos a)]'} : (4.29)
r
. . 1 / ! . . « o~ . , . o~
onde eliminamos o termo F— (rAyWV) pois a contribuigao a energia total ¢ nula dadas as condigoes
de contorno (4.23).
O potencial de auto-interacao é determinado fazendo nulo o fator que multiplica ao campo

magnético, assim, obtemos

Vi, ¥) = %(gh cosa+ kU)°  ou V(|gs|, ¥) = (g\/ﬁld)gl + K\I/>2. (4.30)

N | —
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Posto que ¥ (o0) = 0, a condigao (4.24) estabelece que o valor de vacuo do campo «a(r) é

lim a(r) = g (4.31)

7—00

A energia total (4.29), agora, pode ser escrita da seguinte maneira

* 1 2 , sina]?
E = FEgps+2n rdr §[B$(ghcosoz+/illf)] +h|dF(2m—A) 5
0 r
1 hg?
+5 (AL £ 0)° + % (Ag & W)? sin? a} , (4.32)
o termo Fppg, que representa a integral da derivada total em (4.29), é a energia minima do
sistema - h
Epps = :F27r/ rdr (— [(2m — A) cos a]/) = tdrhm = 4mh|m]|, (4.33)
0 r

onde usamos as condicoes de contorno definidas (3.18), (4.22) e (4.31) para as fungoes a(r) e
A(r). O sinal superior (inferior) serd usado para m > 0 (m < 0).

Assim, a energia total do sistema satisfaz a seguinte desigualdade,
E > EBps. (434)

O limite inferior é satisfeito quando cada um dos integrandos em (4.32) forem nulos simultanea-

mente. As equagoes resultantes sao as chamadas equagdes BPS do sistema, a seguir

sin «

"=+ 0@2m—- A 4.
o =+ (2m — 4) T (4.39)
A/
B=— =+4ghcosa + k¥, (4.36)
rg
Al = FU, (4.37)

No entanto, as duas ultimas equacoes sao satisfeitas se Ag = FV. Assim, as configuragoes que

minimizam a energia para este modelo sao descritas pelas duas equagoes BPS remanescentes,

sin «

"=+ (2m-A 4.39
o =+ (2m - 4) T2, (4.39)

A/
— = t+ghcosa — KAy, (4.40)

rg

e a lei de Gauss u .

Aj+ 2+ kB = 5hg2Ao sin® . (4.41)

r
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Note-se que se fizermos k— —k as solucoes mudam da seguinte maneira: m — m, a — a, A — A
e Ay — —Agy. As solugoes para m < 0 sao obtidas fazendo a« — o, A > —A e Ag — — Ay

O fluxo magnético é dado por
o 4T
bp = 27r/ rBdr = —m, (4.42)
0 g
e integrando a lei de Gauss obtemos a carga elétrica total sendo proporcional ao fluxo magnético,

>~ /1
Q= 27r/ (5h92A0 sin? a) rdr = k®p. (4.43)
0

4.2.1 Equivaléncia entre as equacoes BPS e as de Euler-Lagrange

A equivaléncia entre as equagoes BPS, (4.39) e (4.40), e as de Euler-Lagrange, (4.18), (4.19)
e (4.20), deve ser estabelecida no limite BPS, ou seja, as ultimas devem ser reescritas usando
a condicdo ¥ = FA,. Desse modo, as leis de Gauss (4.17) e Ampere (4.18) permanecem as

mesmas,

Al 1
Ay + =2+ kB — §h92A0 sin® @ = 0, (4.44)
r
, , sin? a
B+ kA + gh 5 (2m —A) =0, (4.45)
respectivamente. Por outro lado, a equagao (4.19) do campo «(r) resulta
/
1 (6% 1 2 . 1 aV
—— —2m - A 200) = —— 4.46
a—i—r 87’2(m )" sin (2a) T ( )

e a equagao (4.20) do campo neutro é reescrita como

Al 1
Af+ TO — STV = §h92AO sin? av. (4.47)
0

Para estabelecer a equivaléncia entre a equagao (4.47) e a lei de Gauss (4.44) se precisa do

potencial (4.30) reescrito no limite BPS, assim, temos
1
V(a, Ay) = 5 (ghcosa T KAy). (4.48)

Logo, comparando as equagoes (4.47) e (4.44), obtemos

kB = _ =tk (ghcosa F kAp), (4.49)
04

que simplesmente resulta ser a equacao BPS (4.40).
Com o intuito de verificar a equivaléncia entre as equagoes BPS e a lei de Ampere (4.45)

derivamos a BPS (4.40), assim, obtemos,
B’ = Fhgda'sina — kAj,. (4.50)
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Agora, usamos a BPS (4.39) para substituir /(r), desse modo, a equagao anterior se torna,

sin? a

B’ Al h
AT 2r

(2m — A) = 0, (4.51)

que ¢é exatamente a lei de Ampere (4.45).

A equagao (4.46) do campo «(r) serd obtida derivando a BPS (4.39), assim,

yo sin a cosa , Sino
o = F(2m-A) S o (2m - A)——a F A
! in 2 hg? 1
_ _04?+(2m_14)281;170‘_%Sin2a15g/@403ina, (4.52)

onde, no lado direito da primeira fila, reescrevemos o primeiro e segundo termos com ajuda da
BPS (4.39) e, o terceiro somando ¢ reescrito usando a BPS (4.40). Observa-se que, no lado direito
da segunda fila, o terceiro e quarto termos em (4.52) podem ser expressos como a derivada do

potencial (4.48), ou seja,

1 [oV hg?

. 1 .
o (8_Oz> =——,sin 20+ 59/@40 sin a. (4.53)

Finalmente, a equagao (4.52) pode ser escrita da seguinte maneira,
/

1 @ g g2 BIN20) L OV
a +r (2m — A) 52 o (604 : (4.54)

que representa exatamente a equagao de movimento (4.46). Desse modo mostramos a equivaléncia

entre as equagoes BPS e as de Euler-Lagrange do modelo.

4.2.2 Comportamento dos campos para r — 0

As condigoes de contorno na origem (3.18) permitem expressar os campos «(r), A(r) e Ao(r)

Ccomo

alr)=0+0a(r), A(r)=0+4+3d8A(r), Ao(r) = A (0)+ dAu(r), (4.55)

onde as fungoes da(r),JA(r) e §Ay(r) sao infinitesimais, bem comportadas, nulas na origem e

satisfazem as seguintes equacoes diferenciais de primeira ordem

(my:i%w@, (4.56)
(5;3), = +gh — kA(0) — kI Ao, (4.57)
(040)" + <5’i0)/ + :‘i(i]Ar)/ — 0. (4.58)
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Cujas solugoes sao facilmente obtidas,

alr) = dalr) = Cyr™, (4.59)
A(r) = SA(r) ~ g [£hg — kAo(0)] 72, (4.60)
Ao(r) = Ap(0) + §Ag(r) ~ Ag(0) — g [£hg — £Ag(0)] 72. (4.61)

Com isso verificamos que as condicoes de contorno em r = () sao compativeis com as equacoes BPS
do modelo. Além disso, as equacoes BPS e a lei de Gauss devem ser solucionadas considerando

a seguinte condi¢ao de contorno para Ay(r) na origem,

AL(0) = 0. (4.62)

4.2.3 Comportamento dos campos para r — o0

A continuagao estudamos o comportamento de a(r), A(r) e Ao(r) quando r — oo. Considera-
se as condigoes de contorno (4.31), (4.22) e (4.23) para expressarmos os campos da seguinte

maneira,

a(r) = g —da(r) . A(r)=2m—36A(r) , Ao(r) =3840(r), (4.63)

onde da(r), dA(r) e 0Ap(r) sdo infinitesimais e se anulam no limite r — oo. A substitui¢do nas

equagoes BPS (4.39), (4.40) e na lei de Gauss (4.41) proporciona o seguinte conjunto de equagoes

diferenciais,
o1
(50) = 5 (54). (4.64)
sA)
: gr) = Fgh(da) + r(d4), (4.65)
v, (040)"  (64) 1, ,
(0Ag)" + " K P 2hg (0A). (4.66)

Apds, algumas manipulacoes algébricas, o sistema pode ser expresso da seguinte maneira,

(0a)” + ((5?), — %th(&y) = $%g/{(5140) (4.67)
(0A40)" + <51i0)/ - (52 + %hg2) (0Ag) = Frgh(da) (4.68)
(6A)" — ((5?), — %92(514) = gkr(0Ap) (4.69)
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cujas solugoes sao

e—Mr
= Ky (Mr) = —_ 4.
da(r) ClayKo (Mr) =~ Cw N (4.70)
0A(r) = E2MCyrK, (Mr) =~ +IMCor/re Mr (4.71)
2M K 2M K e~ Mr
0Ap(r) = £t——CoyKo(Mr)~ +——Cyo———. 4.72

As constantes reais C(,) ou Cy sao calculadas numericamente, e o parametro M representa a

massa dos bosons do modelo MCS-C'P(2) no limite de Bogomol'nyi,

M= V' 29%h + K% — \/f|

2

(4.73)

No limite quando « > g, se comporta como

Mcs.cpe) ~ —— (4.74)

que é a massa das solugdes BPS do modelo C'P(2) acoplado minimamente ao campo de calibre

de Chern-Simons. Por outro lado, quando x < g, obtemos

h
MM-CP(Q) ~ g\/;, (475)

a massa dos bdsons (no limite BPS) do modelo de Maxwell-C'P(2) estudado no capitulo 3.

4.3 Solucoes numéricas

Para obter as solu¢oes numéricas do sistema de equagoes composto pelas BPS (4.39) e (4.40)
e a lei Gauss (4.41) fixamos as constantes do modelo: h = 1, g = 2 e Kk = 1. Os perfis das
solugbes estao representados nas figuras 4.1(a) a 4.5(b) para diferentes valores de m.

Os perfis da fungao a(r) sao apresentados na figura 4.1(a): Observa-se na medida que m
aumenta o perfil fica mais largo e atinge mais lentamente o valor de vacuo 7/2. A figura 4.1(b)
fornece os perfis da fungao A(r), a componente vetorial do campo de calibre. Os perfis sdo cada

vez mais largos com o incremento de m e atingem o valor de vacuo 2m, como esperado.
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6 0 2 4 6 8 10
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(a) Campo «a(r). (b) Potencial vetorial A(r)

Figura 4.1: As cores indicam os seguintes valores do niimero de enrolamento: m = 1 linha preta sélida,

m = 2 linha tracejada azul e m = 3 linha tracejada-pontilhada vermelha.

1.2 ) . .
-~ - L]
N, o o0t
11 N, 4 (]") °
\
0 - . A,(0
1.57 0(0)
1 °
] °
1_
| °
0.5,
0_| T T T T T T
6 0 10 20 30
r m
(a) Potencial escalar Ag(r). (b) Valores do potencial escalar na origem: Ag(0).
Figura 4.2:

Os perfis para o potencial escalar Ay(r) sdo mostrados na figura 4.2(a). Verifica-se que com
o incremento dos valores de m, o valor na origem Ay(0) aumenta gradualmente e para valores
suficientemente grandes m possui um limite superior, que na nossa anélise resulta ser 2 (vide
4.2(b)).

O campo elétrico E(r) é representado na figura 4.3. Para todos os valores de m, os perfis s@o

anéis cujo maximo aumenta e se afasta da origem na medida que m aumenta.
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m

20

30

(a) Campo magnético B(r) (b) Valores do campo magnético na origem: B(0).

Figura 4.4: As cores indicam os seguintes valores do niimero de enrolamento: m = 1 linha preta sélida,
m = 2 linha tracejada azul, m = 3 linha tracejada-pontilhada vermelha, m = 7 linha tracejada-longa

laranja e m = 12 linha pontilhada verde.

Na figura 4.4(a) mostra os perfis do campo magnético. Para m = 1, o perfil é um lump, e com
o incremento dos valores de m, os perfis adquirem o formato de um anel que se torna evidente
para valores suficientemente grande de m. Na figura 4.4(b) sdo mostrados os valores do campo
magnético na origem que atinge o valor maximo quando m = 1 e diminui com o incremento dos

valores de m. O perfil do campo magnético abarca uma regiao maior com o incremento de m
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aumentando, assim, o fluxo magnético.

,\.
~ .
——— 0+ . . .

2 4 6 0 10 20 30
r m

(a) Densidade de energia Epp,(r) (b) Valores da densidade de energia BPS na origem.

Figura 4.5: As cores indicam os seguintes valores do ntiimero de enrolamento: m = 1 linha preta sélida,
m = 2 linha tracejada azul, m = 3 linha tracejada-pontilhada vermelha e m = 7 linha tracejada-longa

laranja.

Os perfis da densidade de energia BPS sao mostrados na figura 4.5(a). O perfil para m = 1
é um lump. Para valores de m > 2, os perfis adquirem o formato de um anel que se torna
evidente para valores suficientemente grande de m. Na figura 4.5(b) sdo mostrados os valores da
densidade de energia BPS cujo valor maximo acontece para m = 1 e diminui rapidamente com o

incremento dos valores de m.

4.3.1 Comportamento dos valores na origem vs. x do potencial esca-

lar, campo magnético e densidade de energia BPS

O comportamento do valor na origem do potencial escalar, campo magnético e densidade de
energia BPS, como fun¢ao do acoplamento x fornece informagao de como os perfis do adqui-
rem o formato tipo anel. Esses comportamentos sao mostrados nas figuras 4.6, 4.7(a) e 4.7(b),
respectivamente.

Observa-se que para valores muito pequenos de k os valores na origem sao compativeis com o
comportamento das solugoes de Maxwell-C' P(2) para qualquer valor de m. Por outro lado, para
um m fixo e k suficiente grande, os valores na origem diminuem rapidamente a zero caracterizando

o comportamento tipo-anel das solugdes tipicas de Chern-Simons-C' P(2).
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Figura 4.6: Potencial escalar: Ay(0) vs. &

2_
12+
B(O) SBPS( 0)
1.5 107
8_
11 6-
4_
0.51
2_
0+ T T T T T 0 T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
K K
(a) Campo magnético: B(0) vs. k (b) Densidade de energia BPS: eppg(0) vs. &
Figura 4.7:

4.3.2 Representacao bidimensional dos sélitons de MCS-CP(2)

A representacao bidimensional é apresentada para fins de compreensao qualitativa. E importante
observar que a intensidade das cores estd relacionada a intensidade dos campos da mesma maneira
que nos capitulos anteriores, ou seja, quanto maior a intensidade da cor maior a intensidade do

campo. Desse modo, as figuras em duas doimensoes sao representados como segue.
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(a) m=1 (b) m=2 (¢) m=3 (d) m=7

Figura 4.8: Campos de a(r): Os perfis mostram que o campo «(r) converge para o vacuo cada

vez mais lentamente quando m aumenta, muito parecido com o modelo MHCS.

Q000

(a) m=1 (b) m=2 (c) m=3 (d) m=7

Figura 4.9: Potencial vetorial A(r): Para m pequeno, os perfis atingem o vdcuo mais rapidamente

que para m grande.

. o o O

(a) m=1 (b) m=2 (c) m=3 (d) m="7

Figura 4.10: Campo magnético B(r): Observa-se que a partir de um valor suficientemente grande

de m os perfis adquirem o formato de um anel.

60



. o O O

(a) m=1 (b) m=2 (¢) m=3 (d) m=7

Figura 4.11: Densidade de energia BPS: Para m = 1, o perfil esta centrado na origem, mas para
m > 2 os perfis adquirem o formato tipo anel, semelhante ao campo magnético, no entanto, esse

comportamento em termos de m ¢é alcangado mais rapidamente.

(a) m=1 (b) m=2 (¢) m=3 (d) m=7

Figura 4.12: Potencial escalar Ag(r): Os perfis sdo sempre centralizados na origem e o raio

aumenta com o incremento de m.

e © 0O O

(a) m=1 (b) m=2 (c) m=3 (d) m="7

Figura 4.13: Campo elétrico E(r): Os perfis sdo anéis para qualquer valor de m. O raio dos

anéis cresce na medida de m aumenta.
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Capitulo 5
Conclusoes e perspectivas

A dissertagdo compreende a construgao de configuragdes topolégicas que surgem, em (1 + 2)-
dimensoes, como efeito das interagoes dos campos da eletrodinamica de Maxwell e de Maxwell-
Chern-Simons quando acoplados minimamente a campos escalares complexos, no caso, o campo
de Higgs e o campo C'P(2).

Os capitulos primeiro e segundo sao dedicados ao estudo de configuragoes topoldgicas auto-
duais tanto na eletrodinamica de Maxwell-Higgs como na de Maxwell-Chern-Simons-Higgs. As
solucoes do modelo de MH sao puramente magnéticas enquanto as do modelo MCSH, além de
carregar fluxo magnético, sao portadoras de carga elétrica total nao nula. A implementacao
do algoritmo BPS no modelo de MH difere do modelo de MCSH, neste ultimo, é necesséaria a
inclusao de um campo escalar neutro ¥ para a implementacao ser bem sucedida. A condicao
sobre o campo neutro é que no limite BPS possua a mesma dinamica que o potencial escalar
Ap. Em ambos os casos, o potencial de interacao capaz de gerar os estados BPS surge impondo
a necessidade de ter uma energia total minima (limite BPS) proporcional ao fluxo magnético.
Tal limite é atingido pelas configuragoes que sao solugoes simultaneas das equagoes auto-duais
e das equagoes de Euler-Lagrange. Em particular sao analisas as solugoes tipo vértice com
simetria radial usando um Ansatz especifico em coordenadas polares. O carater topoldgico é
caracterizado por um nimero inteiro m € Z \ 0, chamado de nimero de enrolamento (do inglés
winding number). Verifica-se que tanto a energia BPS como o fluxo magnético sdo proporcionai
a m e sao ditos quantizados no sentido topolégico. O vértices se comportam como aqueles
encontrados por Abrikosov no estudo da supercondutividade.

O terceiro capitulo apresenta o modelo constituido pelo campo escalar complexo de carater
vetorial, chamado de C'P(2), acoplado minimamente com o campo de Maxwell. A lei de Gauss
do modelo indica que as configuragoes carregam fluxo magnético mas nao possuem carga elétrica.
O foco ¢é o estudo de configuracoes com simetria radial que surgem como solugoes de equacoes

diferencias de primeira ordem (ou auto-duais). O cardter topoldgico (o winding number m)
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¢ introduzido via um Ansatz, em coordenadas polares, que caracteriza o campo C'P(2) via as
fungoes a(r) e B(r), e o campo de calibre com a funcao A(r). Para representar a matriz de
carga ha duas possibilidades: A3 e Ag, ambas matrizes de Gell-Mann. Em ambos os casos, a
implementagao do formalismo BPS impode que a fungao 5 seja uma constante e as configuracoes

possiveis sao mostradas na figura a seguir:

Modelo CP(2)

T

Configuragao A Configuragao Mg
T T T
Caso (4, = 1 4F §k Caso [y = Ek: B = cte

A implementacao completa do formalismo BPS foi realizada para os casos 31 e B3 por separado,
e se verifica que as solugoes para ambos valores de [ estao relacionadas via uma redefinicao
dos campos e das constantes de acoplamento do modelo. A determinacao do potencial BPS é
condicionado ao fato que, agora, a energia BPS nao seja mais proporcional ao fluxo magnético
e sim dependa somente das condigoes de contorno da funcao a(r), ou seja, da topologia do
campo C'P(2). Com isso, sdo encontradas as equagoes auto-duais e a energia BPS, que resulta
diretamente proporcional ao winding number m, fato compartilhado pelo fluxo magnético. A
analise do comportamento dos sélitons para r — oo mostra que se comportam exatamente
como os voértices de Abrikosov. As solugoes numéricas das equagoes BPS sao apresentadas e
discutidas suas principais caracteristicas. Vale ressaltar que elas apresentam similaridade com as
da eletrodinamica de Maxwell-Higgs.

O capitulo 4 é a contribuicao do manuscrito e apresenta o modelo constituido pelo campo
C'P(2) acoplado minimamente com o campo de Maxwell-Chern-Simons. A lei de Gauss do
modelo indica que as configuragoes sao portadoras de fluxo magnético e, também, possuem carga
elétrica total nao nula. O foco é o estudo da existéncia de configuracoes com simetria radial
que surgem como solugoes de equagoes diferencias de primeira ordem (ou auto-duais). O Ansatz
usado para esta descricao é o mesmo apresentado no capitulo 3, estudamos as solucoes para
a matriz de carga definida pela matriz de Gell-Mann A3 focando, especificamente, no valor de
B = p1. Tal como acontece no modelo de MCSH a implementacao do formalismo BPS requer a
inclusao de um campo escalar neutro ¥, ou seja, o modelo precisa ser modificado. Os detalhes
do porque o modelo original nao comporta configuragoes BPS e como deve ser modificada sao
apresentados no apéndice A. A determinacao do potencial de interacao capaz de gerar os estados
BPS segue a regra estabelecida no modelo Maxwell-C'P(2), desse modo, a energia total minima

dependa somente da topologia do campo C'P(2). As configuragdes BPS sao, dessa vez, solucgoes
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das respectivas equagoes auto-duais e da lei de Gauss. Verifica-se que a energia BPS e o fluxo
magnético sao proporcionais a m, consequentemente, a carga elétrica total é quantizada pois é
proporcional ao fluxo magnético. Os sdlitons resultantes se comportam como aqueles encontrados
por Abrikosov no estudo da supercondutividade e apresentam comportamento similar aos vértices
da eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons-Higgs.

Entre as perspectiva de estudos futuros podemos mencionar o estudo da existéncia de soélitons
topolégicos com estrutura interna e nao-topoldgicos nos modelo de Chern-Simons-C' P(2) e Maxwell-
Chern-Simons-C'P(2). Uma segunda possibilidade é o estudo da existéncia de sélitons topolégicos
nos modelos CP(N > 2) acoplados minimamente com os campos de Maxwell, Chern-Simons e
Maxwell-Chern-Simons, respectivamente. Outra linha de pesquisa interessante é a busca por
solugbes nao topoldgicas tipo Q-balls e Q-shells nos modelos C'P(N — 1) acoplados minimamente

as eletrodinamicas de Maxwell e Chern-Simons.
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Apéndice A

O modelo CP(2) acoplado minimamente

ao campo de Maxwell-Chern-Simons

No apéndice mostraremos que o modelo original (4.1) nao gera configuragoes de primeira
ordem, ou seja, nao permite uma implementagao bem sucedida do formalismo BPS. Dizemos nao
bem sucedida, pois, mesmo que, seja possivel encontrar um sistema de equagoes diferencias de
primeira ordem, estas nao reproduzem as equacoes de Euler-Lagrange.

Com o propésito de atingir nosso objetivo, apresentamos o modelo (4.1) novamente
L= EM+£C’S+ (PabDu¢b)* (PacDu¢c) - V(|¢5D’ (Al)

onde os termos de Maxwell e Chern-Simons respectivamente sao

1 1
Ly = =7 FuF™ e &m:_zﬁwwh&% (A.2)
na qual k é a constante de acoplamento do termo Chern-Simons. O potencial definido pela funcao
V (|¢s|) é responsavel pela quebra espontanea de simetria, e serd determinado posteriormente.

A equagao de Euler-Lagrange para o campo de calibre é obtida a partir de (A.1),

1
O, F™ — Sre" Fp = J", (A.3)

onde a corrente conservada J* ja foi denotada en (3.7).

A equagao de movimento do campo C'P(2) foi estabelecido em (3.9) como,

Py (2PmaDH(PaCD“¢C) — D,(D"¢p,) + %) =0. (A.4)
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A.1 Configuragoes com simetria radial

As configuragbes com simetria radial sdo obtidas usando os Ansatz definidos em (3.15) e (3.16)
para o campo C'P(2) e a parte vetorial do campo de calibre. Além disso, o potencial escalar sera
parametrizado da seguinte maneira

Ay = Ao(7). (A.5)

Como ja mencionado anteriormente, a matriz de carga serd representada pela matriz de Gell-

Mann A3. Assim, reescrevemos as leis de Gauss (4.4) e Ampere (4.5) como,
]- 1\ hg2 : 2 102 2
- (r4y) + kB — TAO sin*(a) (1 — sin® acos® 28) = 0, (A.6)
-
h
B'+ kA + (2m — A)Q—f sin® a (1 — sin® acos®23) = 0, (A.7)

respectivamente. A equagao (4.3) do campo C'P(2) gera as seguintes equagoes para 0s campos

a(r) e B(r),

Vv " (2m — A)? 1
2%@(% N O‘? _ % sin (2a) (5 — sin® o cos® 25)
N2 gin (2 2 1
B (8 s;n( a) + gZ(AO)2 sin (2a) (5 — sin® o cos? Qﬁ) ) (A.8)
e
1 o — A2 2
6” + (=4 20/09804 /8/ _ w sin? asin (45) + 9 (A())Q sin o sin 45 =0, (Ag)
r sin v 4r? 4
respectivamente.

A.1.1 Formalismo BPS frustrado

No caso estaciondrio, a densidade de energia é £ = —L,

€= —2 (9,40 + %BQ + KAOB — (PuDydy)” (PaD"0) +V (|6s]) - (A.10)

1
2
Através do uso dos ansatz, reescrevemos os termos da densidade de energia, assim, obtemos

(PuyDody)" (PueDodac) = % [(A0)2 sin® o (1 — sin® awcos® 23) | (A.11)

, sin? o

42

(PuyDitp)* (PaeDipe) = h |(a)? + (8')?sin® a + (2m — A) (1 —sin®acos®2B)|. (A.12)
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Com isso, a densidade de energia (A.10) é expressa como

1 1
E = -3 (AL + 532 + kAgB — % g (Ap)?sin® a (1 — sin® a cos® 23)]

5 sin? a

42

+h | () + (B)?sin? a + (2m — A) (1 —sin®acos®2B) | +V(a). (A.13)

Da lei de Gauss (A.6) multiplicada pelo campo Ag(r) reescrevemos o termo kAgB da seguinte

maneira,
1 ’h
kAGB = —= (AgrAL) + (AL)* + QTA(Q) sin® o (1 — sin® avcos® 23) (A.14)
r
e substituido na densidade energia (A.13), obtemos a seguinte expressao
1 1 hg?
E = 3 (AL)? + §B2 + % (Ap)*sin® a (1 — sin? a cos? 23)

5 sin?

42

+h (&) + (B)?sin® a + (2m — A) (1 —sin®acos®2B) | +V(a), (A.15)

onde eliminamos a derivada total. A densidade de energia serd nula quando r — oo se

lim Agy(r) =0, lim Ay(r) =0, lim §'(r) =0 (A.16)

—+00 r—00 r—00

enquanto as fungoes a(r) e A(r) satisfazem as condigbes de contorno definidas em (3.41) ou
(3.76), respectivamente.
A energia total serd dada pela integral da densidade energia (A.15),
5 sin? a
Ar?

E = 27r/rdr {%BQ +V+h [(0/)2 + (2m — A) (1 — sin® & cos® 25)]

1 hg?
+(6')? sin® o + 5 (AIO)Q + % (Ap)* sin’ o (1 — sin® a cos® 25)} . (A7)

Aplicando o método de Bogomol'nyi escrevemos a energia como uma soma de quadrados

obtendo a seguinte expressao

1 ) : 2
E = 27r/rdr{§ <B$\/2V> +h {a’$(2m—A) SI;TQW + (8')*sin’® a

! o 1 2
LBV2V £ h(2m — A) 2 S;HO‘W 5 (A" + h%

(Ag)* W2 sin? a} ,(A.18)

onde

W, B) = \/(1 — sin® a cos? 26).
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Usando a expressao (A.14) reescrevemos os dois tltimos termos da terceira fila em (A.18) como
2h

L, g
§(Ao)2+—

1 (Ag)* W?2sin?a = %/{AOB + QL (AgrAp), (A.19)
r

que substituido em (A.18) proporciona a expressao

r

) : 2
E = QW/TdT{%(B:F\/QV) —l—h[o/:F(Zm—A)Sl;laW} 4 (8)?sin? a

(cosar)

1 1 /
£BV2V + ShAB F h(2m — A) Wt o (Aor4y) } . (A.20)

r

O termo de derivada total serd nulo devido as condigdes de contorno dadas em (A.16).

Logo, a energia total pode ser escrita como

1 2 i ?
E = Ey,s + 27T/Td7’ {5 <B FV ZV) +h [O/ F(2m— A) smaw] + (B')? sin® a} , (A.21)
r
onde Ey,s ¢ definida por
/
Eyps = +27 / rdr (B\/2V + %FJAOB — h(2m — A) MW) . (A.22)
r

Nossa hipdtese ¢ que se L,s representa o valor minimo da energia do sistema, ela sera atingida
se os termos quadraticos na integral da equacao (A.21) forem nulos, ou seja, os campos deverao

satisfazer as seguintes equacgoes diferenciais de primeira ordem:

B=+V2V, (A.23)
o ==+ (2m— A) Sl;rOéW, (A.24)
g =0. (A.25)

Da equacao (A.25), obtemos 8 = cte. Os valores de [ sdo obtidos a partir da equagao de
Euler-Lagrange (A.9):
T T T
b= i §7€ e [a= §k (A.26)

Como ja observado no capitulo 3, o caso [y é similar ao caso f; via uma redefinicao dos
parametros do modelo. Consequentemente, a continuacao estudaremos somente o caso f3.
™
4
™

Nesta secao analisamos o caso = 31 = (% + Sk, ), com isso, temos que

A.1.1.1 O caso = — + gk

cos2 =0, W=1.
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As leis de Gauss e Ampere definidas em (A.6) e (A.7) sdo reescritas como

1 2
—(rA)) + kB — %Ao sina = 0, (A.27)
,
.2
B’ + kA, + hg(2m — A) SH; . (A.28)
r
A equagao de movimento (A.8) para o campo a(r) é
o g , (2m — A 1 [oV
" - J 2 _o\= ) I B
a4 . + 3 (Ap)*sin (2a) g2 Sin 2 5 \aa |- (A.29)

Dessa forma a densidade de energia (A.15) se expressa como

1 1, .
= -B%+ - (A
£=3 +2(0)+

hg?
4

5 sin? a

(Ag)?sin® o + h {(O/)2 + (2m — A) } + V(a), (A.30)

e a energia total

, sin? o

4r2?

hg?
T _|_ ‘/
(A.31)

A implementacao do formalismo BPS permite, apds algumas manipulagoes, escrevé-la da

E =2rm / rdr {%B2 + % (A1) + (Ag)?sin o+ h [(0/)2 +(2m — A)

seguinte maneira
> 1 2 2m — A ?
E - 27r/ rdr {5 (BFv2V) +h [O@ (””;_)Sma}
0 r

(2m — A)

hg?

+BV2V £ h o sina + % (AL + e (Ag)? sin? a} . (A.32)

A lei de Gauss (A.27) é usada para reescrever os dois iltimos termos da segunda fila da equagao

acima,

Loary? 4 97 (Ansin?a = SxaoB + L (Agraly (A.33)
20 4 TN gy e '
Além disso, o segundo termo, também, da segunda file acima pode ser expresso como

@m=4) vina = F2[(2m - A) (cosa) F ghBeosa. (A.34)
r T

+h

Com isso a energia (A.32) ganha a seguinte forma

00 2 . 2
E = 27r/ rdr{%(B:FVZV) +h{o/¢(2m2—’4)sina}
0

r

+B (\/W — ghcosa + %AO> T g [(2m — A) cos a]’} . (A35)
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O potencial de auto-interacao é determinado fazendo nulo o termo que multiplica o campo

magnético, ou seja,

1 /{AO 2
V(a, Ay) = 3 hgcos o F - ) (A.36)
e a derivada total em (A.35) define a energia minima do sistema, Ej,s, como
< h
Egps = :F27r/ rdr—[(2m — A) cos a] = +drhm, (A.37)
0 r

onde usamos as condigoes de contorno definidas em (3.18) e (3.41). Com essas informagoes a

energia (A.35) ¢ escrita como

> 1 Ao\’ o2m — A 2
E:EBp5+27r/ rdr{§(3$(hgcosa$%)> +h[&’$wsina} }, (A.38)
0

2r

assim, verifica-se que a energia satisfaz a condicao,
E > EBps. (A39)

O limite inferior é saturado quando o integrando em (A.38) é nulo, ou seja, as fungoes a(r) e

A(r) satisfazem as seguintes equagoes diferenciais de primeira ordem,

A A
B =—=+hgcosa — ekl : (A.40)
qgr 2
o =+ (2m — A) SI;O‘. (A.41)
T

O fluxo magnético pode ser calculado a partir da expressao (3.17) e as condig¢oes de contorno
estabelecidas em (3.18) e (3.41),
o A 4
Oy = /dsz - 277/ rdr <—> = . (A.42)
0

rg g
Assim, verifica-se que tanto a energia total como o fluxo magnético sao diretamente proporcionais
ao numero de enrolamento m, ou seja, estao quantizados.
O seguinte passo ¢é verificar se as equagoes BPS (A.40) e (A.41) reproduzem as equagoes de
Euler-Lagrange do sistema expressas pelas equagoes (A.27), (A.28) e (A.29). A primeira equagao

a ser verificada serd a lei de Ampere. Com esse intuito, derivamos a primeira BPS (A.40)

A/
B' = F (hgsina) o’ — H2 9 (A.43)
logo, substituimos o’ usando a segunda BPS (A.41), obtendo-se a seguinte expressao
Al 2m — A
B+ “20 4 m2 Jhgsina =0, (A.44)
T

!/
KA

a qual difere da lei de Ampere (A.28) pela falta de um termo

Neste ponto é necessario enfatizar que a pesar de existir estados BPS que minimizam a energia,
esses estados nao sao solugoes das equagoes de Euler-Lagrange expressas pelas equagoes (A.27),
(A.28) e (A.29).
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4

A anélise anterior mostra algumas peculiaridades que podemos usar para construir um modelo

A.1.2 Construindo o modelo BPS para o caso = — + gk

capaz de engendrar configuracoes BPS:

e A primeira dica é apresentada pela expressao do potencial (A.36), cuja dependéncia explicita
no campo Ay mudaria a forma da lei de Gauss (A.27) e, o que é muito pior, quebraria a

invariancia de calibre do modelo.

e A segunda informagao provem da lei de Ampere “incompleta” (A.44).

Para preservar a lei de Gauss, o potencial V' em (A.36) nao deve depender do campo Ay. Isso
é resolvido mediante a introdugao de um novo campo, um campo escalar neutro, que chamaremos

de ¥, que no limite BPS satisfaca a condicao ¥ = FA,. O campo ¥ deve ter uma dinamica que

A
no limite BPS nao mude a BPS (A.41), porém, seja capaz de fornecer um termo adicional —%

na BPS (A.40) para ela ser escrita como

A/
B =— =+4hgcosa — kA . (A.45)
gr

Com esta BPS e a (A.41) é possivel reproduzir a lei de Ampere (A.28).

rdoB na densidade de

A equagao (A.35) fornece o modo de introduzir o termo adicional +
energia, e mudando Ay por FV¥, descobrimos que o termo FxWB deve ser gerado de alguma

maneira. Com essa finalidade, definimos a seguinte expressao

2 1 2
(Ap)? + gh (Ag)*sin® a + 3 (0% + ﬁ\ﬂz sin? (A.46)

b= T 1

1
2
que apos algumas manipulacoes pode ser reescrito como

5—1AIZ|:\I//2 AL 92h 2 .2 92h s 2
1= 5( 0 ) F U\Ij —|—T(A0:|:\Ij> Sin Oé:FTAo‘IJSIH . (A47>

A lei Gauss (A.27) permite escrever o ultimo termo como sendo

h 1
’

= L2 AW sint a = T (rA) U F RUB, (A.48)

Desse modo chegamos a seguinte expressao

1 2 | ,
&= 5 (A £ 0)° + % (Ap £ 0)’sin*a T kUB F - (rALY . (A.49)
T

Observamos que a expressao definida em (A.46) gera o termo desejado, FxkWB. Além disso, no
limite BPS, a condigao ¥ = F A, é satisfeita. Também, a integragao da derivada total em (A.49)

¢ nula se consideramos as condigoes de contorno para Ay(r) e Aj(r) expressas em (A.16).
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Neste ponto, fica claro, que a densidade de energia (A.30) precisa ser modificado pela adi¢ao

da expressao

1 2h
3 (02 + gT\If2 sin? (A.50)
ou seja, no regime estacionario, a densidade de energia do novo modelo deve ter a seguinte
expressao
1 1 s hg? 2 . , sin? a
E = §B2 t3 (A)” + e (Ag)”sin®a+ h | (a/)? + (2m — A) e
Lo GPhoy .y
+35 (v)” + T\D sin® o + V (o, ¥), (A.51)

A expressao definida em (A.50) pode ser obtida a partir da densidade Lagrangeana
1
E\p = 5 (Gu\lf) ((9”\11) — gz\PQPchchbm¢z¢m~ (A52)

Finalmente, a novo modelo capaz de engendrar configuracoes BPS é descrito pela seguinte

densidade Lagrangeana,

1 1 1
L o= — FuF" - ZmeaﬁmaFgV + 5 (0,0) (0"0)
+ (PabD,u(bb)* (PacD,u(bc) - gz\PQPCchdem¢;¢m -V <|¢3| ) \Ij) . (A53>
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