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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos dois métodos envolvendo sub e supersolugao. Um
deles, no sentido fraco, que sera usado para estudar a existéncia de solucao fraca de uma
classe de problemas elipticos de segunda ordem e que se anula na fronteira. O outro
método, no sentido cldssico, serd usado para estudar a existéncia de soluciao em C?(f2),

de uma classe, de problemas elipticos do tipo concavo convexo.

Palavras-chave: Teorema de Sub e Supersolucao, Espaco de Sobolev e Equagoes Di-

ferénciais Parciais.



ABSTRACT

In this work, we present two methods involving sub and supersolution. One of
them, in the weak sense, will be used to study the existence of weak solution of a class of
second-order elliptic problems that cancels out at the border. The other method in the
classical sense will be used to study the existence of solution in C*(Q) of a class of convex

concave elliptic problems.

Keywords: Sub and Supersolution Theorem, Sobolev’s Space and Partial Differential

Equations.



NOTACAO

Abaixo seguem todas as notagoes utilizadas neste trabalho.

" 0%
Au = g 922 denota o operador laplaciano da funcao u;
i=1 i

(, ) denota o produto de dualidade;
Br(z) denota a bola aberta centrada em x e com raio R;

LP(Q)) = {f : 0 — R mensuravel; / |f|Pdx < +oo}, 1 < p < o0, denota o espaco
Q
de Lebesgue;
N
0 0
Lu:= — Z 8_% <aw(x)a—§z) + aop(z)u, denota o operador eliptico;

ij=1
2. denota um subconjunto de 2;
(2 denota o complementar de €2_.

wir@) = {u e Lr(@); g*”

e LP(Q), i =1, ,n} denota o espaco de Sobolev,

i

® . .
sao tomadas no sentido fraco;
T

H}(Q) denota o espaco Wy (Q);
H' denota o dual do espaco de Hilbert H;

LP

loc

() = {f : Q — R mensuravel; / |f|Pdx < +oo}, onde Q C R" é um conjunto
Q

compacto e 1 < p < oo, denota o espaco das fungoes localmente integraveis;
C1(2) é o espago das fungoes continuas;

C5°(€2) é o espago das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto;
Co(Q) = {u eC(Q): sup% < oo} com 0 < o < 1;

C*(Q) sdo as fungoes em C*(Q) tais que todas as derivadas parciais até a ordem

k estao em C%(9);



1
lullo, = (/ |u|pdx> " é a norma da funcdo u no espaco em LP(Q);
0

lull1p = (/ (IVul? + |ul?) d:c) " é a norma da funcio u no espaco W'?(Q);
0

|ul| = (/ |Vu|”dx) " 6 uma norma de W, (Q) equivalente a de W'?(Q);
Q
[v < w| denota o subconjunto de 2 tal que v < w, onde v e w sdo definidas em §2;
— denota a convergéncia fraca, quando n — oo;
— denota a convergeéncia forte, quando n — oo;
— denota a imersao continua;
<% denota a imersio compacta;

I'(z)h = %(QJ) representa a derivada de Gateaux do funcional [ aplicada em u na

direcao de v;
q.t.p. significa “quase todo ponto”;

1 denota convergéncia de sequéncia crescente.
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1 INTRODUCAO

No presente trabalho faremos um estudo sobre duas classes de problemas elipticos
de segunda ordem com condigoes de Dirichlet homogénea para os quais apresentaremos
existéncia de solucao. Para a primeira classe de problemas, nos baseamos no livro do
Struwe visto em [15]. Enquanto, na segunda classe de problemas, foi baseada no artigo

dos matemadticos Ambrosetti-Brezis-Cerami visto em [1].

No segundo capitulo, apresentamos a base mateméatica que vamos ultilizar nos
capitulos posteriores. Assim, na primeira se¢ao, exibimos conceitos e resultados de Medida
e Integragdo de Lesbegue e também definimos o espago LP(£2) para enuciarmos dois teo-
remas famosos que sao, Teorema da Convergéncia Monétona e Teorema da Convergéncia
Dominada. Na segunda segdo, falamos das fungoes de classe C'(Q2) e C?(Q), e algu-
mas de suas propriedades como, por exemplo, as identidades de Green, que valem para
fungoes em C?(£2). J4 na terceira e quarta secao, apresentamos a definicao de espago de
Sobolev os quais vale a desigualdade de Poincaré. Para dominios limtados foi definida a

diferenciabilidade de funcionais no sentido de Fréchet e Gateaux.

No terceiro capitulo, consideramos o seginte problema
—Au = f(z,u), em €
u = 0, em O0f),

(1.1)

onde f: € xR — R é uma funcao de Carathéodory e €2 um conjunto limitado.

Vamos chamar uma funcao u € W12?(Q) de subsolugao fraca do problema (1.1) se

u < 0 sobre a 0f) e
/ Vu- Vodz < / f(z,u)v dz, (1.2)
Q Q

para todo v € C§°(£2), v > 0.

Por outro lado, uma fungao u € W'?(Q) é dita supersolugao fraca do problema (1.1)

se u > 0 sobre a 02 e

/VU Vvde/f(x,ﬂ)v dx (1.3)
Q Q

para todo v € C§°(£2), v > 0.
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Abordamos na primeira secao do Capitulo 3 o método de sub e supersolucao, que
pode ser visto em (cf. [15], pag 17), o qual é para estudar a existéncia de solugao
no sentido fraco de uma classe de problemas elipticos de segunda ordem com condigoes
de fronteira de Dirichlet. A principio, apresentamos um lema que, sob determinadas
condigoes, garante que o funcional I, associado ao problema (1.1), a ser definido posteri-
ormente, possui minimo e o utilizamos para provar o teorema de sub e supersolugao no
sentido fraco. Ja na segunda secao, foi apresentada uma aplicacao na qual foi usado este
método. Na terceira parte deste capitulo, abordamos o método de Sub e Supersolucao no

sentido cldssico, que pode ser visto em [1], e fizemos também uma aplicagao.

Na quarta secao estudamos a existéncia de solucao classica para uma outra classe

de problemas elipticos do tipo concavo convexo dado por

—Au = Mu?+uP, em
u > 0, em (Py)
u = 0, em 0f),

onde Q C RY com N > 3 é limitado, com fronteira suave, 0 < ¢ < 1 < p < % =2"—-1

e A parametro real.

Na primeira se¢ao deste capitulo apresentamos o resultado principal do trabalho, na
qual diz respeito a existénca de um A tal que o problema (Py) possui solugdo minima nao-
crescente para A € (0,A). Além disso, o referido resultado diz que o funcional associado
ao problema (Py) quando aplicado & solugdo minima wuy é negativo, isto é, I(uy) < 0. Na
prova deste resultado,usamos o teorema de sub e supersolucao e o método de iteracao

mondtona.

Normalmente, vamos considerar 2 C RY um subconjunto aberto e limitado, caso

contrdrio ) sera caracterizado
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2 PRELIMINARES

Aqui vamos abordar alguns conceitos e resultados da Matematica que nos auxiliara

no proximo capitulo.

2.1 Medida e Integral de Lesbegue

Nessa secao introduzimos definicoes e propriedades béasicas da Teoria de Medida e

Integracao de Lebesgue. As provas podem ser vistas em [2], [3] e [4].

Definicao 2.1 Uma familia F' de subconjuntos de um conjunto X é chamado de o-dlgebra

se satisfaz as sequintes condigoes:

(i) 0,X € F,
(ii) Se A € F, entao o complementar A°=X — A € F,

(iii) Se (An)nen € uma sequéncia de conjuntos em F' entdo

UAneF_

neN
O par (X, F') é chamado de espago mensuravel.

Dizemos que uma funcao real f : X — R é F-mensuravel se, para cada x € R, o
conjunto

{reX: f(z)>a}eF

Observacgao 2.1.1 Na definicao de funcao mensurdvel poderiamos utilizar qualquer um

dos conjuntos abaizo:
(i) {re X : f(z)<a}eF
(i) {re X : f(z) <a} €F,

(iii) {r € X : f(z) > a} € F.



14

Lema 2.1 (cf. [2], pag 11) Sejam f,g funcdes reais mesurdveis e seja ¢ um nimero

real. Entao as fungoes
Cf) f27 f+gv fg7 |f|7

$40 Mmensurdveis.

Definicao 2.2 Seja f: X — R. Definimos as funcgoes:

(i) fT: X = R dada por f(x) = max(f(x),0),

(ii) f~: X — R dada por f~(z) = max(—f(z),0),
denominadas parte positiva e parte negativa de f, respectivamente.

Da definigdo acima obtemos que f = f* — f~ e |f|=fT+ f.
Denotaremos o conjunto de todas as fungoes F'— mensuréveis por M = M (X, F) e

o conjunto das fungoes F'— mensurdveis nao negativas por M+ = M (X, F).

Lema 2.2 (cf. [2], pag 13) Se f € M(X,F) € uma fungao nao negativa entdo eriste
uma sequéncia (©n)neny em M (X, F) tal que:

(i) 0 < pu(z) < pni1(z), para todo n € N;
(i) f(z) = lim y,(x), para todo z € X

neN

(iii) Cada @, tem um nimero finito de elementos na sua imagem.

Definiremos agora integral de uma fung¢ao mensurdvel, para isso, é necessario defi-

nirmos medida de um espaco mensuravel em F.

Definicao 2.3 Uma funcao real estendida p definida na o-dlgebra F' de um conjunto X

¢ chamada medida quando

(i) p(@®) =0,

(ii) w(E) >0 para todo E € F,
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(iii) Se (En)n>1 € uma sequéncia de elementos dois a dois disjuntos em F, entdo
(Us) - Sum
n=1 n=1
Para cada elemento E da o- dlgebra I’ definimos uma funcao dada por

1, sex e FE,
0, sex ¢ FE.

xe(r) =

Essa funcao yg é chamada de funcao caracteristica em relacao ao espaco mensuravel

E.

Definicao 2.4 Uma funcao a valores reais € dita simples se possui um numero finito de

valores, isto €, se o seu conjunto imagem for um conjunto finito.

Uma funcao mensuréavel simples ¢ é respresentada da seguinte forma
n
= ZanEj, (2.1)
j=1

onde a; € R e xp, ¢ a funcao caracteristica de ¢ para o conjunto F; € F.

Observacgao 2.1.2 De todas as representacoes para p, podemos ter wma tunica repre-

sentacao pardrao na qual os a; sao distintos e os E; sao subconjuntos nao vazios disjuntos

de X tal que X =Jj_, Ej.
Definiremos primeiramente, integral de uma fun¢ao mensuravel simples.

Definigao 2.5 (Integral de uma fungdo mensuravel simples) Seja ¢ € M uma
fungao simples com representa¢ao padrao dada por (2.1). Definiremos integral de ¢ com

relacao a medida p por:

/90 dp = zz:aj'u(Ej)-

Aqui temos a definicao de funcao mensuravel nao negativa.

Definicao 2.6 (Integral de uma fungao mensurivel nao negativa) Seja f € M,

definimos a integral de f com respeito a p como um numero real

/fduzsup/sodu,
X X

onde ¢ € M, satisfazendo 0 < p(z) < f(x) para todo x € X.
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Teorema 2.1 (cf. [2], pag 31) (Teorema da Convergéncia Mondétona) Seja
(fn)nen uma sequéncia mondtona crescente de fungoes em M*(X, F) convergindo para f,

entao f € MT e

/fd,u: lim/fn dp.
X n—oo X

Lema 2.3 (cf. [2], pag 33) (Lema de Fatou) Seja (f,)nen uma sequéncia de fungoes
em M*(X,F). Entdo

/ lim inf (f,) dp < lim inf/ fn dp.
Xn—>OO n—oo X
Lema 2.4 (cf. [2], pag 36) Seja (gn)nen uma sequéncia em M™T. Entdo

/}((Zgn)duzz:(/xgnd/i).

neN neN

Agora vamos conhecer o espago LP(€2) e alguns resultados bésicos. Vamos considerar

Q C RY um abertoe 1 < p < oo.

2.2 O Espacgo L?(Q)

Define-se o espago LP(2), onde 1 < p < oo, como sendo o espago das (classes de

equivaléncia de) fungoes reais p - integrdveis no sentido de Lebesgue, isto é,

LP(Q2) ={f: Q — R tal que f é mensuravel e /|f|p du < oo}.
v

O Espago LP(Q2) é normado com a seguinte norma

1l = ( L1 du)p .

Quando p = oo, teremos um outro espago, na qual denotaremos por L>(f2) que serd
definido o espago das (classes de equivaléncia de) fungoes reais mensuraveis limitadas, isto
é,

L>®(Q) ={f: Q2 — R tal que f é mensurdvel esup |f| < co}.

O espago L*(€2) é normado, munido da seguinte norma

1 flloe = sup[f].
Q
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Mais tarde vamos enunciar um teorema que apresenta condicoes suficientes para

integrar fungoes em L'(£2). Antes, veremos duas desigualdades.

Teorema 2.2 (cf. [2], pag 56) (Desigualdade de Holder) Seja f € LP(Q) e g €
1 1 .
LA(), ondep>1 e+ - =1 Entdo f-g € LY ellf -glls < I1fllp - llglly-

Teorema 2.3 (cf. [3], pag 4) (Desigualdade de Young) Sejam a,b >0 el < p,q <
1 1
00, tais que — + — = 1. Entao,
p q
a? bP

ab < —+ —.
q b

Teorema 2.4 (cf. [2], pag 44) (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,)
uma sequéncia de fungoes integrdveis que converge em quase todo ponto para uma fun¢do

mensurdvel f. Se existe uma fungao integravel g tal que | f,| < g, para todo n € N, entao

/fdMZJLrgO/fndu-

Teorema 2.5 (cf. [4], pag 94) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes de LP(Q) e f €

f € integrdvel e

LP(Q) tais que || fo = fllpp@) — 0, onde Q € um aberto de RY. Entao, ezxiste uma sub-

sequéncia f, de (fn), e uma fungao h € LP(QY), tal que

fo () = f(x) g.t.p em Q

| fr, ()] < h(z) g.t.p em Q.

2.3 Resultados Importantes
A demonstracao destes resultados encontram-se em [4], [5], [6], [10], [12] e [14].

Teorema 2.6 (cf. [4], pag 69) (Eberlein-Srhuliam) Seja X um espaco de Banach
reflexivo. Entao, toda sequéncia limitada (u,) C X possui uma subsequéncia fracamente

convergente.
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Teorema 2.7 (cf. [4], pag 58) Seja (x,) uma sequéncia em E. Se x,, — = fracamente,

entao (||x,]|) € limitada e ||z|] < Hminf ||z,||.

Teorema 2.8 (cf. [4], pag 60) Seja C um subconjunto convexo em E. Entio C €

fracamente fechado se, e so, se for fechado na topologia forte.

Teorema 2.9 (cf. [5], pag 200) (Principio do Maximo) Seja u € C(Q) N C?(Q)
satisfazendo —Au = f em Q, com f > 0 em . Suponhamos que u > 0 em 0S). Entao

u>0emQ ouu=0 em (L.

Teorema 2.10 (cf. [6], pag 65) (Lema de Hopf) Seja Q C RY | suponha u € C*(Q)N
CY(Q) ec=0 em Q. Suponha ainda que Lu > 0 em e que exista um ponto xo € O tal

que u(xzg) > u(x) para todo x € Q. Finalmente, suponha que exista uma bola B C Q com

xo € 0S). Logo,
ou , o .
(1) a—(xg) < 0, onde v € o vetor normal unitdrio exterior a B em x;
v

(2) Sec>0 em Q, a mesma conclusio do item anterior é vdlida sempre que u(xg) > 0.
Teorema 2.11 (cf. [6], pag 64) (Identidades de Green) Suponhamos que 2 seja

um subconjunto aberto limitado de RN com fronteira suave. Se u,v € C*(Q) entdo

ou

1 Au dr = — dS,
) /Q aq Ov1

(2)/Vv-Vudx:—/u-Avdx+ @-uds,
Q Q a0 Ou1

ov ou
(3) /Q(U-AU—U~AU) dx—/89<u~a—vl—v~a—vl> ds.

Seja © € RY um dominio limitado com fronteira suave e L o operador fortemente
eliptico definido por

N

Lu=-Y" a% (aij(:p)g—@ + ag(z)u.

,j=1
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Lema 2.5 (cf. [14], pag 82) Se u satisfaz
Lu > 0, em £,
u > 0, em €,
u = 0, em 09,
e @1 € uma autofuncao associada ao primeiro autovalor do operador L, isto €, ¢ satisfaz
Loy = Mgy, em
¢ > 0, em €,
0 = 0, em 0f),

com u, ¢, € CH(Q), entdo existe a > 0 tal que u — agy > 0 em €.

Teorema 2.12 (cf. [10], pag 235) Seja Q C RN um dominio limitado com fronteira
00 de classe C*(Q) e f € LP(Q), com 1 < p < oo. Entao, existe uma tnica fungao
u e WP(Q) Wy P(Q) tal que

—Au = f, em (),
0, em Of.

u

Teorema 2.13 (cf. [10], pag 106) Seja L um operador eliptico em um dominio limitado
Q, comc <0, e seja f e os coeficientes de L limitados e pertencentes a C*(§2). Suponha
que  satisfaz a condicao da esfera exterior em cada ponto da fronteira. Entao, se ¢ €
continua sobre a fronteira, o problema de Dirichlet,
Lu = f, em £,
u = ¢, em 0f, '

tem wma tnica solucdo u € C°(Q) N C>*(Q).

Teorema 2.14 (cf. [12], pag 55) (Multiplicadores de Lagrange) Seja X um espago
de Banach, F € C'(X,R) e o sequinte conjunto S = {v € X : F(v) = 0}. Suponha que
para todo u € S temos ' (u) #0. Se J € CY(X,R) e ug € S tal que J(ug) = inf J(u) =
min J(u) em S, entio existe X € R tal que J (up) = AF (up).

Teorema 2.15 A equacdo
—Ae = 1, em €,
e = 0, em 09,
tem uma solugao fraca, sendo a mesma tunica, que pode ser visto em (cf. [9], pag 27).

Usando o Teorema 2.9 concluimos que, e > 0 em €.
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2.4 Definicao do Espaco de Sobolev

Nesta secao vamos conhecer o espaco de Sobolev e algumas de suas propriedades.
Vamos usar este espago para encontrarmos solucao fraca de algumas Equagoes Diferenciais

Parciais. Os resultados desta segao estao provados em [3], [4] e [9].

Primeiramente vamos apresentar o conceito de derivada fraca de uma funcao ¢ :
Q0 — R, onde © é um conjunto aberto do RY. Definimos C*°(€) como sendo o conjunto
das funcoes ¢ : 2 — R, tal que ¢ possui derivadas parciais continuas de todas as ordens

e suporte compacto em 2. Chamaremos ¢ € C'°(Q2) de fungao teste.

Se ¢ € C*(2) é uma funcado teste com suporte compacto em €2, segue da férmula

de integragao por partes que

/au-vda::—/u-av da:~|—/ u-v-n; dr,
o 0T o Oz o0

que

considerando v = ¢ para i = {1,2,...,n} e n; é a derivada normal exterior a .

Os termos de fronteira nao aparecem pelo fato de que ¢ tem suporte compacto em

1

Le(R2). Dizemos que uma

Definicao 2.7 Seja Q C RY um subconjunto aberto e u € L

1

loe(82) € a derivada parcial fraca de u em relagao a x;, se

/u.agp dmz—/viwpd:ﬁ,

ou
8:{:@- ’

fun¢ao v; € L

para toda ¢ € CF°(Q).

Neste caso denotaremos v; =

Observagao 2.4.1 Dizemos que u € fracamente diferencidvel se todas as derivadas par-

ciais fracas de primeira ordem de u existirem.

Agora, usando o conceito de derivada fraca, vamos definir o espaco de Sobolev.
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ou
aZL'Q

Seja 2 C RY um aberto. Definimos o Espaco de Sobolev W1P(2) como um espaco

Vamos convencionar que — =u e 1 < p < o0.

vetorial normado

ou
a(L’Z‘

fulbwrrey = (X [ 15 dx) ,

O dois teoremas a seguir abordam respectivamente, algumas propriedades elemen-

Whe(Q) = {u € LP(Q): € LP(Q2), para todoi=0,1, ,n}

COImn a norma

para todo i = 0,1, .., n.

tares do espago W'?(Q) e uma desigualdade interesante entre normas do espago W1?(Q).

Teorema 2.16 (cf. [4], pag 211, 264) Dado Q C RN um dominio limitado, N > 1,

entao

(1) WP(Q) é um espago de Banach, para 1 < p < oo.
(2) WHP(Q) é um espago reflexivo, para 1 < p < oo.

(3) C°(Q) € denso em Wy (9).
Todas as conclusoes em (1) e (2) valem também para W?(Q).

Teorema 2.17 (cf. [4], pag 218)(Desigualdade de Poincaré) Sejam 1 < p < oo e

Q C RY um conjunto aberto e limitado. Entdo existe uma constante C tal que
[ul| ooy < C||Vull Loy, para todo u € WyP(Q).

Em particular, ||Vul| ey € uma norma em WyP(Q) e € equivalente a norma |lw|lwir(q)-

2.4.1 Imersoes de Sobolev

Serao enunciados teoremas que diz respeito as imersoes continuas e compactas.

Antes disso, vamos ver como se define cada uma delas.
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Definicao 2.8 Sejam E e F espacos de Banach, com E C F ei: E — F uma injecao
candnica de E em F, que a cada elemento © € E fazemos corresponder i(x) = x como
elemento de F. Dizemos que a imersao de EE em F € coninua quando existe uma constante

C >0, tal que ||z||r < C||z||g, para todo x € E.

Definicao 2.9 Sejam E e F espacos de Banach, com E C F. Dizemos que E estd com-

pactamente imerso em F, se as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(i) Existe uma constante C' > 0, tal que ||z||r < C||z||g, para todo x € E,

(i) Qualquer sequéncia limitada em E € pré-compacta em F.

Denotamos imersao compacta e imersao continua por £ <— F' e E < F, respecti-

vamente.

Agora vamos enunciar os teoremas de imersao compacta e imersao continua.

Teorema 2.18 (cf. [4], pag 278)(Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Seja 1 < p < N.
Entao

WP (Q) — LF,

onde p* € dado por # = e uma constante C = C(p, N) tal que

D=
z|=

[lullop < C[[Vu

0,p>

para todo u € WhP(Q).

Corolario 2.1 (cf. [4], pag 281) Seja 1 < p < N. Entdo
Wh(Q) — LY(Q),

para todo q € [p,p*| € uma imersao continua.

Corolério 2.2 (cf. [4], pag 281) Seja p = N. Entao
Wha(Q) < LY(Q),

para todo q € [N,00] € uma imersao continua.
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Teorema 2.19 (cf. [4], pag 285)(Rellich-Kondrachov) Suponha que Q C RY seja

limitado e de classe C'(Q). Entdo as sequintes imersoes sio compactas:

WP(Q) —¢ LY(Q), para todo q € [p,p*), onde ]% - }lv N
WP(Q) << LY(Q), para todo q € [p, +00), se. p=1N;

Wir(Q) —¢ LY(Q), se p> N.

1 :
N se p<Nj;

Em particular, WH¥(Q) ¢ LP(Q) com a imersdo compacta para todo p (e para

todo N).

Teorema 2.20 (cf. [3], pag 121)(Decomposi¢ao Espectral do Laplaciano) Seja
Q C RN um dominio limitado. Entdo, o problema: encontrar A € R e u € WOI’Q(Q) — {0}

tal que
—Au = Mu, em €,

u = 0, em 09,

possui uma sequéncia de solugoes (An, @n)n>1 tal que:

(1) 0< A <X <. N\ <. elim), =o0,

(ii) ¢, € C(Q),

(iii) A1 € simples e a autofuncdo correspondente o1 pode ser escolhida tal que @i(x) > 0,
(iv) A\ = min {/ IVul? do :u € I/Vol’Q(Q),/u2 dx = 1} ,
Q Q

(v) Se v € Wy2(Q) € tal que / \Vul? dz = )\1/u2 dx, entdo eziste ¢ € R tal que
Q 0

u=c- e,
(vi) Se 09 € regular, entio @, € C>®(Q).
Teorema 2.21 (cf. [9], pag 28) Suponhamos w € W,2(Q) com Aw < 0 em Q. Entdo

w <0 qt.pem .

2.5 Diferenciabilidade de Funcionais

Nesta segao iremos definir diferenciabilidade de funcionais no sentido de Gateaux

e Fréchet. Vamos considerar (X, ||-]]) e (Y,||-||) como sendo espagos de Banach e I €
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C(X,R) um funcional. Para uma dada aplica¢do r : X — Y, dizemos que r(h) = o(||h||x)

se, e somente se,

@l
h—0 ||h||X

Definicao 2.10 Seja x um ponto do conjunto aberto U C X. Uma aplicacao I : U —'Y

¢ diferencidvel a Fréchet em x € U se existe um operador linear A € L(X,Y) tal que

I(z +h) = I(x) — Ah = o(|[h]|x)

Outro tipo de derivada de um funcional é a derivada direcional ou derivada de

Gateaux, que definimos a seguir.

Definicao 2.11 Seja I : U — Y wma aplicagcao e x € U. Dizemos que I € diferencidvel a
Gateaur se existe o limite abaixo:

. | (z+th) — I(x)] oI
b ¢ " oh

(x), para todo h € X.

Exemplo 1 O funcional f : R? — R dada por

%y 2
, Se 0,
flx,y) = (w4+y2> v7
0, se y=020,

¢ diferencidvel a Gateauz em (0,0), mas nao € diferencidvel a Fréchet em (0,0).

De fato a fungao é diferénciavel a Gateaux. Pois tomando a diregao h = (hy, hy) € R?

0
com hy # 0, assim vamos calcular —f(O, 0).

oh
of _ o IF100,0) + (ke he)] = £(0,0)]]
o (00 = lim t
~ F(th, thy)

t h2 . h2 2
hm 2( 14 2)2 >
=0 (2 - hy + h3)
= 0.

h) — f(0
Se f ¢ diferencidvel a Fréchet em (0,0), o limite lim £ (h) = F(O)] deve existir em

Ihli=o— [|A]
qualquer diregao do ponto (0,0). O que nao ocorre, pois tomando a diregao
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temos

[1Al|—0

|f(h) = F(0)|

1Al

1 1

10 (b 4 )
+00.

N
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3 Teoremas de Sub e Supersolucao

O lema a seguir assegura, sob certas condigoes, a existéncia de pontos criticos para
funcionais definidos em espacos de Banach Reflexivos. Ele serd usado na demonstragao
do Teorema de sub e Supersolucao fraca na qual vamos garantir a existéncia de solugao
em W,*(Q) quando f é uma funcdo de Carathéodory baseado no livro do Struwe em (cf.

[15], pag 17).

Definicao 3.1 Sejam Q C RN, n > 1 um conjunto mensurdvel nao-vazio, e f : QxR —
R. Dizemos que f € uma funcao de Carathéodory se satisfaz:

(i) = f(x,s) € mensurdvel em Q) para todo s € R;

(ii) s — f(x,s) € continua em R, q.t.p em Q.

Lema 3.1 Sejam X um espago de Banach reflexivo com norma || - ||, M C X um

subconjunto fechado na topologia fraca e I - M — R satisfazendo:

(I;) I(u) = oo quando | u ||— oo para todo u € M, ou seja, I é coercivo;

(Iy) I € fracamente semicontinuo inferiormente em M com relagao a X, isto €, toda
sequéncia (u,) C M tal que u, — u em X satisfaz:

I(u) < liminf I (uy,). (3.1)

n—o0

Entao I ¢ limitado inferiormente e atinge seu infimo em M.

Demonstragao: Seja o = inf {I(u) : u € M} e (u,) uma sequéncia minimizante em M,
ou seja, uma sequéncia tal que I(u,) — «. Uma vez que I é coercivo, temos que (u,) é
limitado, pois caso contrdrio existiria uma subsequéncia (uy,,) C (u,) tal que || u,, ||— oo
quando n; — oo. Logo I(u,;) — oo contrariando o fato de (u,) ser minimizante. Como

X é reflexivo, temos pelo Teorema 2.6 que a menos de subsequéncia, existe u em X tal



27

que u,, — u fracamente quando n — oo . Mas como M é fracamente fechado, entao

u € M. Mas como [ é fracamente semicontinuo inferiormente, temos que

I(u) <liminf I(u,) = « (3.2)

n—aoo

e portanto I atinge infimo em M.

O
Antes de vermos uma aplicagao do Lema 3.1, observemos alguns fatos relevantes.

Consideremos o problema

—Au = f(z,u), em €
u = 0, em Of2.

(P)

onde Q C RY é um dominio suave e limitado, N >3 e f: Q xR — R é uma funcio de

Carathéodory.

Dizemos que u € W,(Q) é uma solucio fraca do problema (P) se
/ Vu- Vo = / f(z,u) - ¢ dz, para todo ¢ € C5°(Q). (3.3)
Q Q

- : . : 1,2 :
Essa defini¢do nos motiva a encontrar o seguinte funcional I : W () — R associ-

ado ao problema (P)

I(u) = %/Q\Vu\de—/QF(x,u)da:, (3.4)

onde
F(z,s) = (z,u)dx
0
Observemos que
I'(u)p = / Vu- Vo — / f(x,u)p dz, para todo p € Wy? (). (3.5)
Q Q
De fato,
/ o T(utte) — I(u)
R
1
LV tP - [P i) - P -5 [ 9a?
= lim —% & 2 Jg

t—0 t
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1 t? 1
/ {§|Vu|2 +tVuVe + §|V<p|2 - §|Vu\2} — /[F(x,u +tp) — F(z,u)]
= lim <% @

t—0 t

= lim
t—0

= 12%{/9Vuw+%/9|w|2—/g {F(x’“ti)_m”“)”

[F(m,u + ti) - F(a:,u)} |

t2
t/VquoJr—/|V¢|2—/[F(m,u+tg0)—F(x,u)]
Q 2 Ja Q
t

: . 2
=ty [ V¥t [ 1Vl iy |

Como f é continua em {2 obtemos que

I /QVquo—/Qlim {F(w,u+tcp) —F(x,u)] |

t—0 t

F(z,u+ty) — F(x,u)
t

Por definicao, 11_{% [ 1 = F (z,u)p.

Sabe-se que F(z,s) = / f(z,u)ds. Dai, pelo Teorema Fundamental do Célculo
0

/

F (:L',S) = f(x,u)|8 = f(:E,S) —f(x,O).

Observemos que f(z,0) = 0, logo F'(x,s) = f(z,s). Considerando s = u, obtemos
que F'(x,u) = f(x,u). Assim, pelo Teorema ??, para toda ¢ € W,?(Q) tem-se

/

Portanto,

I'(u)p = /QVquo — /Q f(x,u)p para toda o € Wy?(Q).

Note que I'(u)p = 0 implica em /Vu- Vo = /f(x,u)godx. Daif, u € W,(Q) é
Q Q
uma solugao fraca de (P) se, e s6, se u é ponto critico de I. Em funcao disso, dizemos que

I é o funcional associado ao problema (P).

Definigao 3.2 Uma fungio uw € WH(Q) € dita subsolugao fraca do problema (P) se
u < 0 sobre 0f) e

/ Vi Vods < / f(, w)pda, (3.6)
Q Q
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para todo ¢ € C°(Q), ¢ > 0. Analogamente, uma fungiouw € W'%(Q) € dita supersolugdo
fraca do problema (P) se w > 0 sobre OS2 e

/Vﬂ- Vgpde/f(x,ﬂ)godx, (3.7)
Q Q

para todo ¢ € C3°(£2), ¢ > 0.

3.1 O Teorema de Sub e Supersolucao no sentido

fraco

Teorema 3.1 (Teorema de sub e supersolugao fraca). Suponha que u € WH2(Q) é uma
subsolugao fraca e que uw € WH2(Q) € uma supersolugao fraca para o problema (P). Supo-
nha ainda que existam constantes c¢,¢ € R tais que ¢ < u < u < ¢ em quase todo ponto de
Q. Entdo, o problema (P) admite uma solugdo fraca u € W'2(Q) satisfazendo u < u < 7w

em quase todo ponto de €.

Demonstragao: Vamos considerar o funcional associado ao problema (P)
1 2
I(u) == | |Vul|*dx — | F(z,u)dz.
2 Ja Q

S
Denotaremos por F(z,s) = / f(x,t)dt a primitiva de f. Observemos que como F
0
¢ a primitiva de f e esta é uma funcao de Carathéodory, segue que F' é também uma
funcao de Caratheodory. Desta forma, nao temos condicoes suficientes para garantir que

o funcional I seja limitado ou até mesmo diferencidvel em W,"*(€2).

Seja M = {u € WOI’Q(Q) cu < u < wqt.p}. Iremos verificar que as hipdteses do
Lema 3.1 sao satisfeitas para I restrito a M e garantir a existéncia de um minimo local

para o funcional I em M.

Temos que:

1°) W, *(Q) é um espaco de Banach reflexivo, conforme visto no Teorema 2.16.

2°) O conjunto M é fechado e convexo.
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De fato, seja (tn)men uma sequéncia em M tal que u, — u em Wy (). Temos

que u € W, (), pois este é Banach. Como (u,,) C M entdo

w(@) < upm () < u(z). (3.8)

Vamos mostrar que u também pertence a M.

De fato, passando o limite em (3.8) quando m — 0o e como u,,(x) — u(z), quando
m — oo, obtemos que

u(z) < u(x) <u(z).

Acabamos de concluir que u é limite de uma sequéncia (u,,) C M. Portanto M é

fechado.

Agora, dadas v e v € M entao u < vy <ueu < vy <u Dado 0 <t <1, segue
que

(L—tu< (-t < (1—t)a (3.9)

tu < tvy < tu. (3.10)
Entao, somando as expressoes (3.9) e (3.10) tem-se

(I—tu+tu < (1 —t)vy +tve < (1 —t)u + tu.

Portanto, M é convexo. Logo M é fechado pelo Teorema 2.8.

Por hipétese temos que u,w € L*°(Q2). Conforme definido M, se u € M entdo
u <u <u Daiue L>*(Q). Logo, M C L*>(Q).

Dado u € M, temos que ¢ < u < ¢ em quase todo ponto de . Dai u(z) = |u(z)| < k

em quase todo ponto de €, onde k é o maximo dos || e |¢|.

Portanto, como f(z,-) é continua, logo

u(z)

|F (2, u(x))] = [z, t)dt

<[ el oo @)

0

em quase todo ponto de €, em que ¢(x) é uma fun¢do mensuravel.

Pela Desigualdade de Poincaré temos que

1
lull sy = /Q (1VuP)? da (3.12)
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. : S 1,2
¢ uma norma equivalente a norma do espago W, (£2).

Uma vez que

|F(z, u(z))| < ¢, (3.13)
segue que

/QF(x,u(x)) dx < / cdx. (3.14)

Q

Logo, por (3.12) e (3.14) temos

I(u) = %/Q|Vu|2da:—/QF(x,u) dx
1

—_— 2 —
> 2||u||W0172(Q) /QCd.’L’

1
= 5”“’”12/1/01’2(@ - C|Q|

Portanto, I ¢ limitado inferiormente em M e I(u) — oo quando ||u|] — oo em M.

Assim, a coercividade de I estd provada.

Finalmente, falta verificar que I é fracamente semicontinuo inferiormente em M,

isto é, dadas t,, u € M tais que u,, — u em Wy () temos que verficar que

I(u) = %/Q|Vu\2d:c—/QF(x,u) dx

1
< lim inf (—/ |Vum|2dx—/F(x,um) dx).
2 Ja Q

Como (ty,) — u em W,?(Q) temos pelo Teorema 2.7 que,

|u||? < lim inf|jw,,||?. (3.15)

Logo, para ver que [ é fracamente semicontinuo inferiormente em M falta mostrar

que

/S)F(a:,um)d:c%/QF(a:,u)d:c.

Como a imersao W,?(Q) < L?*(Q) é compacta e (u,,) é limitada, passando a sub-
sequencia temos que

U, — w em L*(€2),
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e pelo Teorema 2.5 obtemos

U, () = u(z) em quase todo ponto de 2.

Sabemos que F' ¢é continua na segunda coordenada e que uy,, () — u(r) em quase

todo ponto de 2. Obtemos, F'(x, un;) — F(z,u) em quase todo ponto de (2.

Como |F(z,u(x))| < ¢ uniformemente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

temos

/F(x,u)d:r: lim F(:B,umj)d:v:/ lim  F(z, ty,, )d.
Q

m;——+0o0 Q Qmj%+oo
Dai segue que

/ F(z,u)dr = lim F(x,uy,)dz. (3.16)
Q

n——+oo Q

Por (3.15) e (3.16) obtemos que
L o 1 2
—|ull*de — [ F(z,u)de < liminf |=|uy|— [ F(z,un)| dz
2 Q 2 0

1
) lim inf ||uy,|* — lim sup /F(x,um)dx.
Q

Desse modo concluimos que I é semicontinuo inferiormente. Portanto, pelo Lema

3.1, o funcional I atinge o infimo em M; que chamaremos de wu.

Para ver que u é solugdo fraca do problema (P) tomamos ¢ € C§°(2) e e > 0 e

definimos

ve = min {u, max {u, u+¢ep }} =u+ep — ° + ¢,

em que

£

¢° = max {0, u+ep—1u} > 0;
. = —min {0, u+ep —u} > 0.

Temos que v. < u. Por outro lado se © > max{u,u + ep}, entdo v. > u. Portanto

v. € M.
Observemos que, conforme ¢ e ¢. foram definidas, segue que ¢°, . € VVO1 Q(Q)

Como M é convexo, entao (1 — t)u + tv. € M. Além disso, como u minimiza I em

M, temos que

Iu+tve —w)) —I(u) = I((1 — t)u+ tv.) — I(u) > 0.
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Dai, para todo t € (0, 1) temos
I(u+t(ve —u)) — I(u) I((1 = tu+tv.) — I(u)

= > 0.
t t -
Logo,
0 < lim [I(u +t(v. —u)) — ](u)}
t—0+ t
= I'(u)(ve — u)
= el (w)p — I'(w)" + I (u)pe,
visto que v. = u+ep — ¢° + p.. Assim podemos concluir que
1 /
I'u)p = < | =1 (W] .
£
Temos que

I@y = [ Vave = [ faa

Como u é supersolucao fraca temos por definicao que

/QVanf —/Qf(x,ﬂ)gog > 0.

para toda ¢® € C5°(Q).

Dai, concluimos que

/

I (w)p® > 0.

Assim, tendo em vista que I'(7)p® > 0, temos

! !

Iy = [I@+1w)-1@)]¢
= I@¢ + |- T@]

/

2 I (u)g” = I'(w)¢

1/(U)<P€=/QVuV905—/Qf(%U)¢

Reescrevendo a expressao (3.21) e usando o fato em (3.22) tem-se que

I'(u)g® > /Vqup—/fxucp—/Vquo +/fxu

_ /Q {(Vu— Va)Ve* — (f(2,u) + f(2,7))g7)
_ / {V(u—m) Ve = (f(z,u) - f(2,7)) ¢}

Também temos que

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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Seja
Qe ={z€Q:u(x)+ecp(x)>u(x) > u(z)}.

QU ={reQ:ux)+ep(x) <ulr) <u(z)}.

Daf reescrevendo (3.23) em relagao a 2. e ¢, sabendo que Q¢ = (), pois nao existe

z € 2 tal que u(x) < u(z) obtemos

I/(u)gf > /Q {(Viu—u)V(u+ep—1a)—[f(z,u) — f(z,u)] (u+ep—1)}. (3.24)

Sejam agora

oF {z € Qe [f(a,u(z)) — fl,u(z))] = 0},

QF = {reQ: [f(z,u(@)) - f(z,u(z))] <0}
Em QF valem as seguintes desigualdades
f(z,u) = flz,u)] (ut+ep—u) = [flz,u) = flz,u)] (u—"1)
+ [f(:L‘, u) - f(:(],ﬂ)] ep

[f (2, u) = f(z,0)]ep (3.25)
elf(z,u) = [l w)]lel-

IN

IN

visto que ¢ >0eu—u < 0.

Por outro lado, em Q2 temos

[z, u) = f(z,w) (ut+ep—u) = [fz,u) = fz,0)] (u—"1)
+[fz,u) = flz,@)] e
< [flz,u) = f(z,0)] (u—7) (3.26)
< |f(zu) = flz,u)] - Ju—1l
< elf(z,u) — fz,w)lel,

visto que |u — 1| < g||.

Logo, por (3.25) e (3.26), temos

| ew—fealureo-a = [ (- fen) e -0
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de e.

~
=
AN
™
(AV4

R T [CR

€

< [ el - sl
+/5|f(ffaU) = f(x, )¢l (3.27)

€

_ / el f(z,u) — f(z,T)||ol.

€

Observemos também que
Viu—-u)V(u+ep—1u) = Vu—u)*+¢e | V(u—u)Vp
Qs Qe Qs

> ¢ V(u—1u)Ve. (3.28)

Qe

Por (3.24), (3.27) e (3.28) temos

/V(u—ﬂ)V(u+€g0—ﬂ)—/ [f(z,u) — f(z, )] (u+ep — )

€ €

/V(u—ﬂ)V(u—i—sgp—ﬂ)—s/ (o) — f(z, ) (3.29)
Qe Qe

Vv

> € V(U—E)V(P_g 0 |f(:1:',u)—f(x,ﬂ)|]<p|

Qe

Dai obtemos que

I'(u)g®
e

> / Vu—mVe— [ If@) = ) ol (3.30)

Note que Q.| — 0 quando ¢ — 0. Além disso, os integrandos acima nao dependem
Assim, (3.30) obtemos que

€

lim inf M > lim inf (/QEV(U—E)V@—/Q& |f(x,u) —f(x,ﬂ)||g0|)

c0+ I3 e—0t
= lim inf [ V(u—1)Ve (3.31)
e—0t Qe
= T sup [ |f(e,0) - Sl
e—0t Q.
- 0.

Considerando o fato de u ser subsolugao fraca, temos

/ VuVe. - / f(,u)p. <0, (3.32)
Q Q
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para toda . € C5°(Q).

Temos que,

Iwe. = [ Vuve. - / f(x,u)p.. (3.33)
Q Q

Dai concluimos que

I'(w)p. <0. (3.34)
De (3.34) segue que

e = |+ —1'(w)]e
= T+ [ (w) - T'W)] ¢

< I (u)pe — 1 (w)ep.. (3.35)

Reescrevendo a expressio (3.35) obtemos que:
I'u)p. < /QVuVsoe—/Qf(%U)sOs
_/(ZVQVS05+/52f(x>Q)§OE (3.36)
= [ {(Vu= V0. ~ [fm0) ~ ] o)
= [0 o) ~ faw] ).

Seja
Q. ={z e Q:ulx) +ep(x) < ulr) <ulx).

Q= {z € Q:u(x) +ep(z) > ulx) > u(z)}.

Daf reescrevendo (3.36) com relagao a €2, e Qf, sabendo que Q¢ = (), pois nao existe

z € Q tal que u(z) > u(z), obtemos
I'(u)p: < /Q {(Vu—u)V(-u—ep+u) = [f(z,u) = f(z,0)] (-u —ep +u)}, (3.37)

Sejam agora

8
m
jo}
m

ar = {

Q;:{

s (@ u(e) =z, u(e)]
(s u(e) =z, ule)]

Vv
(e
——

8

m

@l
m

IN
@)
——
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Em Qj valem as seguintes desigualdades

f(@,u) = fle,w)] (-u—ep+u) = [f(z,u) = flz,w)] (-u+u)
—[fz,u) = fz,u)]ep (3.38)
> [f(xau) - f(x,g)] Ep.

Enquanto em Q7 temos as desigualdades

fla,u) = flz, w)] (u—u)
—[f (@, u) = f(z,u)]ep (3.39)
[f (z,u) = f(z,u)] ep.

[z, u) = flz,w)] (u—ep+u) =

Y

Logo, por (3.38) e (3.39), temos
| e = sl (oot = [ (o) - faw] (cu-spt)
Q. Q2
+ [ 1w - S (-u—sp+
> [ el - fowls
+ [ el - fawle
= | e - fewe (3.40)
Além disso, observemos que
| Vu-wTu-cprn = [ u-wf-c [ Vo-uve
= — [ P-wf ¢ [ Vau-uv
< 5/@5 V(u—u)Ve. (3.41)
Usando as expressoes (3.40), (3.41) em (3.37) segue que
I'(u)p. < /Q V(u—u)V(-u—cp+u) = [f(z,u) = flz,w)] (—u—cp+u)
= / V(u—u)V(-u—cp+u)
Qe

‘A[ﬂ%ur—ﬂ%gﬂvﬂ—ew+w (3.42)



38

Dai,

< <[ Vu-wVe- [ [fwn) - few)(-u-sp

Qe

< . / V(u—u)Vp— / elf (@) — f(z, ).

Dai obtemos que

I'(u)p.
19

<

J

V(u - u)Vip - / Flau) — f(z e (3.43)

Q

Quando € — 0, segue que ]QE\ — 0. Além disso, os integrandos nao dependem de .

De (3.43) obtemos que

I A
lim sup WP
g

e—0t

< lim sup (/Q V(u— Q)VSD)
+ lim sup (—/Q [f (@, u) — f(x,u)]so)

e—0t

= lim sup (/Q V(; - Q)VSO)
g it ([ ECE fewle) (3.44)

e—0t

= 0.

Logo, por (3.17), (3.43) e (3.44), obtemos

I'(u)p

para toda ¢ € C§°(Q).

Vv

! £ /
b o [ L0 _ T2
e—0 g g

I/ £ ]'/

lim inf (u)e + lim inf (— (U)SDE)
e—0 £ e—0 g

!/ I /
lim inf M — lim sup <M)
e—0 g e—0 g
0.

I'(u)p >0,

Como tomammos inicialmente ¢ € C§°(2) arbitrdria, entdo podemos considerar os

casos de ¢ ser nula, positiva ou até mesmo negativa. Sendo assim, invertendo o seu sinal

temos que I'(u)p < 0. Logo I'(u)p = 0 para toda ¢ € C§°(2).

Em particular, consideremos a sequéncia (g,) C C§°(€2) para concluir que

I'(u)p, = 0.
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C5°(Q) é denso em W, () pelo Teorema 2.16. Entio podemos considerar a sequéncia
() C C3°(Q) tal que @, — ¢ para uma dada ¢ € W, *(Q). Temos que

0= lim I'(w)p, = I (u)p

n—o0

para toda ¢ € W, *(Q). Portanto I'(u) = 0.

3.2 Aplicacao

Consideremos o problema

—Au = k(z)u—ululP™?, em Q,

u = 0, em 0f),

(3.45)

2N

em que Q C RN, N > 3 ¢ um dominio limitado e regular, p = e k é uma funcao

continua tal que

1 <k(z) < K < o0.

para todo x € Q.
Afirmacao 3.1 u =1 é uma subsolucao fraca.

De fato, temos que —Awu = 0. Além disso, temos que Vu = 0, pois u é uma funcao

constante. Substituindo u = 1 em (3.45) obtemos que

flz, ) =k(x) - 1—1-]1P2 = k(z) — 1.

Agora, usando a definicao de subsolucao fraca segue que,

Jo-vedr< [(a) - D= [ ko)~ 1020
Q Q )
para todo ¢ € C5°(2) e ¢ < 0. Isto faz sentido, pois k(z) > 1 e ¢ > 0 q.t.p.

Afirmacao 3.2 w = c > 1, onde ¢ € uma constante suficiente grande € uma supersolugao

fraca.

De fato, temos que Au = 0, pois ¢ > 1 é constante. Substituindo em ( 3.45) obtemos

que

f(z,c) =k(x)-c— L.



40

Por outro lado, temos que Vu = 0. Para verificarmos que u = ¢ é supersolucao fraca
vamos usar a definicao,

/Qo Ve do > /Q [k:(x)-c—c”_l}godxz/c[k(x)—c”‘ﬂgodm.

Q

Dai
/ ck(z) = ?] o dx <0.
Q

Isso faz sentido, pois o integrando ¢ [k(x) — ¢?~2] ¢ é negativo, pois, como 2 < p < 6
entdo p — 2 > 0. Além disso, ¢ é um ndmero suficiente grande, logo ¢?~2 acaba sendo

suficiente grande. Assim, k(z) — ™2 < 0. Como ¢ > 1 e ¢ > 0, concluimos que
/ ¢ k(z) = ?] ¢ dx <0.
Q
Como u =1 e uw = ¢ pertencem a WOI’Q(Q) el=u<u=c< oo, pelo Teorema 3.1,

segue que o problema (3.45) admite uma solugéo fraca u com 1 < u < c.

3.3 O Teorema de Sub e Supersolucao no sentido

classico

Agora vamos conhecer uma outra versao do Teorema 3.1 que sera aplicado a uma
classe de problemas elipticos do tipo concavo-convexo que se anulam na fronteira. A partir

daqui, vamos considerar sub e supersolucao no sentido classico, isto é, fungoes que estao
em C?(Q).
Antes de enunciarmos o referido teorema, vamos definir sub e supersolucao para o

problema
—Au = f(u), em €
v = 0, em O0f),

(1)

onde Q C RY é um dominio regular e f : RY — R uma funcio de classe C°°(Q).

Aqui estamos no referindo a menos que se diga o contrario, a solucao classica do

problema (P), isto é, uma fungao u € C?() que satisfaz (P,).
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Definicao 3.3 Uma fungio U € C%(Q) € dita uma subsolugio do problema (P;) se

IA

_AQ f(Q)v em Q?
U < 0, em  Of).

Definicao 3.4 Uma funcio U € C%(Q) € dita uma supersolucio do problema (Py) se

v

~AU f0), em Q,
u > 0, em  Ofd.

Teorema 3.2 Suponhamos que o problema (P;) possui uma subsolu¢ao U e uma super-
solugio U com U < U em 2. Entdo o problema (Py), possui solucoes U,V € C*>=(Q)
tais que U < U <V < U. Além disso, qualquer solugao u de (Py) com U < u < U é
tal que U < u <V, ou seja, U € solucao minima e V é solucao maxima com respeito ao

intervalo [U, Ul.

Para a demonstragao, veja ( cf. [14], pag 76).

3.3.1 Aplicacao

Suponha 0 < ¢ < 1e A > 0. Entao, o problema

—Au = du?, em @,
u = 0, em  Of).

?

possui uma solugao positiva.
Solucao: Vamos considerar

01 € Wy () (3.46)
uma autofuncio associada ao primeiro autovalor \; do operador —A em W, ?(Q).

Vamos também considerar

v="tp; >0, (3.47)
onde t é uma constante positiva e ¢; > 0 pelo Lema 2.5.

De (3.46) e (3.47) obtemos que

—Av=—A(ter) =t (—Ap1) =t (A1)
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Desejamos que v seja uma subsolucao do problema, isto é,

—Av < M? em Q,ou seja, t - (A1) < A(tpr)?. (3.48)

Para isso basta tomar ¢ tal que

M
)

0 el < 1 (3.49)

De fato, de (3.49) segue que

o swlel
tI\  (suplep|)?

implicando que

tA1 - suplor| < X (f - sup|pq])?.

Como 0 < ¢ < 1, vale que (sup|epi1])? < ¢f. Sendo assim, de (3.48) segue que
t- A <t-A-supler] < A-(t-suplpi|)? < A(ter)? em €, provando que ty; é subsolugao

do problema.

Consideremos 6 € C?(f2) a tnica solucao positiva de

—Af = 1, em £,
0 = 0, em 09,

conforme o Teorema 2.15.

Considere 6 = k# onde k é uma constante positiva. Pela linearidade do operador
laplaciano, temos —Ad = k. Desejamos que 0 seja uma supersolucao do problema, isto é,

—Ad > M\?. Dai, devemos mostrar que k > A(k6)? em .

Para isso , basta tomarmos k tal que

o> 10 (3.50)

De fato, pela expressao (3.50) tem-se

kil >\ sup|f| > A - 0 para todo = € Q. (3.51)

1\ ¢
Elevando ambos os membros da desigualdade (3.51) por ¢ obtemos (%) > M09,

k
assim, e >N edai, k> \-07- k1.
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Desejamos que tA\1p; — k < 0. Pela linearidade do laplaciano obtemos que

—A(tpr — k0) = —A(tpr) + A(kO) = t(—Ap1) — k(—A0) = thip1 — k.

Tomando k > tA1]|p1]]s0, Ou seja, k > tA; - sup 1], concluimos que tA;p; — k < 0.

De fato, como ¢ < sup|e;| para todo = € 2, obtemos que k > tAj¢y, isto é,

tA\1p1 — k < 0. Logo, pelo Teorema 2.21 temos que typ; — kO < 0, ou seja, typ; < kb.

Portanto pelo Teorema 3.2 existe uma solucao u € C**°(Q) tal que tp; < u < k6.

U
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4 O problema céncavo-convexo

Consideremos a seguinte equacao eliptica nao linear

—Au = Mu?4uP, em
u > 0, em (Py)
u = 0, em  0f),

onde Q C RY com N > 3 é limitado, com fronteira suave, 0 < ¢ < 1 < p < N—fg =2"—1

e A um parametro real.

Uma solucdo cldssica do problema (Py) é uma funcio u € C?(Q)NC(Q) que satisfaz
(Py) pontualmente. Quando falamos do problema (P)) estamos nos referindo, a menos

que se diga o contrario, a solucao classica.

O funcional associado ao problema (Py) é I, : W,(Q) — R dado por

1 A 1
I = —||lul? = — @t ——/ PH g, 4.1
) = 3l = 2 [ i tde = = [ juptiaa (4.)

Dizemos que u é solu¢ao minima de (Py) quando u < v para toda solucao v de (Py).

Mostraremos a existéncia de solu¢ao nao trivial para o problema (Py) baseado no

método de sub e supersolucao.

4.1 Resultado Principal

Teorema 4.1 Para todo 0 < g <1 < p existe A € R, A > 0 tal que para todo X € (0, A),
o problema (Py) tem uma solugio minima uy tal que I\(uy) < 0. E ainda mais, uy é

nao-decrescente com respeito a .
Para provarmos o resultado acima, vamos fazer uso dos Lemas a seguir.

Lema 4.1 Suponha 0 < ¢ < 1 < p, e a > 0. Entdao existe \y > 0 tal que para todo
0 < A< )\ existe M = M(X) > 0 satisfazendo

M > AM%? + MPaP. (4.2)
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Demonstragao: Consideremos as fungoes:

flx) = =,
g(x) = Az?+ Ba?,

onde 0 < g<1<p,tal que A= X a?e B =aP. Temos,

Jd(x) = qAx" '+ pBaP~! >0, para todo x > 0

J'(x) = q(¢g—1)Az7% + p(p — 1)aP~2 > 0, para todo = > 0

e g(0) = 0. Assim, g é convexa em [0, +00).

Logo, existe ¢ > 0 tal que f(x) > g(z), para 0 < x < ¢. Assim temos,

x> Ax? + Ba? = \afx? 4 oP 2P,

Fazendo z = M verificamos a desigualdade (4.2).

O

Lema 4.2 Suponhamos que 0 < ¢ < 1 < p e Ay > 0. Entdo existe X\ > 0 tal que

M+t > \it, para todo t > 0.

Demonstragao: Definamos f(t) = A\t — tP. Sabendo que:

lim (At — ) = —oo,

t—+00
temos que existe > 1 tal que A\t — t? < 0, para todo t > r. Para t € (1,r] existe um
7 > 0 tal que \jt — t? < 7 - t%. Para todo t € (0,1), temos que A\t > t*. Como At e ¥
sao positivos obtemos que A\t — t? < A\it. Por hipétese, 0 < g < 1, logo At < Ait?. Logo,
it — 17 < A\t < A\t9. Dai, para A = max{0,7, A\, }, temos A\t — t? < At quando ¢ > 0.
O

Lema 4.3 Seja A :=sup{\ > 0: (Py) tem uma solugdo}. Entdo,
0 <A <oo.

Demonstracao: Consideremos o problema
—Ae = 1, em £,
e = 0, em O0N.
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Pelo Lema 4.1, existe A\g > 0 tal que, para todo 0 < A < g, existe M > 0
satisfazendo M > AMY|le||%, + MP|e||2,. Mas —A(Me) = M e como |e]|Z, > el e
|le]|B, > €, temos que —A(Me) > A(Me)?+ (Me)P. Assim, Me é supersolugao de (Py).

Por outro lado, tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno £p; é uma subsolugao de

(Py), onde ¢, € C?(2) é autofungdo do operador —A associada ao primeiro autovalor A\

em relacao a €2. De fato, temos que

Alepr) = ey
= (A1)

Eliqu 1—q q

= (57 e

1—qA
€ -
O que resta agora é determinar € > 0 tal que < 3 190% q) < 1.

Note que 1 € L=(Q) pois ¢, € C(Q) e Q é compacto. Além disso, ¢; > 0, de
modo que existe k > 0 tal que p;(x) < k, para todo z € Q. Logo, ¢; () < k'~7 para

todo z € Q.

Tomando k'~7 = ¢ > 0, temos que ¢;(x) < ¢ para todo = € Q. Dai,

€l_qA1

A
e () <1

Ac
Portanto, podemos considerar 0 < ¢ < (Tl) < 1, isto significa que

e(Mip1) = —Alepr) < Ailep1)? < Mepr)? + (ep1)”.

Isto mostra que e¢; é uma subsolugao de (Py).
Também temos que, escolhendo ¢ suficientemente pequeno, ep; < Me.

De fato, como —A(ep;) > 0 e ¢; é uma autofungao do operador A, segue do Lema

2.5 que existe € > 0 tal que ep; < Me, onde ep; e Me pertecem a C%(1).

Logo, pelo Teorema 3.2 temos que o problema (P)) tem uma solugdo u tal que

ep; <u < Me, quando 0 < A < ). A partir da definigdo de A, temos que A\g < A.

Seja A tal que (Py) tem solucao u. Entao,

—Au = uf+uP, em
u = 0, em Of).
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Multiplicando por ¢; e integrando sobre 2, temos
/(—Au) cprdr = / o1 (Au? 4+ uP)dx
Q Q

= /¢1Auqu+/g01upda?.
Q Q

Usando a Terceira Identidade de Green obtemos

B 01 ou
/Q 1+ (—Au)dr _/ ugomdS = / P17,-d5 + /Q (Ap)dz. - (4.3)

para todo ¢ € HJ(2). Por outro lado temos que ¢; é uma autofuncao positiva que se

0
anula na fronteira de 2. Logo, / a—udS = 0. De acordo com o Teorema 2.10, segue
U1
0
ue 291 < 0 sobre 0€2. Como u > 0, segue que / u—dS < 0.
o, aa  Ovr

De (4.3) segue que

/@1(—Au)dx</u(—Aapl)dx—)\l/cpludx,
Q Q Q

/()\uq + uP)prdr < Al/goludx.
Q Q

dai,

e pelo Lema 4.2 obtemos

/\/goluqu+/upgpld$ < )\1/goluda:<X/quo1dx+/901upd:v.
Q Q Q Q Q

e assim segue que A < \, e dessa forma segue da definicdo de supremo que A < \.

Portanto,

0< A < oo.

Lema 4.4 Para todo X € (0,A) o problema (Py) possui uma solug¢ao.

Demonstracao:

Dado 0 < A < A, seja A < 1 < A e u, uma solucao do problema.

—Au
u,u Z 07 €m Q7 <PM)
u, = 0, em Of2.

pul +ub, em )
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Logo —Au, = puf, + ub, > uf, + uf, assim u,, é supersolugao de (F).

Agora, tomando £ > 0 segue que £p; é uma subsolugao de (P)) visto na demons-
tragao do Lema 4.3, onde ¢, é a autofuncao associada ao autovalor A\; em relacao a €.
Dessa forma, ep; < u, para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Logo, pelo Teorema 3.2,
existe u de (Py), tal que ey < u < u,. Logo, (Py) possui solugao.

OJ

A seguir mostraremos que (P)) possui solugdo minima. Para isso, é necessario

conhecermos o seguinte lema de comparacao.

Lema 4.5 Suponha que f(t) € uma fungdo tal que t=1 f(t) é decrescente para t > 0. Seja
v,w € C*(Q) satisfazendo,

—Av < f(v), em €,
v > 0, em €, (4.4)
\ v = 0, em Of).
¢ e
—Aw > f(w), em €,
w > 0, em (), (4.5)
\ w = 0, em Of)
Entao, w > v em Q.
Demonstragao: Por (4.4) e (4.5) temos que
—vAw + wAv > f(w)v — f(v)w = vw (% — fS”) (4.6)

Considere agora #(t) uma funcdo nao decrescente e suave, tal que 6(t) = 1 para

t>1ed(t) =0 parat <0. Como por exemplo,

0, se t<0,
1
—F, se 0<t<1,
eT—¢F
1, se t>1.

Assim, defina

t
0.(t) = 9<g>, onde 6.(t) > 0, para todo t € R.
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Multiplicando (4.6) por 6.(v — w) e integrando sobre €2, obtemos:

fw)  f(v)
/Q[—vAw + wAv]l. (v — w) dx > /va [— — —] 0.(v —w) dx. (4.7)

w (%

Observemos que,

/Q [—vAw + wAV)f. (v — w) dx = /Q —vAw - 0. (v — w) dz
+ /Q wAv - 0, (v —w) dz (4.8)
- /Q Av[wh. (v — w)] da
- /Q Awlvh. (v — w)] da.

Usando a Segunda Identidade de Green no segundo membro da expressao (4.8)

temos que:

) de= [ A= [y (o — w)] da
/QAU[wHE(v )] d /39 900 d /QV Vwb,( )] dx, (4.9)

—/QAw[wa(v —w)| de = — /m W dx—l—/QVw -V[vlh-(v — w)] dx. (4.10)

Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.8) e usando o fato das fungdes u e v se anularem

na fronteira, obtemos:
/Q[—UAU) + wAvV|0. (v —w) de = /QVw - V[vl.(v — w)] dzx (4.11)
- /Q Vo - Vwd. (v —w)] dz.
Usando a regra da cadeia no segundo membro da expressao (4.11), obtemos:
/QVw -Vl (v —w)lde = / Vw - {Vv - 0. (v—w)+vf.(v—w)} dr
= /Vw Vu-0.(v—w) dx
/Vw v-V—w) 0 (v—w)dx (4.12)
— /QVU)V’U 0-(v—w) dz
1

/v-(Vv—Vw)-@é(v—w) dx.
Q
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/QVU~V[w9€(U—w)] de = /QVU{Vw~05(U—w)+w[9€(v—w)]} dx
— /Vvaﬂa(v—w) dx
Q
—i—/w-V(v—w)-GfE(U—w) dx (4.13)
= /VUVwﬂE(U—w)
Q

_I_/Qw.(Vv—Vw)-Hé(v—w) dr.

Subtraindo (4.13) de (4.12) e usando a distributiva, obtemos:
/QVw -V[vl (v —w)|dx — /QVU - V[wb. (v — w)|dx
_ /Q Vol (v — w) + oV (Vo — Vi) - (v — w)]dz
— /Q[V?vaea(’v —w) + wVo (Vv — Vw) - 0. (v — w)]dx (4.14)
= /Q'UV'LU(VU - Vw) - 0.(v —w)dx + /QVvaes(v — w)dx

— / wVou(Vv — Vw) - 0.(v — w)]dx — / VoVuwb. (v — w)dx.
Q Q

Observemos que temos dois termos simétricos na expresao (4.14). Assim, usando a

expressao (4.14) em (4.11) segue que
/[—vAw + wAv]l. (v —w)dr = / v-Vw(Vuo—Vw)- -0 (v—w)de  (4.15)
0 Q

- / w - Vu(Vv = Vuw) - 0.(v —w) du.
Q

Somando e subtraindo /[UVU(VU — Vw)b.(u — w)] dz em (4.15), obtemos:
0

/[—vAw + wAv|0. (v —w)dr = / v-Vw(Vv—Vw)-0.(v—w) dx
— / w - Vu(Vv—Vw)-0.(v—w) dr (4.16)
Q
+ /Q[UVU(VU — Vw)b.(u—w)] dz

— /Q[UVU(VU — Vw)b.(u — w)] du.
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Reagrupando os termos de (4.16) obtemos
/Q[—vAw + wAV]0 (v — w)dx = /Q (v Vw(Vv —Vw) -0 (v —w) dz
— /Q vWo(Vo —Vw) -0 (u—w)| de  (4.17)
+ /Q[UVU(VU — Vw) -0 (u—w) dz

—/Qw -Vo(Vv —Vw) - 0. (v —w)] d.

Observemos que temos termos em comuns nas duas integrais do segundo membro

da expressao (4.17) nais quais s@o

v (Vo —Vuw) 0 (v—w)

Vv - (Vv —YVuw) -0 (v—w),
respectivamente. Assim, colocando-os em evidéncia na expressao (4.17) obtemos
/Q[—vAw + wAv]l.(v —w) de = /Q(Vw — Vo)vb (v —w)(Vv — Vw) dz (4.18)
+ /Q(U —w)(Vv = Vw)Vu - 0. (v —w) dx.
Observemos que
/Q(Vw —Vo)-v-0(v—w)(Vv—Vw)dx <0, (4.19)
por dois motivos:
(I) (Vw —Vv)(Vv—Vuw) =—(Vw — Vv)(Vw — Vv) = —(Vw — Vv)? <0,
(IT) 6 é nao decrescente, sua derivada é positiva ou nula. Além disso, v > 0.
Assim, de (4.18) segue que
/Q[—UAUJ + wAv|0. (v —w) dx (4.20)

< /Q(U —w)0. (v — w)Vu(Vv — Vw) dz.

t
Considerando a fungao 7. dada por ~.(t) = / s0.(s) ds, obtemos
0

Ye(v —w) = /Ov_w sOL(s) ds. (4.21)
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Tomando o gradiente em os membros de (4.21) temos

V(v —w)] = V/Ov_w sO.(s) ds

a , a v—w ,
= <8_1/0 s0.(s) ds,...,a—n/o s0.(s) ds).

Mas, / s0.(s) ds = G(s), com G'(s) = s0-(s). Usando o Teorema Fundamental do
Q

Calculo, temos que / s0L(s) ds = G(v —w) — G(0). Dalf,
0

a v—w , a
@/0 sO.(s) ds = ) [G(v —w) — G(0)]
= %G(v —w) — %G(O)
= %G(v —w) —0,
pois a fungdo 6.(s) = 0 quando s = 0, logo 6.(s) = 0 e consequentemente s - 0. (s) = 0.
Assim,
a v—w , B 8
5@/0 s0.(s) ds = 5’Z-G(U —w)
0 /
= 5(v—w)~G(v—w).

Como G'(s) = s - 0.(v — w), concluimos que

5 9 ,
EG(v—w)—G(O)] - E(U—w)'G(”_w)
0 /
— E(U—w)'[(v—w)'ee@_w)]?

para todo i = 1,...,n. Assim,

V(v —w)] = (Vo = Vw) - [(v = w) - 0(v — w)].

Logo, de (4.20) segue que

/Q[—vAw + wAv]0. (v — w) dx < /QVU V[ (v —w)] dz. (4.22)

Temos que v, w € C?%(), usando a Segunda Identidade de Green no segundo membro

da desigualdade (4.22) obtemos:

/VU'V[’VE(U—’UJ)] de = —/QAU-%(U—IU) dx (4.23)
ov

— Y. (v —w) ds.
o0, e ( )

+
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0
Como 7. (v — w) = 0 em 02, temos que / @ 0 = 0. Logo,
Q 8’01

/Vv V(v —w)| de = — / Av - y.(v —w) dz. (4.24)
0
Afirmacao 4.1 0 < ~.(t) <e¢, para todo t € R.

Vamos dividir em tres partes a demonstracao. No primeiro momento, vamos consi-

derar ¢ < 0, no segundo consideremos 0 < t < ¢, e por ultimo, t > €.

(I) Set <0 entao 0.(s) = 0, pois g < 0. Logo .(t) = 0.

(IT) Seja 0 <t < e. Neste caso, usaremos o fato de s < ¢, pois a funcdo esta definida em

[0,t] e 6 <£) < 1. Logo

Logo, para 0 < t < &, obtemos .(t) < ¢.

(ITI) Sejat > e. Neste caso,

Se t = ¢, temos que sf_(s) < &6 (s), implicando em

/ s0.(s) ds < / 0.(s) ds = e.
0 0
Se t > ¢, vamos ter

Ye(t) = /06 s0(s) ds + /: s0.(s) ds.

Primeiramente temos que 0.(s) = 0 para s > ¢, visto que 60.(s) = 1 para s > 1. Por

outro lado temos que

/OE s0L(s) ds < 6/05 0.(s) ds = e[f-(¢) — 0.(0)] = ¢, pois O.(¢) = 1.
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Dai 7.(t) = ¢, para t > ¢.
Portanto, 0 < 7.(t) < ¢, para todo t € R.

De (4.23) e (4.24) temos que

/[—vAw + wAv]l. (v —w) dx < / —Avy.(v —w) dx.
Q 0

Por hipétese, —Av < f(v). Como 7.(t) < g, para todo t € R, obtemos que

—/QAU [Ye(v —w)] dz = /Q—A[’ys(v—w)] dx

< 5/9—Av dx
< S/Qf(v) dx
= E£.

Escolhendo-se um e > 0, suficientemente pequeno, segue que

/[—UAw + wAv] - 0.(v —w) dx < ¢
Q

Como
/Q[—UAUJ + wAv]0.(v — w)dx > /va [% - @] - 0.(v — w) dz,
segue que,
/ vw [% - @] 0.(v—w) de <E. (4.25)

Vamos reescrever a expressao (4.25) como

fw) FO7 o[ F0)  f) o —w) d
/va[—— 0.0~ w) d /@<w1 [ 000~ w) d

w (% (%

+A}>w} vw [M - f(v)} 0-(v—w) dz

w v

Observe em [v < w| que O.(v — w) = 0, visto que v — w < 0. Assim,

/[U>w]vw[m_@] 0.(v —w) dr < &

w (%
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t
Por hipétese, y ¢ decrescente para t > 0, isto é, para quaisquer v > w, tem-se
w v v—w
o flw) _ f) > 0. Além disso, v,w > 0 em Qe 0.(v —w) = 9( ) visto que
w v €
v—w

> 0. Sendo assim, em [v > w], tem-se

[vw (M - f@))] 0.(v —w) > 0.

w (%

£

v—w
Observemos que, quando € — 0 temos que

> 1 e assim 0.(v — w) = 1, logo
€

o (812t

fw) 1)

w (%

converge para [vw ( )] , quando € — 0.

Usando o teorema da convergéncia mondtona, vemos que

Joulw (R =20)]

=l | [vw (M - f@))] 0.(v—w) do (4.26)

e—0 w (%

0.

IN

Por outro lado, temos que

/{v>w} [vw (¥ a @)] dr = 0. (4.27)

Comparando as expressoes (4.26) e (4.27) obtemos que

/[v>w] {Uw (@ - fg}v)ﬂ de=0. (4.28)

Portanto, como o valor da integral é zero, segue que med[v > w] = 0, ou seja, v < w

quase sempre em §2.
Lema 4.6 Para todo 0 < A\ < A, o problema (Py) tem uma solu¢ao minima wy.

A prova deste lema foi inspirada na dissertagao vista em (cf. [6], pag 13).

Demonstracao: Conforme visto na aplicacao 3.3.1, consideremos v, uma solucao positiva de

—Avy = Wi, em
vy = 0, em (), (4.29)
vy = 0, em  Of).
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Sabe-se que existe uma soluc¢ao positiva u > 0 de (Py) para todo A € (0,A) pelo
Lema 4.4. Isto é,

—Au = \u?+uP, em Q,
u > 0, em € (4.30)
u = 0, em  Of).

De (4.29) segue que —Avy = Mvi < A +0f := fi(vy) em Q, visto que vy, é solugao
positiva.

Usando o Lema 4.5 com w = u e v = v e definindo fy(u) := Au? + \uP, obtemos

que

vy < wuem (, (4.31)
para toda solucao u de (Py). Logo vy é subsolucao de (Py).

Agora, vamos considerar a iteracao monotona:

—Aup; = Aud+uP, em Q,
! (4.32)

Upt1 = 0, em 0N
onde uy = vy, satisfazendo u,, T u) com uy uma solucao de (Py).
Vamos agora verficar que uy ¢ solugao minima de P,.

Observemos que se u é solucao de (P,), temos por (4.31) que vy < u, ou seja, u é

supersolugao de (Py).

Agora vamos usar o principio de inducao para mostrar que
un S u?

para todo n € N.

Isto é,

n=u <u <u <..<u, <..<u.

Mostraremos primeiro para n = 1, ou seja, vy = ug < u; < u. Sabe-se que vy é

subsolugao de (Py), entao

—AU)\

IN

v + 08, em Q,

0, em 0f.

(4.33)

IN

U
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Usando o fato de u; ser solucao de (4.32) obtemos que

—Au; = Ml +ub =Ml +0), em Q,
' 0TI AT (4.34)
u, = 0, em  Of).

Comparando as expressoes (4.33) e (4.34) segue que

—Avy, < —Auy, em ()

vy < uq, em Of).

Como o operador laplaciano é linear temos que

—A(uy —uy) > 0, em

up —uy > 0, em O

Aplicando o Teorema 2.9 obtemos que u; — vy > 0 em 2, ou seja, u; > vy em §2.

Agora vamos mostrar que u; < u em §2. Como u é supersolucao de (Py) temos que

—Au > Mu?4uP, em

(4.35)
u > 0, em Of).
Assim, de (4.32) e do fato de f) ser crescente, obtemos que
—Au; = Mud+ub =] +0f < Xu?+uP, em
: PO (4.36)
u; = 0, em 0f),

pois, fa(ug) = fa(va) < fi(u). Combinando (4.35) e (4.36), obtemos

_Aul < f)\(u) < —AU7 €m Q7
u < w, em 0.
Dessa forma,
—Au—wu;) > 0, em €

u—uy, > 0, em O

Usando novamente o Teorema 2.9, obtemos que

w; < u em §).

Logo, uy < up < .
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Agora, suponhamos por indugao que vale vy = ug < uy < ... < u, < u e mostraremos
que

Uy = Up < Uppr < uwem

Novamente, usando o fato de fy ser crescente temos que f(u,) < f(u), visto que

u, < u por hipdtese. Assim por (4.32) e do fato de fy ser crescente temos que

Aty = Mg +ul < uf+uP, em
(4.37)

Combinando (4.35) e (4.37) segue que

AN
|
>
£
@
=
®)

- Aun—i—l

U > Upy, em 02,

Dai temos que
—A(u—Up41) > 0, em

U—Uprp > 0, em 0N

Pelo Teorema 2.9 temos que u — upyq > 0 em € isto é, u,.1 < u em 2 para
todo n € N. Dai, concluimos que u, < u para todo n € N. Foi considerado na iteragao
mondtona que a sequéncia crescente u,, converge para uy, isto é, u, 1T u. Logo, uy < u

sendo u solugao de (Py). Portanto uy é solu¢do minima.

Observagao 4.1.1 Consideremos o sequinte problema de autovalor

—Ap—v¢ = vg, em
¢ = 0, em 02,

, (4.38)

onde v = y(z) = A\qu(z)"! + pu(z)?~!, onde u é solugao minimal de (4.38) e A > 0.

O problema (4.38) possui solugao a qual é assegurada pelo Teorema 2.14. Para mais

detalhes consulte (cf. [11], pag 112).

Lema 4.7 Sejam ¢y < 1y uma subsolugdo e uma supersolugao, respctivamente, de (Py),
e suponha que 11 nao € solugao. Seja u uma solugao minima de (Py) tal que 11 < u < 1hs.
Entdo, v; = M[—A—7(x)] >0, onde v = y(z) = Aqui™' +puP~! e \j[-A —(x)] denota

o primeiro autovalor de —A — y(x), com condi¢ao de fronteira nula.
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Demonstracao: Suponhamos por absurdo que v; < 0.

Seja & > 0 uma autofuncao correspondente a vy, satisfazendo:

—AD — 74P = v P,

® = 0,

em {2,

em Of).

Afirmagao 4.2 Temos que u — a® € uma supersolu¢ao de (Py) onde o > 0 suficiente-

mente pequeno.

De fato, substituindo u — a® na equagao do problema (Py), temos

—A(u — a®) — [Mu — a®)? + (u — ad)?]

—Au+ aAd

—[Au —a®)? + (u — ad)?

Al +uP — o P + D)

—AMu — a®)? — (u — ad)?

At +uP — o @ — ay® (4.39)
—ANu—a®)? — (u— ad)?

Ml +uP — oy ® — adqui™ P
+apuP1® — N(u — a®)?

—(u — ad)?.

Usando o fato de t — 9 ser concava, obtemos que (u — a®)? < u? — aqui=—1®.

Como X > 0, segue que

Mu — a®)? < A(u? — aqui™'®). (4.40)

Assim de (4.39) e (4.40) segue que

—A(u — a®) — [AMu — a®)? + (u — a®)?]

v

Ml 4+ 1P — oy ® — adqui P
apu? ' ® — ANu — ad)?

—(u — ad)?

u? + uP — o ® — agui™!
+apuP d — Au? + adquiT' ®

—(u — ad)?
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= u’ — o ® — apuP'd

—(u — ad)?. (4.41)

Observemos que

P — apu? 'O — (u — a®)? = u? — puPH(a®) — (u — ad)P.

Definindo O(a®) = u? — puP~(a®) — (u — a®)?, concluimos que

O(a®)
s — 0,
quando a® — 0.
Além disso,
—av1® 4+ O(a®) = (—v)ad + O(ad) (4.42)
)
~ ad [—vl Ol )} >0,
ad

para « > 0 suficiente pequeno, visto que —v; > 0e & > 0.
De (4.41) e (4.42) segue que
—A(u — a®) — ANu— D) — (u — ad)? > 0,
isto é,
—A(u — a®) > Mu— ) — (u— ad)?,
Como u — a® = 0 em 0F2, entdo u — ad é supersolugao de (P).

Usando o fato de /; ser subsolugao e nao ser solugao temos que u > 1y, visto que u

é solucao minima.
Tomando « suficiente pequeno, podemos teambém supor que u — a® > ).

Pelo Teorema 3.2, o problema (Py) tem uma solugao @ tal que ¥; <7 <u—ad <u

contradizendo, pois u é solucao minima. Isto prova v; > 0.

Observacao 4.1.2 Do item (IV), Teorema 2.20, podemos escrever

v = M[—A —y(x)] = min (/ | Vo |? do — / ’y(x)q_bzdx> .
GeHy(@), 191,12, \Jo Q

Assim v; > 0 se, e somente se,

/(|Vq_b|2 — 752)dx > 0, para todo ¢ € W,(9). (4.43)
Q
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4.2 Demonstracao do Resultado Principal

A partir dos Lemas 4.3, 4.4 e 4.6 segue que (Py) tem uma solu¢do minima u, para

todo A € (0,A).

Falta mostrar que I (uy) < 0. Note que

A 1
—/ |u]q+1da:——/ lu|Ptda,

onde Iy, € C*(H,R). Como uy € H podemos escrever

1
Ii(uy) = §||UA||2 -

A 4t

1
Sl i

[lfpiide

1
I = —|lun]|? =
A(un) QHUAH ~ T

Mas, uy é solugao de (Py). Logo, I§(uy)uy = 0 e assim, obtemos

Hwuy = /v“A - Vundz — A/ un|"t - uy - upd —/ x|~ - uy
Q Q Q

= /\Vu,\| dr — A /]uA|q1 ]u,\\zd:v—/\uA\pl-\uAde
Q
S SRy RGN

= [l = Aluallffs = lluallpin

Logo, I}(uy)uy = 0 se, e somente se,

luall* = Mluallgiy + lualpa.

- uxdx

(4.44)

Agora vamos utilizar o Lema 4.7 e a observacao 4.1.2 para mostrarmos que

]/\(UJ)\> < 0.

Tomando ® = uy segue de (4.43) que

/ (\Vu)\|2 — (Aqui +pu§_1)u§\) dx >0,
Q

Isto é, (/ |Vuy |*dx — / )\qu?\ﬂda: —/pu/\de) > 0, Dai, obtemos que
Q Q Q

1 1
luall® = Agllullgis = plluallpin =
Por outro lado, temos que I)(uy) < 0, pois
1 A 1
I —— 2 q+1 sy
A(ua) 2||UA|| qul|| Mgt — p+1|| u[pi



62

Por (4.44) segue que

1 1 .
hw) = 5wl + nwr;ﬁi} - g =
1 1 1
- il i emaesfd )

Sabe-seque 0 < ¢g<l<pel<qg+1<2<p+ 1. Assim, temos que,

1 1 1 1
— — —— <0, além disso, - — —— < 0.
2 q+1 2 p+1

Dai, como )\||u,\||gﬁ >0e Hu,\Hii} > 0 segue que I (uy) < 0.

Para finalizar a prova, mostraremos que uy ¢ nao decrescente com respeito a A, isto

é, se A < \ entdo uy < Uy

De A < X segue que uy ¢ supersolucao de (P,). Vimos que, tomando € > 0 sufici-
entemente pequeno ep; ¢ subsolugao de (Py) e epy < uy. Pelo Teorema 3.2, (P,) possui

uma solugao v com ¢y < U < uy.

Assumindo que uy € solugdo minima de (Py), temos que uy < 0 < uy. Isto completa

a prova do resultado.

O
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