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Resumo

A equacao de Dirac com acoplamentos escalar e vetorial descrevendo a dinamica de um
oscilador bidimensional de Dirac no espaco-tempo da corda césmica é considerada. Deriva-
mos a equacao de Pauli-Dirac e a solucionamos no limite das simetrias de spin e pseudo-spin.
Consideramos em nossa analise a presenca de potenciais cilindricamente e simétricos que nos
permitem fornecer solugoes analiticas para a equagao de campo resultante. Usando um ansatz
apropriado, verificamos que a equacao radial é uma equacao diferencial do tipo Heun biconflu-
ente. Os autovalores dessa equagao sao dados em termos de duas expressoes, sendo uma delas
usada como condicao quantica. Tal condicao pode ser usada para fixar algum parametro fisico
presente no Hamiltoniano do sistema mas que estd ausente na expressao usada para obter o
espectro de energia. Expressoes para a energia do oscilador sao obtidas para alguns valores do
numero quantico n. Alguns casos particulares que levam a sistemas fisicos conhecidos também

sao investigados.

Palavras chave: Equacao de Dirac, Oscilador de Dirac, Defeitos topolégicos, Corda cdsmica,

Simetria de spin, Simetria de pseudospin



Abstract

The Dirac equation with scalar and vector couplings describing the dynamics of a two-
dimensional Dirac oscillator in the cosmic string spacetime is considered. We derive the Dirac-
Pauli equation and solve it in the limit of spin and pseudo-spin symmetries. We consider in our
analysis the presence of cylindrically symmetric scalar potentials which allows us to provide
analytical solutions for the resultant field equation. Using an appropriate ansatz, we find that
the radial equation is a biconfluent Heun-like differential equation. The eigenvalues of this
equation are given in terms of two expressions, one being used as a quantum condition. Such a
condition may be used to fix some physical parameter present in the Hamiltonian of the system
but that is absent in the expression used to obtain the energy spectrum. Expressions for the
energy of the oscillator are obtained for some values of the quantum number n. Some particular
cases that lead to known physical systems are also investigated.

Keywords: Dirac equation, Dirac oscillator, Topological defects, Comisc strings, Spin sym-

metry, Pseudospin symmetry.
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CAPITULO 1

Introducao

A mecanica quantica desenvolvida nos anos de 1920 forneceu explicagoes consistentes para
muitos dos fendomenos observados na escala atomica e molecular no inicio do século XX. Porém,
rapidamente se percebeu que ela devia ser estendida para incorporar outra teoria bem sucedida,
a relatividade restrita, apresentada por Albert Einstein em 1905. Acreditava-se que a mecanica
quantica nao-relativistica estava incompleta por dois motivos: (a) ela ndo conseguia descrever
fenémenos que envolviam particulas que se movem com velocidades relativisticas e (b) nao
explicava o fendmeno da criagao e destruicao de particulas [1]. Os esforgos para unificar as
duas teorias deram origem a mecanica quantica relativistica. A primeira tentativa consistia
em utilizar o principio de correspondéncia na relagao de energia momento de Einstein. O
resultado desse procedimento foi a equagao de Klein-Gordon [2]. A equagao de Klein-Gordon
foi abandonada pouco tempo depois, pois ela nao apresentava uma densidade de probabilidade
positivo-definida, as solugoes para particula livre forneciam energias negativas e a previsao
dos niveis da estrutura fina do atomo de hidrogénio nao estava de acordo com o resultado
experimental [3]. Para solucionar estes problemas, Paul Dirac, em 1928, postulou uma equacao
que deveria ser de primeira ordem na derivadas temporais e espaciais, a equacao de Dirac.
Além de obter uma densidade de probabilidade positivo-definida, essa equacao possibilitou
entre outras coisas a previsao de antiparticulas, e se tornou a equacao que descreve a dinamica

das particulas de spin-1/2.



O estudo da dinamica destas particulas na presenca de interacgoes é feito por meio de aco-
plamentos introduzidos na equacao de Dirac. Os potenciais de natureza vetorial sao aqueles
implementados na teoria através do chamado acoplamento minimo, dado através da modi-
ficacdo do quadrimomento como p, — p, — V,,, onde V,, = (1, V) sdo componentes temporal
e espacial, respectivamente. Como exemplo, temos a interagao de uma carga e com um campo
eletromagnético mediada por fétons dada por p, — p, —eA,, onde A, = (V (r),—A) (com
A sendo o potencial vetor e V (r) o potencial escalar) representa o potencial quadrivetor do
campo electromagnético. Esta transformacao preserva a invariancia de calibre associadas com
as equagoes de Maxwell. Por outro lado, os potenciais escalares sao aqueles introduzidos pela
modificagao do termo de massa M — M + Vs. Neste procedimento o potencial Vg é acoplado
como um escalar, diferente da prescricao minima, onde o potencial é acoplado como a compo-
nente tipo-tempo de um quadrivetor. Apesar das semelhancas, eles tém diferentes significados
fisicos. O acoplamento escalar atua igualmente em particulas e antiparticulas. Porém, o aco-
plamento vetorial atua de forma diferente em estados de elétrons e pésitrons. Como resultado,
o espectro de energia nao ¢ simétrico, de modo que s6 existem estados ligados para apenas um
dos tipos de particulas. Outro exemplo de interagao introduzida através de uma modificacao
no quadrimomento é o acoplamento nao-minimo. Um caso muito importante e amplamente
estudado de um acoplamento nao-minimo é o do oscilador de Dirac p — p —imwpfr, onde w é a
frequéncia do oscilador, m é a massa da particula. Esse modelo foi introduzido por Moshinsky
e Szczepaniak [4], que buscavam um potencial que proporcionasse um modelo em que o mo-
mento e as coordenadas espaciais fossem lineares e que, no limite nao-relativistico, reproduzisse
o hamiltoniano do oscilador harmonico.

Desde o inicio do século XX, fisicos nucleares observaram que nicleos com nimero de préton
Z e néutrons N pares sao mais estaveis que aqueles com nimeros impares de nucleons. Em
especial, os numeros 2, 8, 20, 28, 50 e 82 para prétons e néutrons e 126 para néutrons, sao
extremamente estdveis. Esses ntmeros foram chamados de “ntmeros mégicos”[5]. Niicleos
em que ambos numeros de prétons e néutrons sao iguais aos nimeros magicos sao chamados
de “duplamente magicos”. A existéncia desses nimeros magicos sugerem que os prétons e
néutrons em um nucleo se organizem em camadas, onde esse nimeros magicos corresponde-
riam a camadas totalmente ocupadas, como elétrons em um atomo. Outras evidéncias para

esse modelo nuclear de camadas sao a elevada abundancia dos elementos para os quais Z ou



N sao nuimeros magicos; o fato de que todos os elementos que se encontram no final das séries
radioativas tem um numero magico de prétons ou néutrons; a secao de choque de absorcao
de néutrons para isotopos que tém N igual a um nimero magico é bem menor do que para
outros isétopos e a energia de ligacao para um néutron que esta em uma camada fechada atinge
um maximo e diminui acentuadamente para o préximo néutron. A partir dai, conjecturou-se
que cada ntucleon movia-se sob a influéncia de um potencial de campo médio que representava
todas as interagdes com todos os outros nicleons [6]. Assim, tentou-se resolver a equagao de
Schrodinger com alguns potenciais simples e com solugao analitica, como o pogo quadrado e o
oscilador harmonico. Porém, estes modelos nao conseguiram reproduzir os nimeros magicos.
Em 1949, independentemente, Mayer [7] e Haxel, Jensen e Suess [8] acrescentaram o potencial
de spin-érbita que separa amplamente os estados com maior momento angular orbital. Somado
aos potenciais de campo médio usuais (oscilador harménico, pogo de potencial finito, etc.) o
potencial de spin-orbita reproduz com precisao os ntimeros magicos experimentalmente verifi-
cados. Assim, o que ocorre é a quebra da simetria de spin entre os dupletos (n,l,j =1+ 1/2).

Esse se torno um dos mais importantes conceitos em fisica nuclear.
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Figura 1.1: Perfil do espectro de energia de uma particula nuclear. Observa-se a separacao entre
os dupletos de spin (n,l, j = [+ 1/2) que levam aos nimeros magicos. Podemos notar também
que os pares de particulas tnicas nos colchetes (n,l,j =1+1/2) e (n—1,1+2,j =1+ 3/2) sao
quase-degenerados. eles sdo definidos como dupletos de pseudospin (7 = n — 1, [=1+1,j=

[+1 /2), e a simetria de pseudospin é introduzida para tal quase-degenerescéncia.



Depois desse enorme sucesso, o modelo de camadas com acoplamento spin-érbita atraiu
muita atencgao, e passou a ser predominantemente estudado em fisica nuclear. Porém, em 1969,
examinando os espectros de nucleos esféricos, Hecht e Adler [9] e Arima, Harvey e Shimizu
[10] observaram a quase-degenerescéncia que existe entre estados de nicleons com numeros
quanticos (n,l,j = 1+1/2) e (n — 1,14+ 2,5 = [ + 3/2). De maneira independente, esses
autores definiram o conceito de simetria de pseudo-spin expressando esses dois estados em uma
estrutura de dupleto (7 =n — 1,0 =1+ 1,j = [ £1/2), inserindo o “pseudo” momento angular
orbital [ = [+ 1 e um “pseudo”spin § = 1/2 para os dois estados no dupleto. Logo, percebeu-se
que esta simetria tinha uma importancia maior que renomear tais estados, e foi usada para
explicar muitos fenomenos da fisica nuclear. Porém, apesar do grande sucesso, por muitos anos
nao houve nenhuma explicacao sobre a origem da mesma. Foi somente em 1997 que Ginocchio
[11] percebeu que [ é apenas o ntimero quantico de momento angular orbital da componente
inferior do espinor de Dirac e que a quase-degenerescéncia dos dupletos poderia ser explicada
por uma quebra de simetria de pseudospin, que é uma simetria exata para a hamiltoniana de
Dirac com potenciais escalar atrativo Vs e um vetorial repulsivo Vi, quando esses potenciais
sao iguais em magnitude Vs 4+ Vi, = 0, o que é uma caracteristica de teorias de campo médio
relativisticas. A hamiltoniana de Dirac com potenciais escalar e vetorial de igual magnitude é
invariante sob o grupo de simetria SU(2) em dois limites. O primeiro limite é Vg — Vi, = C,
onde C' é uma constante, da origem a simetria de spin; e o segundo é Vg — Vj, = C, que da
origem & simetria de pseudo-spin, como pode ser visto na Ref [12]. A simetria de spin foi
observada em espectros de energia de mésons com um quark pesado [13] e de anti-nicleons
ligados a um nicleo [14]; enquanto que a simetria de pseudo-spin foi observada em espectros
do ntcleos [11].

Quebras de simetrias em transicoes de fase no universo primordial podem ter produzido
objetos chamados de defeitos topoldgicos e que ainda podem estar presentes no universo atu-
almente. Tais defeitos podem surgir quando simetrias de calibre sao quebradas. Isto acontece
quando uma o universo esfria abaixo de uma determinada temperatura critica T, e o campo
¢ forcado a escolher um estado de vacuo. Este processo foi sugerido pela primeira vez por
Kibble e, por isso, o processo pelos quais sao formados os defeitos topolégicos é conhecido como
mecanismo de Kibble [15].

Dependendo do tipo de simetria quebrada, trés tipos basicos de defeitos podem ser formados:



paredes de dominio, cordas e monopolos. Paredes de dominio sao defeitos superficiais; sao
folhas finas de energia concentrada. Monopolos sao defeitos pontuais, semelhantes a particulas;
sao energia concentrada em torno de um unico ponto. Cordas césmicas (parte do objeto de
estudo deste trabalho) sdo objetos em forma fios com energia distribuida ao longo de uma
linha localizada [16]. Cordas cdsmicas ndo tem fim, e formam loops ou se estendem até o
infinito. A espessura de uma corda é microscopica, enquanto que seu tamanho é arbitrariamente
grande. Assim, podemos aproximar cordas de linhas finas infinitas. A massa por unidade de
comprimento de uma corda, pu, é proporcional ao quadrado da escala de energia, 1, das Teorias
de Grande Unificagao (TUG). Na escala de energia da TUG, terfamos uma densidade de massa
da ordem de p ~ 10*2gem™! [17].

Esses objetos sao particularmente interessantes em relatividade geral, por causa da geo-
metria de sua métrica. Cordas cosmicas sao localmente parecidas com o espago-tempo plano,
entretanto, globalmente tem a forma de um cone, onde temos um parametro o que esta rela-
cionado & densidade linear de massa p da corda por a = 1 — 4y e varia no intervalo (0, 1]. O
parametro «, por sua vez, corresponde a um déficit angular de v = 27(1 — «). Cordas césmicas
ainda nao foram diretamente observadas, mas temos evidéncias indiretas de sua existéncia,
como lentes gravitacionais e a partir da direcao de jatos de quasares. O interesse que as cor-
das despertam reside no fato de que elas podem desempenhar papel de destaque em muitos
fenomenos, como a formagao de grandes estruturas no Universo e anisotropias na radiacao
cosmica de fundo [18].

No presente trabalho, analisamos em detalhes as solugoes analiticas da equagao de Dirac
com acoplamentos escalar e vetorial sob as simetrias de spin e pseudo-spin no espaco-tempo da
corda cosmica. Para as substituicoes envolvidas, consideramos potenciais vetoriais e escalares
cilindricamente simétricos e também o potencial do oscilador de Dirac em duas dimensoes.

O capitulo 1 é dedicado a uma revisao das principais propriedades das equacoes de Klein-
Gordon e Dirac para um espago-tempo plano.

No capitulo 2, apresentamos o estudo das equacoes as equacoes de onda relativisticas no
espago-tempo curvo. Primeiro, reescrevemos a equagao de Klein-Gordon na forma covariante.
Em seguida, fazemos uma breve revisao de conceitos basicos como o transporte paralelo e
conexao afim para bases coordenadas e para bases locais. O capitulo é finalizado com a apre-

sentacao das ferramentas necessarias para deduzir a forma covariante da equagao espinorial de



Dirac.

No capitulo 3, fazemos uma revisao sobre o oscilador de Dirac. Destacamos suas principais
propriedades e obtemos suas autofungoes e auto-energias seguindo a receita das referéncias [19].

No capitulo 4, apresentamos nossa contribuicao ao tema propriamente dito deste trabalho.
Investigamos em detalhes as solugoes analiticas da equacao de Dirac com acoplamentos escalar
e vetorial levando em conta os limites exatos das simetria de spin e pseudo-spin no espaco-
tempo da corda césmica. Escolhemos os potenciais como sendo cilindricamente simétricos
e também adicionamos o potencial de um oscilador de Dirac bidimensional. Finalizamos o
capitulo apresentando algumas solucoes particulares do problema.

No capitulo 5, apresentamos as conclusoes do trabalho e as perspectivas futuras.
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CAPITULO 2

Revisdo sobre equacdes de onda relativisticas

2.1 A equacao de Klein-Gordon

A primeira tentativa de unificacdo da mecanica quantica com a relatividade restrita foi
utilizar dois principios de cada uma das duas teorias: a energia relativistica como fungao da
massa e do momento e o fato de que os observaveis podem ser representadas por operadores.
A equagao que obtemos com esse procedimento é conhecida como equagao de Klein-Gordon. A

relacao entre energia, momento e massa, derivada por Einstein é
E? = p*c® + m*ch. (2.1)

Para uma particula livre, a hamiltoniana do sistema corresponde a sua energia, ou seja, H = FE.

Substituindo os operadores da energia,

0
= ih— 2.2
E zhat, (2.2)

e do momento,
p = —ihV, (2.3)
na Eq. (2.1), obtemos a equagao de Klein-Gordon livre

2
— hQ% = —R*V?c® + m*ch. (2.4)

11



Aplicando o operador (2.4) na fun¢ao de onda ¢, obtemos

2070 a0 o 2 4
—hw—(—th + m=c)¢. (2.5)

Usando unidades em que h = ¢ = 1, a equacao acima resulta

82
- a_tf = (=V24+m?)¢ (2.6)
ou
O+m*)¢=0 (2.7)
ou ainda
(0,0" +m*) ¢ = 0, (2.8)

onde O = 9,0" = g—; — V? é o conhecido operador d’Alambertiano no espaco-tempo de Min-
kowski. Como ¢ e m sao grandezas escalares, a equacao é manifestamente covariante.

A equacao de Klein-Gordon para prticula unica apresenta alguns problemas que discuti-
remos brevemente. O primeiro deles é o aparecimento de solucoes de energia negativa. Para
entendermos um pouco mais sobre essa questao, vamos considerar uma solucao de onda plana

para particulas livres da forma
¥ (x,t) = exp (—ip - X) . (2.9)
Uilizando a notacao indicial, escrevemos
p-x=ua'p,=Et—2-p. (2.10)
Substituindo (2.10) em (2.9), temos
Y (x,t) =exp(—i(p- T — Et)). (2.11)
Aplicando (2.11) em (2.6), obtemos a energia de uma particula relativistica
E = ++/p? + m2. (2.12)

A energias negativas apresentavam um grande problema na época. Como o espectro de energia
nao era mais limitado por baixo pela energia de repouso, mc?, seria possivel, por meio da emissao
arbitraria de radiacao obter valores negativos de energia indefinidamente. Outro problema

presente no estudo da equacao de Klein-Gordon foi interpretagao probabilistica da mesma como

12



uma funcao de onda. Isso pode ser analisado como segue. A partir da equagao de Klein-Gordon,
podemos obter uma equacao de continuidade

o | i L00 0o* { X N
o o (550 %) 49 [ w0 owe)] =0 (213

Ao contrario da equagao de Schrodinger, nao podemos dizer que a (2.13) representa a con-
servacao da probabilidade, pois é impossivel interpretar a quantidade

i (96 06

como uma densidade de probabilidade. O problema com tal interpretagao esta no fato de que
em um dado tempo ¢t ambos ¢ e % podem ter valores arbitrarios; portanto, a Eq. 2.14 pode ser
positiva ou negativa. Deste modo, podemos concluir que ela nao é positiva definida e, portento,
nao pode ser interpretada como uma densidade de probabilidade. Por tltimo, introduzindo a
interacgao eletromagnética e aplicando ao &tomo de hidrogénio, havia uma previsao de separacao
entre os niveis de estrutura fina muito maior do que o observado experimentalmente. A origem
de todos esses problemas esta fato de que a dinamica de elétrons no atomo de hidrogénio serem
descritos por outra equacao, a saber, a equacao de Dirac, que sera estudada na préxima secao.
Estes problemas fizeram com que a equacao de Klein-Gordon fosse abandonada por algum
tempo. Porém, os mesmos representam o erro de interpretar a equacao de Klein-Gordon como
uma equacao onda. Posteriormente, ela passou a ser interpretada como a equacao de campo
que descreve as particulas de spin—0.

A equagao de Klein-Gordon pode ser obtida através da densidade lagrangiana dada por
1 v 1 2 42
L= 00" (0,0) (0"9) — 56" (2.15)

Utilizando as equagdes de Euler-Lagrange encontraremos novamente a equagao (2.8).

2.2 Equacao de Dirac

Com o intuito de tentar solucionar as inconsisténcias trazidas pela interpretacao fisica da
equacgao de Klein-Gordon, em 1928, Paul Adrien Maurice Dirac propos uma nova versao rela-

tivistica da equacao de Schrodinger, a saber

i— = H. (2.16)



onde H é 0 operador hamiltoniano. Tal equacao deveria ser de primeira ordem tanto em sua de-
rivada temporal quanto na espacial porque a relatividade restrita exige que tratemos igualmente
as coordenadas espaciais e temporais. Além disso, Dirac percebeu (observando a equagao de
Schrodinger) que a equagao de Klein-Gordon apresentava densidades de probabilidade negativas

por causa da sua derivada de segunda ordem no tempo. Dirac postulou o hamiltoniano

H=é&-p+pBm, (2.17)
onde p = iV é o operador momento linear. Exigindo que o quadrado desse hamiltoniano
satisfaca a relacao de energia-momento da relatividade restrita E? = p? +m?, Dirac encontrou

as seguintes relagoes para a e 3:

i+ pa; =0, (2.18b)
B2 =ai=1. (2.18¢)

Se &; e (B fossem numeros, deveriam obedecer apenas a relagoes de comutacao e nao de anti-
comutacao. Portanto, &; e f devem ser matrizes. As mesmas tém trago nulo, e da equacao
(2.18¢) podemos concluir que seus autovalores (elementos das matrizes diagonalizadas) sé po-
dem ser iguais a £1. O traco nulo também implica que essas matrizes devem ter dimensao par.
Para o caso de 2 dimensoes temos apenas trés hermitianas de traco nulo(as matrizes de Pauli,
0;). Logo, elas terdo de ter no minimo 4 dimensoes. Escolhemos a seguinte representacao para

as matrizes de Dirac:

0 o 12 2 0
& = C B=| : (2.19)
o 0 0 —loxe
onde 1549 é a matriz identidade de ordem 2 e ¢ sao as matrizes de Pauli. Neste caso, a funcao

de onda dever ser um vetor coluna (espinor) de quatro componentes.

<

1(x, 1

>
~

<

(
P
(
(

(2.20)

<
~

"

3 )

)
)
)
)

<

4X7t

Para construir a equagao de continuidade, multiplicamos pela esquerda de (2.20) o espinor

Yl = (@/J];, 7,/)3, 7,/);, wjl) e, em seguida, multiplicamos pela direita o conjugado do hamiltoniano de
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Dirac e multiplicando por v e, finalmente, subtraimos os dois resultados. O resultado dessa

operacao ¢é

dp
Liv-i=0
(‘9t+ J ;

onde p é a densidade de probabilidade, dada por
4
p=vly=> "yl
i=1

e j é a corrente de probabilidade, definida como

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

. T ~
=1l
Para escrever a equagao de Dirac na forma covariante, faremos uso da notagao para as matrizes
A
A0 _ 0
a=71" B=7
onde
; 0 o
V= ,
-0 0

Assim, podemos escrever a equacao de Dirac na forma
(iv"0, — m)y = 0.
Podemos ainda, utilizando a notagao de Feynman, ¢ = y*a,,, escrever (2.26) como

(i) —=m)y = 0.

As matrizes v* obedecem a algebra de Clifford
{27} = 2¢"1,

onde 1 a matriz identidade 4 x 4. O quadrado das matrizes v* é dado por

Também podemos escrever em notacgao covariante o quadrivetor densidade de corrente

G = Py*e,

15
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onde 1) = wayO é o espinor adjunto, e a equacao de continuidade
oyt = 0. (2.32)

Utilizando novamente o espinor adjunto, podemos construir os seguintes escalares de Lorentz

Yy (2.33)

V0. (2.34)

como a massa m também é um escalar, podemos construir a seguinte lagrangiana:
L = ipy"d,1) — manp. (2.35)

Variando 1), encontramos a equacdo de Dirac (2.26) como a equacdo de movimento dessa
lagrangiana.

A equacao de Dirac foi um grande marco para a fisica de altas energias, pois mostrou-se
que ela é a equacao de onda relativistica que descreve corretamente a dinamica de particulas

de spin-1/2 e, entre outros éxitos, também possibilitou a previsao das antiparticulas.

2.3 O oscilador de Dirac

Por ser um modelo que pode ser resolvido analiticamente e ter varias aplicacoes em diversos
contextos fisicos, o oscilador harmonico quantico é um topico de interesse atual. O potencial

de um oscilador harmonico dado por

1
= §mw27“2, (2.36)

onde m ¢é a massa e w é a frequéncia de oscilagao. Tendo em vista um modelo andlogo para
a mecanica quantica relativistica, Moshinsky e Szczepaniak buscaram uma expressao para a
equacao de Dirac que fosse linear no momento e na posigao e que pudesse ser interpretada como

a equagao do oscilador harmonico para um limite nao-relativistico. A hamiltoniana é dada por

9

ZE = [& - (P — imwrf) + pfm] Y, (2.37)

que é obtida introduzindo a substituicao
p— p—imwrf (2.38)
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no hamiltoniano de Dirac para particulas livres (2.16). Consideramos solugoes da forma

U(r,t) = e Fly)(r), (2.39)
onde ¥(r) é o quadrispinor
o= |? (2.40)
X

e ¢ e x sao espinores de duas componentes. Substituindo (2.39) em (2.37), temos
o (p+imwr)x =(E—m)o, (2.41)
o (p—imwr)p=(E+m)y. (2.42)

Resolvendo a equagao (2.42) para y, encontramos a expressao

o (p—imwr)
(E+m)
Substituindo (2.43) em (2.41) e utilizando a propriedade

¢. (2.43)

(0-A)(oc-B)=A-B+ioc-(AxB),

obtemos

(E2 — mQ) ¢ = []32 + m2wr? — 3mw — 2mwo - L} o, (2.44)

onde

A~

L=rxp.

Para obtermos o limite nao-relativistico de (2.44) fazemos E ~ m + €. Deste modo, notando

que E? —m? =~ 2em para £ < m, a expressao resultante fica escrita na forma

( et B s, L) 6 () = (r). (245)

2m+ 2

Os dois primeiros termos do hamiltoniano nao-relativistico do oscilador de Dirac na Eq. (2.45)
correspondem ao oscilador harmonico nao-relativistico, o que explica a denominacao de oscila-
dor de Dirac; o terceiro termo é uma constante que desloca os niveis de energia; o quarto termo
representa o acoplamento spin-érbita.

As solugoes da equacao que governa o movimento de um oscilador nao-relativistico em
coordenadas esféricas é um problema conhecido na literatura. As autofuncoes do oscilador

satisfazem a equagao de autovalores

(L +™ ) o= (204143 ) ot =200 (2.46)
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onde n é um numero inteiro nao negativo e [ é o autovalor do operador momento angular orbital

dado por L2 (0,¢) = R21 (I + 1) Y™ (0, ¢) . A parte radial das autofungoes de (2.46) é dada

mw\ 3 b E [ 3 3 mwr?
= A (22 S Yl ey BTt 2.4
B (7) "l<( h) T) ¢« (2hw ity ) (2.47)

onde M (a,b,z) é uma funcao hipergeométrica confluente. A quantizagao dos niveis de ener-

por

gia é obtida através da condicao de contorno que impoe que as autofuncoes devem ser nulas
quando r — o0, 0 que leva a exigéncia de que a primeira expressao no argumento da funcao
hipergeométrica confluente seja igual a um inteiro nao-negativo ou zero.

Uma observacao interessante é que o termo de interagao spin-orbita s6 aparece na equagao

de Dirac para [ # 0. Quando [ = 0 os dois resultados sao idénticos.

2.4 Autofuncoes e auto-energias do oscilador de Dirac

A importancia do oscilador de Dirac para a mecanica quantica relativistica esta no fato que
este ¢ um problema exatamente soltuvel, o que é raro de se encontrar tanto na mecanica quantica
relativistica quanto na nao-relativistica. Demonstraremos isto nesta secao ao determinar as
autofuncgoes e auto-energias deste modelo.

Por causa da simetria esférica, o operador momento angular total [20],
J=L+S, (2.48)

comuta com o hamiltoniano de Dirac e o momento angular do sistema é conservado. Os

autoestados desses operadores podem ser escritos como

1 )
Un0.0) = 3 (Gl ) Vi (6,6) . (249
mip,ms
onde
1 0
X11 = , X1_1 = . (2.50)
22 0 2 2 1
K‘lem(ea ¢) = H‘lem<07 ¢)7 (251)

com os autovalores dados por

ey =t o)

I, j=1—1/2
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Os autovalores j e [ sao completamente determinados por «. Assim, podemos usar a notacao

mais compacta, ., = Qjm. A solugao assume a forma

oo [?) Z (9 2m@0)) 253
v)  \ 02 (0.9)

onde ¢ (r) e f(r) sdo funcoes da coordenada radial. Substituindo (2.53) em (2.41) e (2.42), e

usando as relagoes

.0 io-L
—i0c-p = —iO-T— —i0-T ,
or r
(o’ : f) Qo = — o, (2.54)
r
o LQ,{m = —(/i + 1)Qfmna
encontramos as equagoes acopladas
—i+ﬁ+mwr f(r)y = (E=m)g(r) (2.55)
dr r N A '
d k
e + - +mwr | g(r) = (E+m)f(r). (2.56)

Para desacoplar as equagoes, rearranjamos a equagao (2.55) para obter uma expressao para

f (r) e substituindo na equagao (2.56). Temos entdo uma equagao diferencial de segundo grau
para g (r)

d?;r(;«) ) V(Fg | mzwzﬂ /() [M P (B — m?)] g(r) = 0. (2.57)

De forma andloga, partindo da equacdo (2.56) encontramos uma expressao para ¢ (r) e

substituimos na equagao (2.55) para encontrar uma equacao diferencial de segundo para f (r)

R (“QQ b, mw> f ) - (w e mQ) " :(5,‘5@

As equacoes acima podem ser resolvidas se as reorganizarmos como equacoes hipergeométricas

confluentes. O resultado é dado por

1 3

g(r)= Anle_%m“”“z (mwrQ) 2 () M(—n,l+ 37 mwrQ), (2.59)
' 3

g(r)= Bn/l/e_%mw”Q (mwrz)l i M(—n,l + 2 mwr?), (2.60)

onde A,; e B,/ sao constantes de normalizacao.
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Podemos obter os valores de A,; e B, substituindo (2.59) e (2.60) em (2.55) e (2.56),

respectivamente. Entao temos

) 1
1 my\ ]2 [207T2(2n + 20 + 1)1 2
A = mwe [2< +E>] { Vnl[(20 + 1)!]? 1 00
) 1
1 m\ 2 [277F2 (20 + 21 + 1)1 2
By = s+ = 2-2
Wi = TWe {2( +E>} { V(2 + D] ] | -

ondeezl—l/en/:n—%—l—%,comn,n’ZO.

Os autovalores de energia sao obtidos impondo que o primeiro parametro do argumento
da funcao hipergeométrica deva ser igual a um inteiro negativo, —n. Denotando o nimero
quantico principal por N =2n + 1, com N =0,1,2, ..., temos

2 ~ 4 1

m*+ (2N — j 4+ 1)wm para j =1+ 3,
E? = 2 (2.63)

m? + (2N + j + 3)wm para j =1— 3.
Analisando esses autovalores, podemos observar que para j = [ + 1/2, todos os estados com
N +¢q, j £+ ¢, onde g é um inteiro, sdo degenerados. Para j = — 1/2, todos os estados com

N + q, 7 F q sao degenerados.
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CAPITULO 3

A equacdo de onda em espacos-tempos curvos

Neste capitulo, estendemos o estudo das equacgoes de onda relativisticas discutidas do
capitulo anterior para espagos-tempos curvos. Iniciamos fazendo uma generalizacao da equacao
de Klein-Gordon para espacos-tempos, pois esta é uma tarefa relativamente simples. Contudo,
fazer o mesmo para a equacao de Dirac é bem mais complicado. Primeiro, devemos aprender
como tomar a derivada covariante de um espinor. O simples acoplamento de campos espinoriais
ao campo gravitacional é impedido por uma dificuldade imediata: o grupo das transformacoes
de coordenadas gerais tem representagoes vetoriais e tensoriais, mas nao tem uma representacao
espinorial [21]. Porém, pelo fato de que existem representagoes espinoriais do grupo de Lorentz,
O (1,3), e o principio de equivaléncia nos permitem contornar esse problema como veremos a
seguir. Antes de prosseguir para a generalizacao das equacoes de onda em espagos-tempos

curvos, precisamos rever alguns conceitos importantes sobre o estudo da curvatura [22].

3.1 Transporte paralelo e conexao afim

Quando estamos lidando com operacoes envolvendo a derivada de um vetor devemos tomar
um certo cuidado. A derivada de um vetor ao longo de uma curva A, definida por

av . Vr(Q)—-VH(P)

= A X ) (3.1)
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onde () e P sao pontos do espaco tempo entre A e A+, respectivamente, exige uma comparacao
entre diferentes espagos tangentes. Quando estamos em um espaco-tempo plano, essa operacao
é trivial. Contudo, em espagos-tempos curvos, precisamos introduzir o conceito de transporte
paralelo, o que consiste em mover um vetor ou, de forma mais geral, um tensor, ao longo de
uma curva mantendo-o constante. O vetor V*# (P) pode ser transportado paralelamente até @

por meio da conexao afim I' tal que

VE(P Q) = V¥ (P) — AT, (P) V" (P) oo (3.2)

A derivada covariante correspondente é escrita como
v,y = VL) _5‘;’: P2 Q) _gve v, (3.3)

da qual definimos a condicao de transporte paralelo:
%gvaw = 0. (3.4)
Note que essa é uma generalizacao da condi¢ao no espaco plano %‘z/: = 0. A derivada covariante

de uma 1-forma, isto é, um tensor (0,1) w, é dada por
Vow, = Opw, + T wy. (3.5)

As propriedades de transformacao de uma conexao podem ser obtidas exigindo que V,V#

se transforme como um tensor, ou seja,

’ g w
v = Q0 G (3.6)

~ 9x7 dam

Assim, temos

[N T
Vel T 9aY 9z’ Ozt Y° Oxv Oz dx° \ Oz

mostrando que I' nao é um tensor.

) or¥ Ox° Ox o ozY 0x° Ox (81““/>

3.2 Relacao entre o tensor métrico e os simbolos de Ch-

ristoffel

Podemos definir a conexao afim univocamente em fun¢ao do tensor métrico, g,.,, e de suas

derivadas. Primeiro, supomos que a conexao tem torcao nula, o que significa que I l’)y =T ﬁu.
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Em seguida, supomos que a métrica obedece a condigao de transporte paralelo: V,g,, = 0.
A primeira suposicao garante que o produto escalar de dois vetores que foram paralelamente

transportados permanecga constante. Ou seja, se

dxz°® dz’®
M = —_— v —
N V.U N V.,V 0, (3.8)
entao
dx’
_ H/YY) =
™ Vo (gu,,U VY)=0. (3.9)

Da segunda condicao, temos as trés seguintes relagoes

Vpg;w = 3pg,w - F;\ug)\u - F;\Vg,u/\ = O, (310)
vugup = augl/p - F,);yg)\p - F;:pgu)\ =0, (311)
Volou = Ovgou — Topgan — L ugor = 0. (3.12)

Subtraindo (3.11) e (3.12) de (3.10) e usando a primeira suposi¢ao, obtemos
009 — OuGvp — OuGpu + 2F1))M9pA =0. (3.13)
A equagao (3.13), apds algumas manipulagoes algébricas, resulta

1
FZV = §gop (augl/p + 8l/gp,u - apg,w/) . (314)

Os componentes da conexao afim definida em funcao da métrica sao chamados de simbolos de

Christoffel.

3.3 Equacao de Klein-Gordon em espacos-tempos curvos

Por ser escrita em uma forma tensorial, a generalizagao da equagao de Klein-Gordon para
um espaco-tempo arbitrario é quase imediata. Para verificar isso, basta escreve-la em uma
forma covariante, a qual garante que a mesma permaneca verdadeira em espacos-tempos curvos.

Assim, a densidade lagrangeana de um campo escalar em espago-tempo curvo é escrita como
1 v
L= vV —g (_5.9“ vy¢vu¢ - m2¢2 - §R¢2> (315)
e a equacao de movimento para particulas de spin-0 é escrita como
9VugVu+ (m* +ER)G =0 (3.16)
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onde g"” é o tensor métrico e g é seu determinante, R é o escalar de curvatura de Ricci, £ €
uma constante adimensional e V, é a derivada covariante (lembrando, que apesar de V,¢ =

0,,¢ esta quantidade é um quadrivetor, onde devemos atuar uma derivada covariante) [23].

3.4 Conexao de spin

Anteriormente, mostramos como tomar a derivada covariante de um tensor. Porém, isso nao
é suficiente para escrever a equagao de Dirac em um espago-tempo curvo. Para isso, usaremos
o fato de que é sempre possivel, devido ao principio de equivaléncia, encontrar um sistema
de coordenadas inercial em que a métrica é localmente plana. Para isso, podemos construir
coordenadas normais y* em cada ponto X de coordenadas x* = X*. Em termos de y*, a métrica
em X, é simplesmente 7, apesar de que, para coordenadas mais gerais, o tensor métrico g,

¢ mais complicado. As duas métricas estao relacionadas por

a

(1) = € ()€ (), (3.17)

onde
oy®

eu(x) = ( &W)M:XH (3.18)

sao objetos chamados de tetradas ou vierbeins que tem sua inversa dada por e#(x).. Os indices

das coordenadas locais sao identificadas por letras latinas (a, b, c...) e as coordenadas gerais sao
identificadas por letras gregas (i, v, p...). que é um tensor misto de ordem 2, Por construgao,

as tetradas tem as seguintes definicoes

ep()ey () =0y, eh(x)ep(x) =) (3.19)
e (2)ey (2)guw = Nap- (3.20)
O que precisamos saber é a forma da equacao de transporte paralelo em um sistema de coor-

denadas locais. Ou seja,

Vi x +dr) = V¥(x) — wy (), (3.21)

onde w, é uma generalizagao da conexao afim chamada de conexdo de spin. Para encontrar a

forma explicita para wj,;, partimos da relagao

Vi (z) = el(x)V(x). (3.22)



Transportando o vetor do ponto x para o ponto (x + dz) a equagdo acima assume a forma
Vi(z — x +dv) = ej(z + dx)V*(z — 2 + dx). (3.23)
Expandindo eZ(:c + dx) em primeira ordem em dx, temos
Vi(z — x+dv) = e ()V* (r = x + dz) + 0y, (x)V(xr — x + dz)dz”. (3.24)
Inserindo (3.23) na Eq. (3.24), temos

Vir — z+dx)= eZ(:v)V“(x) — [ed(x)wS, (x) — 8,\eZ(x)]Vb(x)da:’\,

i

= Vi) - [ea (x)wh,(x) — 8,\62(56)} eV (z)da™, (3.25)

i

Comparando (3.25) com a equagao de transporte paralelo para vetores globais, (3.3), podemos
notar que

e, = [eZ(a:)wib(:E) — 6,\62(33)]62. (3.26)

Isolando a conexao de spin em (3.26), encontramos

wip = epep Ly, + esozey. (3.27)
Abaixando os indices de wy;,, obtemos
Wyab = NacCy € Loy + NacCr0rey, (3.28)

mostrando que é antissimétrico nos indices inferiores, ou seja,
Wpab = —Wpyba- (329)
Devemos encontrar uma derivada covariante do campo espinorial que tenha a forma

Vit () = [0 + Qp (2)]Y () (330)

onde Q) (z) é o coeficiente da conexao para o campo espinorial. Com esta conexao, o espinor

deve obedecer a regra para transporte paralelo
v(r—x+de) =19 (z) - Q(z)¢ (z)dz”. (3.31)

Lembrando que S () = ¥ (z)% (z) é um escalar que permanece invariante sob transporte

paralelo, podemos escrever

S(x—=zx+dr) = ¢Y(r—x+dr)yY(z — x+dx),
= [0 (@)7° = o' (@) O (2) 7 da”] [ (2) — Q (2) ¥ () da],
= S(z)—¢(x) [Qu (x) + WOQL (x) 'yo} Y (z) dat, (3.32)
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onde foi usada a Eq. (3.31) e as propriedades das matrizes gamma (7°)° = 1 e a definicao do
espinor adjunto de Dirac. O termo proporcional a dx*dz” foi descartado por ser muito pequeno.

Para que a equagao (3.32) corresponda ao transporte paralelo de um escalar, deduzimos que
Q1A = —Q,. (3.33)

Por outro lado, o vetor local V4 (z) = v (x)y* (x) deve sofrer o transporte paralelo como

qualquer outro vetor

V(e s atde) = [0 (2) - of (2) QF (@)1°de] 709 [ (&) — 2 (2) ¥ () da*)
= P (@) (@) = ¥ (@) — D (0) R () — (1) 1] () da¥, (3.34)

onde usamos novamente a condigao (3.33). Comparando com a Eq.(3.21), deduzimos que para

que (3.34) represente o transporte paralelo de um vetor local é necessario que
[, Q] = win”. (3.35)

Deste comutador, concluimos que €2, deve ser composto por alguma combinagao entre a conexao
de spin e um produto das matrizes gama satisfazendo o comutador. Lembrando que [7“, ch] =

21 (7“nba — 'ybnm), fazemos o seguinte ansatz para 2,:
Q, = Cwpeo™, (3.36)
onde C' é uma constante complexa. Inserindo (3.36) em (3.35), encontramos
[V, Q] = 2iCw,me (v'0™* — ') = 4iC’wab7b. (3.37)

Usando a propriedade de antissimetria da conexao de spin na segunda igualdade em (3.37), a
constante C' é determinada e seu valor é dado por C = ﬁ. Lembrando que (al’C)Jr = 0gben0
vemos que a conexao de spin também satisfaz a Eq. (3.32). Assim, a conex@o de spin é dada
por

1 be 1 b .c

Qp = ——=Wubc0 = SWube ['Y Y ] : (338)

43 8
Para concluir a tarefa de encontrar a forma da equacao de Dirac valida em espacos-tempos
curvos, devemos voltar nossa atencao para as matrizes de Dirac. Vamos reescrevé-las em

coordenadas locais com o auxilio das tetradas inversas
=t )/a (3 3 )
Y oV - .39
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Assim, usando as Egs. (3.39) e (3.31) a equagao de Dirac
[i70, —m]1 =0 (3.40)
pode ser generalizada para uma equacao de Dirac em espagos-tempos curvos
[iv"V,, —m]y = 0. (3.41)
A densidade lagrangiana covariante é dada por
L =+/—g[iy"V, —m] = 0. (3.42)

Variando 1 encontramos novamente a equagao (3.41). Nao podemos, neste caso, acoplar o
termo de curvatura a um coeficiente como no caso escalar. A razao para isto é que agora

estamos lidando com uma equacao espinorial.
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CAPITULO 4

Equacao Dirac com simetrias de spin e pseudospin no espaco-tempo da

corda cdsmica

Defeitos topoldgicos é um tema de grande importancia em areas como gravitagao, cosmologia
e em fisica da matéria condensada. Tais defeitos surgem como quebras espontaneas de simetrias
de calibre. Como exemplos, temos monopodlos, texturas, paredes de dominio e cordas cdésmicas.
Voltaremos nossa atencao neste trabalho para as cordas césmicas. Cordas cosmicas, entao,
seriam formadas durante as transicoes de fase do universo do modelo inflacionario pela quebra
espontanea da simetria U (1). Caso existam, esses objetos devem ser extremamente finos e
densos. O espago-tempo gerado por uma corda césmica com um campo magnético interno é

descrito pelo elemento de linha em coordenadas cilindricas (¢, 7, ¢, 2),
ds* = dt* — dr* — o*r?dp* — dz2?, (4.1)

com —oo < (t,z) < oo, 7> 0e0 < ¢ <2r. O parametro o que é relaciona a densidade linear
de massa p da corda por a = 1 — 4y, varia no intervalo (0, 1] e corresponde a um déficit angulo
v = 2m(1 — a). Geometricamente, a métrica na Eq. (4.1) corresponde a um espago-tempo de
Minkowski com uma singularidade conica [24].

Nesse estagio, primeiro vamos considerar a dinamica na auséncia de interacoes. As interacoes
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serao incluidas posteriormente. A equacao relevante é a equacao de Dirac livre
(iv"0, — M) ¥ =0, (4.2)

onde ¥ é a funcao de onda espinorial. Para o espago-tempo descrito pela métrica (4.1), precisa-
mos escrever as matrizes y* no espago-tempo de Minkowski (escritas em termos de coordenadas
locais) em termos de coordenadas globais e, subsequentemente, incluir a conexao de spin €Q,,.

Em outras palavras, devemos contrair 4* com a tetrada inversa,
a
=€, (4.3)

que satisfazem a
{+". 7"} = 29", (4.4)
com (p,v) = (0,1,2,3) e (a,b) = (0,1,2,3). As matrizes v* = (7°,7%) na Eq. (4.3) sdo as

matrizes v* na representacao de Dirac no espago-tempo de Minkowski
70 = ) ’YZ = . ) (Z = 17 27 3) (45)

onde ¢ sao as conhecidas matrizes de Pauli, e 1 é a matriz identidade 2 x 2. A equacao de

Dirac (4.2) no elemento de linha (4.1) é escrita como
199 (9 + ) — M)W =0, (4.6

com €, sendo a conexao afim espinorial, dada pela relagao [25]

1 a
Qp = gwuab [7 7f>/b:| ) (47)
onde w,q € a conexao de spin, dada por
Wpab = naceiegrzu - naceiaueg7 (4'8)

'y, sao os simbolos de Christoffel e n® é o tensor métrico no espaco plano. Através da conexao
de spin, podemos construir um referencial usando uma base tetrada onde podemos representar

o0s espinores no espago-tempo curvo. A base tetrada e/ considerada é dada por [26]

1 0 0 0
0 CoSs sin 0
e (r, ) = 7 ’ (4.9)
0 —sing/ar cose/ar 0
0 0 0 1
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e satisfaz a condicao

elern™ = gt . (4.10)

Usando (4.9) as matrizes v* na Eq. (4.6), podemos reescrevé-las mais explicitamente como

P = ey’ =+ (4.11)
v o= e’ =17, (4.12)
V'o= et =9, (4.13)
Vo= e ey e
= ~lcosp + 2 sing. (4.14)
©
72 = 6(21’7(1 = l, (415)
ar

v = ey’ +efy + es?,

= —y'sing + 72 cos . (4.16)

O ponto de partida para a derivacao da Eq. (4.7) é que as as matrizes 7* no espago-tempo
curvo sao covariantemente constantes, isto ¢ , V,7* = 0. Para base tetrada aqui considerada

(4.9), a conexao tem a forma

Q=(0,0,9,,0), (4.17)
com o elemento nao-nulo dado por
1
Q=5 (1 =) 117 (4.18)

De acordo com o postulado tetrado [25], as matrizes v* podem ser qualquer conjunto de matrizes
de Dirac. Assim, temos a liberdade de escolher uma representagao para as matrizes v*. Entao,

vamos abandonar a representagao padrao de Dirac (4.5) e usar a representagao [27, 28, 29|
V=0 Byt =0, By =507, (4.19)

onde o parametro s, que é o dobro do valor do spin, pode ser introduzido para caracterizar os

dois estados de spin, com s = +1 para o estado de spin “up” e s = —1 para o estado de spin
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“down”. Na representacao (4.19), as matrizes (4.11), (4.13) e (4.15) assumem a seguinte forma:

,YO — ﬁ — O'Z, (4.20)
0 e %
o = [y = ‘ , (4.21)
es? 0
s 0 —je ¥
af = [y =s0"=— . . (4.22)
ar 1ei5¥ 0

Na representagao (4.19), a Eq. (4.18) é escrita como

Q, = 2 (1= a)icy (—isoy) = —%is (1—a)o". (4.23)

N —

A escolha (4.19) permite que a equacao de Dirac de quatro componentes (4.6) seja reduzida
a uma equacao espinorial de duas componente devido a invariancia translacional ao longo do
eixo z. Assim, podemos fazer p, = 0.

Agora, vamos incluir as interagdes na equagao de Dirac (4.6). Consideremos o potencial

efetivo [30, 31]

Mwio*® (a-f’)r+%(l+az)2(r)+%(I—UZ)A(T), (4.24)
X(r) = VWir)+Vs(r), (4.25)
A(r)y = WV (r)—Vs(r), (4.26)
onde
Wi(r) = Vi(r)+Va(r)= % +np, T (4.27)

Vs(r) = Si(r)+ Sy (r) = 7752 + g, (4.28)

sao potenciais escalar e vetorial cilindricamente simétricos tipo-Cornell e os ns e 7} s s@o
constantes. O primeiro termo na Eq. (4.24) representa o oscilador de Dirac. Dessa forma, a

equagao de Dirac independente do tempo (4.6) com energia E pode ser escrita como
Hpy = E, (4.29)

onde 9 é um espinor de duas componentes,

1 1
Hp=a - (p—iI' —iMwo’r) —|—§(I+O'Z)E(7’) + i(I—UZ)A(r) +0°M, (4.30)
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¢ o hamiltoniano de Dirac, p = —iV e V = (9/0rt+ (1/ar) 0/0¢@) é o operador gradiente
referente a parte espacial planar na métrica (4.1).

A dinamica da particula é governada pela Eq. (4.29). Em uma primeira investigagao,
podemos assumir que a energia da particula é igual a sua massa de repouso, que pode ser

realizada considerando £ = £M. Para isto, primeiramente escrevemos a Eq. (4.29) na forma

, 0 0 1-—

e " {—ZE +iMwr —is (—z’ar&p) — ’L( 20”10{)} Uy =[E—M =X (r)]vy, (4.31)
, 0 0 1—

etise [_ZE —tMwr +is (_im’ago) — Z< 2ara)} L= [E+ M —A(r)]y,, (4.32)

e assumimos solugoes da forma

" =1 (r) e
Y = = m ' , (4.33)
¥y > ig (r) emre
onde m = 0,+1,+2, 43, ... é o numero quantico de momento angular. A substituicao da Eq.

(4.33) em (4.31) e (4.32) resulta no seguinte sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

acopladas:
LAY — [E-M-% 4.34
(5%—57— wr>gm = [E—-M—=%(7)] fm, (4.34)
d 24 M = |[FE+M-A 4.35
(=g + 5™ = Mor) f = (B4 M= A0 g (4.35)

onde
1

== [m - g(l - a)} , (4.36)
J, zé [m—i—s—i—%(l—a)} . (4.37)

O uso dos superescritos (+,—) nas Eqgs. (4.36) e (4.37) ficard mais claro na préxima segao.
Observe que se fizermos X (1) =0e E=+M ou A(r) =0e E = —M, as solugoes das Eqgs.
(4.34) e (4.35) representam uma solugao particular para o problema, as quais sdo excluidas
do problema de Sturm-Liouville. Em outras palavras, tais solugoes nao fazem parte daquelas
encontradas através da solugao da equagao de segunda ordem obtida da Eq. (4.29). Além disso,
essas consideracoes levam imediatamente ao desacoplamento das equacoes se assumirmos que
nao existem interagoes. Veremos na proxima se¢ao que a impor ¥ (r) = 0 ou A (r) = 0 implica
no limite de simetrias exatas da Eq. (4.29). Tais simetrias sdo conhecidas como simetrias de

spin e pseudo-spin.
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4.1 Solucoes particulares e analise de simetrias de spin
e pseudo-spin

E conhecido na literatura que o limite exato de simetria de spin ocorre quando A (r) =
V (r)—S (r) = 0 enquanto que o limite exato da simetria de pseudospin ocorre quando impomos
que X (r) =V (r)+ 5 (r) = 0 [12]. Como mencionado acima, o superescrito (4) serd usado para
referenciar a simetria de spin e o (—) a simetria de pseudo-spin. Esta notagao sera usado de
agora em diante. Nesses limites, as solucoes se relacionam as componentes superior e inferior
do espinor na Eq. (4.33), respectivamente.

Para obter as solucoes particulares, vamos procurar por solugoes de estado ligado sujeitas

& condicao de normalizacao

/0 T (U + g ()2) rdr = 1, (4.38)

e considerar as condicoes F = +M anunciadas antes.

4.1.1 Simetria de spin exata

Neste caso fazemos A (r) = 0 ! e também assumindo que E = —M nas Eqs. (4.34) e (4.35).

Como resultado, temos

(di ale er) G (1) = =2 [M + Vs (1)) fun (7)., (4.39)
(_d%‘ + SJTOJ‘F - er) fm (r) =0. (4.40)

As solucoes dessa equacgao sao escritas como

) = e, (wa
Gm(r) = 7 exMer® | g (Mw)_%s(‘]‘iﬁ‘:)_% Liape) + a2, (4.42)
com
3 1
L(ape) = e (Mw)2 Ty + 1y (Mw)? Dy + MWl (g, (4.43)

I Depois de impormos os limites da, simetria, por simplicidade, utilizaremos Ne, =No, =TNc €N, =N, =

nL-
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onde

1

Tw = T|3s (J;+Ja),er2], (4.44)
1

Ly = Tgs (J;+Ja)+1,Mw2], (4.45)
-1 + - 1 2

Lo = T3s (Ja+Ja)+§,er , (4.46)

sao as fungdes Gamma incompletas superiores [32], e ay, ay sdo constantes. Vamos discutir as
solugoes (4.41) e (4.42). Ja que e~ 2Mr* hredomina sobre psld para qualquer valor de sJI, a
solugao f,,(r) dada pela equacao Eq. (4.41) converge para r — 0 e r — 0o. Por outro lado,
como as fungdes Gamma incompletas I'( 50 na Eq. (4.43) sempre divergem, entao g,,(r) na

(4.42) s6 ird convergir quando 7 — 0 se a; = 0. Mas, se a; = 0, a funcdo f,,(r) = 0. Logo, a

solucao é escrita como

fm<r) 0 —sJy L Mwr? §= :t17

(4.47)
gm(r) 1 a); = 0.

Como Mw > 0 em (4.47), nao hé valores de sJ, para os quais as fungoes tenham quadrado
integravel. Nesse caso, podemos concluir imediatamente que para a condicao £ = —M e para

a simetria de spin exata, nao temos solugoes de estados ligados.

4.1.2 Simetria de pseudo-spin exata

Neste caso, fazemos 3 (r) = 0 e E = M nas Eqgs. (4.34) e (4.35). Obtemos

(% + s% - er) gm (r) = 0, (4.48)
(=g 375 = Mo ) fu ) = 20M 4+ Ve (]9 (), (1.19)

As solugdes para g,,(r) e f,,(r) sdo dadas por

Fon(F) = by =3 Mer? [bl — by(—Muw)2 e H5) 5T (d e, £)] (4.50)

G () = bor™s7a ezMer® (4.51)

onde b; e by sao constantes, e

[N

F(d,e,f) = MQ(,UF(d) —TNc (—Mw) F(e) — N (—Mw)f F(f), (452)
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(11

F(d) =T 5 - 58 (J(; + J:) ,—MMT2:| s (453)
1

Ie =T —358 (J, +JT) ,—erQ} : (4.54)
1

Ly = T{l=3s (J, +J7) ,—Mw?] : (4.55)

Assim como para o caso da simetria de spin exata, as fun¢oes Gamma incompletas I'¢z . 5 na
Eq. (4.50) sempre divergem, de modo que uma solugao normalizével requer que by = 0. Nesse

caso, a fungao f,,(r) tem quadrado integrével apenas para sJI > 0. A solugao é escrita como

m\T Z
flr) = byptld g Mer : (4.56)

(1) 1 by = 0.

Portanto, podemos dizer que para ¥ = M e limite exato de simetria de pseudospin, o sistema

admite solucoes particulares de estado ligado.

4.2 A equacao de Pauli-Dirac e a analise da simetria de
spin e pseudospin

Afim de investigar a dinamica para E # +M, escolhemos trabalhar com a Eq. (4.29) em

sua forma quadratica. Atuando o operador
a- (pg — il —iMwpPr) + B[M + Vs (r)] + [E — Vi (r)] (4.57)
no hamiltoniano da Eq. 4, obtemos

a - (pg —iT — iMwpr) a - (ps — il' — iMwpBr) + [M + Vs (1)) — [E = Vi (r)]* %

— azdvs—(r) + z‘aldv‘”—(r)] Y = 0. (4.58)
dr dr

Essa equacao pode ser escrita de forma mais explicita como

(1—a)se® 0  (1—a)?
iar? Oy 4o?r?

M Vs ()P — (B — Ve (0 — [

—V%Q/f—

+ M?*w?r*y — 2Mw {02 + 2 [13 -2 (1—a) (7"“} } 0
) tit]

=0, (4.59)

onde V3 = 02 + (1/r)0, + (1/a*r?)d3 é o operador de Laplace-Beltrami da parte espacial da

métrica (4.1). Depois de usarmos a soluc¢ao (4.33) em Eq. (4.59 ), obtemos um sistema de
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equagoes diferenciais de segunda ordem.

_de(r)_}df(?“)Jr 1 [m_5(1_a)]2f(r)+M2w27"2f(7’)

dr? r dr o?r? 2
—2Mw{ = [m— S (1= a)| + 1} £ () + M+ Vs (] £ (1)
—[E=Vy (M f(r) + d% Vs (r) = Vv (r)]g(r) =0, (4.60)

_ 2 ldelr) , 1 [m+s+f(1—a)rg(r)JrMQw%Qg(r)

dr? rodr a’r? 2
—2Mw{Z [m+s+Z(1—a)| =1} g )+ [M+Vs (] g (7)
(B Ve 0P g () + S [V () + Ve (] 7 () = 0. (1.61)

Note que essas duas equacoes sao acopladas pelo iltimo termo em cada uma delas. Veremos a
seguir que essas equagoes podem ser facilmente desacopladas quando impomos as simetrias de

spin e pseudospin [12].

4.2.1 Analise da simetria de spin e pseudospin

Quando consideramos os limites exatos das simetrias de spin (A (r) = 0) e pseudospin
(3 (r) = 0) nas Egs. (4.60)-(4.61), cada componente do espinor satisfaz
Pf() Ldft(r) | (D)
dr? rdr 72

)b )~ (5 £ () =0, (162

Jrr) @t ()

_ L) 1y () el g

_dr2 r dr r2
+ C‘Tg- (") +brg™ (r) — (k7)* g~ (r) =0, (4.63)
(k)" = E* — M? + 2Mw (sJ} + 1), (4.64)
(k) = B? = M? + 2Mw (sJ; — 1), (4.65)
It = é [ - %(1 - a)} , (4.66)
J, :é [m+s+§(1—a)} , (4.67)



ondew = Mw,at =2(M + E)ne,a” =2ns (E— M), bt =2(M + E)n,eb” =2n, (E— M).
As equagoes diferenciais (4.62) e (4.63) podem ser escritas de modo conveniente usando, res-

pectivamente, as seguintes solugoes:
ot
fr(z)= x|‘]‘:r’e_%””26_TLzy+ (z), == or, (4.68)

_x:x‘;e_%Qe_aTy_x,a:: wr, .
g ‘Jl T L o \/_ 4.69

onde y* (z) e y~ () satisfazem

[y (2)]" + P% — 2 — ag] [y* (2)] + [—W + AT - (" + 1)1 y* (z) =0, (4.70)
v~ (@)]"+ {%— — 2 — a;] v~ (@)]'+ [——J_O‘LQZ 20 4 A (1 + 1)} Yy~ (z) =0, (4.71)
AJr — (Oé;f) 4 (k;)Q’ A~ = (ai) T (k;;)Q’ (472)
W= 2|JF|+1, I =2|J ] +1, (4.73)

onde af, = a™/\/w, ag =a” [Vweal =b"/Vw?, a; =b" /V@3. As equagoes (4.70) e (4.71)
sdo do tipo Heun biconfluente [33, 34]

xy”+(1+54—3x—2x2)y'+{(W—Q—Q)x—%[(_5—1-(1—}-54)5}}@:07 (4.74)

que é uma equacao diferencial de segunda ordem linear e homogénea, definida no plano com-

plexo. A solucao dessa equacao é dada por

N (@787:)/7 57 l’) = — - (475)
|
g (I+a), ¢
As solugdes gerais das Eqs. (4.62) e (4.63) sao dadas por
J+ 1.2 at
fH(z) = ¢ el o3~ Fo y+ (2|Jf], o, AT, 208, 7)
ot
+ ¢g gl ] em3et o N (=2|JF|, 0f, A7, 20, 2), (4.76)
g (1) = ¢;al ™ le 3 HoN= (217 ] 0p, A7 200, 2)
+epaPeles P e F e N (2107 ), 00, AL 205, x) . (4.77)
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Depois de inserirmos essa solugao na Eq. (4.74), encontramos (¢ > 0)

Ag =1, (4.78)

A, = % G+5(1+a), (4.79)

Aq+2={<q+1>6+%[6+ﬁ<1+@)}}Aq+1—<q+1>(q+1+6z>[f‘v—2—6c—2q]Aq, (4.80)

. _T@+a+1)
(1+a)q—ma
_ (a+1)(a+2)...(a+q, ¢=1,2,3,... (4581)
1, q=20

A partir da relagao de recorréncia (4.80), a fungao N (64, 8,7, 9; x) se torna um polinomio de

grau n se, e somente se, as duas seguintes solugoes forem impostas
y—2—a=2n n=0,1,2,... (4.82)

An+1 — O, (483)

onde n é um inteiro positivo. Neste caso, o (n + 1)-ésimo coeficiente na expansao da série é um
polinémio de grau n em 0. Quando 0 é uma raiz desse polinomio, o (n + 1)-ésimo coeficiente e
coeficientes subsequentes sao cancelados e a série é truncada, resultando em um polinémio de

grau n para N (64, B,7,9; x) A condigao (4.82) pode ser escrita como
AF=2(1+ |J7])=2n, n=0,1,2,... (4.84)
da qual podemos extrair a seguinte expressao para as energias:

1
(E;;ﬂ)2 — M?* =2Muw [n—i—— ‘m— 3(1 —a)‘ +1}
«

s s
oz ju-0] 1)
Wig ™ 2( a)l +
2
L 2
Ve (E:[m—kM) , (4.85)
1
(E,;m)Q—M2:2Mw{n—k—‘m—i—s—k%(l—a)‘%—l]
a
oM {S[ +s+o(1 )} 1}
—2Mwi—|m+s+-=(1—a)| —
« 2
2
Ui - 2
Ve (Enm—M) . (4.86)
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Nas energias (4.85) (4.86), podemos notar a auséncia do parametro 7. Como mencionado
acima, esse parametro pode ser restaurado usando a condicao (4.83). Assim, as energias serao
expressas em termos de todos os parametros fisicos envolvidos no problema, a saber, a constante
de acoplamento 7. do potencial 1/r, a constante de acoplamento do potencial linear 7;, a
massa da particula M e a frequéncia w. Um fato que deve ficar claro nesta abordagem é que, a
priori, estamos livres para escolher qualquer outro parametro para ser fixado. Aqui, fixamos o
parametro 7. através da frequéncia angular w. Deste modo, vamos passar a identificd-la como
Wnm- Antes usar a condi¢ao (4.83) para fixar o parametro 7., vamos considerar a solugao (4.75)

até a segunda ordem em z da expansao, isto é,

4+ pt 4+ <E, . .AQ Ait ./43: x?
N(Oé 7ﬁ y Y 76 7x>_(1+O[i>0+(1—|—0[i>1x+<1—|—(1/i) 2'+ (487)
com
Ao =1, (4.88)
AT = ; 208 + o T*], (4.89)
+ + | + O‘f + + O‘jLE + ?
AQ = Q7 |:ac + 7J :| + |:ac + 7J :| s (490)
e
(1+ ai)o =1, (4.91)
(1+ = 2|15 +1), (4.92)
(1+ ) 2|5 +1) 23] +2). (4.93)

A equagao (4.87) pode ser escrita como

++ +
_ _ JE+2a
N(—:I: + _+ 5i. ) 1 ay, C
as, 67,0 sx) =1+ —2(2|J§| 1) T

+ + 2
) aF (aé—%%ﬂﬂi)—i— (aé—%%ﬂﬂi) —2nJ4 s (4.9
QT+ 1) 2 +2) v '
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Comecando pelo estado n = 0, temos que Af = 0 na Eq. (4.89). Esta condigao fornece as

seguintes frequéncias relacionadas ao estado fundamental do oscilador de Dirac:

1 n
+ — ___ Lpt 4
Wom 5 UCJ , (4.95a)
L n, .

- —_ 4.
W om Wi 'WCJ , (4.95b)

com a exigéncia de que 1, /1. < 0. As respectivas energias destes estados sao

AM n? (J+)*
+ ¢ 11 1 + 4.
Ef YL + \/ + 10 n?;com , (4.96a)
- AM 7, J-) o
=~ |14+ 1 _— 4.
0om 1+ (J_>2 \/ + AM?2 n%’ OOm ) ( 96b)
onde )
y AM? 2 (J)
G = [”—L sJt — [JH) It - 4 M2] 1+ , 4.97
o = {"_L (s — |7z -2 -1 i MQ} 14 ) (4.98)
om No a a (J_)z 477% )

As energias (4.96) agora dependem de todos os parametros fisicos envolvidos no problema. Nas
figuras (4.1) e (4.2) plotamos o perfil das energias (4.96a) e (4.96b) como fungao do parametro
«. Em ambos os plotes vemos claramente que os niveis de energia da particula e anti-particula
pertencem ao mesmo espectro e, além disso, nao existe nenhum canal que permite a criacao

espontanea de particula e anti-particula, pois nenhuma das linhas do espectro se cruzam.

4.3 Caso n; =0

Voltemos agora para as Egs. (4.70) and (4.71). Quando assumimos 1; = 0, a dinamica
resultante ¢ a de um oscilador de Dirac em duas dimensdes interagindo com um potencial n. /7.

Nesse caso, as solugoes ainda sao dadas em termos das fungoes de Heun,

1,2

f(z)=¢ olEle=32® Nt (2[J5],0, AT, 20, 2)

+ iyl e N (<2 0H],0,A%, 208, 2) (4.99)

G (1) = &l lem3 N7 (2]07],0, A7 205, 7)

+ iyl lem 3 N (<2]J7],0,A7, 205, ). (4.100)
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Figura 4.1: Perfil das energias no limite exato de simetria de spin (Eq. (4.96a)) como funcao
do parametro a. Na Fig. (a) plotamos para s = 1 enquanto na Fig. para s = —1. Em ambas,

assumimos que para M =1, no =1len, = 1.
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Figura 4.2: Perfil das energias no limite exato de simetria de pseudo-spin (Eq. (4.96b)) como
fungao do parametro a. Na Fig. (a) plotamos para s = 1 enquanto na Fig. para s = —1. Em

ambas, assumimos que para M =1, 7, =1en; = 1.

Para este caso particular, usando a condic¢ao (4.82), encontramos as energias

(£5,)7 = M2 = 2M (n+ |JF|) @, — 2MsJ e, (4.101)
(Emn)” = M2 =2M (n+ |J; | +2) @y — 2M 5T 0000 (4.102)

Para a condigdo (4.83), consideramos novamente Afﬂ = 0 para n = 0, e resolvemos para
cg . Com muito menos esforco, podemos verificar diretamente nas Eqs. (4.95a) e (4.95b) que
fazendo 1, = 0, obtemos, respectivamente, wg, = @, = 0 e, neste caso, as energias (4.101)
e (4.102) resultam em &£, = +M. Porém, como mencionado acima, estamos estudamos a

dinamica para particulas com &, # M, e portanto, descartamos tais resultados. Por esse
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motivo, precisamos resolver AF 1 = 0 para n = 1 (o primeiro estado excitado da particula) e

entdo encontramos @7, . Temos

_ 2z (Ef, + M)2

~ +

Dl = p T (4.103)
o (& — M)?

&y, = e (Ein = M)" (4.104)

M J-
Substituindo (4.103)-(4.104) em (4.101)-(4.102) e resolvendo esta equacdes para £, encontra-

1m>

1110S

20 +_ +
L+ 52 (1+J7 —2sJ))

EL = M (particula), (4.105a)
Eiml ) 1— 202 (14 J+ — 25J3)
&0 @ =M (antiparticula). (4.105Db)
(€] o =M (particula), (4.106a)
1+%(J— —2sJ, +5)
_ T- o . ,
(€] @ =~ - M (antiparticula), (4.106D)
1— 52 (J- —2sJ; +5)

onde os indices (1) e (2) referem-se as energias da particula e antiparticula, respectivamente.

. + . + — ~ ~ ~ e s .
Assim como para &, as energias [Elm] @ © [81m] nao sao solugoes aceitaveis. As energias

1)
(a) (b)

15 o 15
[ Y

L =2 m=-2 1]
m=-1 ]

| m=0

_______________________________________________ - m=1

---------- m=2
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.3: Perfil das energias no limite exato de simetria de spin (Eq. (4.105a)) com n;, = 0
como fungao do parametro o. Na Fig. (a) plotamos para s = 1 e na Fig. (b), s = —1. Em

ambas, assumimos M =1en, = 1.

(4.105a) e (4.106b) estdo esquematizadas nas Figs. 4.3 e 4.4, respectivamente. Além das
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Figura 4.4: Perfil das energias no limite exato de simetria de pseudo-spin (Eq. (4.106b)) como
fungao do parametro . Na Fig. (a) plotamos para s = 1 e na Fig. (b), s = —1. Em ambas,

assumimos que para M =1, no =1len, = 1.

caracteristicas presentes nas Figs. (4.1) e (4.2), podemos observar nas Figs. 4.3(a) (quando
o elemento de spin é igual a 1) a presenca de degenerescéncia correspondente aos valores de
m = —2,—1,0,2 e, na Fig. 4.3(b) (quando o elemento de spin é igual a -1), a degenerescéncia

ocorre para m = —2,0,1, 2.

4.4 Caso no =0

Para o caso o = 0, o sistema agora consiste de um oscilador de Dirac interagindo com um

potencial linear, n;r. Neste caso, as solugoes ainda sao dados em termos da func¢ao Heun,

2

+
fM(z)=-¢ wldle=3e® eyt (2]JF|, af, AT,0,2)

at _
+ Co o] g3t e Fe (—2 ‘J;‘,O&Z, AT, O,m) , (4.107)

g (x)=c¢c gl |e=30® o= Fa - (2 |J; ,ar, A_,0,x)
+ Co :U_“]g’e_%ﬁe_%x]\_/_ (—2 |J; car, A0, x) , (4.108)
e as energias sao dadas por
2
(Bfn)” = M2 = 2M& (n+ |JF| =T} +1) = 1 (B + M)’ (4.109)
2
(Brw)” = M? = 2M& (n+ |J; | =sJ; +2) = 515 (B — M) (4.110)
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Note que as energias (4.109)-(4.110) sao idénticas aquelas dadas em Eqs. (4.85) and (4.86).
Contudo, a frequéncia @ nio é a mesma. Da condicao (4.83), consideramos novamente A* 1=0
para n = 0, e resolvemos para (Décm. Para este esse estado em particular, verificamos que nao é
possivel extrair uma solucdo fisicamente aceitével para @3, . Consequentemente este nio é um
estado acessivel para a particula. Por causa disso, precisamos analisar Af 41 = O paran = 1.

Obtemos as frequéncias

. 1 1 _ ok
@, = i [77% (1+ §J+) (Ef, +M) ] , (4.111)
- 1 1.\, - NE
D = 37 {ni (1+§J ) (Ey,, — M) } , (4.112)

e as correspondentes energias sao dadas por

_ 1
(EfLm)2 — M? =2Mw] [n—l— o ‘m— %(1 —a)‘ + 1}

2 —
_QMJJ{Fm{g [m—g(l—a)] +1}—$(Efm+]\4)2’ (4.113)
1m
(E’;m)2 — M? =2Mu] [n—l— é ‘m—l—s—i— g(l — a)‘ + 1}
2
— 2M,, {2 [m—l—s + %(1 — a)} — 1} — ﬁ (Eg, — M)Q, (4.114)
Im

com @i dadas nas Eqs. (4.111) e (4.112). Para este caso particular, tanto a Eq. (4.113)
quanto a Eq. (4.114) apresentam quatro autovalores de energia. Contudo, apenas dois deles
sao fisicamente aceitdveis. Os perfis dessas duas energias sao ilustrados (numericamente) nas
Figs. 4.5 e 4.6, respectivamente. Assim como no caso geral (Figs. (4.1) e (4.2)) podemos ver
nas Figs. 4.5 e 4.6 que os que os niveis de energia da particula e anti-particula pertencem ao

mesmo espectro e nao existe mecanismo de criacao espontanea dessas particulas.

4.5 Potencial n;r =n,/r =0

Nesta segao, discutimos o caso em que ax = by = 0 (ou equivalentemente o% = ajLE = 0) nas
Egs. (4.70) e (4.71). Nesse caso, nao teremos no hamiltoniano de Dirac o termo de Zeeman, que
nos daria a contribuicao de ¢ para a funcao. Entao, com a auséncia da funcao ¢, é sabido que

apenas as solugoes regulares contribuem para as func¢oes de onda de estado ligado. A imposi¢oes

44



157 T S 15 T T T T T T T T T T r
D m=-2 AN . \ ____ m=-2
10F S~ —— 10 e mea
E ~ T = —_ T N By m=0 ]
5;._. — = e A - m=1 5;——;_____;_____ _____________________ - m=1
N m=2 ] = — T == ETE=E me2
fiu T PP TP memrmescmememes = e fw iR — = e P
_5F — R _ £~ [ —
5t ~ - ] S e
-10F / - T -10 Lo
[ - T -
/ / ’,f’ 4
-15 L L - L L -150¢ L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
a a

Figura 4.5: Perfil das energias no limite exato de simetria de spin (Eq. (4.113)) com no = 0
como fungao do parametro o. Na Fig. (a) plotamos para s = 1 e na Fig. (b), s = —1. Em

ambas, assumimos M =1en; = 1.
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Figura 4.6: Perfil das energias no limite exato de simetria de spin (Eq. (4.114)) com no = 0
como fungao do parametro «. Na Fig. (a) plotamos para s = 1 e na Fig. (b), s = —1. Em

ambas, assumimos M =1en; = 1.
acima nos levam diretamente a equacao de Kummer

(F%)" () + (

cuja as solugoes sao

21T +1
X

2x> (F) () + [A*F = 2]JF| +2)] (FF) (x) =0,  (4.115)

fr(z)= ol e=3e® pt (), =+, (4.116)
g (x)= elale=3e* p- (), == or, (4.117)
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onde

1| At
+ _ i Yal =/ + 2
F (a:')—anM(Z—i- 5 4,1+|Ja‘,x)
1 |JH At
+ b, 22193 (5 - % - ,x2) : (4.118)
S 1 |Ja] A e
(1 T A
+ by a2 I <§ - % -1l x2> . (4.119)

Ja que V (r) = S(r) = 0, as simetrias de spin e pseudospin ndo estdo mais presentes, e os
sfmbolos (+) representam apenas as fungoes f* (x), g~ (z) (componentes de ¢ com energias
positivas e negativas, respectivamente) da particula. Uma condigdo necessaria para que Fy ()
seja de quadrado integravel é que no lim, ... F* (z) = 0, o que ¢é satisfeito para

L El A
2 2 4

—n, (4.120)

nm

y L\ 2 LN2
comn =0,1,2,3,..., onde A* = (ki> /Mw e (ki> = ()" — M2 4+ 2Mw (sJE £ 1). Dessa

maneira, os autovalores da Eq. (4.115) sao dados por

(eh,)" = M? = Mw[2n + J; + 1] — 2Mw (sJF + 1), (4.121a)
(rm)’ = M? = Mw2n +J_ +1] — 2Mw (sJ; — 1), (4.121b)

e as funcoes de onda de estado ligado nao-normalizdveis sao

£ (@) = 2l e s M (—n, 1 4 | T, 2?), (4.122)
g (x)= w7 le=32° M (=n, 1+ |J. |, 2°). (4.123)
O perfil das energias (4.121a) e (4.121b) sao plotados nas Figs. 4.7 e 4.8, respectivamente. Na
Fig. 4.7(a), temos uma degenerescéncia correspondente a m = 1 e m = 2 para s = 1 e na Fig.

4.7(b) temos degenerescéncia para m = —2 e m = —1 quando s = —1. Por outro lado, na Fig.

4.8(a), apenas m = —2 é nao-degenerado e na Fig. 4.8(b), apenas m = 2.
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Figura 4.7: Energia versus « para o caso particular quando 1, = no = 0 (Eq. (4.121a)) para

s =1 (Fig. (a)) e s = —1 (Fig. (b)).
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Figura 4.8: Energia versus « para o caso particular quando 7, = no = 0 (Eq. (4.121b)) para

s =1 (Fig. (a)) e s = —1 (Fig. (b)).
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CAPITULO 5

Conclusoes

Neste trabalho analisamos a equacao de Dirac com acoplamentos escalar e vetorial descre-
vendo a dinamica quantica de um oscilador bidimensional de Dirac no espago-tempo da corda
césmica. Consideramos potenciais escalar e vetorial cilindricamente simétricos do tipo Cornell.
Utilizamos um ansatz apropriado e obtivemos um sistema de equacoes diferenciais de primeira
ordem acopladas. Investigamos esse sistema e verificamos que ele admite solugoes particulares
fisicamente aceitaveis, isto, solucoes de estados ligados, apenas no limite exato de simetria de
pseudospin, ¥ = 0 e F = M. Também estudamos a equacao de Dirac na sua forma quadratica,
a qual descarta da sua solugao o modo zero. A equacao de segunda ordem resultante foi também
resolvida levando em conta os limites exatos de simetria de spin e pseudo spin. Usando o mesmo
ansatz da caso anterior, verificamos que a equagao radial é do tipo Heun biconfluente. Estu-
damos a solugao em série dessa equacao bem como seu comportamento assintético no infinito
e na origem e verificamos que foram necessarias duas condicoes para que tal série se tornasse
um polinémio. Dessas condigoes, foi possivel extrair a expressao para os autovalores de energia
do sistema nos limites exatos das simetrias de spin e pseu-dospin. Por causa das complicacoes
apresentadas na tentativa de obter uma expressao que caracterizasse o espectro de energia do
sistema a partir das condicoes que levaram ao truncamento da série de Heun, analisamos apenas
o estado fundamental, n = 0. Plotamos os gréaficos da energia em fungao do parametro a para

s =1es = —1, e constatamos que particula e anti-particula pertencem ao mesmo espectro
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e, além disso, nao existe nenhum canal que permite a criacao dessas particulas. Também fo-
ram analisados alguns casos especiais para este sistema. Primeiro foi analisado o caso em que
em que o potencial linear é nulo, n; = 0., obtivemos o espectro e plotamos como fun¢ao do
parametro o para s = 1 e s = —1. Para esse caso, observamos alguns valores de energia sao
degenerados e também verificamos que nao existe nenhum mecanismo de criagao de particulas
e anti-particulas. No segundo caso especial investigado consideramos 7. = 0. Para este caso, o
espectro de energia encontrado foi semelhante ao caso geral, nao apresentou degenerescéncias e
nenhum mecanismo de criacao de particulas e anti-particulas. No 1ltimo caso especial estudado
consideramos 7;, = 1o = 0. Para essa situacao, os parametros que levavam a equacao de Heun
sao perdidos e a equacao radial resultante foi uma equacao diferencial do tipo Kummer, cuja
solucao foi expressa em termos da funcao hipergeométrica confluente. Obtivemos as solucoes
dessa equacao bem como o espectro de energia. Para este caso, observamos no plote das ener-
gias em funcao do parametro a a presenca de degenerescéncias e também nao foi verificado
nenhum mecanismo de criagao de particulas. Como perspectivas futuras, pretendemos estudar
a partir das energias obtidas neste trabalho o efeito Hall quantico inteiro e também incluir o
termo de Pauli na equacao de Dirac para estudar as possiveis implicagoes fisicas de um campo

elétrico variavel e o momento magnético anémalo no oscilador de Dirac.
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