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Resumo

A dissertagao consiste essencialmente do estudo dos quatérnios, visando generalizar re-
sultados da Anélise Complexa Cléssica, além de fundamentar bases teoéricas para futuras
aplicacoes a Matematica e a Fisica. Para isso, mostramos a estrutura dos quatérnios e
suas propriedades, definimos as principais fungoes quaternionicas, apresentamos relacoes
do tipo Cauchy-Riemann, demonstramos derivadas quaternionicas para uma classe de
fungoes, determinamos resultados a respeito da derivagao de ordem superior e mostramos

a generalizagao da formula integral de Cauchy.

Palavras-chaves: Quatérnios, Generalizacao, Derivadas Quaternionicas.



Abstract

The dissertation consists essentially of the study of quaternions, aiming to generalize
the results of Classical Complex Analysis, as well as to base theoretical bases for future
applications to Mathematics and Physics. For this, we show the structure of the quaternions
and their properties, we define the main quaternionic functions, we present relations of
the type Cauchy-Riemann, we show quaternionic derivatives for a class of functions,
we determine results with respect to the derivation of superior order and we show the

generalization of the Cauchy integral formula.

Keywords: Quaternions, Generalization, Quaternionic Derivatives.
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Introducao

Os quatérnios foram introduzidos por Willian Rowan Hamilton (1805-1865), e
consistem em uma generalizacdo dos niimeros complexos. Precisamente no ano de 1843,
Hamilton iniciou a generalizacao dos nimeros complexos por meio das ternas, que nada mais
sao do que nimeros complexos adicionados com uma terceira parcela, ou seja, nimeros da
forma a+bi+cj. Mas esse estudo nao mostrou-se viavel por conta de problemas existentes na
multiplicacdo dessas ternas ! e com o passar do tempo, Hamilton observou que o problema
das ternas nao podia ser resolvido, assim, a solucao foi determinada com o acréscimo de
uma quarta parcela, o que culminou no surgimento dos quatérnios. Os quatérnios foram
desenvolvidos e as operagoes com nimeros quaternionicos mostraram-se versateis na solugao
de problemas como o da rotacao no espaco, por exemplo. Posteriormente, o surgimento das
fungoes quaternionicas ocorreu de forma natural, e essas fungoes apresentaram analogias
com os casos complexos, sendo tal analogia imprescindivel na generalizacdo das fungoes

exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e hiperbdlicas.

A grande relevancia da teoria de func¢oes complexas, tornou natural o interesse
em pesquisar as generalizagoes dos resultados classicos da Anélise Complexa, que vao
desde a algebra dos ntimeros complexos, até resultados consagrados, como por exemplo,
as condig¢oes de Cauchy-Riemann (como condi¢do necessaria para a analiticidade de uma
funcao complexa) e a férmula integral de Cauchy. Vale ressaltar, que grande parte do
desenvolvimento das generalizacoes da teoria de fungoes complexas para a teoria de fungoes
quaternionicas, deu-se apos a década de trinta, principalmente com os estudos de Rudolph
Fueter (1880 - 1950) e Grigore Moisil (1906 - 1976). Em particular, destacamos Rudolph

Fueter por ser pioneiro na elaboragao do importante conceito de Regularidade.

A Analise Quaternionica, conforme destacado acima, foi originada de resultados
classicos das fungoes de uma variavel complexa, e muitos resultados foram inspirados
naqueles ja consolidados da Analise Complexa Classica. Alguns desses resultados podem
ser citados agora, sao eles: as condi¢oes de Cauchy - Riemann, Teorema da independéncia
do caminho e a férmula integral de Cauchy. Esses resultados terdo destaque ao longo
desse trabalho, pois sdo apresentados sob a perspectiva da Andlise Quaternionica. Re-
centemente, varios trabalhos mostraram essa tendéncia de generalizagao dos resultados
da Andlise Complexa, podemos destacar por exemplo (MACHADO; BORGES, 2002),
(GENTILI; STRUPPA, 2007),(BORGES; FIGUEIREDO; MARAO, 2011) e (XU et al.,
2015), principalmente tratando de derivacao e integragao de fung¢oes quaternionicas. Isso
demonstra que a teoria a ser tratada nessa dissertacao é recente e a expectativa com relacao

a novos resultados ¢é viavel. Desse modo, procuramos mostrar ao longo desse trabalho

1 Para uma leitura mais detalhada, consulte (MORAIS; GEORGIEV; SPROSSIG, 2014)
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alguns resultados relevantes que justificam o que foi anteriormente mencionado.

A derivacao de fungoes quaternionicas foi objeto de estudos recentes, e foi constatado
que os resultados relativos a derivacao dessas fungdes (pelo menos os que foram utilizados
para a realizagao dessa dissertagao) estao diretamente ligados ao fato de a funcao satisfazer
ou nao as condigoes de Cauchy-Riemann generalizadas (como as chamaremos nesse texto).
Assim, a proposta desse trabalho é a de apresentar novos fatos relativos a derivadas de
ordem superior para essas fungoes, bem como caracterizar de forma parcial as fungdes que

possuem essas caracteristicas.

Buscando melhor apresentar os fatos propostos, o trabalho foi dividido da seguinte
forma: no capitulo 1, mostramos defini¢bes e propriedades dos niimeros quaternionicos,
além de definir as principais fungdes quaternidnicas como as exponenciais, logaritmicas,
trigonométricas e hiperbdlicas. O principal objetivo deste capitulo é apresentar os quatérnios
como generalizagao natural dos nimeros complexos. Estendendo os conceitos vistos no
capitulo 1, dedicamos o capitulo 2 para exibirmos um dos conceitos importantes da Analise
Quaternionica, que é o de Regularidade. Em sequéncia, mostramos condicoes de Cauchy-
Riemann generalizadas para fung¢des quaternionicas e finalizamos com a apresentagao
das “derivada” a esquerda e “derivada” a direita de uma fungdo quaternidnica f. Ja no
capitulo 3, trabalhamos com o desenvolvimento das derivadas de ordem superior, avaliando
as consequéncias das condicoes de Cauchy-Riemann generalizadas para tais derivadas.
O resultado principal obtido neste capitulo, estabelece uma importante relacao entre
dois casos especificos de derivacdo em ordem superior, que chamaremos de Caso 1 e
Caso 2. Por fim, o tltimo capitulo serviu para resumirmos (BORGES; FIGUEIREDO;
MARAO, 2011), a fim de mostrarmos a generalizagdo da férmula integral de Cauchy e
caracterizarmos, em termos de integrais, a classe especifica de fungoes quaternionicas
que satisfazem as condicoes de Cauchy-Riemann. Com relagao a forma como foi escrita
esta dissertacao, é valido observar que optamos por um tratamento tao elementar quanto
possivel. Desse modo, esperamos que o leitor aprecie o contetido de tal maneira que possa

l1é-lo sem dificuldades.



13

1 Numeros Quaternidnicos e Funcoes Qua-

ternionicas

A formulacdo de numeros quaternionicos é de fundamental importancia para
a sequéncia logica do texto. Assim, o objetivo do presente capitulo é apresentar os
numeros quaternionicos e em seguida definir algumas fun¢des quaternionicas tais como as
funcgodes exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e hiperbdlicas. Nos basearemos em
(KRAVCHENKO, 2003) para tratar a respeito dos nimeros quaternionicos, e em (MORAIS;
GEORGIEV; SPROSSIG, 2014) para a abordagem sobre as funcdes supracitadas.

1.1 Quatérnios

O conjunto dos quatérnios, denotado pela letra H, é definido como o conjunto
de todas as quadruplas reais ordenadas, ou seja, H = {(qo, ¢1, 42, ¢3) : o, ¢1, 92,93 € R}.
Dessa forma, sao vistos como elementos de R* cuja representacao ¢ uma combinacao linear

dos elementos da base ortonormal {ig, i1, 42,43} Assim,

q = Qolo + Q11 + q2i2 + q3i3. (1.1)

Acima, qg, g1, g2, g3 s@0 nimeros reais e sao chamados componentes do quatérnio q.

A igualdade de dois quatérnios p e ¢ é dada quando estes possuem as mesmas
componentes:

p = q se e somente se pp = q, onde k =0,1,2,3,

enquanto a soma de dois quatérnios p e ¢ é definida adicionando-se as componentes

correspondentes:
3

p+a=_(pr+qr)ir (1.2)

k=0
As configuracoes feitas até aqui nao permitem distinguir os quatérnios dos vetores de R*,
o que ¢ justificado pelo fato de que o conceito propriamente dito de quatérnio comega

1 assim a definicio de multiplicacao

com a definicao da multiplicacdo quaternionica
serd importante para fazer a devida disting¢ao, ja que os quatérnios sao munidos de uma
operacao de multiplicagdo que torna sua algebra peculiar e tnica, além disso tal operagao
nao possui a propriedade comutativa. Antes de defini-la, necessitamos fazer algumas
consideracoes a respeito dos elementos g, i1, %2 € 73. Inicialmente o iy é considerado como a

unidade usual, isto é 7o = 1, os elementos i1, 15 € i3 serao considerados como unidades

L' Um tratamento algébrico pode ser visto em (MACHADO; BORGES, 2002).
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imaginarias, satisfazendo:

il =i =1i3=—1. (1.3)

Os produtos dos diferentes elementos da base sdo definidos da seguinte maneira:

?:1 . ig = —iz . il = ig; (14)
ig'ig = —ig'ig :il; (15)
?:3 . ’il - —il . ’ig = ’ig. (16)

A seguir um esquema que mostra como os produtos ocorrem:

Figura 1 — Esquema dos produtos entre 1,75 € is.

Fonte: compilagao do autor

As igualdades (1.3) a (1.6) nos permitem definir completamente a multiplicacao dos

quatérnios da seguinte forma:

p-q = (polo+ pit1 + paia + psis) - (qoio + qri1 + ol + g3is)
= (Pogo — P1q1 — D292 — P393)io + (P19o + Poqr + P2gs — P3q2)t
+  (P290 + Pog2 + P3q1 — P1g3)iz + (P3qo + Pogs + P1g2 — P2aq1)is. (1.7)

A importante observacdo a ser feita nesse momento é o fato de que a multiplicacdo
quaterniénica nao ¢ comutativa, fato que constatamos observando as relagdes (1.4) a (1.6).
Além disso, é valido ressaltar que o conjunto H dos quatérnios, munido das operagoes de
soma e multiplicacao descritas anteriormente, forma um Anel nao comutativo de divisao.
Veja mais detalhes sobre essa conclusao em (HERSTEIN, 1996).

Além do que foi descrito acima existe uma representacao vetorial para os quatérnios,
3

que é muito utilizada: se ¢ = Z qrix, entao gy (que é a mesma coisa que goio) é chamado de

k=0
3

Parte Escalar de ¢, sendo denotada por Sc(q) e Z qrix € chamado de Parte Vetorial
k=1
de ¢, denotada por Vec(q) ou ¢. Quando ambas as partes do quatérnio forem diferentes de

zero, o chamaremos de quatérnio completo. A representacao acima nos permite afirmar
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que um quatérnio ¢ é descrito como “soma” de uma parte escalar com uma parte vetorial,
sendo representado por:
q=5c(q) +Veclq) =@+ 7

Note que se Sc(q) = 0, entdo ¢ = ¢ e assim chamamos ¢ de quatérnio puro, além disso,
as unidades imaginarias i1, 15 e i3 podem ser identificadas com as coordenadas da base
dos vetores do espaco tridimensional. Logo, com essa identificacdo um vetor de R3 e um
quatérnio puro possuem as mesmas componentes, o que nao implica que sao a mesma
coisa?.

Podemos expressar a multiplicagao quaternionica em termos do produto escalar e

do produto vetorial de R*. Assim, (1.7) passa a ser escrito da seguinte forma:

P q=pogo— < P,q > +pod + Do + [P, 4, (1.8)
em que,
< P, 4 >=p1q1 + p2q2 + P3qs
e
1 2 13
[ﬁa 1 = P11 D2 P3|
1 42 Q3

Utilizando (1.8) podemos estabelecer a seguinte proposigao:

Proposicao 1.1 O produto de dois quatérnios puros p e ¢ € um quatérnio completo, com
ﬁi: - <ﬁvi> +[ﬁ7(ﬂ

Prova. Sejam p e ¢ dois quatérnios puros. A multiplicacao de dois quatérnios nos fornece
que:

P-q="Dpogo— < P,q > +pod + Pgo + [P, q),

logo é imediato que pogp = 0. Mais ainda, py = ¢o = 0 e como p = p'e ¢ = ¢, segue o
resultado. 0

Existem consequéncias imediatas a respeito da Proposigao 1.1, uma delas é que Sc(p-q) =
0 se, e somente se p e ¢ sao ortogonais, a outra é que Vec(p'- ¢) = 0 se, e somente se p'e ¢

sao colineares.

De maneira semelhante ao que ocorre na Analise Complexa Cléssica, é possivel
definir o conjugado de um quatérnio e a norma quaternionica. Assim, dado o quatérnio
q = qo + ¢, chamamos de conjugado de ¢ o quatérnio § = qg — ¢, cujas propriedades sao

dadas pela proposicao a seguir:

2 Os quatérnios possuem uma estrutura multiplicativa prépria, enquanto que R3, nao.
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Proposicao 1.2 Sejam p e q niumeros quaternionicos, entao:

Prova. Para provar a), consideremos o quatérnio ¢ = qo + ¢. Pela definigao de conjugado
7 = qo — (—¢), o que prova o resultado do item a). Para o item b), consideremos agora, os

quatérnios p = py + p e ¢ = qo + ¢ e observemos o seguinte:

p+qg=po+q+ [F+Q. (1.9)

Usando a defini¢ao de conjugado em (1.9), vem:

PFqg = po+qo— P+ Q)
= (po—p)+ (0 — 9
= p+a.

Finalmente, para provar o item c), dados os quatérnios p = py + p e ¢ = qo + ¢, tem-se:

P q=pogo— < P,q > +poq+ Pgo + [P’ q-
Utilizando agora a defini¢do de conjugado no resultado da multiplicagdo anterior, obtém-se:
Pogo— < P,q > —pod — Pqo — [P, q]
= qopo— < ¢, 7> —qoP — qpo + [, P]
= qopo— < —q,—P > +qo(—p) + (=@)po + [, —P]
= q-p.

s
S
|

O

As propriedades vistas na proposicao anterior estabelecem importantes relagdes no que
tange a conjugacao quaternionica. Além disso, permite-nos perceber que podem existir
propriedades que ocorrem de um jeito para o caso complexo, mas que nao ocorrem de forma
semelhante para quatérnios. Para justifificar isso, percebemos que caso complexo é valido
que, se p e ¢ sao numeros complexos, entdo p-q=p-q§ = G - P, j4 no caso quaternionico, o

mesmo nao pode ocorrer pela falta da comutatividade na multiplicagao.

Definida a multiplica¢ao quaternionica e o conjugado de um quatérnio, naturalmente

podemos realizar o produto entre ¢ e ¢ da seguinte forma:

¢T=q+a+a+a=ld> (1.10)
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O numero real obtido acima, representa o quadrado da distancia da origem ao ponto
(qo, q1, g2, q3) no espago euclideano quadridimensional. Vista de outra forma, (1.10) pode

ser.

gl =@+t + a3+ = Vaa (L11)
Assim, temos definida a norma do quatérnio q.

Observacoes:

1. E valido notar que os produtos ¢ - g e g - ¢ sdo iguais. Somente por isso é possivel

definir tal norma;

2. A topologia a ser utilizada nesse texto se refere a essa norma.

A nocao de norma apresentada acima, fornece o necessario para definir o inverso
multiplicativo de um quatérnio ¢, desde que ¢ # 0. Podemos descrever esse ntimero
como segue: B

=L (1.12)
lql?

1

Esse nimero satisfaz gg~' = ¢~ 'q = 1. Por esse motivo é possivel defini-lo como inverso

multiplicativo.

Existem outras importantes defini¢oes e propriedades a respeito de quatérnios que
nao foram tratadas ao longo dessa secao, isso porque desejamos tornar o texto o mais
objetivo possivel. Enfatizamos que a nao apresentacao de tais defini¢oes e propriedades

nao acarreta em prejuizo algum para o texto.

1.2 Funcoes Quaternionicas

A definicao adequada de funcao quaternidnica é o escopo da presente se¢do e um
posterior tratamento das fun¢des exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e hiperbdlicas
é feito. O objetivo com o estudo das fungdes mencionadas é mostrar generalizagoes do

caso complexo.

Definigao 1.1 Seja A C H e g € A uma varidvel da forma q = qoio + q1i1 + Goio + q3i3.
Chama-se de Fungdo quaternionica a funcio f : A — H que faz corresponder cada
q € A em um unico nimero quaternionico u = f(q), ou seja:
f:A—H
q—u=f(q)

A definicao acima permite dar inicio ao estudo das func¢des quaternionicas, co-

mecando especificamente com as fungdes exponenciais e logaritmicas, conforme faremos
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nas proximas subsecgoes. Necessitaremos de alguns resultados que nao estao presentes no
texto, principalmente no que diz respeito ao estudo das séries quaternionicas (defini¢ao
de série, propriedades, convergéncia, convergéncia absoluta, etc.). O leitor pode consultar
(MORAIS; GEORGIEV; SPROSSIG, 2014) para compreender certas afirmagoes que serdo

feitas sobre séries.

1.2.1 Funcdes Exponenciais e Logaritmicas

A definicao da fungdo exponencial quaternionica, carece da definicdo de e?, em que
ook

- q .
q € H. Para tanto, observemos que a série e? := Z — ¢é absolutamente convergente, pois

|
= k!
|| < |q|* para qualquer quatérnio q. Além disso, sabemos que para quaisquer x,y € R, se
z e y comutam, tem-se e”e? = e¥e” = ”7Y. Uma vez que um quatérnio munido somente
da parte escalar (um niimero real) comuta com qualquer outro quatérnio, isto é, se gy € R

e z € H, segue que et = ¢,

Consideremos o nimero ¢ = gy + ¢ = qo + v, onde v é um quatérnio puro. Provemos

a seguinte proposicao:

Proposigao 1.3 Se v € H um quatérnio puro, com 6 = |v|, entao

v sen ¢
e’ =cos f+wv )
0
Prova. Notemos inicialmente que:
V=g~ g — @3 = vl
Segue dai que:
vi= -0 vP=—0%, =0 P=0%, 5=—-65.... (1.13)
L . > ok

Substituindo (1.13) na série e’ = kz_%) 77 Ve

v 02 02 0+ 6w 65
TR T TR TR TR TR
Ov 02 v 6+ v 65
e T2 T3 T e 6

02 gt 6 v(o 6 P
= =gt g-—at ) tala—atat

2 41 6! 0 5!
= cos 6+ gsenﬁ,
o que conclui a demonstracao. O

Portanto, a partir da proposi¢ao anterior, temos finalmente que a exponencial de
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um quatérnio é dada por:

el = elotV = g (cos 0 + %sen 8)
— e(I0+(j: eQO (COS ‘(ﬂ -+ ﬁ] sen |(ﬂ) 3 (114)
q

A partir dai é natural definir a funcao exponencial quaternidnica e” como segue:

el =e® (COS lq] + ﬁsen |(j]> (1.15)

Destacaremos, logo em seguida, algumas propriedades importantes da fung¢ao exponencial

quaternionica. sao elas:

i) e? 0, para todo ¢ € H;
i) e~ 9e? = 1;
iii) (eP)" = e™ paran =0,£1,42, .- (Formula de De Moivre);

iv) Em geral ePe? # P4 a menos que p e ¢ comutem.

Buscando justificar essas propriedades, consideremos dois quatérnio arbitrarios p e gq.
o

o0
observemos que Z Z convergem, pois convergem absolutamente. Note que se p

e ¢ comutam, o produto de Cauchy das séries ® de e? e e nos da:

y il il,zo(jj)pnqk—"

k=0

Em particular, ePe™ = €¥ = 1 para todo p € H assim e? # 0 qualquer que seja p € H,
e isto prova as propriedades ¢) e 7). Por indugao, é possivel provar que (e?)" = e"P,
para qualquer n € Z, o que mostra que 7ii) é verdadeira. Finalmente, para justificar

o item iv), consideremos o exemplo: e™e™2 = (—1)(—1) = 1, e e™¥7™2 = cos (1y/2) +

11\—/;2 sen (1v/2) # 1.

O produto de Cauchy de duas séries infinitas é definido por uma convolucao discreta, como segue:

3

0o 0o (%s) k
(Z ai> Zbi = Z ¢, onde ¢ = Zalbk,l (1.16)
i=0 §=0 k=0 1=0
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Observamos que a propriedade iv) da exponencial no caso quaternionico é diferente
do caso complexo, ja que no conjunto dos complexos a multiplicacdo é comutativa, e
portanto sempre vale que efe? = P9, se p e ¢ forem complexos. O mesmo ocorre com a
periodicidade, pois no caso complexo a exponencial é periddica, enquanto que no caso
dos quatérnios a periodicidade nao é “total”. A seguir é definida a noc¢ao de periodicidade

por eixos e periodicidade total.

Definicao 1.2 consideremos o quatérnio q; tal que suas coordenadas sao todas nulas,
exceto a j-ésima coordenada. Diremos que uma fungdo quaternionica é periodica por
etxros, se existir q; tal que f(p+ q;) = f(p) para todo p € H. O periodo da fungio f serd

Justamente o valor da j-ésima coordenada de g;.

Definig¢ao 1.3 Uma funcio f: A C H — H diz-se totalmente periodica quando eziste
um quatérnio q € H tal que f(p + q) = f(p) para todo p € H, independentemente do eixo

do espago quadridimensional.

Note que a funcao exponencial nao satisfaz a condi¢do imposta na Definicao 1.3. Assim,
s6 conseguimos a periodicidade através da periodicidade por eixos. Para ficar mais claro,

observemos que dados os quatérnios p e ¢;, com j = 2, 3,4, em que:
42 = <07 27T7070)7 q3 = (070727T70>7 € g4 = (OJ 070727T>7

temos que e?' = e¢” = % = 1. Note que, se p e ¢; comutam, entao e’™% = ePe¥ = -1 = P,
para j = 2, 3,4. Isso mostra que a func¢ao exponencial quaternionica é peridédica por eixos,

e geometricamente possui uma regido fundamental em R?, que é dada pelo conjunto:
F={u,up,us €R®: -7 < ; <7, comi=1,23}

E notoério observarmos que a regiao apresentada no conjunto F', acima definido, trata-
se de um cubo no espago tridimensional, e acham-se ali, todos os possiveis valores de
e?, em que ¢ € H. Logo em seguida, mostramos a figura que representa a regiao do referido

conjunto:

Buscando apresentar uma boa definicao para o logaritmo quaternionico, considere-
mos o quatérnio ¢ = qo + ¢, de modo que || = 1. E facil perceber que ¢2 + |G]*> = 1, assim
existe um tnico 0 € [0, 7| tal que cos 6 = ¢y e sen @ = |G]. Portanto, podemos escrever o
quatérnio ¢ como segue:

q = cos 0 + sen, (1.17)

—

@

em que U =
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Figura 2 — Representagao geométrica do conjunto F'.

I
|
l
|
|
I

Fonte: compilagao do autor

A partir disso, é possivel dar a representacao para um quatérnio g qualquer, da seguinte
forma:
q = |q](cos 6 + isenh), (1.18)

—

L g _ do
com i = — e § = arccos —

4] lal

Observacgao: note que arccos B + 27n = arccos b paran =0,+1,+2,---.

lq g

Vimos em (1.14) uma forma de escrever a exponencial quaternionica para todo

q € H. Em particular, se ¢ = ¢ obtemos:

e = ¢ <COS |q] + L sen |cﬂ> . (1.19)
4]
Note que ¢ = |({,||c_ﬂ, e pondo i = |(i| e 0 = |q], é imediato que ¢ = 4@ 6. Logo, utilizando
q q
(1.17), vem:
@0 _ 0 - -0 -
eV =el = €’ |cos |u9|+u§sen|u9|
= ¢%(cos 0 + iisen )
= cos 0+ Usend. (1.20)

Encaramos (1.19) como a férmula de Euler generalizada.

As consideragbes acima, dadas fornecem condigoes para definir o logaritmo quater-
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niénico, mas inicialmente vamos considerar o caso em que |q| = 1:

In(q) In(cos 6 + wsen )

n(eﬁﬁ)

_— (1.21)

—

O logaritmo de um quatérnio unitario é um quatérnio puro, e por extensao, se ¢ é um

quatérnio qualquer, segue imediatamente:

In(g) = In <|Q||Z|>

= In|q|+1In a
|4l
= In|q|+u¥d
= Inlg|+u (arccos |qo| + 27m> . (1.22)
q

Portanto, a fungao logaritimica quaterniénica(fungdo multivalente) In(q) é definida

por:

In |q| +u <arccos ’qo| + 27m> , sel|ql #0,
q

In [qol, se |gl=0

In(q) = (1.23)

Observa-se, de imediato, a partir da defini¢ao de In(q), que a fungao logaritmica é
totalmente periddica, o que ndo ocorre com a fungao exponencial, como visto antes. Isto
implica que In(q) e e? serdo inversas uma da outra somente na regiao fundamental, ou seja:
el"@ = g e Ln(e?) = ¢q para todo ¢ € H \ {0}, onde Ln(q) representa o valor principal

da funcao logaritmica. Este valor principal é dado por:

Ln(q) = In |q| 4+ « arccos <|C]qo> :

Note que a condicao de g pertencer a regiao fundamental é imprescindivel, pois dado o
quatérnio ¢ = miz, é notério o fato de que ¢ nao pertence a regiao fundamental, pois,
(@) = jaelI™l = iy mas Ln(e™#) = Ln(—1) = 0. Este exemplo mostra que, em geral,

nao vale a inversao entre essas fungoes.

Passemos a verificar algumas propriedades importantes do valor principal da funcao

logaritmica, em destaque:

i) Ln(1) = 0,Ln(s;) = gil,Ln(ig) = gzg, Ln(is) = gig;
it) Ln(pq) # Ln(p) + Ln(g) em geral, a menos que p e ¢ comutem;

7’”) Ln(qn) = nLn<q)7 para n = 07 :i:la :i:2, Ty
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iv) Se |q| > 1, entao |Ln(q)| < |¢| — 1+ .

Para a verificagao de i) basta usar a definicdo dada para fun¢ao logaritmica. Para i),
0
considere o exemplo em que p = i1 € ¢ = iy. observe que Ln(i1iy) = In(iz) = 52'3, mas
T
Ln(i1) + Ln(iy) = 5(21 +1i5). Aplicando indugéao, chegamos na validade de éii). Finalmente,
para provar v), usemos a definicdo como segue

|ILn(q)| = |In|q| + @ arccos <|qo> | < |In]q|| + | arccos <|C]0> |
1 q

= |14 In|q| — 1| 4 |& arccos (ﬁ) |
q

< g -1+

As generalizagoes feitas para a funcao logaritmica podem também ser introduzidas
através de coordenadas esféricas, o que em muitas situagoes é mais conveniente do
modo como foi tratado nesse trabalho. Para mais detalhes a respeito dessa abordagem

consulte (MARAO, 2007) e (MARICATO, 2005).

1.2.2 Funcdes Trigonométricas e Hiperbdlicas

Apresentamos ao longo desta secao as definicdes das fung¢oes quaternionicas trigo-

nométricas e hiperbodlicas, além disso, estabelecemos algumas propriedades destas fungoes.

E sabido que para um dado t € R podemos representar ¢! em termos da série

. ootk t2 t3 t4 t5
6:§H:I+t+j+§+@+a+~-. (1.24)

—

Motivados por (1.24), consideremos os quatérnios p e u, em que u = @ = |Zi| Substituindo
p

t, por pu, é imediato que:

i o ()" L (pu)? () | (pa)t | (pa)®
pi _ - 1
P Dy TR Ty T T
2 3 4 5
_ s P _ P PP o
= 1+pu o 3!u+4!+5!u+ : (1.25)
Além disso,
e (DR o (pa)* (pu)* | (pa)t (pa)®
P _ - 1- _ _
2y v L T I T T
2 3 4 5
S Y7 Sy S i SV b R (1.26)

21 3! 4! 5!

Observe que por (1.25) e (1.26) temos a seguinte conclusao:
1 . "
I pu —pu) .
cos (p) = 2(6 +e ),

sen (p) = —;ﬁ (epﬁ - e‘pﬁ) :



Capitulo 1. Numeros Quaternionicos e Fungdes Quaternionicas 24

Feitas essas consideragoes, cabe agora definir a funcao seno e cosseno, como segue:

— 3 (e — ), se |p] #0,
Sen (pO)a se |]51 - 07

sen (p) = (1.27)

% (epﬂ + e‘pﬁ> , se|pl #£0,
cos (po), se |p] = 0.

cos (p) = (1.28)

Percebe-se que, de fato, as definigoes das fungoes seno e cosseno sao generalizagoes naturais
do caso complexo, desse modo, é valido a analise de algumas propriedades, como por
exemplo, se as fungdes sdo pares ou impares, que sabemos valer imediatamente, além disso,
provaremos a proposicao a seguir, que sugere que a relagdo trigonométrica fundamental

também é valida dentro desse contexto.

Proposicao 1.4 Sejam sen (p) e cos (p) fungoes trigonométricas do tipo quaternionico.
Entao
sen” (p) + cos® (p) = 1.

Prova. Se |p] = 0, por definigao, sen (p) = sen (py) e cos (p) = cos (py), logo o resultado é

trivial, pois py é um niimero real. Suponha entao que |p] # 0, devemos verificar que

e e o

De fato, desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade anterior, tem-se

_i <€2pﬂ_2+€—pa‘) +i(62pﬁ+2_’_e—pﬁ) _ _i (€2pﬁ_2_6—2pﬂ_62pﬁ_2_6_2p71‘)
1 1
- 273
= 1
]

esar de parecer que todas as propriedades validas para complexos irao também valer
A d tod dad lid 1 tamb 1

para os quatérnios, é necessario ter certo cuidado, pois em geral, as fungoes trigonométricas
quaternionicas deixam de satisfazer o seno da soma e diferenca e o cosseno da soma e

diferenca, isto é:

sen (p)cos (q) % cos (p)sen (q);
cos (p)cos (q) £ sen (p)sen (q),

sen(p£q) #
cos(p£q) #
ocorrerd a igualdade somente no caso em que p e ¢ comutam. Para validar essa afirmacao,
tomemos como exemplo p = 7; e ¢ = i5. Note que,

o 11+ 12 . ‘ . . .
sen (i1+1iy) = 7 senh (v/2) # (i4iy)senh (1) cosh (1) = sen (i1) cos (ia)-+cos (i )sen (iz).




Capitulo 1. Numeros Quaternionicos e Fungdes Quaternionicas 25

Além dessa propriedade, vale perceber que enquanto |sen (t)] <1 e |cos ()| < 1 para todo
t real, o mesmo nao se pode concluir para quatérnios, pois |sen (i1 +i2)| = 1.935 > 1 e
| cos (i1 +i2)| ~ 2.178 > 1.

Com base nas defini¢bes dadas para as funcoes seno e cosseno podemos naturalmente
definir as demais fungoes trigonométricas: tangente, secante, cotangente e cossecante. Dado
peH\ {(”T“) m:n=0,%1,£2,--- } da seguinte forma:

tel) =S e sl = s (1.20)

que sdo chamadas fungoes tangente e secante quaternidnicas. Assim, dado p € H \

{nm:n=0,+1,42 ---} as fungoes definidas por

cos (p) 1
sen (p) e cossec(p) = e ()’

cotg (p) = (1.30)

sao chamadas fungoes cotagente e cossecante quaternionicas, respectivamente.

Conforme visto anteriormente, certas propriedades ndo podem ser generalizadas do
caso complexo para o caso quaternionico. Pela Defini¢ao 1.3, que fundamenta periodici-
dade total, concluiremos que as fungoes trigonométricas nao sao totalmente peridédicas, pelo
fato de serem definidas em termos da exponencial, no entanto gozarao da periodicidade

por eixos.

De maneira similar ao que foi feito para definir as fun¢oes quaternidnicas seno
e cosseno, faremos as defini¢oes das funcées hiperbdlicas, assim considere t € R e

relembre que

oo 42k+1 oo 42k
senh (¢) = kz::om e cosh(t) = kgo oLk (1.31)
Além disso, por (1.24), dado p € H, temos:
ep:lg]]:;:1+p+]j+§+~~
© o (—1)k 2 3

k=0

Percebe-se sem muita dificuldade o seguinte:

e? —e P = 2senh(p);
e’ +e P = 2cosh(p).

Logo, naturalmente podemos definir as fungoes senh (p) e cosh (p) por:

P _ o7 P P —-Pp
senh (p) = S ¢ cosh (p) = 6+26

; (1.32)
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Analogo as fungdes quaternionicas sen e cos, temos propriedades generalizadas que
sao validas para as hiperbdlicas quaternionicas, como por exemplo, o fato de —senh (p) =
senh (—p) e cosh (p) = cosh (—p). Além disso, percebemos que vale também cosh® (p) —
senh? (p) = 1. A demonstracao desse fato é feita utilizando a definigao e verificando que,
de fato, vale a identidade. J4 o seno hiperbdlico da soma e diferenga e cosseno hiperbdlico

da soma e diferenga nao valem, isto é:

senh (p+q) # senh (p)cosh (¢) + cosh (p)senh (q);
cosh (p£¢q) # cosh(p)cosh (¢) = senh (p)senh (g).

A igualdade ocorrerd somente no caso em que p e ¢ comutam e para justificar, tomemos

como exemplo p = i; e ¢ = —io. Note que,

(i1 —ia)

V2

A partir de (1.32) é possivel definir as demais funcoes hiperbélicas: tangente,

senh (i;—1iy) = sen (V/2) # (i1—is) cos (1)sen (1) = senh (i1) cosh (i5)—cosh (i1 )senh (i3).

secante, cotangente e cossecante. Dado p € H \ {(n + %) 71'% n=0,+1,%£2,--- }, as

fungoes definidas por:

_ senh (p) 1

tgh(p) = ———= e sech(p) =

o (o) (1.33)

cosh (p)

sao chamadas fungoes tagente e secante hiperbdlicas quaternionicas. Agora, para definir
as demais fungoes, dado p € H \ {mr% n=0,£1,£2,--- }, as fungoes definidas por:
cosh (p) 1

cotgh (p) = ————= e cossech (p) =

—0 (1.34)

senh (p)
sao chamadas fungoes cotagente e cossecante hiperbdlicas quaternidnicas.

Discutiremos a seguir importantes relagoes entre as fungoes quaternionicas trigono-
métricas e hiperbédlicas. Relembre que, dado p = p, com |p] # 0:

—

P
Pl

A fim de determinar relagoes entre as hiperbodlicas e trigonométricas, observemos o seguinte:

e*P = cos |p] £ @sen|p], onde @ =

1, - s 1
senh (p) = 5 (ep - 6_p> = 3 (cos |p] + wsen |p] — cos |p] + wWsen |p])
1
= 29
5 2sen 1P
= sen |p],

e portanto concluimos:
senh (p) = sen |p]. (1.35)
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Além disso,

~ s 1
cosh (p) = (ep + e_p) =5 (cos |p] 4+ wsen |p] + cos |p] — i sen |p])

N | —

1
= =2
52 cos Pl

= cos |pl,

logo,
cosh (p) = cos |p]. (1.36)

A partir de (1.35) e (1.36), podemos determinar outras relagoes. A saber:

senh (p) = senh (py + p) = senh (pg) cos (|p]) + cosh (pg)sen (|p]), (1.37)

cosh (p) = cosh (pg + p) = cosh (po) cos (|p]) — senh (po)sen (|p]). (1.38)

Existem diversos tipos de fungoes quaternidnicas que nao foram mencionadas
nesse trabalho, pois pensamos em expor somente as fun¢des mais importantes dentro
da teoria, além de mostrar as propriedades essenciais destas. O leitor interessado em
estudar detalhadamente as fungdes quaternionicas pode consultar (MORAIS; GEORGIEV;
SPROSSIG, 2014).
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2 Regularidade e Derivada das Funcoes Qua-

ternionicas

As fungbes analiticas estudadas em Andlise Complexa possuem um papel fundamen-
tal na teoria de fungdes complexas, pois formam um conjunto nao trivial com importantes
propriedades. Dentro desse contexto, falar em funcao analitica é o mesmo que afirmar que

a funcao pode ser desenvolvida em série de poténcias.

No caso quaternionico, as fungoes f : A C H — H que podem ser desenvolvidas
em série de poténcias s@o as mesmas quando vistas como aplicagoes, que podem ser
desenvolvidas em série de poténcias, de R* em R* (SUDBERY, 1979). Desse modo, o
estudo das séries de poténcias quaternionicas em nada ajuda quando se procura um
conjunto de fungoes quaternidonicas que desempenhe para o conjunto dos quatérnios o

mesmo papel que as fungoes analiticas possuem para a Anélise Complexa.

A necessidade de uma outra abordagem para conseguir uma generalizagao a respeito
da analiticidade tornou-se essencial, e precisamente em 1934, R. Fueter encontrou uma
maneira de definir um conjunto de fung¢des sobre o qual pode-se desenvolver a teoria de
fungdes quaternionicas de forma andaloga a teoria de fung¢oes complexas. Tal conjunto de

fungoes é conhecido como conjunto das fungoes regulares.

Apresentaremos nesse capitulo a definicdo de regularidade de fungoes quaternionicas
devida a R. Fueter, e vale ressaltar que a definicao a ser dada ainda apresenta lacunas
(existem fungoes lineares que nao sao regulares), e trabalhos recentes mostraram como

atender uma demanda maior de fungdes, como (XU et al., 2015), por exemplo.

Como mencionado, alguns trabalhos publicados recentemente procuraram contribuir
com o desenvolvimento dessa nocao de regularidade. Em particular, utilizamos o artigo
(MACHADO; BORGES, 2002), que se ocupa com uma classe de fungdes que satisfazem
condigbes especiais (um tipo de regularidade para tal classe especifica de fungoes). Tais

condi¢oes serao denominadas condicoes de Cauchy-Riemann Generalizadas.

2.1 Regularidade

As préximas definigdes seguem fielmente a de (FUETER, 1934) para fungoes
regulares. Tal defini¢do é imprescindivel para o desenvolvimento légico da teoria de fung¢oes

quaternionicas.

Definicao 2.1 Seja f = fo+ i1 f1 +iafo +13f3 uma funcdo quaternionica. Dizemos que f

¢ Regular a esquerda quando as suas fungoes coordenadas f, : R* = R,k =0,1,2,3 sdo



Capitulo 2. Regularidade e Derivada das Fungdes Quaternionicas 29

parcialmente diferencidveis em relacao das variaveis qi, k = 0,1,2,3 e satisfaz a sequinte

relacdo:

Ofr [ 0fo  Ofs Ofr _

dqo oq 0q> 0qs B
of _0fs  Of  Ofi _

dqo oq 0z g3 B
Ok 0 O, Of _

Ao O Og  Dgs

(2.1)

Definicao 2.2 Seja f = fo+ i1 f1 +iafo +13f3 uma fungdo quaternionica. Dizemos que f
¢ Regular a direita quando as suas funcoes coordenadas fi, : R* = R,k =0,1,2,3 sdo

parcialmente diferencidveis em relacdao as varidveis qi, k = 0,1,2,3 e satisfaz a sequinte

relacdo:
oh _0f _0f 0f
00  Oqu  0Oqa  Ogs ’
of Ok Ok 0fi_,
dq0  Oq1  Jg2  Jg3 ’ (2.2)
of  0fs 0f _0h _, '
00 Oq1  Oq2 g3 7
fs 90f2 [ Ofi  0Ofo
a5t s+ 5—=0
00 I Iz Ogs
- o : .0 .0 .0
Utilizando uma forma mais simples, podemos definir o operador I' = — 414y — + 10— + 13—

4o il a2 a3
e reescrever a regularidade a esquerda, quando o operador Gama encontra-se operando a

esquerda da fungao f, isto é:

I'f=0 (2.3)

Da mesma forma, podemos reescrever a regularidade a direita, quando o operador Gama

encontra-se operando a direita da funcao f, isto é:

fT =0. (2.4)

Certas fung¢oes quaternionicas podem simplesmente ser regulares a esquerda ou a
direita, no entanto, podem também existir fungoes que irdo satisfazer ambas as condigoes, e
quando este for o caso, diremos que as func¢oes sao Regulares. Nao ¢ dificil exibir exemplos
de funcoes regulares, mas vale ressaltar algo importante, que é o fato de uma funcao

quaternionica simples como f(q) = ¢ ndo ser regular. Em geral, dado k € N, f(¢q) = ¢*
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jamais ira satisfazer as equagoes acima, nunca sendo, portanto, regular. Apesar disso, a
definicao de regularidade que foi dada ¢é til o suficiente para atender uma rica quantidade

de fungoes (FUETER, 1934). A seguir veremos alguns exemplos de fungoes regulares:

FExemplos.

1. Mostraremos que a fungao quaternioénica f(q) = ¢ nao é regular no sentido de Fueter.

Para isso, basta mostrarmos que ela nao é regular a esquerda. De fato,

Ff:ﬂ+i1g+igg+i3g:1—l—l—1:—27é0.
qo q1 q2 q3

Poderiamos provar que essa fungao também nao é regular a direita da seguinte formas:

fF:g—i-gil—l-giz—i-gig:1—1—1—1:—27&0.
qo qQ1 q2 q3

Temos assim um exemplo de funcao que nao é regular nem a esquerda nem a direita.

2. Escolha j € {1,2,3}. Uma forma simples de criar fung¢oes regulares é considerar
fungoes holomorfas f(qo + i;q;) na variavel z = gy + ¢,;¢;. Entdao f ndo depende das
outras duas varidveis e satisfaz claramente as equagoes (2.1) e (2.2), isto é, I'f =0 e
fI'=0.

2
3
3. Escolha w € R3, |w| = 1. Observemos que (Z ijwj) =—1.Se

j=1

3
f(2) = folqo,t) + Zijwjﬂ(%;t), em que z = ¢o + t,
=1

é uma funcao holomorfa em z, entao,
3 3 3
F(q) = fo |90, >_wiq; | + D t5wifi | g0, > wiqs | »
j=1 j=1 j=1

Satisfaz a equagao I'f =0 (ou fI' = 0), em seu dominio de definigao.

4. Existe uma maneira de gerar fungoes regulares que foi criada por R. Fueter, e
corresponde a uma fonte de valiosos exemplos de fungoes regulares. Consideremos as

fungoes do tipo fr = A(¢*), k € Z em que

A" = -4k * g + (k= Dg g2+ (k—2)g " q 3+ +q7% ")

Em particular, para £ = —1 temos a seguinte funcao:

-1 —
_ q q
Al =42 =42
(@) |q|? lq|*
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Definimos a fun¢ao E por,

-1 _
q q
Blg)=4L_ =41
& gl gl
Esta fungao é regular a esquerda e a direita em R\ {0},ou seja, 'E' = E'T = 0. Para
uma demonstracao veja (BURES; LAVICKA; SOUCEK, 2009)

Existem atualmente uma quantidade significativa de trabalhos que buscam complemen-
tar essa nocao de regularidade do ponto de vista de Fueter, podemos citar (GENTILI;
STRUPPA, 2007), (LEO; ROTELLI, 2003) e (XU et al., 2015), por exemplo. Para mais
detalhes sobre propriedades a respeito da definicao de regularidade supracitada veja
(FUETER, 1934).

Dentro das possibilidades, nos ocuparemos de fungoes que satisfazem um sistema
de relacoes denominadas condigcoes de Cauchy-Riemann generalizadas, que permitird o

desenvolvimento de “derivadas” das fungoes quaternionicas.

2.2 Condicoes de Cauchy-Riemann Generalizadas e Derivadas Qua-

ternionicas

A diferenciacao de fun¢des complexas depende exclusivamente de que as derivadas
parciais de uma funcdo f cumpram certas relagoes de compatibilidade, relagoes estas
conhecidas como condig¢oes de Cauchy-Riemann. Como veremos, nao ¢ diferente quando
se trata de func¢des quaternionicas, porém, ha de se ter certo cuidado devido a falta
de comutatividade do anel dos quatérnios, pois conforme analisaremos, implicara no
desenvolvimento de dois tipos de derivadas: derivada a esquerda e derivada a direita, cada
uma dependendo da existéncia de fungoes satisfazendo as condigoes de Cauchy-Riemann

generalizadas que mostraremos.

Considere uma funcao f : H — H, isto é,

f(q0, 01,92, a3) = fo(qo, 1, @2, 43) +91.f1(q0, @1, 42, G3)
+ia fo(qo, q1, G2, q3) + i3 f3(q0, @1, @2, G3)

em que f; : R* = R sdo funcoes coordenadas com valores reais. A varidvel quaternionica

sera denotada por ¢, onde,

q = Qo+ 11q1 + 12q2 + 13G3.

As relacoes entre as unidades imaginarias i1, 5 e i3 permitem dar uma definicdo formal de
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/ fdq e / dqf (note que tratam-se de integrais diferentes). Temos assim que:

/Mmz/mﬁmﬁ+@ﬁ+@mu%+mm+@@rmﬂ@
_ / (fodgo — frdqy — fodgo — f3dgs)
+ir [(fidao + foday — fodas + fadas)
iy / (fadgo + fadqy + fodgz — frdgs)

+is [(fadao — foday + fidas + fodas) (2.5)

/dqf = /(dqo +irdgy + indgy + isdgs)(fo + info + infa + isfs)
:‘ﬂ@m—@m—mm—@m)
+iy / (dgofy + dai fo + dgafs — dgs fs)
Ty /(dq0f2 —dq, f3 + dga fo + dgs f1)
+is / (dgofs — dg1 f2 + dgz f1 + dags fo)- (2.6)

Tais integrais podem ser encaradas como integrais indefinidas para a Analise Quaternionica.
Dessa forma, o que surge do lado direito de cada integral acima definida, é uma funcao
(primitiva quaternionica). Por exemplo, se queremos calcular / fdq, em que f é uma

fungdo quaternionica e f(q) = qo + 110 + i20 + i30, teremos como resultado:

2
/qu:/QOdQOZEO‘i‘Ca

em que ¢ é uma constante real.

Necessitamos agora dar a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3 Seja ) um dominio aberto conexo. Dizemos que §) é simplesmente conexo

se o interior de qualquer contorno contido em €}, esta contido em ().

Observacao: em palavras menos formais, um dominio simplesmente conexo nao apresenta

“buracos”.

Supondo inicialmente que as funcoes coordenadas f, : R* = R, k = 0,1,2, 3,
satisfazem os requisitos para a existéncia de todas as integrais dadas em (2.5) e (2.6) e
dado um caminho que vai do ponto a = (ay, az, as,ay) até o ponto b = (by, by, b3, by) em
um dominio simplesmente conexo do espaco quadridimensional, veremos que as integrais
/ ' fdqge / ' dqf independem do caminho de integragao sob certas condi¢des (MACHADO;
BORGES, 2002).
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Teorema 2.1 Para quaisquer par de pontos a e b e qualquer caminho unindo-os em

b
um dominio simplesmente conexo do espaco quadridimensional, a integral / fdq sobre
a

o anel dos quatérnios, ¢ independente do caminho se e somente se existe uma fungdo

b
F = Fy+ i1 Fy + ioFy + i3 F5 tal que / fdq = F(b) — F(a) e satisfazendo as seguintes

relagoes:

oFy OF, 0F, O0F; 0Fy 0F oF,

0F;3

dgp  Oq  Og Ogs | g0 O gz Ogo’
OF,  OF,  OF OF,  OF, 0F _ OF _ OF,

dqo gy dgs  Oq dqo  Ogs 0q2

Prova. De acordo com (2.5), a integral de f ao longo de a até b é escrita como,

/qu _ /(fo iy fy +idafa +isfs)(dgo + irdgy + iadgs + iadgs)
= [ Undao — frday — fadaz — fodas)
+i / (fidgo + fodq — fadgs + fadgs)
+@/Yﬁd%—kﬁdm—%ﬁﬂ%-—ﬁd%)

+i3 /(f3dCJ0 — fodgy + frdgs + fodgs),

e independe do caminho desde que

b b b
[ gda= [dF = [ d(Fy +isFy 4 iaFy + isFy) = F(b) — Fla),

oq

para uma certa funcao F'. Supondo entdao que a funcao F' existe, temos que as diferenciais

totais de suas fungoes coordenadas sao dadas por:

5Fo 8F0 8F0 aFQ
dF) = ——dgy + ——dg) + ——dgy + ——d
1 e qo s q1 Ers q2 945 q3
= fodgo — fidq1 — fadgs — f3dgs,
6F1 8F1 8F1 aFl
dF) = ——dgy + ——dg + ——dg + ——d
1 s qo s q1 s q2 945 q3
= fodq, + fidqgo — fodqs — f3dqo,
0F2 8F2 0F2 8F2
dF) = ——2dgy + ——dq) + ——dgy + ——d
1 8(10 qo 3(]1 q1 8q2 q2 8(13 q3
= fodgs — fadqo — fidgs — fsdqi,
OF: oF. OF: oF.
dFy = = dgy + =—dgy + —>dgy + = dgs
Jqo oq g2 dqs

= fodgs + fsdq: + fodgi + frdgs
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e as relagoes do Teorema 2.1 sao imediatas:

R _OR _0F _ O
0 dqo oq dqa dqs 7

_OR 9F,  OF, OF

P00 T 00 w0
poOB_ 0K __OF _OR
> Bgo dqo dqs  Oqi’
s ory  0Fy or, or,
OB 0% __OR__

0qo dqs gy oq '
O

Teorema 2.2 Para quaisquer par de pontos a e b e qualquer caminho unindo-os em
um dominio siplesmente conexo do espaco quadridimensional, a integral /b dqf sobre
o anel dos quatérnios, € independente do caminho se e somente se existe wma fungdo
G = Gy + 101Gy + i9Go + i3G5 tal que /b fdg = G(b) — G(a) e satisfazendo as sequintes
relagoes: ¢

0Gy 0G; 0G, 0Gjs oG, 0Gy 090Gy 0G3

8(10 B 5Q1 - 6’612 - 3(]3 7 3(]0 __8(]1 - aQ:a __37%’
8G2__8G0__8G1 _ 0Gs 8G3__8G0_6G1 __@ (2.8)
dqo ol dgs O Oqo dgs  Oge oq1 ’

Prova. A demonstracao desse teorema é feita usando passos semelhantes ao teorema

anterior. 0

Vale ressaltar a importéncia das relagbes obtidas em (2.7) e (2.8), pois elas se caracterizam
dentro dessa teoria como um analogo as relagoes de Cauchy-Riemann na teoria de fungoes
complexas. Dentro do nosso contexto elas se chamarao condigcoes de Cauchy-Riemann
generalizadas. E vélido observar que as condigoes obtidas no Teorema 2.1 e no Teorema
2.2 nao sao as mesmas, logo, quando se diz que uma func¢do quaternionica f satisfaz as
condicoes de Cauchy-Riemann generalizadas, deve-se especificar a qual grupo de condigoes
estamos nos referindo, se é (2.7) ou (2.8). No entanto, podem existir fun¢oes que irdo
satisfazer ambas as condigoes. Isso proporciona uma discussao semelhante aquela vista

sobre regularidade.

Em muitos problemas, a derivada de uma funcao é conhecida e o objetivo é encontrar
a propria fungdo. Com esse intuito iremos definir dois tipos de derivada, derivada a
esquerda e derivada a direita. Iremos assumir que a funcao f satisfaz as seguintes

condigoes:

fo _0fi _0fr _Ofs Ofi _ Ofo _ Ofs Ofs

dg O dg gz T Oqo g Ogz  Ogp
Ofs _ 0fo _0fi _ Ofs ofs _ 0fo _ 0h _0f

= = = , = — = ) 2.9
9qo 0qo 0qs oq 0qo 0qs 0qo oq ( )
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Note que essas condigbes sdo as mesmas vistas em (2.7).

Considere uma fungao [(q) definida em termos das derivadas parciais de f por:

1<3h Of | 3&_%5ﬁ>

dqo 3Q1 0qz 0qs3

L (WO _Oh  Of 5‘]‘“3)
4 dqo oq aQQ dqs
oLy (08 _ 0% 01
4 Oqo a aCI?)
L. (0fo 8ﬁ dfs a&)
+- —_— = - = — = |. 2.10
4Z3 <8qo O O0qa  Ogs (2.10)

Definiremos essa fungao I(q) como a derivada d esquerda da fungao quaterniénica f(q).
Para uma demonstragao de que [(q) satisfaz a condigao / ldg = f veja (MACHADO;
BORGES, 2002).

Seguindo os mesmos passos a definicao anterior podemos definir a derivada a direita da

fungdo quaternionica f, exigindo também que a funcao f satisfaca as seguintes condicoes:

Ofy _0f _0f _0fs  Oh _ _0fy _0fr __0fs
dqo oq 0qz 0qs3 ’ 0qo oq 0qs3 3%
Ofr _ _0fo_ Oh _0fs  Ofs _ _Ofo _ 0K _ 0f

= = , = = . 2.11
9qo P! dq5 O dqo dq5  Ogo oq ( )
Note que essas condi¢oes sdo as mesmas vistas em (2.7).

Considere uma fungao r(q) definida em termos das derivadas parciais de f por:

_ L1 (9% Oh  Of Ofs
T<q>_4<8qO+0q1+0Qz+0q3>

_m<%_%+%_%>
4 ! dqo oq 0qo 0q3
1.<3ﬁ dft  0fs 3ﬁ>
+—-ty | =— — — — =
4 dqo oq 0qo g3
1. (0fe Ofi 0Ofs af:a)
+—13 _— 4+ = — =] 2.12
4" (3610 O Oq2  Ogs (212)

Finalmente, a fungdo r(q) é definida como a derivada a direita da fun¢ado quaternionica
f(q). Para uma demonstracao de que r(q) satisfaz a condi¢ao / dgr = f veja (MACHADO;
BORGES, 2002).

Conforme foi definido, o operador quaternionico de Fueter que é dado pela expressao

0 0 0
I'= — +1i,— +iy— +i3—, possibilita definir também o “conjugado” desse operador
dqo oq gy dqs
= .0 .0
da seguinte forma, I' = — — — 13— Veremos que existe uma relacao entre

0qo aT]l " 0g, 0qz 0qs3
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esse operador conjugado e as derivadas a esquerda e a direita. Note que

= . . . 0 o0 o0 o0
fI'=(fo+ i fi +iafa+isf5) (3610 - “8711 — 1287q2 - Z38q3>

_<5’f0+@f1+8ﬁ+9ﬁ%>+i (5fo_8fl 3fz_8f3>
dqgy 0@ O0ga  Ogs "\ogw 0q ' 0¢  Ogs
. (0fy Ofi  Ofs 8f3> . (5‘fo ofi  0fs 8f3>
Fig | = — = == ) gy [ - 2 2
"2 (é’CJo o Oqp  Ogs " dqy Oq  0Jqa  Ogs

=4l(q),

isto nos faz concluir que,

fT = 4l(q), (2.13)

Observe que fazendo um processo andlogo podemos determinar a derivada a direita da
funcao f, e dai obteremos:
Tf=4r(q). (2.14)

Portanto, ficam assim determinadas as derivadas a esquerda e direita em termos do
operador conjugado de Fueter, o que acaba se tornando uma maneira pratica de fazer o

calculo dessas derivadas.

Para motivar o desenvolvimento das derivadas que vimos nesse capitulo, vejamos o

exemplo a seguir.

Ezemplo. Analisaremos agora um exemplo interessante. Considerando a func¢ao quater-

nidnica ¢(q) = iy + iz + i3, notamos que ela satisfaz as condi¢oes de Cauchy-Riemann

1= 1 =
generalizadas e nao ¢é dificil perceber que EFf = Zf [' =0, ouseja l(q) =r(q) = 0. Em

geral, se 1(q) = C, onde C = ¢ + i1¢1 + iaca + i3c3 € ¢ com k = 0,1,2,3 sao constantes
reais, teremos resultado semelhante ao anterior, isto é, a derivada a esquerda ¢ igual a
derivada a direita da fungdo 1(q) e ambas sdo iguais a zero. Podemos entdo afirmar que,

toda fungdo quaternionica constante possui derivada a esquerda igual a derivada a direita.



37

3 Derivadas de Ordem Superior e suas Con-

sequéncias

O processo de derivagao em ordens superiores é essencial para investigar diversos
fenémenos, como ja é sabido do calculo de fungoes de variaveis reais. Para quatérnios,
devemos atentar para o fato de que na tentativa de derivar em ordens superiores, obteremos
uma cadeia de permutacoes entre as derivadas de ordem superior, ou seja, dada uma funcgao
f satisfazendo as condicoes de Cauchy-Riemann generalizadas, teremos duas possiveis
derivadas: derivada a esquerda , denotada por [(q), e derivada a direita, denotada por r(q).
Sob as mesmas condiges da funcao f, as fungoes I(q) e r(¢) podem também possuir suas
derivadas a esquerda e a direita. Para um melhor entendimento, observe o diagrama de

arvore a seguir:

Figura 3 — Diagrama de arvore das derivadas de ordem superior.

Derivada a
esquerda
—>
esquerda
Derivada a
direita
Derivada a
esquerda
Derivada a
— .
direita
Derivada a
direita

Fonte: compilagao do autor

Chamaremos de caso 1, a derivacao que obedece a seguinte ordem:

fungao f(q) — derivada a esquerda [(q) — derivada a esquerda [1(q);

fungao f(q) — derivada a direita r(q) — derivada a direita (q), (3.1)

onde [;(q) representa a derivada a esquerda de [(q) e r1(q) representa a derivada a direita

de 7(g). O caso caso 2 obedece a seguinte ordem:

funcao f(q) — derivada a esquerda l(q) — derivada a direita 71(q);

funcao f(¢) — derivada & direita r(q) — derivada a esquerda [;(q), (3.2)
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onde 71(q) representa a derivada & direita de I(q) e I;(¢) representa a derivada & esquerda

de r(q).

Cauchy-Riemann generalizadas para a derivacdo de ordem 2 do caso 1 e, a partir dai,
relacionarmos o caso 1 com o caso 2, para finalmente concluirmos o que ocorre com as

derivagao superior de ordem n > 2. O estudo do caso 1 foi feito por (REIS, 2015).

3.1 Consequéncias das Condicoes de Cauchy-Riemann generaliza-

das para Derivadas de Ordem Superior nos casos 1 e 2

Assumiremos que a fungao [(q) satisfaz as mesmas condig¢oes impostas a funcao f,

Assim, o objetivo desse capitulo, é determinar consequéncias das condigoes de

portanto calcularemos [1(q), isto é, a sua derivada a esquerda.

1
16

L
16

L1
16

1
16

Lig) =

Ofo , 0fi  Of
(aQO dq1  Oqy

of;
+3CJ3>>

ofh O 0f Oh
dq  Oq g2 dq3
Of Ofs Of  Oh
dqo Iq dg2  Og3
Ofs | 0fs O O
dq  Iq g2 dq3
0 (0f Oh, 0fs 0%
dgo  Oqu  Oqa gz
0 (0fo  Ofi  Ofs  Ofs
90 \oay D ' Das  Dgy
0 (s Of Of Of
dqo O Jg2 gz
0 (0f Ofs O Oh
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Fazendo os devidos célculos na expressao anterior, vem:

1 [(% 2h h  Pf

I - _ _ _
19 16 [\ ¢  0¢i 0¢5  0¢3

9 fr N 9 f n 9% [ ))
0q00q 0q00q2 0q:10q3
fi *fi Pfi Pfi

o3  0¢f  O¢3 043
-9 fo n 9% f3 d*f

(
(
2 (8(]03(]1 0q00qs 8q08q3>>
(
(
(

Pl 0Pf 0fs  Pfo

Pfs Pfs Pfs Sy

0 9 I3 Iq3
0% fy 9*fi D% fo ))]
+2 — - . 3.3
(36103611 000qs  0qo0gs (3:3)

Derivando parcialmente todos os membros de (2.9) em relagao a variavel g temos

Pfo  PfH P OPfs
0@  0900q1  0qodqa  Oqodgs

FhHh o PR Pfs P
8q§ B _3%8(11 B G002 B _aQOaQB
Pl Pfs Pl Ph
36]3 N _3%36]1 B _361036]2 B 9q00qs3
Pfs  Pfa  PH Pf

02 9q0dq1  0qdqa  9qodgs

Estabelecidas essas relagoes podemos naturalmente aplicé-las em (3.3), em que obtemos

1 [(73% Pf _Phy Py

W) = 15 0 0@  Og3 0q§>
. (78% >f o a?fl)

0¢ 04 03 Og3
i, (732f2 D?fy  Ofy  O%fy

0¢ 9 03 Oq3

. D?*fs  O%fs  O*f;  O%fs
_ _ — . 4
s (7 o¢  0¢i  0¢3  0¢3 (3.4)

A expressao dada em (3.4) pode ainda ser simplificada, para isso derivamos parcialmente
as igualdades das condigoes de Cauchy-Riemann generalizadas dadas em (2.9), em relagao
as variaveis ¢, ¢» e ¢3. Fazendo isso iremos obter

Pl P Ph . Ph

dgp  dat 95 g
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Fh_ Ph_ PH 0P

o8~ 0 03  Oq
Py Pf P 0
g3 dqt 03 g3
Pl Ffs  Pfs Oy
g3 04 9g5 dq3

Utilizando essas igualdades, simplificamos (3.4) e obtemos a seguinte forma para a l1(q):

10 (0% fy . O*fi . O*fy . Ofs
L(g) = — :
19 = 1 (0(13 T T o

(3.5)

Um processo semelhante ao anterior pode se feito para obter r1(q), considerando

também que r(q) goza das mesmas condigoes da fungao f, fagcamos os célculos:

16 \ 0qo 87% 3791 87% 87%
(L (2 (2 b ab_on)
16 \0q1 \dq0 Oq1  Oq2  Oqgs
AV N
16 \90¢g \Oq9 Oqi 02 Ogs
RAVENL W W)
16 \9g3 \Oq0 9Iq1  dga  Ogs
L. (0 (0fi Ofg Ofs Of
+16“<aqo(aqo‘aqfaqﬁaqg>>
1. 0 (0fy Of1  0Ofy Ofs
16" (aq (aqﬁaqﬁaqﬁaqs))

L (2 (2 ok ook
16 "\ 02 \0q9 Oqn  0q2  Ogs
1. o (dfs Jdfs Jfy 0fi
+M4%Qmﬁ%‘%_%»
EENC
16 “\0q \ 090 O0q1  0q2  Ogs
(b2 (20 a6 on_on)
16 “\0q \dq0 Oq1  9q2 Oqgs
L (2 (2, 20 20 05))
16 “\0g2 \0q0 Oq¢n  Oqo  Ogs
EIENC )
16 “\dgs \0q9 O 0Oq2  Ogs
EENE )
16 "\ Oqo \Oqp Oq1  0qa  Oqs
(2 (2 2o _al))
16 “\O0q1 \0qp Oqn  Oqa  Ogs
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SR NT )
0 \9qp Oq1 0 0qs

1. dfo  0fi  0fs 3f3>>
S — e RCLE .
(8(]3 <(9qo 01 Ogqp  Ogs

Fazendo os devidos cédlculos na expressao anterior, vem:

1 Pfy  2fo *fy  0*fo
(g = —

0 9 03 Og3

+2

O fi 32f2 n 9 fs ))
9q00q1 aQOaQQ 0q10q3
*hHh Ph Ph Ph
og 0}  0gF  Oq
Pl fs N 0 f

i
o
+2< %a% 990045 a%a%>>
(5
(307
o

f  Ofs  Pfo

aQO 6(11 aq% 8q§

wir))
+2
aQOa% 8q0(9q2 56]086]3

Ofy 0y Ofs 0y

8q0 a(]1 8q§ 3q§

P fa > fi P fo ))]
+2 | — + — . 3.6
( 9q00q: 0q00q> 0q00qs3 ( )

Derivando parcialmente todos os membros de (2.11) em relagao a varidvel gy temos

Pfo  PfH fr  OPfs
0¢3  0qodq1  0qodga  Dqodgs

*hHh PR Pfs P
03  9g0q1  0qodgz  9godgs
Pfr  Pfs  Pfo  Ph
8q§ B 9q00q - _5(]03612 B _aQO8Q3
Pfs  Pfy  PH Dfs
8CI(Q) B _36103611 B 9q00q2 B _aQOaCI?).

Estabelecidas essas relagoes podemos naturalmente aplicé-las em (3.6), em que obtemos
ng) = - K782f0 _Ph P a%)
1 o8 9qt  0¢3  Od3
( P f PHh Ph a%)
dq5 Ot Og5  Og3
(78% Pfy Py O
dq5  O¢t  Og5  Og3
2 2 2 2
(76 fo Of Py 0 f?,)] .

7

dg5  0¢f  Og5  0q3
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A expressao dada em (3.7) pode ainda ser simplificada, para isso derivamos parcialmente
as igualdades das condi¢oes de Cauchy-Riemann generalizadas dadas em (2.11), em relagao

as variaveis ¢q, g2 e q3. Fazendo isso iremos obter

P Pfe  Pfy

¢ 9t 03 Og
2f_ h_ Ph P
g3 dqt dq3 dq3
Rfy 0 PR P
g3 dqt 03 9q3
Ofs  Pfs O O
g3 04 dg5 dq3

Finalmente, a partir da relagoes anteriores, obtemos r1(q) de forma simplificada:

10 (0%fy . O*fi . 0%f, . Ofs
<8q3 o dq3 T g3 s oq5 )

ri(q) =

-1 (3.8)

E um fato curioso que essas derivadas coincidam, e motivados por isso, somos levados a

enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Uma funcgdo quaternionica f que satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann

tem as suas derivadas quaternionicas sequnda a esquerda e a direita iguais.

Prova. A demonstragao é feita justamente baseando-se nas construgoes das fungoes [1(q)

e r1(q), em que se conclui a igualdade. O

Conseguimos até aqui um resultado significativo para proceder na investigacao das
derivadas de ordem superior, e veremos a seguir uma relacao mais forte entre as derivadas

l1(q),r1(q) e o laplaciano A.

Teorema 3.2 Se f é uma funcdo quaternionica que satisfaz as condicoes de Cauchy-

Rieman generalizadas, entdao

Li(g) =m(q) = (Afo+i1Afy +iaAfo +i3Afs),

5
16
em que A € o laplaciano.

Prova. Procedendo de forma andloga ao que fizemos para concluir a igualdade em (3.5)



Capitulo 3. Derivadas de Ordem Superior e suas Consequéncias 43

temos o seguinte resultado:

i) = (o) = ing+ly§+zyﬁ Wﬁ)
:_(§$+ §£+2§§+@§$) (3.9)

Somando as quatro igualdades em (3.9) e fazendo os calculos concluimos, finalmente que:

5

Li(g) =m(q) = —E(Afo +i1Af1 + i Afo +i3Afs).

O

Motivados pelo Teorema 3.2 mostraremos uma generalizagao das equacoes de
laplace para as func¢odes quaternidnicas, e para isso usaremos as condig¢oes de Cauchy-
Riemann generalizadas em que iremos supor que as fungoes coordenadas fi, em que

k=1,2,3,4 de f sao de classe C2, portanto é valido o Teorema de Schwartz!.

Ja sabemos que as condi¢oes de Cauchy-Riemann generalizadas sao dadas por:

Ofy _0f _0fs _ s

=L == _ 3.10
dqo oq 0qy dqs ( )

ofi — 0fo _0fs  0Ofs

- = = =2 = 3.11

dqo 8(]1 0qa 8613 ( )

Ofs _ 0fs _ 0fo _0fi

e — = — 3.12

dqo 81 gy Og (3.12)

Ofs _0fs _ 0h _ _0fy (313

aTJO B (97611 a aQ2 8q3'
Inicialmente iremos derivar as equagoes (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) em relacao as variaveis

qo,q1,q2 € q3 e, a partir disso, concluir que as equacoes de Laplace sao validas.

Derivaremos a equacao (3.10) em relacao a qo, q1, g2 € g3, € em seguida, faremos

procedimento andlogo para as equagoes (3.11), (3.12) e (3.13). Fazendo isso, temos:

! Teorema de Schwarz. Se f : U — R é de classe C? no aberto U C R" entfo, para quaisquer

,7=1,--- ,nex €U, tem-se
0% f 0% f
T) = x
850@89@ 895381:1
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Pfo  0PH Pf,  Ofs

aQ§ 0900q 0qy0q2 0qy0qs
PfH Pfa  Ofs
2 0¢10q2 B 0¢,0qs

i (814
095090 992001 agS 043045
Pho_ PH_ Ph P
0q00qs 0q30q:1 0q30q> 8q§ .

Derivando as condigoes da equagao (3.11), obtemos:

S L
3%% 0¢10qo 0¢20q0 0q30q0
Fho P P Ph
0qo0q1 B 8612 B 0q20¢ B 0q30¢
I Pf _Ph O (3.15)
0qo0q2 0q,0q> 8%% 0q¢30q2
hH  Df 0°f3 9 f

0q00qs3 B _31118(]3 - 02043 T 86]:’% '

Derivando as condigoes da equacao (3.12), vem:

82fz _ 32f0 . azfl _ 82J"E;

3%% a612862]0 86]336210 0q1§q0

I R s

0900q1 B 0q20q1 - 30q1 B aCIQ

O f & Ph O (316)
9002 3@% Dq30q2 0q10qs

9 fa fy  OPh 9% 3

0q00qs - _8q28q3 B 5Q§ B _56118(13.

Derivando agora as condicoes da equagao (3.13), segue:

Pfs P fo  PHh Pfh
8q2§ aC_I:aago a%ﬁga 8@11?%
Of _  0f O hH_0f
0q00q1 B 0q30q1 0 20 B 3(12
a2f3 B anO ag | a2f21 (3'17>

0q00q2 - _8933(]2 T 8613 B 0q,0q>
P Ph_ PHh P
0q00qs 3%2, 0q20q3 0¢:10q0 .

Por fim, pelas equagoes (3.14), (3.15), (3.16) e (3.17), temos os seguintes resultados:

@f  Pfo Pfy  Pfo  O*h B 9*fi B *fr 9*f _9
o ¢ 0¢ 043 O0qidqy 09odq1  Oqs0qa  Ogadqs

0? 0? 0? 0? 0? 0? 9? 0?
J';lJr J;1+ J';l+ J';l __%h  Oh  Fh P _o,
g5 dqi dq; dq3 0900q1  09o0qi  0q30q2  0q20q3
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0? 0? 0? 0? 0? 0? 0? 0?
1;2 n J;2 N €2+ f22 __ O Ok O P o,
dgg  Ogqi  Oqy  Oqj I10q0  0qodq1  0q30qa  Dq20qs

Pfs  fs  Of;  O%fs D% fo 02 fy 9% f 02 fy
o i - - + =0.
8qo dqi dq; aQ:), 0q:10qp 9q00q 0q30q> 0q20qs3

Logo,
Afo=0;
Af =0;
fi=0 (3.18)
Afy =0;
Afg =0.

Por (3.18), concluimos que se uma fungao quaternidnica satisfaz as condigoes de Cauchy-
Riemann generalizadas , o laplaciano das suas fung¢des coordenadas é nulo. Estamos
portanto em condigoes de enunciar um dos resultados mais importante do capitulo, mas

antes provaremos um Lema que ird auxiliar na demonstragao do préximo teorema.

Lema 3.1 Toda funcao quaternionica que satisfaz as condigoes de Cauchy-Riemann gene-

ralizadas e que possui derivada a esquerda nula, € uma fungdo constante.

Prova. De fato, chamemos de [ a derivada a esquerda da funcao ¢. Sabemos que / ldqg = ¢.

Pela definigdo dessa integral e tomando [(g) = 0, temos que

/ldq:C’,

em que C' é uma constante quaternionica. O

Um resultado analogo ocorre para o caso em que a derivada a direita ¢ nula.

Teorema 3.3 Se [ € uma funcdo quaternionica que satisfaz as condigoes de Cauchy-
Riemann generalizadas, entdo as suas derivadas quaternionicas a esquerda e a direita sao

funcoes constantes.

Prova. De fato, pois l;(q) = r1(¢) = 0. Logo, pelo Lema 3.1, temos que [ e r sdo fungoes

constantes, o que prova o teorema. 0

Conforme foi visto na secao anterior pudemos separar a deriva¢ao de ordem superior em
dois casos, que chamamos de caso 1 e caso 2. Apds analisarmos o que ocorre na derivagao
para o caso 1, conseguimos determinar que as derivadas, a esquerda e a direita de certa

funcao f, tratam-se de fungoes constantes. Buscando relacionar a maneira de derivagao
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entre os casos 1 e 2, percebemos imediatamente que acabam por ser coincidentes, isto é,
a ordem superior de derivacao de fungoes quaternionicas que satisfazem as condigoes de
Cauchy-Riemann generalizadas a partir da segunda ordem, independe da forma como se
deriva, pois a partir dai todas as derivadas sao nulas. A seguir, daremos um resultado

auténtico, que corresponde a contribuicao dessa dissertacao para a Analise Quaternionica.

Teorema 3.4 Se f é uma funcdo quaternionica satisfazendo condicoes de Cauchy-Riemann
generalizadas, entao a partir da ordem 2 todas as derivadas anulam-se, independente da

maneira como se deriva.

Prova. Sendo [(g) e r(q) fungdes constantes, conforme mostra o Teorema 3.3, afirmamos
que tais fungoes possuem suas derivadas a esquerda e a direita iguais a zero (Veja o
exemplo 1 da pagina 36). Portanto, a partir da ordem 2, independente do caso, todas as

derivadas sao iguais a zero. O

O Teorema 3.4 explica por si 86 o que ocorre com as ordens de derivagao acima da ordem
2 para fungbes que satisfazem as condigcoes de Cauchy-Riemann generalizadas e estabelece

a relagao existente entre os casos de derivagao mencionados no inicio do capitulo.
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4 Férmula Integral de Cauchy para quater-

NiOS

A formula integral de Cauchy é um resultado central da andlise complexa, pois
ela afirma que uma funcao analitica, definida sobre e dentro de uma curva simples
fechada ~, é completamente determinada pelos seus valores na fronteira dessa curva. E
conveniente dentro da proposta deste trabalho mostrar a generalizacao dessa féormula para

o caso quaternionico, além disso, constataremos que tal generalizacao fornece resultados
importantes dentro da teoria. Para maiores detalhes veja (BORGES; FIGUEIREDO;
MARAO, 2011).

4.1 Férmula Integral de Cauchy

Para realizar a generalizagdo da féormula integral de Cauchy do caso complexo para
o caso quaternionico, devemos inicialmente dar a nogao de esfera. Dados o ponto ¢o € H e

o numero real r > 0, chamamos de esfera de centro ¢y e raio r o conjunto

e ={qeH;lqg—ql|=r}.

Além disso, necessitamos enunciar e demonstrar o teorema a seguir .

Teorema 4.1 Seja 2 um dominio simplesmente conexo num espaco quadridimensional e

f(q) uma fungao regular em . Entdo,

[ qf_(q;()dq — Flqo)m (i + i + 2is) (4.1)

em que @ € uma esfera em ) e qo um ponto qualquer em .

Prova. Seja ¢ uma esfera de centro em ¢p e raio g, |¢ — go| = 70. Assim, como a fungao
fq)
4 — 4o

é regular em Q/{qo}, temos:

/ f_(Q) dq:/[f<qo>+f_(Q)_f(qO>]dq
¢ qd—qo ¢ q9—4

:f(%)/w dg +/@f(61)—f(qo)dq.

q— 4o q—4qo

De acordo com (BORGES; FIGUEIREDO; MARAO, 2011) é possivel escrever o

quatérnio ¢ — gy com segue:

_ 01i1+02i2+631
q_QO—Toell 212 33’ (42)
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onderg>0e—5 <0, <7, -7 <0, <7el<03<2m

B
INIE]

Segue de (4.2) que:

dq = d(r0€91i1+92i2+93i3) — rod(691i1+92i2+9313).

Dai verificamos que:

0111+02i24-0313 0111+02i24-0313 0111 +02i24-0313
d<€91i1+92i2+93i3) :8(6 )d01 + 8(6 )d02 + 8(6 )

691 602 603
—(i1d0y + i9dBy + i3dfs)elrir+02i+0sis.

dos

Utilizando a expressao (4.2) e a diferencial dada acima, temos:

d 01i1+02i24-0313
/ 7 _ / o (i,df + isdfs + i5d0;)

0 q— Qo o Toetriito2ia+0sis

:W(il + iQ + 213)

Usando agora o fato de f ser continua! no ponto qo, para € > 0 dado, existe § > 0, tal que

|q — qo| <0, o que implica que |f(q) — f(q)| < €= 2. Logo,

f(q) = f(qo) ,

T0691i1 +02i2+03i3

_ / 0)) (116, + i5d6s + i3dfs)
<p

JECEh

0661i1+92i2+93i3 (i1d91 + 39dfs + i3d03)
d—dqo

f(qo))irdb, +/ — f(qo))i2dfs+

jus
2

VE]

(f(q) = f(q0))izdbs

" ’ /_Z(f (q) = f(qo))izdf|+

<

[0 = ranpina,

us

‘ /_5 (f(a) = f(q0))izdfs

< [ 1@ = i+ [ 17(6) — flan)at

+ [ 17(a) = Flao)ldts

2
2 z 1
< / edfy, + / edfy + / edfs.
0 — _

Temos que,

L A definicdo de continuidade em H é aniloga a do conjunto C dos complexos.
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2 z z
/ edf, + /2 edfy + /2 edf; =2me + me + me
0 - -2
40
47

=€0,

e fazendo € — 0, obtemos:

q—4qo
Logo,
4q . . .
/ f( ) dq = f((]o)ﬂ(ll + 29 + 223),
»4qd—4qo
o que conclui a demonstragao. 0

A partir desse resultado podemos estabelecer dois corolarios, que juntamente com
o teorema anterior nos permitirdao dar uma “Férmulagao fechada” para a formula integral

de Cauchy. Sao eles:

Corolario 4.1 Seja Q um dominio simplesmente conexo num espaco quadridimensional

e f(q) uma fungao regular em . Entao,

f(9)
»qd—q

dq =f(qo)m (i1 + 2iy + i3) (4.3)

onde p é uma esfera em ) e qo um ponto qualquer em .

Corolario 4.2 Seja Q um dominio simplesmente conexo num espago quadridimensional

e f(q) uma fungao regular em . Entao,

f(q)

dq :f<qO)7T(221 + ig + 23) (44)
¢ q—do

onde ¢ € uma esfera em ) e gy um ponto qualquer em .

De posse do Teorema 4.1 e dos Corolarios 4.1 e 4.2, mostraremos mais um importante

resultado, que é o

Teorema 4.2 Seja ) um dominio simplesmente conexo num espaco quadridimensional e

f(q) uma fungao regular em Q. Entdo,

f(9)
v 4 —4qo

4 ) . )
dg = gﬂf(qo)(zl + i9 + i3),
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onde ¢ é uma esfera de R* em Q e qo um ponto qualquer em .

Prova. Por (4.1), (4.3) e (4.4) temos

f(9)
v qd—qo

dq =f(qo)m (i1 + iz + 2i3)

=f(qo)m(ix + 2ig + i3)
=f(qo)m(2i1 + iz + 13).

Somando as igualdades acima concluimos que

f(9)
» 4 —4qo

4 ) . .
dq = gﬂ'f((]o)(ll + 19 + Zg).

4.2 Férmula Integral de Cauchy Generalizada para Quatérnios

Assim como ocorre na Andlise Complexa, podemos dar uma generalizagao da
formula integral de Cauchy para quatérnios, que essencialmente mostrara que as derivadas
de ordem superior de uma funcao f existem. Ressaltamos que usaremos para o desenvolvi-
mento, a férmula dada no Teorema 4.1, mas qualquer uma das férmulas mostradas nos
Corolarios 4.1 e 4.2 poderiam analogamente ser desenvolvidas. Além disso, necessitamos
explicar que no decorrer da construgao da formula integral de Cauchy generalizada, surgira
uma derivada da fun¢do quaternionica f, que denotaremos por f (SUDBERY, 1979). O
leitor naturalmente pode ficar confuso em querer saber se estamos nos referindo a derivada
a esquerda ou a direita da funcao f. Nesse caso, ndo estamos envolvendo nenhuma das
duas, pois, para quatérnios existem duas formas de determinar derivadas: uma foi como
mostramos (através das derivadas a esquerda e a direita), e a outra é através da defini¢do
usando limite. Ressaltamos que para a construcao da férmula integral de Cauchy generali-
zada é conveniente adotarmos a defini¢cao de limite. Caso o leitor queira ver em detalhes
essa forma de definir derivadas quaterniénicas, pode consultar (LUNA-ELIZARRARAS;
SHAPIRO, 2011).

Considerando a férmula integral de Cauchy dada em (4.1), temos:

1 f(q) da.

f@) = ——— .
() (i1 +i2 + 2i3) Jo ¢ — qo

Colocando ¢’ como varidvel de integracao e ¢ como ponto do dominio €2, a expressao é

reescrita da seguinte maneira:

3 1 ),
@ = i Lo
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Afim de determinar a derivada f’(q) devemos tomar a diferenca:

B 1 f(d) / 1 fd)
fla+Aq) — f(q) —W(i1+i2+2¢3)/wqr_q_Aqdq B w(¢1+z‘2+2i3)/soq’—qdq’

_ 1 Hd)Nd —q) - fld)d —g—Aq)
(i + iz + 2i3) /90 @-0@—-a-Bg) 0
_ 1 f(q)Aq ,
_W(il + g + 2i3) /@ (¢ —q)(d —q— Aq)dq )

Ag f(d)

T s+ 208) Jo (@ — @) (0 —q - AQ)dq .
Assim,
fla+Aq) — fla) _ 1 / f(d) o
Aq m(in +ig +2i3) Jo (¢ —q)(d —q—Aq)

Fazendo Aq tender para zero, chegamos a expressao:

oy 1 fld) .,
fla)= iy + dg + 2i3) /50 (¢ — q)qu '

Afim de assegurar o que foi feito, é necessario mostrar que a diferenca:

_ 1 ) 1 f(d) :
C - B . B / qu - B B B / / dq )
(i1 + iy + 2is) Jo (¢ — q) iy + 12 + 2i3) Jo (¢ — q)(¢' — g — Ag)
tende para 0 quando Aq — 0. Fazendo a diferenca, segue-se:

Aq f(q)

‘<= - w(iy +da + 2i3) /90 (¢ —q9)*(d —q- AQ)dq'

Observe que:

I —q|*>d*Vge Q= <

1
@ —ql* ~ &

Pela desigualdade triangular:
d<|d —ql =1 —q—Aq+Aq| <|g' — g — Aq| + |Aqg|

d d
Fazendo |Aq| < 5 temos —|Agq| > —5 Logo,

1 2
Sd<d—[Aq < —q-Aql = 7 <
2 2g < | ¢ —q—Aq| ~ d

A fungao f(q') é continua e limitada em ¢, ou seja, |f'(¢)| < M. Denote por A, a drea da

hiperesfera de raio d e centrada em ¢. Assim,

_ |Aq] f(d) /
=" ’A(Q’—Q)Q(Q'—Q—AQ)dq '
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Logo,

A
[Aql, 41

6 < SHmA,

Dai, resulta que ( — 0 quando Ag — 0. Portanto,

weon 2! flqd) .,
0= e L

Procedendo indutivamente segue-se:

n) o n! f(d) ,
1) = (i) + g + 2i3) /w (¢ — Q)”“dq ' (45)

Como mencionado, podemos também obter:

() [\ _ n! f(d) ,
f (Q) N 7T(i1 + 219 + 23) /90 (q/ _ q)n+1 dq’, (46)

F™(q) = q. (4.7)

(221+Z2+23 / (¢ —q) ”H
Cada uma das férmulas obtidas em (4.5), (4.6) e (4.7) é chamada de Férmula Geral de

Cauchy e compreendem resultados significativos para a teoria de fungoes quaternionicas.

Podemos, a partir dos resultados mostrados acima, caracterizar as fung¢oes quater-
nionicas que satisfazem o fato de terem a m-enésima derivada nula, por meio de integrais.

Para tanto, enunciemos o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Se f ¢é uma funcdo quaternionica satisfazendo as condigoes de Cauchy-

Riemann generalizadas, e f possui derivadas constantes®, entdo

fd)
/<P @— g =" 48)

para todo n > 2.

Prova. A demonstracao do resultado é imediata, e é proveniente do fato de que as derivadas

de ordem superior a 2 serao sempre nulas. 0

Portanto, as fungoes quaternionicas determinadas por meio da teoria exposta nesse

trabalho sao caracterizadas por integrais da forma (4.8) nulas.

2 As derivadas mencionadas no teorema independem do caso.
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Consideracoes Finais

Pudemos observar ao longo deste trabalho, que as ideias envolvidas generalizam
resultados importantes da Andlise Complexa Classica, que vao desde os numeros, algumas
fungbes especiais (exponencias, logaritmicas, trigonométricas e hiperbélicas), condigoes de
Cauchy-Riemann generalizadas (para uma classe especial de fungoes), derivadas, derivadas
de ordem superior, até a formula integral de Cauchy. Ressaltamos que a relevancia da
necessidade de fazer tal generalizacao, dar-se-4 por uma configuracao adequada para a
estruturagdo de problemas geométricos, fisicos e/ou mateméticos. Desse modo, a Anélise
Quaternionica compoe uma importante teoria, que de fato, consolida a Analise Complexa

Classica.

Os principais resultados obtidos neste trabalho, sao oriundos do artigo “New
Remarks on the Differentiability of Hypercomplex Functions” (MACHADO; BORGES,
2002), que tratam essencialmente do desenvolvimento de derivadas a direita e a esquerda
para uma classe especial de fungdes quaternidnicas, além de teoremas sobre integracao. O
uso desses resultados foi de grande relevancia para a realizacao do estudo da derivacao
de ordem superior, em que foi possivel a obtencao de resultados significativos, como
por exemplo, se uma funcdo quaternionica satisfaz as condicoes de Cauchy-Riemann
generalizadas, entao a derivada segunda a esquerda ¢ igual a derivada segunda a direita,
além disso, uma relacao com o laplaciano foi capaz de determinar que tais fungoes sao
constantes. Posteriormente, estudamos uma troca na forma de derivar, o que resultou no
que chamamos de caso 2. Tal estudo culminou em um resultado ausente na literatura,
que é o fato de que tanto as derivadas do caso 1 quanto as derivadas do caso 2 , a
partir da derivacao de ordem 2, sdo todas nulas. Por fim, simplesmente mostramos uma
generalizagdo da férmula integral de Cauchy, com o intuito de mostrar ao leitor a viabilidade
de generalizar resultados da Analise Complexa Classica, para assim tornar a teoria mais
consistente. O ultimo resultado apresentado consiste na caracterizacao desse tipo de funcgao
por meio do valor de sua integral, o que certamente ird auxiliar na determinacao de novos

resultados que dependem de integrais dessas fungoes.

Em linhas gerais, podemos dizer que este trabalho permite ampliar as perspectivas
na direcdo da matematica, mais especificamente, na Anéalise Quaternionica. Além disso,
cabe ressaltar que a teoria da Analise Quaternionica ainda apresenta muitas lacunas, e
resultados novos vem sendo apresentados, como ficou claro ao longo do trabalho. Assim,
esta dissertacao, na medida do possivel, procurou contribuir com o desenvolvimento da
Analise Quaternionica. Por fim, desejamos que este trabalho possa servir de estimulo para

que diversas pessoas interessem-se por essa teoria.
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