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“Eu tentei 99 vezes e falhei. mais
na centésima tentativa eu conse-
gui. Nunca desisti dos seus ob-
jetivos, mesmo que eles parecam
impossiveis. A proxima tentaiva

pode ser a vitoriosa”.
(Albert Einstein)
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Resumo

O presente trabalho apresenta uma abordagem elementar acerca da trigonometria e
dos niimeros complexos afim de que estudantes no final do Ensino Fundamental ou inicio
do Ensino Médio possam por meio deste, iniciar seus estudos nos temas em questao.
Sao definidas as relagbes métricas no triangulo retangulo para que seja estabelecido o
Teorema de Pitagoras. As funcgoes trigonométricas elementares seno, cosseno e tangente
sao introduzidas no contexto dos angulos agudos via razoes trigonométricas no triangulo
retangulo. As Leis do Seno e do Cosseno sao, entao, estabelecidas. Introduz-se, em
seguida, o ciclo trigonométrico estabelecendo-se a relagao entre niimeros reais e arcos no
ciclo afim de se estender as funcgoes trigonométricas elementares bem como ampliar o
alcance da Relacao Fundamental da Trigonometria. Aparece, entao, o cardter periddico
destas funcoes e a nocao de reducao de um arco ao primeiro quadrante é estabelecida
para que por meio dela a paridade destas funcoes seja estabelicida. A férmula do seno da
soma e do cosseno da soma de arcos sao estabelecidas e com elas ficam ainda estabelecidas
extensoes de resultado andlogos para angulos agudos. Finalmente, os niimeros complexos
sao apresentados destacando-se a sua representacao trigométrica e as Leis de De Moivre.

Aplicagoes da teoria sao expostas para evidenciar sua importancia e alcance.

Palavras-chave: Trigonometria, Fungoes Trigonométricas, Niumeros Complexos,

Aplicagoes.



Abstract

The present paper presents an elementary approach to trigonometry and com-
plex numbers so that students at the end of elementary school or early high school can
begin their studies in the subjects in question. The metric relations are defined in the
right-angled triangle so that the Pythagorean Theorem is established. The elementary tri-
gonometric functions sine, cosine, and tangent are introduced in the context of the acute
angles via trigonometric ratios in the right-angled triangle. The Laws of the Sine and the
Cosine are then established. Then the trigonometric cycle is introduced, establishing the
relation between real numbers and arcs in the cycle in order to extend the elementary
trigonometric functions as well as to extend the scope of the Fundamental Relationship
of Trigonometry. The periodic character of these functions appears, and the notion of
reducing an arc to the first quadrant is established so that the parity of these functions is
stable. The sine an consine formulas of arcs sum are established and with them are still
established similar result lengths for acute angles. Finally, the complex numbers are pre-
sented highlighting its trigometric representation and the De Moivre Laws. Applications

of the theory are exposed to evidence its importance and scope.

Keywords: Trigonometry, Trigonometric Functions, Complex Numbers, Applica-

tions.
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Introducao

Este texto tem como objetivo principal abordar de forma clara, objetiva e elementar
os resultados bésicos acerca da teoria da Trigonometria e dos Nimeros Complexos afim de
que se torne um texto para um primeiro contato com o assunto para alunos nas séries finais
do Ensino Fundamental ou inicio do Ensino Médio. Além disso, pretende-se aqui justificar
a necessidade da apreensao destes assuntos, pelo menos no nivel aqui exposto, para um
desenvolvimento pleno de uma cultura matematica basica, através da aplicabilidade destes
contetidos tanto na Matematica quanto em areas afins.

No primeiro capitulo os elementos trigonométricos fundamentais sao construidos:
apresenta-se o Teorema de Pitagoras, definindo-se as relagoes métricas no triangulo retangulo.
Em seguida, ainda no ambito dos triangulos retangulos, sao definidas as trés razoes trigo-
nomeétricas bésicas: o seno, o cosseno e a tangente. Além disso, uma série de resultados
acerca destes elementos no contexto de angulos agudos sao apresentados, com destaque
para as Leis do Seno e do Cosseno.

O segundo capitulo dedica-se a ampliar os horizontes das func¢oes trigonométricas
elementares. Define-se aqui o ciclo trigonométrico, estrutura que permitirda a extensao
das fungoes seno e cosseno a toda a reta real além da fungao tangente em todo ponto que
nao seja um multiplo inteiro impar de g Essa extensao, por meio de sua construgao,
permite evidenciar as fungoes trigonométricas bésicas em termos de sua periodicidade,
destacando—se a nocao de angulos congruentes. Apresenta-se o conceito de redugao ao
primeiro quandrante, fato que permitira nao sé identificar angulos no ciclo trigonométrico
com um angulo particular no primeiro quadrante do circulo afim de que se possa, ao
mesmo tempo, facilitar calculos e dar notoriedade ao carater de extensao da construcao
feita no que diz respeito ao tratamento dado no primeiro capitulo no ambito angulos
agudos, como caracterizar estas funcdes quanto a sua paridade. E apresentada aqui as
formulas do seno e do cosseno para a soma de arcos.

O terceiro capitulo introduz o conjunto dos nimeros complexos. Nele fica evidente
a relevancia da trigonometria para o desenvolvimento da teoria no que diz respeito a
obtencao de propriedades e representacoes geométricas relevantes no tocante aos elementos
deste conjunto. Sao ainda apresentadas as formulas de De Moivre para o calculo da n-
ésima poténcia e das raizes n-ésimas de um nimero complexo.

O quarto capitulo traz aplicacoes referentes aos assuntos abordados nos capitulos

x1
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precedentes. Observa-se aqui que também é vélido o sentido de tratar de niimeros com-
plexos para concluir resultados de trigonometria, destacando o alto grau de conexao entre

estas partes.



Capitulo 1

Elementos Trigonométricos

Fundamentais

Neste capitulo, iniciaremos o nosso estudo trigonométrico partindo da intepretacao
da palvra TRIGONOMETRIA. Ela é composta de trés radicais gregos, pois TRI singi-
nifica trés, GONOS significa angulos e METRIA significa medida, logo TRIGONOME-
TRIA siginifica medicao de trés lados e trés angulos, isto mostra que inicialmente, iremos
apresentar os conceitos béasicos de seno, cosseno e tangente nos triangulos retangulos re-
lacionando a medida dos lados e dos angulos, bem como as leis do seno e do cosseno,
que servirao de suporte para o estudo do desenvolvimento das fungoes trigonométricas
que serao analisadas na circunferéncia unitaria ou no circulo unitario, que iremos definir
como sendo C = {(x,y) cRExr+y? = 1} , tendo assim o status de uma funcao de uma
variavel real, ou seja: a funcao cosx : R — R e de forma analoga tem-se as fungoes sen, tg,
ctg, sec e cossec, completando assim as fungoes trigonometricas que iremos abordar nesse
capitulo e que servira de ferramenta para a exploracao das propriedades dos nimeros

complexos, que serd o carro chefe para o desenvolvimento desse trabalho.

1.1 Aspectos Histoéricos

A palavra trigonometria teve origem na Grécia aproximadamente 300 a.C, onde
pensava que estava exclusivamente ligada a situacoes de medigoes de terrenos ou de deter-
minacao de medidas sobre a superficie da Terra, como calcular largura de rios, distancia
entre pontos sobre superficies terrestre, estabelcecer alturas inacessivel como montanhas,
arvores e contrucoes.

No entanto, o astronomo, cartografo e matematico da escola de Alexandria, Hiparco
de Nicéia (180 - 125) a.C, é considerado pai da trigonometria por ter sido o pioneiro na
elaboragao de uma tabela trigonométrica, com valores de uma série de angulos, utilizando

a ideia pioneira de Hipsicles (180 a.C.), herdada dos babilonios, da divisao do circulo em
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360 partes iguais (140 a.C.) e a divisao do grau em sessenta minutos de sessenta segundos,
e a utilizou para introduzir as medidas sexagessimais em astronomia. Hiparco de Nicéia,
aplicou as nogoes trigonométricas para fazer medigoes, prever eclipses, fazer calendario e
na navegagcao.

A trigonometria, teve a sua primeira aplicacao pratica, ocorrendo com Ptolomeu
em 150 d.C, além de continuar aplicando-a aos estudo da astronomia, usou para determi-
nar a latitude e longitude de cidades e de outros pontos geograficos em seu mapas.

Segundo (Eves 2011) Os astrénomos babilonico do século IV e V a.C acumula-
ram uma massa consideravel de dados de observagoes e hoje se sabe que grande parte
desse material passou para os gregos, foi essa astronomia que deu origem a trigonometria
esférica.

Aproximadamente, 400 d.C passou da Grécia para a [ndia, onde a trigonometria
era usado em calculos astrélogico, que ainda era um problema astronomico. Por volta de
800 d.C ela chegou ao mundo islamico, onde mais tarde foram expandidos por matematicos
arabes e persas, nos século IX, Al-Khwarismi, produziu uma tabela preciosa do seno e do
cosseno e a primeira tabela da tangente, por volta do século X, na obra de Abu Al-wafa e
Al-buzjani, matematicos islamico ja estavam usando todas as seis fungoes trigonométricas,
depois de descobrir as funcoes secantes, cosecantes e cotangentes, ele também desenvolveu
a férmula sen (2x) = 2sen (x) cos (x), que mais tarde foi considerado o arco duplo do seno.

No mundo Islamico, a trigonometria , teve uma grande aplicacao na astronomia
e na cartografia. Por volta de 1100 d.C, ela chegou na Europa cristao, juntamente com
os livros de Ptolomeu, onde, inicialmente foi estudada tao somente por suas aplicagoes a
astronomia com os portugueéses da Escola de Sagres, onde encontraram uma aplicagao de
enorme valor economico na navegacao oceanica.

Os principais autrores da trigonometria sao:

e Tales de Mileto: (624-546 A.C), Nasceu na cidade de Mileto e morreu na mesma
cidade. Os gregos dos tempos posteriores consideravam Tales como fundador da

ciéncia, da matematica e da filosofia grega.

Um dos seus principais feitos matematico, foi um pedido feito por um mensageiro
do Farad, que calculasse a medida da piramide de Quéops, assim o fez, quando se encon-

trava no Egito,

e Erastéstenes: (276-194A.C) Ele estimulou um dos mais importantes célculo para
a circunferéncia e raio da Terra. Ele comparou posicoes relativas de sombras exa-
tamente, ao meio dia do solsticio de verao em duas cidades: Siene e Alexandria.
Assim, obteve que o angulo era cerca de 1/50 do diametro do circulo e assim ob-
teve a distancia entre essas duas cidades cerca de 925 Km e com isso pode estimar

que o perimetro da Terra é de 46250 Km.
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e Hiparco de Nicéia: (180-125 A.C), Foi um astréonomo, construtor, cartégrafo e ma-
tematico grego da escola de Alexandria nascido 180 a.C em Nicéia, viveu em Ale-
xandria, sendo um dos grandes representantes da escola da cidade de sua origem,
do ponto de vista da contribui¢ao para a mecanica. Hoje é considerado fundador
da astronomia cientifica e é também chamado de pai da trigonometria, por ter sido

o pioneiro na elaboragao de uma tabela trigonométrica.

e Claudio Ptolomeu: (150 d.c) considerado o autor da mais importante obra da tri-
gonometria, surgida no século II de nossa era, em Alexandria, composta de treze
volumes. Ela ficou conhecida como Almagesto, que significa em arabe “a maior =

al magest”.

e Hiparco foi uma figura importante e pode-se afirmar que seus trabalhos contribuiram
para a transicao entre a astronomia babilonica e as idéias do grande Claudio Ptolo-

meu.

1.2 Conceitos Basicos

Introduzir-se-ao, agora, os conceitos fundamentais que alicercarao a teoria que

pretende-se aqui desenvolver.

Definicao 1.2.1 Angulo ¢ a reuniao de duas semi-retas de mesma origem, mais nao
contida em uma mesma reta (nao colineares). As semi-retas sio chamadas de lados do

angulo e esse angulo pode ter a sua medida dada em graus ou radiano (DULCE, 1993).

Considere o triangulo ABC retangulo em A cujos segmentos de retas AB e BC séo
concorrentes nos pontos B e BC e AC concorrem no ponto C formando assim os angulos
o e B repectivamente e que os segmentos de retas AB, AC e BC sao os lados do tridangulo
retangulo e que AB e AC sao chamados de catetos, palavra esta que sdo originaria da
palavra Cathetés, que significa “perpendicular” e que recebem nomes especiais de acordo
com a posicao em relagao do angulo de analise, que representaremos por b e ¢. Ja o lado
BC, oposto ao angulo reto é chamado de hipotenusa, cuja palavra é derivada da palavra

rega ”hypoteinusa”, que significa: o que se estende embaixo, como mostra a figura abaixo
b )
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Figura 1: Triangulo retangulo.

B

Fonte: Da autoria

Definicao 1.2.2 Dados trés pontos A,B e C nao colineres, a reunido dos segmentos
AB,AC e BC chama-se de triangulo, e o indicamos por triangulo ABC ou AABC
(DULCE, 1993).

Deste modo, se A, B e C sao pontos nao colineares, entao
AABC = ABUACUBC.

Os triangulos possuem trés lados, trés angulos internos, trés angulos externos e
trés alturas. Sao classificados quanto aos seus lados e quanto aos seus angulos.

Quanto aos lados, os triangulos podem ser classificados em:

e Equilatero: se possuem os seus trés lados iguais;
e [sosceles: se possuem dois dos seus tres lados iguais;

e Escaleno: se possuem os seus trés lados diferentes

Figura 2: Classificagao quanto aos lados.

C R N

| il
A [ B S T M I

|
! P
AABC equilatero ARST Isosceles AMNP escaleno

Fonte: Da autoria

Deve ficar claro que a igualdade ou diferenca entre os lados refere-se ao fato de
possuirem ou nao a mesma medida.

Quanto aos angulos, os triangulos podem ser classificados em:
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e Retangulo: se possui um angulo interno reto, ou seja, medindo 90°;

e Acutangulo: se possui todos os seus angulos internos agudos;

e Obtusangulo: se possuir um angulo interno obtuso.

Figura 3: Classificacao quanto aos angulos.

C D R

a
A B E F S T
AABC retangulo em A ADEF acutangulo ARST obtusangulo

Fonte: Da autoria

Em especial, os triangulos retangulos, possuem dois angulos internos agudos, que
sao complementares, e um angulo reto. Os seus trés lados sao: a hipotenusa, que é o
maior de seus lados, e os outros dois sao denominados de catetos, que sao os lados que
formam o angulo reto. Num triangulo retangulo, duas de suas alturas sao seus préprios
catetos. A outra é obtida considerando-se, sobre a hipotenusa, a projecao ortogonal do

vértice que lhe é oposto.

Nao é de nosso interesse aqui neste trabalho estabelecer toda a teoria elementar
acerca de triangulos. Supor-se-a aqui a familiaridade do leitor com resultados béasicos
acerca de geometria plana como semelhanca de triangulos, bem como do conhecimento do
fato de que, em qualquer triangulo, a soma dos angulos internos é 180°, além de conceitos

fundamentais como o de altura relativa a um lado dado, dentre outros.

1.3 Relacoes métricas nos triangulos retangulos

Considerando-se o triangulo ABC, ilustrado abaixo, retangulo em A, e tomando-se
a sua altura em relagao a sua hipotenusa, tem-se que esta subdivide ABC em dois ourtos
triangulos retangulos, ora designados por ABD e ADC, semelhantes ao triangulo ABC

pelo critério angulo-angulo (AA).
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Figura 4: Projecao da altura em relagao a hipotenusa.

A

o

Fonte: Da autoria

Assim, os triangulos AABC, AABD e AADC sao, dois a dois, semelhantes. Da
semelhanca entre AABC e AABD segue que

AB_BD C m

BC AB "o ¢

O que nos fornece

¢’ =am (1.1)

Da semelhanca entre AABC e AADC, obtemos

AB_AD  c_h
BC AC "a Vb’
AC_DC_ b_n
BC AC "a b’

de onde extraimos

ah = bc (1.2)
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b’ =an (1.3)
Finalmente, da semelhanca entre os triangulos AABD e AADC, concluimos que

AD CD N h n
BD AD "m Hh’
0 que nos permite inferir

h? = mn.

Teorema 1.3.1 Seja AABC um triangulo retangulo de catetos a e b e hipotenusa c.
Entao
¢’ =a’+ b

Demonstragao: Tomando as igualdades (1.1) e (1.2) das relagdes acima e somando-as

membro a membro, obtemos

cc+b?=am+an

=a(m+n) (1.4)

Por outro lado, observamos que a = m+n e, portanto, substituindo essa rel¢ao em (1.4),
temos que.
a? =b? +c?,

como queriamos demonstrar. [ |

O Teorema de Pitagoras, € um dos teoremas mais utilizados em toda a matemaética,
sendo a mais popular e imprescindivel ferramenta nas resolugoes de problemas, sobretudo
de geometria (plana, espacial e analitica). Por meio dele determina-se a férmula para a
distancia entre dois pontos situados no espaco, ¢ utilizado em problemas de determinacao
de elementos geométricos como area, perimetro e volume, dentre outras aplicacoes. Além
de sua enorme aplicabilidade, sua fama também se deve ao fato de levar o nome do ma-
temadtico grego Pitagoras de Samos (569 a.C. - 480 a.C. aproximadamente) e o verdadeiro
mistério que envolve este personagem. Para alguns historiadores, Pitagoras nunca existiu;
J& para outros, foi um nome atribuido a um grupo de gregos e para uma terceira corrente
de historiadores, o matematico e filosofo de fato existiu, embora nenhum registro sobre a
sua vida ou seus trabalhos tenham chegado até os dias atuais. Contudo, apesar de toda
a mistica que envolve a sua existéncia ou nao que se perpetua ainda hoje é inegavel a
contribuicao da matematica pitagdérica para as ciéncias até os dias atuais.

Segundo (EVES, 2004), acredita-se que Pitdgoras possa ter sido discipulo de Tales,
pois, ao que se sabe, era 50 anos mais jovem do que este e morava perto de Mileto, local em

que Tales residia. Depois de um certo tempo Pitagoras mudou para o Egito e ao retornar
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a Samos, encontrou o poder nas maos dos tiranos Policrates e a Jonia sobre o dominio
Persa, forcando-o a migrar para uma colonia grega no sul da Italia, fundando ali a mais
famosa escola do mundo antigo, a escola pitagérica, que, além de um centro de estudo de
filosofia, matematica e ciéncias naturais, era também uma irmandade estritamente unida
por ritos e cerimonas.

Nao se sabe ao certo, qual foi a demonstracao de Pitdgoras, pois este nao deixou
nenhum trabalho escrito. A maioria dos historiadores acredita que foi uma demonstracao
do tipo geométrica, baseada na comparacao de areas. Nao foi a que se encontra nos
“Elementos” de Euclides, fornecida acima e que ainda hoje é muito encontrada nos livros
de geometria. Acredita-se que esta demosntracao, em particular foi concebida pelo préprio
Euclides. Esse tao famoso resultado, estabelece uma relagao direta entre os comprimentos
dos lados de qualquer triangulo retangulo. Porém pode ser interpretado geometricamente
e segundo (BARBOSA,1993), o Teorema de Pitagoras deve ser enunciado da seguinte
forma: a area do quadrado construido sobre a hipotenusa, sera igual a soma das areas dos

quadrados construidos sobre os catetos, como mostra a figura abaixo:

Figura 5: Interpretacao geométrica do Teorema de Pitagoras.

Fonte: Da autoria

1.4 Relagoes trigonométricas no triangulo retangulo

A —
Considerando-se um angulo AOB formado pela intersecao das semi-retas OA e
O?, sendo O o ponto de intersecao entre as semi-retas dadas, dir-se-a4 que O é o vértice

do angulo, como mostra a Figura 6.
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Figura 6: Vértice de um angulo.

Fonte: Da autoria

Fazendo-se AOB = «, com 0° < o < 90°, considera-se A; e B, com 1 € N,

pontos pertencentes as semi-retas OA e OB, respectivamente, de modo que os segmen-

tos A1Bq, A2Ba, ..., AiB; sejam perpendiculareas a semirreta (ﬁ Entao os triangulos
OA;By, OA;B,,..., OA;B; serao semelhantes pelo critério de semelhanca angulo-angulo,

como mostra a figura abaixo:

Figura 7: Triangulos retangulos semelhantes apoiados sobre uma mesma semirreta su-
porte.

1 I

B, B. B, B. B

v

Fonte: Da autoria

Portanto, podemos concluir o seguinte:

ABi AB, A;B;

= =k,
OA; OA; OA;

onde k; > 0 é constante. Observa-se, deste modo, que k; s6 depende do angulo de
inclinagao o e nao dos compomprimentos dos seguimentos envolvidos. Isso motiva a
definicao a seguir.

Definicao 1.4.1 Seja o« um dos angulos agudos de um triangulo retangulo. O seno de

«, denotado por sen &, € a razao entre o cateto oposto a « e a hipotenusa do triangulo.

Exemplo 1.4.2 Deseja-se medir o raio R da Terra. Sabe-se que ¢ humanamente im-
possivel obter-se essa medida diretamente. Contudo, é possivel calculd-lo com certa pre-

cisao por meio de um processo usado pelos gregos antigos, consistindo no seguinte: sobe-se
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a uma torre de altura h e mede-se o angulo & que é formado pela reta BC do horizonte

de B com a vertical BO do lugar, como mostra a figura abaixo.
Figura 8: Calculo do raio da Terra.
74

h Torre

Fonte: Da autoria

Logo, chega-se a seguinte conclusao:

R

m = sen x.

Aplicando a Lei da Proporcionalidade Direta, obtemos que
Rsen @ + hsena =R

Isto é,

R — hsen x '
1 —sen &

Deste modo, podemos concluir que para calcular o raio R da terra, necessita-se somente
da altura da torre e do angulo « de inclinacao formado entre as retas do horizonte e a
altura h da reta vertical do lugar. De posse das medidas de h e « e de uma tabela de

senos, podemos determinar o raio R da terra.

Observando os triangulos semelhante contidos na Figura 7, pode-se destacar as

seguintes relacoes:

OB, OB, OB; AB;  AB,  A3B;

— — —..=k, e

= ... =k,
OA, OA, OA; OB, OB, OB; ’
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Como k; e k3 sao constantes, denominaremo-las, respectivamente, de cosseno e tangente

do angulo «, e escrever-se-a k; = cos & e k3 = tg «. Deste modo

OB, OB, OB; AB, A,B, A;B;
cee=Cos e = =

OA, OA, OA; OB, OB, OB,

Observa-se que tanto k; quanto k3, ndao dependem do comprimento dos segmento

envolvidos e sim dos angulos « de inclinagao, o que motiva as defini¢oes a seguir.

Definicao 1.4.3 Seja & um dos angulos agudos de um triangulo retangulo. O cosseno de

«, denotado por cos &, € a razao entre o cateto adjacente a « e a hipotenusa do triangulo.

Definicao 1.4.4 Seja o« um dos angulos agudos de um triangulo retangulo. A tangente

de «, denotado por tg «, € a razao entre o cateto oposto a & e o cateto adjacente a .

Do que foi feito, ficam estabelecidas as correspondéncias & — sen &, & — cos x e
x — tg &, onde o« ¢ um angulo agudo. Essas correspondéncia sao as fungoes, seno, cosseno
e tangente, que doravante serao denominadas de fungoes trigonométricas elementares.

Mais adiante, veremos como estende-las a intervalos maiores de ntiimeros reais.

Exemplo 1.4.5 Na figura seguinte ABC é um triangulo equildtero. Sendo assim, cada
um de seus angulos internos vale 60°. A altura AH é também a bissetriz do angulo BAC,

e H é ponto médio de BC. Se { é a medida do lado do triangulo ABC, o Teorema de

V3
Pitagoras fornece h = — Considerando o triangulo AHC, podemos determinar sen 30°,
cos 30°, tg30°, sen 60°, cos 60° e tg 60°.

Figura 9: Utilizacao do triangulo equildtero para a determinagao das razoes trigo-
nométricas dos angulos de 30° e 60°.

Fonte: Da autoria
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Tomando as defini¢oes ja vistas das razoes trigonométricas nos triangulos retangulo,

cateto oposto

sen @ = —
hipotenusa
cateto adjacente
cos o = ,
hipotenusa
cateto oposto
to o = cateto oposto  hipotenusa = sen«
&%= Cateto adjacente  cateto adjacente  cos «
hipotenusa
temos que
0
o CH o €1 1
=T Ty
. AH h /3 1 3
830’ === = — = — . - = —,
AC ¢ 2 ! 2
1
0° 2 1 2 1
tgsoozsen3 :L:_ _:_:ﬁ,
cos30° /3 2 3 3 3
2
., AH h &3 1 3
senbl)’ = =—=— = — . - = ——
AC ¢ 2 ! 2
(
o CH 2 1T
=T IT2UT Y
V3
60° 3
tg60° = 2N 2 \/_.2:@

Exemplo 1.4.6 Considere o quadrado ABCD cujos lados medem a. Mais uma vez, o

Teorema de Pitdgoras assegura que sua diagonal mede av/2.

Figura 10: Utilizacao do quadrado para a determinacao das razoes trigonométricas do
angulo de 45°.

45°

A a B

Fonte: Da autoria
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O triangulo ABC é retangulo em B e é isésceles. Deste modo, seus angulos internos
agudos sao iguais e medem 45° cada um. Deseja-se determinar, assim, o seno, o cosseno

e a tangente de 45°. Das defini¢oes destas fungoes trigonométricas, tem-se que

BC a 1 V2
8611450:::—:—:—7
AC av2 V2 2
AB a 1 V2
o845’ = —= —~ = — = —
AC av2 V2 2
V2
45°
tg4502861[1 5 _ 1

Com os resutados obtidos nos dois exemplos anteriores evidenciam os valores do

seno, do cosseno e da tangente dos angulos agudos conhecidos como angulos notaveis.
Tem-se, pois, a seguinte tabela:

« | 30° | 45° | 60°

sen ! Q ﬁ
2 2 2
COs & é Q !
2 2 2

tg ? 1 V3

No triangulo retangulo abaixo, tem-se que

Cc
COSX = — [§ sen X = —.
a

o

Deste modo,

C=acos« e b = asen «.

Figura 11: Relagao Fundamental da Trigonometria.

Fonte: Da autoria
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Segue, pois, do Teorema de Pitagoras que

2 2
& a” = (acosa)” + (asen «)
& a? = a’cos’ o+ a’sen?
& at=ad’ (cos2 o + sen’? oc)

Dividindo ambos os membros desta tltima igualdade por a?, obetém-se

cos? o+ sen” o = 1.

Essa relagao serd conhecida como Teorema Fundamental da Trigonometria ou Re-
lacao Fundamental da Trigonometria, que pode ser enunciada da seguinte forma: o
quadrado do cosseno de um angulo adicionado do quadrado do seno desse mesmo angulo,

serd sempre igual a 1.

Teorema 1.4.7 Se dois angulos agudos & e 3 sao complementares, isto €, x+ 3 = 90°,

entao sen x = cos 3, isto é, o cosseno de um angulo € o seno do seu complementar, e

tgox = —.
tg 3

Demonstracgao: Considerando o triangulo ABC da Figura 12.

Figura 12: Seno, cosseno e tangente de arcos complementares.

Fonte: Da autoria

Aplicando a definicao do seno e do cosseno, tem-se
b c
senx =cosf3 =— e senf3 =coso = —.
a a

Observa-se, agora, que

senx  cosf 1 1
tg(x = = = =
cosox senf senf  tgp
cos 3
e o resultado segue. [

A demonstragao do préximo resultado segue os passos de (MORGADO, 2005).
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Teorema 1.4.8 Se 0° < 0 < 45°, entao

(1) sen20 = 2sen 0 cos 0;

(i) 0 1 —cosB
sen = =4/ ————.
2 2
Demonstracao: Seja ABC um triangulo isésceles como mostra a figura abaixo.

Figura 13: Seno do arco duplo e seno do arco metade.

B

Fonte: Da autoria

Supondo-se AB = AC = 1, seja OA a bissetriz do angulo BAC. Divide-se, assim, o
triangulo ABC nos triagulos AOC e AOB de mesma area. Esses triangulos sao ambos
retangulos em O e, visto que OA é uma bissetriz desse triangulo, tem-se BAO = CAO =

0. Nestas condigoes, aplicando a definicao do seno de um angulo, no triangulo retangulo
AOC, tem-se L
@)

1

P

sen@ =

AR

entao,

OC =senb

Fazendo uma analise andloga com respeito ao triangulo AOB, obtem-se

B =sen®.

logo, podemos garantir que
OC =0B =senb,

o que mostra que O é o ponto médio do segmento BC. Por outro lado, aplicando a

defini¢ao do cosseno de um angulo no triangulo AOC, obtem-se

cos =

A0
1

Az
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Logo,
AO = cos0.

Tracando a altura BH do triangulo ABC, em relacio & base AC e aplicando a definicéo

do seno no triangulo ABH, temos:

BH BH —
sen(0+60) = N = sen20 = =B = sen 20 = BH.

Sabendo-se que a drea de qualquer triangulo, é a metade do produto da base pela altura

BC-AO
relativa a essa base, verifica-se relativamente ao triangulo ABC, que a sua area é —5
AC-BH
ou, também ¢ igual a > . Daqui,
BC-AO =AC - BH,

e, consequentemente,

(BO+0C)-AO=AC-BH = (OC+0C)-A0O=AC-B
= 20C-AO=AC BH.

Uma vez que OC = OB = sen®, AO = cos8, AC = 1 e BH = sen 20, pode-se concluir
que

2senB-cos@ =1-sen20,
isto é,

sen20 = 2sen® - cos 0.

Do triangulo ABH, obtem-se

cos20 = i = AH
AB 1
Logo,
AH = cos 20.
analisando agora o triangulo BHC, tem-se que
N HC
CosS X = ——
BC’
o que fornece
HC =BC - cos .

Verifica-se ainda que
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e, consequentemente,
HC = 2sen 0 cos &

Sabendo-se que BH é a altura em relacdo ao lado AC e que

AH+HC =AC =1,

é imediato que

cos20 +2senBcosax =1

Sendo « e 0 angulos complementares, tem-se
senox =cosB® e sen @ = cos «.

Logo,
cos20 +2senBcosx=1 = co0s20+2senBsend =1
= 0820+ 2sen’0 =1
1 —cos20

29:
= sen >

E_ 1—cosf
senz_w—2 )

Tomando 3 = 2, conclui-se que

Teorema 1.4.9 (Lei dos Senos) Os lados de um triangulo sao proporcionais aos senos
dos angulos opostos e a constante de proporcionalidade € o diametro da circunferéncia

circunscrita ao triangulo.

Demonstracao: Seja ABC um triangulo qualquer, como na Figura 14.

Figura 14: Lei dos Senos.

Fonte: Da autoria

Tomando a altura do triangulo ABC relativamente ao lado BC, obtem-se dois triangulos



Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional 18

retangulos: AAHC e o AAHB. Das razoes trigonométricas, extrai-se as seguintes relagoes:

h
sencx:E<:>h:csenoc (1.5)

h
senB:Eﬁh:bsenB (1.6)

De (1.5) e (1.6), tem-se
csenx = bsen 3

e, dai,
seno  sen 3

-2 (1.7)

De forma anéloga, baixando-se a altura do triangulo em relacao AC e aplicando o mesmo

processo descrito anteriormente, tem-se

sen®  senf3
= ) 1.8
. S (1.8)

Assim, de (1.7) e (1.8),

sen® seno senf3

a b c
[ |

Teorema 1.4.10 (Lei dos Cossenos) Em qualquer triangulo, o quadrado de um lado é
wqual a soma dos quadrados dos outros dois lados menos duas vezes o produto desses dois

lados pelo cosseno do angulo por eles formados.

Demonstracgao: Considere o triangulo qualquer ABC, abaixo.

Figura 15: Lei dos Cossenos.

Fonte: Da autoria

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangulos AHC e AHB obtemos,

b? =h?’+ (a—m)* (1.9)
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e

c=h’+m (1.10)
De (1.9) e (1.10), obtém-se |

b?—c? = (a—m)* —m?
= a’—2am
e, portanto,
b’ =a’+c? —2am. (1.11)
m .

Por outro lado, cos x = - ou, equivalentemente,

m = C cos &. (1.12)

Substituindo-se (1.12) em (1.11), encontra-se

b2 = a? +b? — 2accos

De forma anéloga, baixando as alturas relativas aos lados AC e AB e procedendo da

mesma forma, podemos concluir que
a’? =b%* 4+ c¢? —2bccosH

e que
c? = a?+b?> —2abcos p.



Capitulo 2

Estendendo as Funcoes
Trigonométricas: o Ciclo

Trigonométrico

Na secao anterior, viu-se a trigonometria nos triangulos retangulos, onde foram
definidas as razoes trigonométricas, seno; cosseno e tangente, com o objetivo de resolver
problemas relacionados exclusivamente a esse tipo de triangulo. Nesta se¢ao, amplia-se
o horizonte destas fun¢oes de modo que as nescessidades que a matematica atual posssui
sejam atendidas. Com essa nova abordagem trigonométrica, o triangulo retangulo é insu-
ficiente para as devidas definigbes nescessarias havendo a necessidade da implementacao
de um novo ambiente para a trigonometria. Este novo ambiente é o que chamaremos de

circunferéncia trigonométrica ou ciclo trigonométrico.

2.1 Medida de arco

Definicao 2.1.1 Chamamos de medida de um arco, a medida do angulo central que

determina o arco.

Na figura abaixo, a medida do arco AB, corresponde a medida do angulo central
AOB.

Figura 16: Medida de um arco.

B

Fonte: Da autoria

20
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A unidade de medida mais utilizada na trigonometria é o grau (°), onde 1° equi-

1
vale a — de uma circunferéncia. Para medidas menores do que um grau, adota-se os

360

submultiplos, chamados de minuto (') e segundo (”) que, para efeito de calculo, tem-se

um minuto equivalente a — do grau, isto é, 1° = 60’ e um segundo equivale a 6]_0 do
minuto, ou seja, 1’ = 60”.

Os arcos também podem ser medidos em radianos. Segundo (XAVIER, 2013), o
termo radiano (radian) aparece impresso pela primeira vez em 1873, num exame escrito
pelo fisico James Thonson. O termo radian (radiano), provavelmente foi inspirado pela
palavra radius (raio). O uso da unidada radiano em trigonometria surgiu da nescessidade
de unificar as unidades de medidas do arco e da corda (ou meia corda) e o raio do circulo
foi adotado como unidade de medida comum. Entao, pode-se definir a medida de um
arco em radiano (rad), como sendo a razdo do comprimento de um arco determinado
pelo angulo central de um circulo, cujo centro é o vértice do angulo pelo comprimento do

raio do circulo. Para efeito de cédlculo, adota-se 1rad ~ 57°17'57".

Figura 17: O radiano.

B

~

comprimento do arco (f) = comprimento do raio (1)

Fonte: Da autoria

E muito comum a conver¢ao de unidade de grau para radiano ou de radiano para

grau. Sabendo que uma circunferéncia tem 360° e que se C é seu comprimento entao esta
: . C e
circunferéncia mede — rad, tem-se a equivaléncia
T

360° = & = 2 o rad
T T

Observa-se aqui que a medida de um arco em radiano, nao depende da unidade de com-
primento considerada. Assim, para fazermos uma tranformagao de grau para radiano ou
de radiano para grau, basta fazer uma regra de trés simples e direta. Deste modo, para

efeito de céalculo, tem-se 180° = 7t rad.

Exemplo 2.1.2 Deseja-se converter 30° para radiano. Tem-se assim, a seguinte regra de
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trés simples:

grau radiano
180° — s
30° — X
E assim,
180 =
30 x
de onde se extrai
0t m
=130 — & rad

3n
Exemplo 2.1.3 Deseja-se escrever — rad em graus. Para tanto, tem-se a seguinte regra

de treés simples: 4
grau radiano
180° — T
3m
* 4
Assim,
180 s
x  3m
4
de onde se extrai 180.3
X = — = 135°.

2.2 O ciclo trigonométrico

Chamamos de circulo ou ciclo trigonométrico a cirfunferéncia de raio unitario

centrada na origem de um plano cartesiano de eixos ortogonais.

Figura 18: O ciclo trigonométrico.

Y4

o

11 90

180 0°=360°

'
N

270°

Fonte: Da autoria
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O circulo trigonométrico, pode ser percorrido nos dois sentidos, que chamamos
de sentido horério (segundo os ponteiros do reldgio) e anti-horario (sentido oposto).
Convenciona-se o sentido anti-horario como sendo o sentido positivo de percurso sobre

o ciculo trigonométrico e o sentido horario como sendo o sentido negativo.

Figura 19: Orientagoes do ciclo trigonométrico.

SENTIDO POSITIVO SENTIDO NEGATIVO
Y4 + Y4
1| 90° 1] 90°
180° 0°=360" 180" 0°=360°
-1 1 X -1 1 X
| 2700 -1 2700

Fonte: Da autoria

Observamos que os eixos x e Y, dividem a circunferéncia trigonométrica em quatro
regioes congruentes, chamadas de quadrantes enumeradas de 1 a 4 e contada apartir do

ponto A = (0, 1) e no sentido anti-horario da trajetéria, como mostra a Figura 20.

Figura 20: Contagem dos quadrantes.

Y4
1| 90°
2° quadrante 1° quadrante
o o
180 0°=360
-1 1 X
3° quadrante 4° quadrante
-11 2700

Fonte: Da autoria

Considerando o ciclo trigonométrico de centro em O = (0,0) e origem em A =
(1,0), para efeito de estudo das fungdes trigonométricas, associaremos ao ciclo quatro

€1X0s:
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(1) Consideremos o eixo X no sentido horizontal, orientado na direcdo de OA e com

sentido positivo de O para A, como sendo o eixo dos cossenos.

(i) O eixo vertical Y, serd dito eixo dos senos, sendo o seu sentido positivo de O para

B = (0,1). Nota-se que o arco AB mede g

(ii1) O eixo das tangentes, sera paralelo ao eixo dos senos, passando por A, e o seu sentido

posivo serd o mesmo do item (1) .

Figura 21: Contagem dos quadrantes com eixos orientados.

seno tangente
A A

[¢]

1] 90

2° quadrante | 1° quadrante

180 0°=360°
p ; > COSsena

3° quadrante | 4° quadrante

-1]1 270 °

Fonte: Da autoria

A cada numero real o associamos um ponto P do ciclo trigonométrico do seguinte

modo:

e se & > 0, considera-se o maior inteiro nao-negativo k tal que 2kmt < «. Fazendo-se
{ = o« — 2kmt, apartir de A, segundo o sentido positivo, P sera o ponto do ciclo tal

que o comprimento do arco AP é {.

e se & < 0, considera-se o menor inteiro nao-negativo k tal que 2kmt > «. Fazendo-se
{ = 2k — «, apartir de A, segundo o sentido negativo, P sera o ponto do ciclo tal

que o comprimento do arco AP é {.
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Figura 22: Localizagao do arco nos quadrantes.

a>0 4 o <0 A
T T
112 112
P
r=o — 2kn
T Al 0=2rn T Al 0=2rn
-1 T -1 1T
=2kt —a
P
-1 3z -1|3n
2 2

Fonte: Da autoria

De maneira mais simples dado « € R, consideramos um segmento de tamanho |«
e o enrolamos, fazendo seu extremo inicial coincidir com o ponto A, no sentido positivo,
se « é positivo, ou no sentido negativo, se & é negativo. O ponto determinado no ciclo
pelo extremo final do segmento apos este enrolar o ciclo serda o ponto P.
Deste modo diz-se que & determina um arco do i-ésimo quadrante, i = 1,2, 3,4, quando

o ponto P determinado por « pertence ao i-ésimo quadrante.

Definicao 2.2.1 Dir-se-d que os numeros o e [3 determinam arcos congruos ou con-

gruentes quando determinam o mesmo ponto P sobre o ciclo trigonométrico.

Observa-se que se dois arcos representados por um mesmo ponto P do ciclo trigo-
nométtrico diferem entre si por um multiplo de 27, o que corresponde ao comprimento
de cada volta no ciclo trigonométrico.

Observa-se aqui que, caso se esteja olhando para os angulos em grau, estes serao

congruentes se a diferenca entre eles ¢ um multiplo de 360°

/T T /T T
Exemplo 2.2.2 Os arcos — rad e = rad sao congruos pois 373" 27mt. Nota-se que

3

isto é equivalente a dizer que os angulos de 420° e 60° sao congruos.

2.3 Estendendo as funcoes trigonométricas

Definicao 2.3.1 (IEZZI -1995) Uma fun¢io f : A — B € dita periddica se ezistir um

numero real p > 0 satisfazendo a condig¢ao

f(x+p)=~f(x),
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para todo x € A. O menor valor de p que satisfaz a condig¢do acima é chamado de

periodo de f.

As funcgoes trigonométicas estdao bem definidas para angulos « no intervalo 0° <
x < 90°. Como esses angulos podem ser também medidos em radianos entao, para todos

s
os arcos 0 tais que 0 < 0 < —, estas fungoes estao bem definidas.

Considerando o angulo «, com 0° < o < 90°, o ponto P associado a «, pode
ser localizado no plano cartesiano através das coordenadas (cos &, sen «). Isso pode ser
facilmente verificado, sabendo-se que o raio r, que liga o centro e o ponto P é a hipotenusa

do triangulo retangulo determinado por «, como evidenciado na Figura 23.

Figura 23: Localizagao do arco nos quadrantes.

180°

-1] 270°

Fonte: Da autoria

Deste modo, se o é um angulo em graus e P = (x,y) é o ponto no ciclo determinado
por «, tem-se

COSX =X e senx=y.

Analogamente, se & é um ntumero real e P = (x,y) é o ponto no ciclo trigonométrico

determinado por 0, definimos

cosb=x e sen0O=uy.
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Em particular, observa-se que

cos0 =1 e sen (0 =0,

cosgzo e sengzh
cost=—1 e sentt =0,
COS:%?T[:O e Sen%t:—],

cos2m =1 e sen 27t = 0.

Pode-se extrair ainda desta construcao que, para todo « € R (independemente da

unidade de medida),

la=1.

sen” o + cos
Essas novas definicoes estendem, claramente, as que foram dadas em termos de
triangulos retangulos. No entanto, cabe observar que tg « nao estda definida para « =

s
5 + k7, para todo k € Z, pois, nestes casos, cos x = 0.

Por outro lado, para todo k € Z e todo « real, temos que sen (x + 2K7t) = sen « e
cos (o 4+ 2k7t) = cos . Esse fato mostra que as fungdes seno e cosseno sao periddicas de

periodo 2mt.

2.4 Reducao ao primeiro quadrante

As fungoes do seno e do cosseno tém o seu sinal, diretamente ligado ao quadrante
em que se encontra. E possivel determinar os valores do seno e do cosseno em qualquer
quadrante, conhecendo-se os valore destas fungdes em algum arco especifico do primeiro

quadrante. esse processo ¢ chamado de reducao ao primeiro quadrante.

Seja P a extremidade de um arco de medida a. O simétrico de P em relacao
ao eixo vertical é o ponto P’ que ¢é a intersecao da reta paralela ao eixo das abscissas
passando por P e o ciclo trigonométrico. O simétrico de P em relagao a origem é o
ponto P” que é a interse¢ao da reta OP e o ciclo trigonométrico. O simétrico de P em
relacao ao eixo horizontal é o ponto P” que é a intersecao da reta paralela ao eixo das

ordenadas passando por P e o ciclo trigonométrico.
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Figura 24: Pontos simétricos relativos no ciclo trigonométrico.

A

Fonte: Da autoria

O processo de reducao ao primeiro quadrante corresponde a correlacionar um arco 0 fora

do primeiro quadrante a um arco & no primeiro quadrante de modo que
lcosO] =cosax e |sen O] = sen .

Os pontos obtidos pela intersecao entre o ciclo trigonométrico e os eixos do plano cartesi-
ano sao conhecidos como pontos divisores dos quadrantes, que aqui representaremos
por A, A’, BeB.

Figura 25: Pontos divisores dos quadrantes.

Ya

Fonte: Da autoria
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2.4.1 Reducao do segundo quadrante ao primeiro

Seja P um ponto no segundo quadrante e seja AP o arco que se obtém orientado

positivamente, como mostra a figura abaixo.

Figura 26: Arco no segundo quadrante.

YA

XV

N

B’

Fonte: Da autoria

Uma que P é um ponto que pertece ao plano cartesino e esta sobre a circurferéncia de

raio unitario, P possui abscissa e ordenada, como na Figura 27.

Figura 27: Determinagao das coordenas de um ponto no segundo quadrante.

Y A
|
P Y»
ﬁ
Al . A>
: / x
B’

Fonte: Da autoria

Por outro lado, sabemos que os eixos das abscissas representa o eixo dos cosseno e o eixo

das ordenadas representa o eixo dos senos. Assim,

sen®=y e cos®=x
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Observando novamente a Figura 27, temos um arco que partiu de A até P, tendo um
deslocamento de 0 rad. Por outro lado, sabe-se que de P até A’, serd o suplemento de
«, ou seja, o que esta faltando para 7t rad. Logo, esse suplemento serd de x = m— 0,

como se pode observar na Figura 28.

Figura 28: Angulos suplementares.

Y A

U Y v

=
Jq:
>

=e--
XV

a

=

B’

Fonte: Da autoria

O triangulo OPP’ é retangulo por construgao e, fazendo-se uma reflexao de 7 rad desse
triangulo em relagao ao eixo das ordenadas, obtemos o triangulo OQQ’, como se percebe

na Figura 29.

Figura 29: Reflexao vertical do triangulo OPP’.

B)

Fonte: Da autoria

Podemos notar que OP’ = OQ’, PP =Q'Q e OP = 0Q = 1 e que P e Q sao simétricos em

relagao ao eixo das ordenadas, entao, os pontos P e Q tém, respectivamente, coordenadas
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(xp;yr) € (xq;Yq) e, além disso,
XQ = —Xp = cos (1 — 0) e Yo =yp =sen(m—0)

e, portanto, «x =7 — 0 é a reducao de 0 ao primeiro quadrante.

2.4.2 Reducao do terceiro quadrante ao primeiro

Toma-se no ciclo trigonométrico um angulo central «, cujo arco é AP, no sentido

anti-horario. Tendo P as coordenadas (xp;yp), tem-se que
COSX =Xp e sen o« = Yp.

Por construcao, o triangulo OPP’ é retangulo, como mostra a Figura 30.

Figura 30: Arco no terceiro quadrante.

YA
B
Al e /\ A,
: X
a_-n- P ............................ yp
B’

Fonte: Da autoria

Tomando o arco A’P, cujo angulo central é (« — 7t), faz-se o prolongamento do segmento
de reta PO até que se determine o ponto Q obtendo, assim, o segmento de reta PQ. Dessa
forma, obtem-se angulos opostos pelo vértice e, sendo assim, por construcao, os triangulos

OPP’ e OQQ’ sao congruentes (pelo criterio AA) como exemplificado na Figura 31.
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Figura 31: Redugao do terceiro quadrante.

Y 4

a
AXP/

>
X
Fonte: Da autoria
Tem-se, entao que:
OP-0Q ¢ PP=0QQ,
garantindo que Q = (—xp, —Y;), isto &,
cos(x—m) =—x, e sen (¢ — m) = —y,
ou, equivalentemente,
cos @ = — cos (o« — ) e senox=—sen(ox—7).

O angulo & — 7 é denominado de explemento de «.

2.4.3 Reducao do quarto quadrante ao primeiro

Seja o um angulo central qualquer, pertencente ao quarto quadrante, cujo arco é

AP, determinado no sentido anti-horario. Sejam (x,,yy) as coordenadas de P.
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Figura 32: Arco pertencente ao quarto quadrante.

Y A
Is
1

A EJ|A
k o X

Ye
P (Xp, ¥5)

B,

Fonte: Da autoria

Observa-se que « é o replemento de 0, isto é, «+6 = 27t. Tomando-se o triangulo OPP’,
fazendo uma reflexdo de 180° em relacao ao eixo das abscissas, obtemos o ponto P/, cuja

representagao no plano cartesiano é P’ = (xp:yps), como se observa na Figura 33.

Figura 33: Reducao do quarto para o primeiro quadrante.

Fonte: Da autoria

Nota-se que os triangulos OPE e OP’E sdo congruentes, e que EP = EP’. Neste caso,
Xp = Xpr € Yp = —Yp €, consequentemente, P’ = (xp,—yp). Uma vez que cos x = Xxp,

sen & = Yp, sen @ = yp/ e cos 0 = xp/, pode-se concluir que
cosx =cosB e sen @ = —sen 0,

onde « + 0 = 27 ou, equivalentemente, 0 = 2t — «.
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2.5 Reducao ao primeiro quadrante e a funcao tan-

gente

Foram mencionados, até aqui, apenas os comportamentos das fungoes seno e cos-
seno no que diz respeito a relagao entre os arcos pertencentes ao segundo, terceiro e
quarto quadrantes e arcos localizados no primeiro quadrante. Apresentar-se-a, agora o

comportamento da reducao ao primeiro quadrante da tangente.

Dado um arco « = AP, pertencente ao segundo quadrante, seja 8 = m— «, o

suplemento de «. Neste caso,

sen o« sen 0

tgo(: —
cosx —cosB

Conclui-se, portanto, que a tangente de uma arco que estd no segundo quadrante é o
oposto da tangente do seu suplemento, que obrigatoriamente esta no primeiro quadrante.
De modo andlogo, podemos determinar a tangente de um arco que esteja no terceiro ou
no quarto quadrante tomando, respectivamente, o explemento ou o replemento do arco

considerado. Assim, se « esta no terceiro quadrante e 0 = & — 71, entao

senx —sen®

t X = =
& COS X cos 0

Para efeito didatico de memorizagao, podemos adotar o SETACO, palavra formada
pelas duas primeiras letra das palvras SEno, TAngente e COsseno, respectivamente, onde
nessa regra, expressamos somente os quadrantes em que o seno, cosseno e a tangente

asumem valores positivos, como podemos observar no quadro abaixo:

SE | TA | CO
12 | 13 | 14

Assim, por exclusao, o seno serd negativo no terceiro e quarto quadrantes, a tangente
serd negativa nos quadrantes impares e o cosseno serd negativo no segundo e terceiro

quadrantes.
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2.6 Estudo da paridade das funcoes trigonométricas

elementares

Conceitua-se, agora, a nogao de funcao par e impar. Neste sentido, a redugao ao
primeiro quadrante serd ttil para caracterizar as fungoes seno, cosseno e tangente quanto

a esses conceitos.

Definig¢ao 2.6.1 Uma funcao f: (—a,a) — R € dita par se f(x) = f(—x) para todo

X € (—a,a) e € dita impar se f(—x) = —f (x) para todo x € (—a, a).
s I ¢ . , ~
Se0 <0< > entao ) < —0 <0, ou seja, —0 é um angulo no quarto quadrante
e B é seu replemento. Neste caso, é sabido que
cos (—0) = cos (0) e sen (—0) = —sen 0.

Tt - T . . N . .
Se 5 <0 <mentao 1< —0 < 7 ou seja, —0 é um agulo no terceiro quadrante cujo

explemento « coincide com o suplemento de 0. Neste caso,
cos(—0) = —cosax =cosO e sen (—0) = —sen & = —sen 0.

Uma vez que recai-se em andlises andlogas as duas anteriores quando se considera 0 no

terceiro ou no quarto quadrante, tem-se, de modo geral, que
cos (—0) = cos (0) e sen (—0) = —sen 6,

para todo 8 € R, ou seja, a funcao cosseno é par e a funcao seno é impar.
T T .
Se 0 € <—§, §>’ entao
_sen(—0) —sen®

tg (—0) = — — g0
g(=0) cos (—0) cos 0 &Y

ou seja, a funcao tangente, no intervalo dado, é impar.

2.7 O seno e o cosseno da soma de arcos

Sejam x e y angulos quaisquer. Considera-se a soma x + Y no ciclo trigonométrico

como mostra a figura abaixo.
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Figura 34: Determinacao do seno e do cosseno da soma de arcos

A

Fonte: Da autoria
Observa-se que

sen (x +y) = AG = AC + CF+ FG.

Os triangulos OAC, OBE, CDF e DFG sao, claramente, semelhantes. Tem-se que

o x AC CF
enNnx = — = ——
OC CD’
de onde se extrai
AC = OCsenx e CF=CDsenx.
Logo,

A_C—l-ﬁ:TSGHX—f—C_DSQIlX zsenx(O_D—l—C_D) — senxOD
e, uma vez que OD = cosy, tem-se

C + CF =senxcosy.
Por outro lado,

COSX =

33
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e, portanto,
FG = DG cosx.

Mas, DG = seny e, consequentemente,
FG = seny cosx.
Assim,
sen (x + Y) =senxcosy+ seny cos X.

Observa-se, agora que

cos (x +y) = OA.

Mas,

COSX =

2l

e, dai,

OA = OCcosx = cosx

OD —CD).

~

Como OD = cosy, tem-se
cos (x +y) = OA = cosx cosy — CD cosx.

Notando-se, agora, que

CD —
tgex=—  eque DG =senvy,
g DG q Y
obtém-se
— sen x sen
CD =tgxseny = SOUXEORY
cos X
Assim,
senxseny
cos (x +y) = cosxcosy — ———= cos x
cos X

= COSXCOSY — senxseny.

O caso da diferenca de arcos faz utilizando as identidades acima e a paridade das

funcoes seno e cosseno. De modo geral,

sen (x —y) =sen (x + (—y))
= senx cos (—y) + sen (—y) cos x

= Sen X CosY — seny cos x
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cos (x —y) = cos (x + (—y))
= cosx cos (—Yy) — sen x sen (—y)

= CcosXCcosy + senxseny.
Segue daqui também as férmulas para o seno e o cosseno do arco duplo:

sen 2x = sen (x + x) = 2senx cosx

cos 2x = cos (x + x) = cos® x — sen’ x.



Capitulo 3
Numeros Complexos

Nesse capitulo, apresentaremos os numeros complexos, entes matematicos que
comecaram a ser utilizados sistematicamente com algebristas italianos dos séculos XVI,
que ainda nessa época nao tinham os conceitos de nimeros negativos e irracionais bem
consolidados. Percebe-se, assim, que, historicamente, o desenvolvimento dos conjuntos
numeéricos nao seguiu, de forma alguma, um progresso linear.

Os nimeros complexos tiveram sua primeira aplicacdo matematica realizada por
Cardano (1501, 1576) em seu livro Ars Magna (1545), tendo surgido da necessidade de tra-
balhar com raizes quadradas de niimeros reais negativos, quando da resolucao da equagao
do terceiro grau. O mateméatico Rafael Bombelli, passou entao a refletir a respeito da
natureza desse novo conceito matematico, percebendo em seus trabalhos que as equagoes
do tipo x* + a = 0 so poderiam ser resolvido com as raizes que Descartes chamou de
imaginaria. Dessa forma foi surgindo uma teoria mais sélida e com uma notacao prépria.
Por volta do século XIX, foi apresentada pela primeira vez a interpretacao grafica dos

nimeros complexos, realizada por Gauss,

3.1 O conjunto C dos ntimeros complexos

Definig¢ao 3.1.1 (IEZZI, 1977) Chama-se conjunto dos ciimeros complexos, repre-
sentado por C, o conjunto dos pares ordenados de niumeros reais para 0S quais estao

definidas as operacoes de adi¢ao e multiplicacdo da sequinte forma:

(a,b)+ (c,d) =(a+c,b+4d)

(a,b)-(c,d) = (ac —bd, ad + bc)

Desta forma, fazendo a idenficagdo do nimero real x com o par (x,0), conclui-se

que todo nimero complexo pode ser escrito de maneira Unica, sob a forma z = a + bi,

39
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(b,0)

em que a = (a,0) é denominado de parte real de z, denotado por a = Re (z), b = (b,
¢ denominado de parte imaginaria de z, denotado por b = Im(z), e i = (0,1) é a

unidade imaginaria.

Observa-se ainda que

12:(0>1)(0>1)
—(0-0-1-1,0-1+1-0)
— (=1,0) = —1.

Assim, em 1777, Leonhard Euller utilizou pela primeira vez a notacio de i* = —1, tendo
seu uso absolutamente aceito por Gauss em 1801, tornando-se assim uma convengao (ou
representagao) adotada até os dias de hoje.

Observa-se sem dificuldades que a adi¢ao de niimeros complexos possui as seguintes

propriedades:

e Associatividade: (z; + z2) + z3 = z1 + (22 + z3), para todo z1,25,23 € C;
e Comutatividade: z; + z; = z; + z;, para todo z1,z; € C;
e Elemento Neutro: z+ 0 =0+ z = z, para todo z € C, onde 0 = (0,0);

e Elemento Simétrico: para todo z = (a,b) € C, o nimero complexo —z = (—a, —b)

é tal que

Verifica-se ainda que a multiplicacao em C goza das seguintes propriedades:

e Associatividade: (Z] 'Zz) Z3 =121 (Zz . Zg), para todo Z1yZ2,23 € (C;

e Comutatividade: z; - z; = z; - z7, para todo z1,z; € C;
e Elemento Neutro: z-1=1:z =z, para todo z € C, onde 1 = (1,0);
1
e Elemento Inverso: para todo z = (a,b) € C, z # 0, o ntimero complexo z~' = .=

a b i
10 g ¢ talaue

Distributividade da Multiplicacao Relativamente a Adicao: z- (z1 + z;) = zzy + 223,

para todo z,z;,z; € C.

Por definicao, se n € N a n-ésima poténcia de um ntmero corresponde ao produto

de n-fatores iguais a ele. Assim,
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1 =1

P=i-i=—1
B=ti=(-1)-1=—i

=P i=(-)-i=—-=—(-1)=1
=it i=1-i=1

=P i=i-1=1=—1

V= 1=(-1-i=—1

Continuando com o mesmo processo, percebe-se que as poténcias de i comecam a

se repetir de 4 em 4 unidades, de modo que que se estabelece indutivamente que

para todo n € N.

Definicao 3.1.2 (CARMO, 2005) Define-se o conjugado de um niumero complexo z =

a + bi como sendo o nimero complero z = a — bi.

Geometricamente, o conjugado z é o simétrico de z, em relacao ao eixo Ox, fato
facilmente verificado através da representacao em coordenadas no plano cartesiano de um

nimero complexo, como evidenciado na figura abaixo:

Figura 35: Conjugado de um nimero complexo.

b z=(a,b)

2=(a.-b)

Fonte: Da autoria
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A divisao do complexo z; = a + bi pelo complexo nao-nulo z, = ¢ + di é estabe-
lecida em consonancia com a divisao de ntimeros reais, isto é, deseja-se preservar em C a
estrutura algébrica e aritmética de R. Assim, tem-se, de modo geral, que
z1 z1-Z; (a+bi)(c—di) c—di 1

= 2 _ = = (a+bi) =2z1-z
2 2z, Zn z-z; (c+di)(c—di) cz24qz o

Para todo z1,z; € C, com z; # 0.
Dado o nimero complexo z = a + bi, chama-se de médulo de um ntimero com-

plexo, o niimero real nao-negativo
|z = v/ a? + b2.

Geometricamente, o médulo de um nimero complexo representa a distancia da origem

do sistema de coordenadas ao ponto (a,b).

Figura 36: Moédulo de um niimero complexo.

Ay
P=(a,b) ou
................................. b afixo de z=a+bi
o
< b
X
>
O a A

Fonte: Da autoria

E imediato que um nimero complexo e seu conjugado possuem o mesmo modulo que, de

modo geral, z-zZ = 2.

3.2 Forma trigonométrica de um nimero complexo

Sabemos que um ntmero complexo z pode ser representado através de um ponto no
plano, chamado de afixo de z, de coordenadas (a, b), ou aproveitando a relacao biunivoca
entre pontos e vetores do plano, através do vetor 7, de origem O = (0,0) e extremidade
z=(a,b).

Essa representacao da énfase aos elementos geométricos do vetor 7, que passare-
mos a chamar de coordenadas polares, isto ¢, podemos representar o nimero complexo z
em termos de seu médulo e do angulo, no sentido anti-horario, que V faz com o eixo Ox,

denominado de argumento de z e denotado por arg (z).
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Figura 37: Plano de Argand-Gauss.

Ay
P=(a,b)
b | N
\’l///Q z=a+bi
o X
>
@) a

Fonte: Da autoria

Tem-se, assim, que todo niimero complexo nao-nulo z é perfeitamente determinado

pelo par (|z],arg (z)).
Verifica-se que, se z = a + bi e & = arg (z), entao

a
COS X = — e sen X = —

|z| |z|”

com 0 < o < 27. Dald,

a = |z| cos

b = |z|sen «

Geometricamente, temos:

Figura 38: Determinagao da forma trigonométrica de um ntimero complexo.

Ay
................................. z=(a,b)
\’l/Q éb:lZl-sen a
a X
O a=|Z|'COSG

Fonte: Da autoria

Substituindo esses valores em z = a + bi, temos
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z=a+bi=|z]cosx+1i|z|sen & = |z| (cos & + 1sen «)

A forma z = |z| (cos @ + 1 - sen &) é chamada de forma trigonométrica ou forma
polar de z.

Observa-se que, subtistuindo o valor de « na expressdao z = |z| - (cos o« + 1 - sen o)
por « + 2k7t, onde k é um numero inteiro, o complexo z nao se altera, o que permite

concluir a igualdade

z = |z| (cos (¢ 4+ 2k7t) + sen (o« + 2Kk7)) .

De forma geral, dizemos que « + 2k7t, sdo os argumentos de z.

3.3 As formulas de De Moivre

Teorema 3.3.1 (IEZZI1,1977) O mddulo do produto de dois numeros complexos é igual
ao produto dos modulos dos fatores e seu argumento € congruente a soma dos argumentos

dos fatores.
Demonstracgao: Considere os nimeros complexos na forma trigonométrica
z1 = |z1] (cos o1 + isen o) e zp =zl (cosay +1sen o).

Tem-se, assim, que [

z1 -2 = |z1] (cos oty +isen o) - |zo] (cos o + isen ;)
= |z1]|z2] (cos o1 + isen &) (cos & + isen o)

= |z1]|z2] [(cos ox1 cos &y — sen g sen &) + 1 (cos oty sen &, + cos & sen o1 )]

.Mas

COS (X7 COS 0) — sen & sen oy = cos (o7 + ;)

Ssen (X1 cos & + sen o Cos X1 = sen (oq + )

Dali, pode-se concluir que
z1 - z3 = |z1| |22 [cos (o1 + ap) +isen (o + z)] .

Observa-se deste tltimo resultado que se w = [w|-[cos © 4+ isen 0], entao a aplicacio
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T: C — C dada por
Tz)=w-z

é a fungao rotagao por 0, isto é, multiplicar por w significa rotacionar z por um angulo 9.
Uma consequencia imediata do produto de nimeros complexos é a poténcia de z,

que é conhecida como Primeira Férmula de De Moivre,

Teorema 3.3.2 (IEZZI, 1997) Dados o nimero complezo nao-nulo z = |z| (cos &« + isen )

e o inteiro positivo N, tem-se
z" = |z|" (cosna + sen o) .

Demonstracao: O resultado é imediato para n = 1. Supondo sua validade para n =k,

mostremos sua validade para n =k + 1. Assim,

onde z¥ = |z|* (cos ka + isen k&) e z = |z| (cos & + isen «). Do Teorema 3.3.1 segue entao
que
2 = 12 [cos ((k+ 1) &) + isen ((k + 1) o)]

e o resultado vale para n = k + 1. Segue do Principio de Inducao que a igualdade é

verdadeira para todo inteiro positivo n. [

Teorema 3.3.3 O quociente de dois numeros complexos € igual ao quociente dos modulos

dos fatores, e o seu argumento € congruente a diferenca entre os argumentos dos fatores.

Demonstragao: Dados os niimeros complexos z; = |z1] (cos o7 + isen &) e z; = |z;] (cos o, + isen «

tem-se [ ]

zr |z1| (cos o1 + 1sen oy

)
z>  |za| (cos oa + isen o)
)

(
(

_lzil(cos o +isen o) (cos oy —isen ;)
(

|zl (cos & +isenay)  (cos oy — isen o)
|zl (cos oy +isen o) - [cos (—o) + isen (—op)]
|z cos? oy + sen?

= — -cos (o — oz) +isen (o — «xz)

e o resultado segue.

Considerando o complexo w, deseja-se investigar a equacao z" =w, n € N, n > 1.

Admitindo que possua solucao, coloca-se w e z nas suas formas trigonométricas:
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w = [w| (cos 0 + isen 0)

z = |z| (cos & + isen )
Por hipdtese, temos que a n-ésima poténcia de z é w, entao

2" =w

(Jz| (cos ox +1isen o))" = [w| (cos 0 + isen 0)

Aplicando a Primeira Formula de De Moivre, tem-se

1zI" (cosna +isenna) = [w| (cos© + isen 0)

Tem-se, assim, uma igualdade de nimeros complexos na forma trigonométrica. Conse-
quentemente, seus modulos tém que ser iguais e seus argumentos devem ser arcos cOngruos.

Deste modo, |z|" = [w| ou, equivalentemente,

z| = {/Iwl
e nx = 0 4 2km, com k € Z, isto é,

0 + 2km
= —-—
n

Y

com k € Z. Substituindo as expressoes obtidas acima em z, obtem-se

0+ 2kt . 0 + 2km
Z — %(COST—i-lsen—) ,keZ.
Observa-se que ¢ suficiente tomar zg,z1,...,2z,_1 pois qualquer outro valor inteiro de k

resultard numa dessas n raizes. Assim, de modo geral, para n > 1,

0 + 2k 0 + 2k
Vw = ¥/ wl (cos%#—isen%) ,0<k<n—1

Esta tltima identidade é conhecida como Segunda Féormula de De Moivre.



Capitulo 4
Aplicacoes

Nesse capitulo, apresentaremos aplicacoes do Teorema de Pitagoras, da trigono-
metria e dos niimeros complexos, assuntos que possuem inumeras aplicagoes nos diversos
ramos das ciéncias, sendo consideradas ferramentas imprescindiveis para o desenvolvi-
mento da Mateméatica moderna bem como de areas correlatas como Fisica, Engenharias

e outras.

Problema 4.1 (PIC OBMEP-2014) O antigo livro chinés Jiuzhang suanshu contem 246
problemas. Para as solugoes de alguns, é nescessario o uso do gou gu, ou seja, do Teorema
de Pitdagoras. Veja um dos desses problemas traduzido do Capitulo 9 do Jiuzhang. No
alto de um bambu vertical estd presa uma corda. A parte da corda em contato com o solo
mede 3 chih. Quando a corda é esticada, sua extremidade toca no solo a uma distancia

de 8 chih do pé do bambu. que comprimento tem o bambu?

Figura 39: Fio preso ao bambu.

__

Fonte: Da autoria

Solucao: Podemos observar que a corda que toca o chao tem o mesmo comprimento x
do bambu. Como ainda restam 3 chih de corda sobre o solo, ao esticar a corda presa ao
topo do bambu, conclui-se que ela possui um comprimento de x 4+ 3 chih. Aplicando o

Teorema de Pitagoras tem-se:

47
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Figura 40: Determinando o comprimento do fio.

all NS

3 « 8 g

Fonte: Da autoria

(x+3)=x2+8 & xXX+6x+9=x*+64

& 6x =55
=<
, 55 .
Logo, a resposta é x = < chih. O]

Problema 4.2 Numa fazenda o galpao fica 50 m distante da casa. Sejam x e y, rec-
pectivamente, as distancias da casa e do galpao ao transformador de enérgia, conforme a
figura abaixo. Calcule o valor de x+y. (Use: sen30° = 3;sen78° = 0, 98;sen72° = 0, 95)

Figura 41: Triangulo formado, pela casa, pelo galpao e pelo celeliro.

Fonte: http : //4.bp.blogspot.com/ —
dUgkm2HIsFc/UohwoNT/,, [/AAAAAAAAGKO/4kg]V8KwISs/s1600/05.jpg
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Solugao: Aplicando a Lei do Seno no triangulo formado pelo galpao, pela casa e pelo

transformador, temos:
sen30°  sen78°  sen72°

50 X y
Daqui,
sen30°  sen78° &y — 50-sen78° 50-0,98 03
50 x ~ sen30° 0,5
e
sen30°  sen72° 50-sen72° 50-0,95
50 y sen 30° 0,5
Entao

X4y =98+ 95=193.

O
Problema 4.3 Uberaba, Uberlandia e Araguari sao cidades do Triangulo Mineiro loca-
lizadas conforme a figura a seguir. A partir dos dados fornecidos, determine a distancia

aproximada de Uberaba a Araguari. (Use sen132° = 0,74, cos 132° = —0,67 e tg132° =
—1,11)

Figura 42: Calculo da distancia entre as cidades de Araguari e Uberaba.

Araguari
60km
Uberlandia 132°
80km
Uberaba

Fonte: Da autoria
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Solucgao: Aplicando a Lei dos Cossenos e denotando a distancia de Uberaba a Araguari

por X, tem-se

x* = 80% + 60 — 2 - 80 - 60 cos 132°
= 6400 + 3600 — 9600 - (—0,67)
= 6400 + 3600 + 6,432
= 16432
x =128,18

donde, x = 128, 18 km. O

Problema 4.4 (VUNESP) Em um jogo eletronico, o “monstro” tem a forma de um
setor circular de raio 1 cm, como mostra a figura. A parte que falta no circulo é a boca do
"monstro”, e o angulo de abertura mede 1 radiano. qual é o perimetro do "monstro”em

cm.

Figura 43: Monstro.

Fonte: Da autoria

Solucgao: Sabe-se que o radiano é a razao entre o comprimento do arco ¢ pelo seu raio 7.
Deste modo

c
1 rad =~
ra i

e ¢ = lem. Isso, mostra que o comprimeto de um arco que tem como medida uma
angulo central de T rad e raio 1 cm é igual a 1 cm. Uma vez que o comprimento C de uma

circunferéncia é igual a 27tr, tem-se que o perimetro P da figura é dado por O



Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional 51

P=C—c+2r
=2nr—c+2r
=2-Tm—142-1
=2n+1cm

Problema 4.5 Ao decolar, um avido sobe formando um angulo de 30° com a pista (ho-
rinzontal). Na diregao do percurso existe uma torre de transmissao de energia elétrica
situada a 30 km do aeroporto e com altura igual a 150 metros. Verifique se, mantendo-se

o trajeto, o avido pode colidir com a torre. Adote V3 =1,7.

Figura 44: O aviao e a torre.

300 h= 150II1

3Km=3000 1

Fonte: https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/aplicacoes-trigonometria.htm

Solugao: Da razao que define a tangente, tem-se

o __ X
t830" = 3550

e, consequentemente,

:%:wooﬁ

Logo, o aviao nao ira colidir com a torre, pois esta possui 150 m enquanto o aviao estara

X = 1700 m

a uma altura de 1700 metros quando passar por ela. O

Problema 4.6 Dois topdgrafos estao na mesma margem de um rio, separados por 36
metros um do outro. Um deles observa uma pedra que esta na outra margem, bem
enfrente ao seu companheiro. Com a ajuda de um teodolito, o observador verifica que
a linha perpendicular que une a pedra ao colega forma um angulo de 36°com alinha de
mira do teodolito & pedra. Qual é a largura do rio? (Use tg36° = 0,727, cos36° = 0,809
e sen36° = 0,588)
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Figura 45: Calculando a largura do rio.

Fonte: https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/aplicacoes-trigonometria.htm

Solucgao: Da razao trigonométrica que define a tangente segue que

36

tg36° = —

g <

ou seja
36 36
= = = 49,51
X T ie36e 0,727 7

Portanto, a largura do rio é de aproximadamente de 49,51 metros. O

Problema 4.7 Sabendo que a tangente de um angulo agudo « é igual a 2, calcule o sen &

€ 0 COS X.

Solucgao: Por hipdtese,

ou seja,

sen &« = 2 cos &

Da Relacio Fundamental da Trigonometria é sabido que sen? & + cos? « = 1. Logo,

(2cosa)’ +cosfaa =1 = 4dcos? o+ cos? ox = 1
= 5cos? =1

2y — _
= COS oc—S.

Como o seno e o cosseno de angulos agudos sao valores positivos, tem-se

V5
COS X = ——

5
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e, consequentemente,
2V/5
senox =2cos X = —.
5
OJ
Problema 4.8 (CARMO, 1992) Usando a férmula da adigao, mostre
2tgx
tg2x = —=——.
w) te 1—tg?x
tgx —tgy
b) t —Y) =
) te(x—y) 1+tgx-tgy
1 — cos2x
2,
c) senx = 2
Solugao: (a) Tem-se que
fo I — sen 2x B 2senx cosx
gox = cos2x  cos?x —sen?x
2sen x cosx Zsenx
_ cos? x _ cosx
cos? x — sen? x 1_ (seDX)Z
cos? x COSX
_ 2tgx
1 —tg?x
O
(b) Tem-se que
sen (x —y)
tg(x —y) = ——><
glx—y) cos (x—u)

Sen X cosy — cos x seny

CcosXcosy + senxseny
senx cosy — cosxseny

COS X COS Y
cosXcosy +senxseny

COSX CoSY
senx  seny

cosX  cosy
: <senx>2
COS X
2tgx
sen x seny

1+

COSX COS Y
- tgx —tgy
T 14tgx-tgy’
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(c) Da Relacao Fundamental da Trigonometria segue que

sen’x = 1 — cos®x (4.1)

Por outro lado,

cos 2x = cos® x — sen® x,

o que fornece
2 2

sen” x = cos” x — cos 2x. (4.2)

Somando-se as identidades (4.1) e (4.2) membro a membro, obtém-se
2sen’x = 1 — cos 2x

e, consequentemente,
) 1 —cos2x
sen x = ————

Problema 4.9 (CARMOS, 1992) Demonstre as identidades trigonométricas abaixo:

) sen 2x Ccos X ; X
a . =tg —.
14+cos2x 1+ cosx gZ

4

b) cos*x —sen* x = cos 2x.

1
c) senxcosx (14 tgx) (1 + ctgx) =14 sen2x, onde ctgx = —.

tgx
X
d) senx = —x
14+ tge =
+ tg 7
Solugao: (a) Sabe-se que
sen 2x = 2sen x cos X
cos 2x = cos® x — sen’ x
Entao
sen 2x CcOS X 2senx cosx COS X

1+cos2x 1+4+cosx (cos?x+sen?x)+ (cos?x —sen?x) 1+ cosx
2senxcosx cos X

2cos?x 1+ cosx
sen x

7 + cosx’
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Por outro lado,
senx = sen <2§> = 2sen ; cos ;
COS X = COS (2;) = cos? % — sen? %
Logo,
) X X
senx sen 7 cos 7
T+cosx j 2 X 2 X
+ cos > sen >
Pela Relagao Fundamental da Trigonometria,
cos® g + sen? ; =1
o que fornece
) X X
senx sen 7 cos 7 (46)
1+ cosx <0052 ; + sen? g) + <0052 ; — sen? ;)
X X
2sen 5 cos 5
2cos? =
2
X
sen —
2
X (4.8)
cos >
X
=tg = 4.9
85 (4.9)
De (4.5) e (4.9) a igualdade segue. O
(b) Observa-se que
cos* x — sent x = (cos2 x)z —sen’ x.
Da Relacao Fundamental da Trigonometria se extrai
cos’ x — sen® x = (cos”x + sen”x) (cos® x — sen x)
=1-cos2x
= cOos 2X.
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(c) Tem-se que
senxcosx (1T +tgx) (T +ctgx) =senxcosx (1 + ctgx + tgx + tgxctg x)
tgx

1
= Senx cosx (1 +ctgx +tgx +tgx - —)

=senxcosx (1 +ctgx +tgx+1)

=senxcosx (24 ctgx + tgx)
COSX  senx
* o)

= Senx cos x (2 +
senx  CosX

— 2sen x cos x + cos® x + sen’ x

=14 sen 2x.

(d) Observa-se que

X X X
senx =sen (2= ) = 2sen = cos =

2 2 2
, X

P X
sen — Cos™ ¢
_ 2 2_2 X ZX
= —F——==2tg-cos” =
COS§ 2 2

2

Problema 4.10 (CARMO, 1992) Escreva as expressoes abaixo na forma de a + bi.

a) (7+4)(2—3i)+ (6—1) (2+51)

b) 24+ 61—5+31

Solucao:
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Solugao 4.0.4 (a) Tem-se

(74+41) (2—31) 4+ (6 —1) (24 51) = 14— 21i + 81 — 12i% + 12+ 30i — 2i — 5¢?
— 14— 13+ 124+12+28i+5
= 144124 1245—13i+28i
=434+ 151

(b) Nota-se que

e, portanto, O

24+46i—5+3i=2+61i—(5-31)
=24+6i—5+3i
=2-5+6i+3i
=-34+9%

20
Problema 4.11 Calcule (1 +N§) .

Solucao: Observa-se que o nimero z = 1 4 iV/3 estd na forma algébrica e, portanto,
20

devido o alto valor da poténcia, calcular (1 + 1\/§> pelo binomio de Newton, torna-se

uma tarefa muito trabalhasa. Deste modo, exprimir-se o nimero complexo z em sua

forma trigonométrica para que em seguida se aplique a Primeira Formula de De Moivre.

Nota-se que
a=1 e b=+3
2
yzy:\/a2+b2:,/12+(\/§) _2
a 1
e:—:—
cos 22
sene———ﬁ
2

0 =arg(z) =60° = g rad
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Aplicando a Primeira Féormula de De Moivre, obtém-se

z" = (|z])" [cos (nO) + isen (nO)]
(1 n i\/§> % _ 229 (o5 (20 - 60°) + i sen (20 - 60°))

20
(1 + i\/§> — 2% (o8 1200° + i sen 1200°)

Fazendo reducao ao primeiro quadrante,

cos 1200° = cos 120° = — cos 60° = —%

sen 1200° = sen 120° = sen 60° =

S

e, daqui,

(1 + ix@)zo =2" (—1 + i\/§)

O
Problema 4.12 (ENQ 2018.1) Escreva cos (3x) em fungao de cosx
Solugao: Escrevemos, pois
z = (cos3x + isen 3x) .
Pela Primeira Férmula de De Moivre, tem-se 0

. . 3
cos3x +isen3x = (cosx + isenx)

= cos® x + 3icos® x sen x + 3i% cos x sen’? x + 1° sen® x

3

2 X —1isen’x

2

= 0083X+31.,COS xsenx — 3 cosxsen

3

= (cos x — 3 cos x sen’ x) + (Si cos® x sen x — isen® x)

3

= (cos x — 3 cos x sen’ x) +1i (3 cos® x sen x — sen’ x)

Igualando as partes reais no primeiro e no ultimo membro,

3 2

cos 3x = cos’ x — 3 cosxsen” x

Da Relacao Fundamental da Trigonometria, fica

3 2

cos 3x = cos’ x — 3cosxsen” x

= cos® x — 3cosx (1 — coszx)
= cos® x — 3 cosx + 3cos’ x

=4 cos® x — 3cosx
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Problema 4.13 (CARMO, 1992) Dada a equacgio do segundo grau x* + 2bx + ¢ = 0,
onde b e ¢ sdo nimeros reais, verifica-se facilmente que as suas raizes (isto é, os valores

de x que satisfazem a equagao acima) sao:

x1=—-b++yVbl—c e x=-b—ybl-c.

Se s6 dispusermos de nimeros reais, pode nao ser possivel efetuar a operacao v/b? —c.
Entretanto, usando complexos, toda equacao do segundo grau tem duas raizes. Achar as

raizes complexas de:

a) x*+9=0.
b) x* +2x+6=0
Solugao: (a) Verifica-se que, neste caso,
2b=0=b=0

e que

Assim, as raizes da equacao dada sao

X1 =—b+vVb—c=vV-9=V9.V/-1=3i

e
X =—-b—yb2—c=—vV—-9=-3i
0
(b) Verifica-se que, neste caso,
2b=2=0b=1
e que
c=6.

Assim, as raizes da equacao dada sdo

X1 =—b+yvVb2—c=—1+VI—6=—T+vV-5=—14+vV=T1-V/5=—1+iV5

X2 =—b—vVbl—c=—-1—v—-5=—-1—1V5.
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Problema 4.14 (DANTE, 2010) Resolva a equagdo trindmia x°® + 26x*> — 27 = 0.

Solugao: Percebe-se que
X6 4263 —27 = (*)* +26x* —27 = 0

Fazendo-se a mudanga de variavel
3

X =Y,
obtém-se
Y%+ 26y — 27 = 0.
Assim,
2b=26=b=13
e
c=-27.
Logo,

VB2 —c=v169+27 =19 =14

e, portanto,

Yyy=—b+vb2l—c=-13+14=1 e yYy=-b—ybl—c=-13—-14=-27.
Por outro lado, de x*> =y tem-se
X¥*=1 ou x*=-27

Uma vez que

1=cosO0O+1isen0 e — 27 =27 (cost+ isen )

segue da Segunda Formula de De Moivre que

U = COS (O+32kﬂ> + isen (O +32k71> . k=0,1,2

v =3 |:COS (7T+32k7t) + isen <7I+32k7[)} ,k=0,1,2,

sao as raizes da equagao dada. Deste modo:

e Para k =0,
Uy =TcosO+1isen0 =1

v0=3<cosg+isen73—t> =§+¥L
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e Parak =1,
2 2 1
u1:cos?ﬂ+isen?ﬂ:—§+\/7§i
e
vi =3 (cosmt+ isenm) = —3.
e Para k =2,
— 4_7-[_}_' 4_7-[—_1_@'
U, = cos 3 isen 3 =3 21

333,
2 2

v, =3 57T+i o7
» =3 | cos 3 sem3

Logo o conjunto solucio da equacao x° + 26x*> —27 =0, é

1 V3. 1 V3 3
{‘3‘2*7*2‘7“2*7»‘ 272

33 3 3V3.

3,2 — 25

} |



Consideracoes Finais

Apresentou-se aqui de forma clara e objetiva a teoria elementar acerca da Trigono-
metria e dos Numeros Complexos revelando as conexoes existentes entre os temas e sua
aplicabilidade quer seja tendo a Matematica como fim, quer seja em &areas correlatas que
dependem do desenvolvimento destes assuntos para o seu proprio desenvolvimento. Deste
modo, alunos no final do Ensino Fundamental ou inicio do Ensino Médio podem, por meio
deste texto, ter um primeiro contato com o conteudo de modo pratico e inteligivel.

Os assuntos aqui destacados vém sendo gradativamente retirados do rol de contetdos
a serem trabalhados na Educacao Basica, fato esse que acaba por dirimir o desenvolvi-
mento pleno das habilidades matematicas necessarias ao estudante para resolver proble-
mas do dia-a-dia, bem como dar prosseguimento de forma suave aos seus estudos a nivel
técnico e/ou superior sobretudo em dreas que possuam a Matemdtica como ferramenta
principal ou fundamental para o seu préprio desenvolvimento, como é o caso da Fisica,
Engenharias, Arquitetura e Urbanismo, Astronomia e outras.

Neste contexto, o trabalho também mostra que o custo para a exposicao destes
assuntos é muito pouco (ou quase nenhum) se comparado com sua relevancia e real ne-
cessidade de apreensao para uma formacao matematica elementar sélida, visto que os
pré-requisitos sao minimos, gozando o assunto de um forte apelo geométrico, o que faci-
lita nao s6 sua compreensao, como evidencia as ideias principais por tras de raciocinios

analiticos e manipulagoes algébricas.
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