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RESUMO

Este trabalho apresenta varios métodos de resolucao de recorréncias lineares de 1* e 2*
ordem. A metodologia é explorada em problemas de contagem. Trés problemas classicos
de contagem sao resolvidos: Os Coelhos de Fibonacci, a Pizza de Steiner e a Torre de
Hanoi. Além disso, foram utilizados problemas de contagem de olimpiadas de matematica
e de alguns livros didaticos. A variedade de exemplos tedricos e praticos apresentados
pode ser explorada para motivar a introducao das recorréncias lineares de 1* e 2* ordem

na educagao basica.

Palavras-chave: Sequéncia Recorrente, Principio de Indugao Finita, Recorréncias Linea-

res, Problemas de Contagem.



ABSTRACT

This paper presents several methods of solving linear recurrences of 1st and 2nd order.
The methodology is explored in counting problems. Three classic counting problems are
solved: The Fibonacci Rabbits, Steiner’s Pizza and the Tower of Hanoi. In addition,
mathematical olympic counting problems and some textbooks were used. The variety of
theoretical and practical examples presented can be explored to motivate the introduction

of linear recurrences of 1st and 2nd order in basic education.

Keywords: Recurrent Sequence, Principle of Finite Induction, Linear Recurrences, Coun-

ting Problems.
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1 Introducao

Em geral as recorréncias lineares nao sao abordadas na educagao basica, ape-
sar disso, muitos problemas de contagem sao resolvidos usando raciocinio recursivo. Sao
observadas em provas dos principais vestibulares do pais e Olimpiada Brasileira de Ma-
tematica das Escolas Publicas - OBMEP questoes que fogem do padrao apresentado em
sala de aula, o de transmitir problemas e respostas fielmente ao livro didatico. Instigar os
alunos a pensar recursivamente, pode ajudé-los a resolver problemas de contagem aparen-
temente dificeis, motivando-os e despertando a genialidade na construcao do pensamento

matematico.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) preconizam que se faga:

[...] exploracao de situagoes-problema, o aluno reconhecerd diferentes fungoes
da algebra (como modelizar, resolver problemas aritmeticamente insoliveis,
demonstrar), representando problemas por meio de equagoes (identificando
parametros, variaveis e relacoes e tomando contato com féormulas, equagoes,
variaveis e incégnitas) e conhecendo a sintaxe (regras para resolu¢ao) de uma

equagao. (BRASIL, 1997, p. 39).

Neste sentido, considerando os objetivos do Programa de Mestrado Profissi-
onal em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, propoe-se uma abordagem para
resolucao de problemas de contagem usando recorréncias lineares, de modo a desenvolver
o raciocinio recursivo dos alunos da educacao basica. Esta proposta observa a deter-
minacao de padroes numéricos em problemas de contagem e obtencao de solugoes em
formulas fechadas, despertando assim, a criatividade, a intuicao e a beleza da modelagem
matematica. Especificamente, este trabalho estabelece a relacao entre técnicas de con-
tagem e raciocinio recursivo, utilizando métodos de resolucao de recorréncias lineares de
1* e 2% ordem. Recursivamente sao determinadas regras que permitem calcular qualquer

termo em func¢ao do antecessor ou dos antecessores imediatos.

O Capitulo 2 inicia com as sequéncias recorrentes e a metodologia de resolugao

das equacoes de recorréncias lineares de 1* e 2% ordem e varios exemplos sao apresentados.
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O Capitulo 3 aborda aplicagoes classicas que sao resolvidas através de recorréncias line-
ares. O Capitulo 4 trata das resolucoes de problemas de contagem usando recorréncias
lineares extraidos da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas - OB-
MEP, Olimpiada Maranhense de Matematica - OMM e de alguns livros didaticos do

ensino médio. No Capitulo 5 sao apresentadas as consideragoes finais.
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2 Recorréncias Lineares de 12 Ordem e 22 Ordem

Muitas vezes surge o problema de definir um objeto de modo preciso, porém,
defini-lo recursivamente fica mais facil. A recursividade é usada para definir sequéncias,
funcoes e conjuntos. Neste capitulo, especificamente, serd tratado sobre as recorréncias

lineares de 1% e 2% ordem e sobre os métodos de resolucao.

2.1 Sequéncia Recorrente

Os Axiomas de Dedekind-Peano surgem na teoria axiomética dos conjuntos
como uma lista de leis que regem o conjunto N ={1,2,...} dos nimeros naturais, sendo
responsaveis por sua estruturacao algébrica e aritmética, conferindo a seus elementos o
carater ordinal, ou seja, o poder de estabelecer ordenacoes em determinados conjuntos
por meio de fungoes e o carater cardinal a que se refere a possibilidade de representarem

quantidades.

O Axioma (2.1.1) enuncia o Principio de Indugao Finita, a principal ferramenta
para estabelecer as solugoes dos problemas classicos de recorréncias lineares do Capitulo

3.

Axioma 2.1.1. (Principio de Inducao Finita) Seja S um subconjunto nao-vazio de

numeros naturais. Se

(1) 18

(11) n+ 1€ S sempre quen € S,
entao S = N.

O Principio de Inducao Finita é mais comumente utilizado sob o seguinte

manto: Se P é uma propriedade referente a niimeros naturais tal que

(1) P (1) é verdadeiro
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e
(i) P (n+ 1) é verdadeiro sempre que P (n) o é,

entdo P (n) é verdadeiro para todo n € N.

O uso do Principio de Indugao Finita nao se limita apenas a demonstragoes
de fatos referentes a niimeros naturais. Um de seus usos que mais se destaca é a possi-
bilidade de se definir objetos mateméaticos recursivamente em conexao com o teorema da

recursividade.

Teorema 2.1.1. (Teorema da Recursividade) Sejam a um elemento de um conjunto

A e f uma funcao de A em A. Eziste exatamente uma aplicacao ¢: N — A tal que

para todo n € N.

A demonstragao deste teorema é dada no Apéndice.

Definigao 2.1. Uma sequéncia (z,,) de elementos de um conjunto ndo-vazio A é qualquer
funcao z: N — A. A imagem de z, em geral, denotada por z,, em vez de z (n) é chamada

de termo geral. Outras alternativas para a notacao (z,) sao dadas por
(@n)piys @n)peny € (@15 @, .).

Dito de outra forma, o Teorema da Recursividade, consequéncia do Principio
de Inducao Finita, garante que se a é um elemento de um conjunto A, dada a funcao

f: A— A, existe e é Unica a sequeéncia (z,),., tal que

r1=a e T+l = f (:En)a

para todo n € N. Sequéncias estabelecidas desta forma sao chamadas de recorréncias
ou recursoes de primeira ordem. De modo geral, se a,...,a; € A, dada f: A¥ — A,
onde A* é o produto cartesiano de k fatores iguais a A, existe e é tinica a sequéncia (,,)
tal que

1 =4ar,...,Tp = ag

Tnyk = f (x’ru s 7xn+k—1) ) (2]—>
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para todo n € N. Sequéncias estabelecidas desta forma sao chamadas de recorréncias
ou recursoes de k-ésima ordem e a igualdade (2.1) é denominada equagao de re-

corréncia.
Os Exemplos de (2.1) a (2.6) sao sequéncias recorrentes.

Exemplo 2.1. A sequéncia (x,) dos nimeros naturais impares pode ser definida por
r1=1e x,11 =x,+2, comn > 1. Logo, a sequéncia dos nimeros naturais impares ¢

uma sequencia recorrente de ordem um.

Exemplo 2.2. Uma progressao geométrica de primeiro termo a e razao q € uma

sequéncia da forma
T1=a, To = aq, T3 = aq>, ..., Tpp1 = aq”,
Observa-se que, de modo geral a sequéncia (x,) assim obtida é dada recursivamente por
Ty1=a €  Tpi1 = qTyn, (2.2)
com n > 1. Logo, uma progressao geométrica ¢ uma sequeéncia recorrente de ordem um.

Exemplo 2.3. Uma progressao aritmética de primeiro termo a e razao r € uma

sequéncia da forma
r1=a,Ta=a+r, r3=a+2r, ..., Tpy1 =a+nr,
Observa-se que, de modo geral, a sequéncia (x,) é dada recursivamente por
T1=a e Tpi1=xT,+T, (2.3)
com n > 1. Dados os niimero naturais sucessivos n + 1 e n + 2, tem-se que

Tpio = Tpi1 + 7T (2.4)

Tpyl = Tp + 7. (2.5)

Subtraindo as igualdades (2.4) e (2.5) membro a membro, obtém-se

Tn4+2 — Tn41 = Tpt1 — Tn,
ou seja,
Tpyo = 2Xpi1 — Tp. (2.6)

Portanto, uma progressao aritmética é uma sequéncia recorrente de ordem um, quando

definida por (2.3), e é de ordem dois quando definida por (2.6).
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Exemplo 2.4. Seja

2

2 2 2
r1=1%2=2% 23=3°, ..., xp,=n", ...

a sequéncia dos quadrados dos numeros naturais. Segue que

xn+1:<n+1>2
=n’+2n+1

=x,+2n+1
e que

xn+2:(n+2)2
=n?+4n+4

=z, +4n + 4.
Subtraindo (2.8) de (2.7), obtém-se
Tpio = Tpi1 + 20+ 3.
Além disso, a subtracgao de (2.9) por (2.7), resulta
Tpt2 — Tl = Tppl — Ty + 2,

ou seja,

Tny2 = 2xn—&—l — Ty +2

para todo n € N. Segue de (2.10) que
Tnt3 = 2Tpyo — Tpg1 + 2
e a subtragao de (2.11) por (2.10) tem-se
Tnt3 — Tpy2 = 2Tng2 — 3Tpy1 + Tp,

isto é,

Tny3 = 3$n+2 - 3xn+1 + T

sendo esta ultima igualdade uma equacao de recorréncia de terceira ordem.

(2.7)

(2.8)

(2.10)

(2.11)
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Exemplo 2.5. Seja
3

3 3 3
r1=1°,20=2",203=3", ..., x,=n", ...

a sequéncia dos cubos dos mimeros naturais. Sera mostrado que esta é uma sequéncia

recorrente de ordem quatro. Tem-se que

xn+1:(n+1)3
=n+3n2+3n+1

=7, +3n* +3n+1 (2.12)
e que

xn+2:(n+2)3
=n’+6n*+12n + 8
=2(n°+3n°+3n+1) —n’+6(n+1)

=20, — 2, +6(n+1). (2.13)
Desta ultima igualdade extrai-se que
Tpts = 2Tpyo — Tpy1 + 6 (n+2) (2.14)
e, subtraindo-se (2.13) de (2.14), obtém-se
Tpig — Tpio = 2Xpi0 — 3Tpa1 + Ty + 6,

isto é,
Tpts = 35En+2 — 3xn+1 +x, + 6. (215)

Como a igualdade (2.15) é verdadeira para todo n € N, tem-se que
Tpya = 3Tpy3 — 3Tpio + Tpip + 6 (2.16)
e, da subtracao de (2.16) por (2.15), tem-se
Tpad — Tpas = 3Tpi3 — 62510 + 42,11 — T,

ou seja,

Tpaa = 4xp03 — 620 + 42,01 — Ty (2.17)

e esta é uma equacao de recorréncia de ordem quatro.
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Definigao 2.2. Seja A um conjunto nao-vazio no qual as leis aritméticas usuais $ao

validas. Uma recorréncia de ordem k em A ¢é dita linear se existem funcoes
f?glw"agk: N—A

tais que

Tpik = g1 (N) Tpyp—1 + -+ g (n) z, + f (1) .

Quando f (n) = 0 para todo n € N diz-se que a recorréncia é linear homogénea, caso
contrério, diz-se que ¢ linear nao-homogénea. A funcao f é denominada termo inde-

pendente.

Exemplo 2.6. A recursao de primeira ordem que define a progressao aritmética de razao
r # 0, r,.1 = x, + 7, é linear nao homogénea ao passo que a recorréncia de segunda

ordem x, 9 = T, + T, que define a sequéncia de Fibonacci ! é linear homogénea.

2.2 Meétodos de Resolucao de Recorréncias Lineares de 1* Or-

dem

Foi mostrado na secao anterior a ideia de sequéncia definida recursivamente,
bem como alguns exemplos de recorréncias com suas respectivas ordens, atentando ao fato
de que uma mesma sequéencia pode ser obtida recursivamente por meio de recorréncias de
ordens distintas. Mostra-se nesta secao e na préxima como determinar em alguns casos
especificos uma férmula fechada para uma sequéncia recorrente, ou seja, uma formula que
permita calcular x,, em funcao de n e nao dos termos que o antecedem. A vantagem de se
fazer isto é que, na formula de recorréncia, para calcular um elemento x,, qualquer, deve-se
ter conhecimento dos elementos x,_1, ..., ,,_x, em que k é a ordem da recorréncia. Deste
modo, com a férmula fechada pode-se determinar qualquer termo da sucessao, bastando

para isso substituir o valor desejado no lugar de n.

Uma recorréncia de primeira ordem expressa o termo x,,.1 de uma sucessao em
funcao de x,, ou seja, cada termo da sequéncia depende exclusivamente do termo imedi-

atamente anterior. Sao abordados nesta secao trés métodos de resolucao de recorréncias

Leonardo Fibonacci (1170 - 1250) foi um matemético italiano, que nasceu em Pisa, de grande in-
fluéncia na idade média. Introduziu os algarismos arabicos na Europa e descobriu a sequéncia de Fibo-

nacci.
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lineares de 1* ordem, que sao o método da multiplicacao membro a membro, o método

das substituigoes sucessivas, e 0 método da soma telescopica.

2.2.1 Método da Multiplicacao Membro a Membro

Este método consiste em multiplicar membro a membro os termos de uma
recorréncia linear homogénea de primeira ordem com o objetivo de eliminar termos iguais
do primeiro e segundo membro, de forma que z,, fique em funcao de n. Considerando a

recorréncia linear de primeira ordem z,,1 = g (n) z,, tem-se

zo =g (1)z

T3 = 9(2) T2

T, =9gm—1)x, 1.

Multiplicando-se estas igualdades membro a membro, obtém-se
Ty Ty 1Ty, :g(l)...g(n_ 1)1;11-2...1:”_17
resultando
Tp=9g1)---g(n—1)z.
Exemplo 2.7. Considere a recorréncia x,.1 = nx,, com x; = 1.
Tem-se
To =1 11

1'3:2'1‘2

Tp=Mm—=1) 2, 1.
Multiplicando-se estas igualdades membro a membro, obtém-se
To Ty 1Zy = (n— Dzgzg -2y,

e, consequentemente

Ty = (n— 1)z,

sendo x1 = 1,

z, = (n—1).
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2.2.2 Método das Substituicoes Sucessivas

Este método consiste em fazer usos sucessivos da equacao de recorréncia para
resolver recorréncias lineares homogéneas de primeira ordem. Considerando a recorréncia

linear de primeira ordem z,,11 = g (n) z,, tem-se
xo =g (1l)x;
x3=9(2)z2=9(2)g (1)

ry=9B)r3=93)g(2)g(1)x

e, fazendo-se essas substituicoes reiteradamente, obtém-se, mais geralmente,

tn=gn—1)z,1=9(1)g(2)g@3)---gn—1)z,

em que o produto g (1)g(2)g(3)---¢g(n— 1) fornece uma férmula fechada em funcao de

n.
Exemplo 2.8. Considere a recorréncia r,.1 = 2x,, r1 = 2.
Aplicando o método das substituicoes sucessivas, tem-se que
Ty = 221
T3 =21y = 2 (211) = 2%1;

Ty = 233'3 =2 (221}1) = 231'1

Ty = 2Tp—1 = 2 (2”_2x1) = 2" g

e, COmo Ty = 2,

X, =212 =29

2.2.3 Método da Soma Telescépica

Uma soma da forma

n

> (@1 — )

Jj=1
é dita telescépica, pelo fato da soma ser igual a diferenca entre os termos extremos, ou
seja,
n
> (T — @) = (2 — 1) + (13 — T2) + -+ (Tpgr — Tp) = Tpy1 — 21
k=1
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Conforme (CAMINHA 2011), “A idéia por trds do nome é a seguinte: assim
como olhando num telescépio encurtamos a imensa distancia de um corpo celeste a nossos
olhos, a propriedade telescépica encurta o caminho entre a soma inicial de muitas parcelas

e o calculo do resultado da mesma.”

Para resolver uma equacao de recorréncia aplicando este método, soma-se dife-
rencas de maneira adequada. Aplica-se, as somas telescopicas para resolver as recorréncias
lineares nao-homogéneas de primeira ordem da forma z,,1 = x, + f (n) ou, equivalente-
mente, da forma x,.1 — z, = f (n). Tem-se

To — 1 = f (].)

$3—$2:f(2)

Ty — Ty =f(n—1).

Somando-se estas igualdades membro a membro, obtém-se

n—1 n—1
> (@pgr — ) = X f (k)
k=1 k=1
resultando .
To—w =Y f(k),
k=1
ou seja,
n—1
vo =21+ f(k)
k=1

Na determinacgao da solucao de uma equagao de recorréncia via soma telescopica é comum
o surgimento de somatérios do tipo
Nk 2, 3
> d =1+ta+ ¢+ + -+
k=0

que representam a soma finita dos termos de uma progressao geométrica. Tem-se,

zn:q"” -t

k=0 I—gq

E igualmente comum aparecer a soma finita dos termos aq, as, ..., a, de uma progressao

aritmética e, neste caso,

(a1 4+ ay)n

Zak:a1+a2+a3+---+an:
k=1 2
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Exemplo 2.9. Considere a recorréncia x, 1 = x, + 2", com x; = 1.

Tem-se

To— 21 = +2

ZL’3—ZE2:22

Ty — Tpq = 2L
Somando-se estas igualdades membro a membro, obtémos
n—1 i
T, —x1 = >, 2%
k=1
Daqui e da féormula da soma finita dos termos de uma progressao geométrica,
T, =x1 +2" — 2.

Como z; =1,
T, = 2" — 1.
Exemplo 2.10. Considere a recorréncia x,y1 = v, +n, x1 = 0.

Tem-se

132—371:1

1'3—.1'2:2

Ty — Tp1 =n — 1.
Somando-se estas igualdades membro a membro, obtém-se
n—1
Tp — X1 = Z ka
k=1

Pela soma dos n termos de uma progressao aritmética, segue que

(n—1)

n
Ty =21+ 5

Como z; =0,
n(n—1)

Ty =
2
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2.2.4 Recorréncias Lineares Nao-Homogéneas da Forma z,,; =
g(n)z, + f(n).
Nesta secao é mostrado que qualquer recorréncia da forma
Tns1 = g (n) T+ h(n).
pode ser convertida numa recorréncia do tipo
Tpr1 = Tp+ [ (n)

Teorema 2.2.1. Se (a,) ¢ uma solu¢ao nao-nula da recorréncia linear homogénea

Tpr1 = g (n) x,,
entao a substituicao
Ty = AnYn
transforma a recorréncia
Furs = 9 (1) 2+ h (1)
em
Ynt1=Yn + [ (n),

sendo f(n) =

Demonstracao. Fazendo-se z,, = a,y,, a recorréncia x,,,1 = g (n) x,+h (n) fica convertida

em
Un41Yn+1 = g (1) apyn + I (n).

Como a,, ¢é solucao de x, = g (n) z,, tem-se que a,+1 = g (n)a, e, consequentemente,

g (n) nYn+1 = ¢ (TL) AnYn + h (n) )

o que fornece
h (n)

g(n)ay

Yn+1 = Yn +

I

De modo geral, pode-se adotar a seguinte postura diante da recorréncia

Tpr1 =g )z, +h(n): (2.18)
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(1) Encontrar uma solugao particular (a,) da recorréncia linear homogénea de primeira

ordem

Tni1 = g(n)Ty,. (2.19)
(77) Fazer em (2.18) a mudanca de variaveis z,, = a,y, afim de se obter
i 1Yni1 = [g(n) an] Yy + h(n) .
(#7i) Atentando para o fato de que a, 1 = g (n) a,, obter

Ap1Yn+1 = Qp1lYn + h (TL)

ou, equivalentemente,

h(n)
Ynt1 = Yn + .
An+1
(1v) Determinar uma férmula fechada para y,,.
(v) Substituir y,, em z,, = a,Yp,.
Exemplo 2.11. Considere a recorréncia
Tpi1 = Dxy, + 3, (2.20)

com x1 = 1. Encontra-se uma solugao particular (a,) da recorréncia homogénea , ;3 =

5z, pelo método das multiplicacoes sucessivas:

QA9 — 5@1
a3 = 5&2
Ay = 5&3
(p = 5ap_1

multiplicando-se estas igualdades membro a membro, segue que
n—1
A203Q4 - -~ Ay = D" Q10203 - -+ Gp—1,

isto é,

Fazendo a; = 1, obtém-se a, = 5" ! e esta é uma solucao particular da recorréncia

homogénea. Assim,

Tpn = QplYn = 5n_1yn
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tem-se, em particular, que

T
n=—=1
aq

e que Tpr1 = 5"Yny1- Daqui, e de (2.20),
5"Ynr1 = 5(5" "yn) +3
=5"y, +3

e, dividindo ambos os membros desta ultima igualdade por 5", obtém-se

3

Aplicando o método da soma telescépica em (2.21), tem-se

I

Y2 3/1—5

3

y3—y2=§

3

y4—y3:§
yn_yn—l = 5n_1

e, somando estas igualdades membro a membro,

— —§+3+ + 5
Yn y1—5 52 Hn—1
_3 1+1+ + L

5 5 5n=2

Da férmula da soma finita dos termos da progressao geométrica segue que

3

Yn = Y1+ 1 (1—5"*1)
3
=1+-(1-5"H
ey )
B 7—3.5 !
B 4
7— 3.5l
Como z, = 5" 1y, ey, = 1 ,
7—-3. 57n+1
= 5n—1
v 4
B 7. 57171 -3. 5n71 . 57n+1
B 4
7.5t -3
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2.3 Recorréncias Lineares de 22 Ordem

Uma relagao de recorréncia linear ¢ dita de segunda ordem quando cada termo
da sequéncia é obtido a partir dos dois termos imediatamente anteriores a ele, ou seja,

quando x,.2 estd em funcao linear de x,,.1 e .

Teorema 2.3.1. (MARKUCHEVITCH, 1985). Qualquer sequéncia recorrente de ordem
k,
Ty T2y eny Ty onns (2.22)

satisfazendo a equacdao de recorréncia
Tptk = A1 Tpik—1 + -+ ATy, n=>m2>=1 (223)

coincide com a sequéncia dos coeficientes do resultado da divisao de um certo polinéomio
P (x) por
Qx)=1—ax— - —apz” (2.24)

Demonstracdao. Se, qualquer que seja o niimero natural n sujeito a condicaon > k+m—2,

multiplicar Q(x) por z1 + 2x + Tox? + -+ - + T, 1127, obtém-se

(1—a1x — asx? — - — apa®) (21 + Tox + -+ + Tpym1 22+ F 2y 2”) =
= [z1 4 (22 — a1z1)z + - + (Tpgma1 — Uz — =+ — Q1) T2
+ [(Tham — O Zppme1 — =+ — ) T (T — @y — = @) 3"
— (a1 @pysy + -+ + apTp_pio) 2"+ apr 2™ (2.25)

O grau do polinomio da primeira expressao em colchetes nao excede [ = k+m — 2 e os
seus coeficientes nao dependem de n. Fazendo

P(I) =T+ (.732 - alxl) r+---+ (xk—i-m—l — Q1 Tfpm—2 — =" - akxm_l) J,’k+m_2 (226)

A segunda das expressoes entre colchetes é, por consequéncia de (2.23), um
polindbmio com coeficientes nulos, ja que nao depende de m, enquanto que a terceira
expressao entre colchetes é constituida de termos dependendo de n e de grau superior a

n + 1. Denotando-a por R,(x), pode-se reescrever (2.25) na forma

P(z) = (1—a1x—a2x2—---—akxk)-(x1+x2x+---+xn+1x”)—|—Rn(x)
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e daqul, x1 + z2x + - - - Tp412" € 0 quociente e IR, (x), o resto da divisao de P(z) por

Q(z) = 1 — ayx — aga® — -+ — apz®
portanto,
1,22y« Tpy Tty -

sao coeficientes da série que provém da divisao do polindémio (2.26) pelo polinémio (2.24).

O
Tomando Q(x) = 1 — ayu — ... — apu* = 0, diz-se que esta é a equagao
caracteristica da recorréncia (2.23).
Exemplo 2.12. Da sequéncia de Fibonacci, tem -se
T = 1,1’2 = 1,£C3 = 2,33'4 = 3,33'5 = 57
sujeitos a equagao
Tpio = Tpi1 +Tp, n>1 (2.27)

tendom =1, k=2, a; = a, = 1. Logo,
Qr)=1—z—2?
e o grau do polindémio P (z) nao deve exceder k +m — 2 = 1. De (2.26) obtém-se
Pz)=1+(1-1-1)z=1.

Portanto, os nimeros de Fibonacci sao os coeficientes da série resultante da divisao de 1

porl —x—z2*el—u—u?=0¢a equagao caracteristica de (2.27).

2.3.1 Recorréncias Lineares Homogéneas de 22 Ordem com Co-

eficientes Constantes

Esta secao trata das recorréncias lineares homogéneas de segunda ordem com

coeficientes constantes, isto é, com recorréncias da forma
Tpt2 + PTpt1 + qTn = 0. (228)

em que se supoe q # 0 pois, caso contrario, a recorréncia seria de primeira ordem. A cada

recorréncia da forma (2.28) é associada uma equagao do segundo grau

P 4+pr+q¢g=0
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que ¢é a equacao caracteristica da recorréncia, conforme visto na se¢ao anterior. Observa-
se que a suposi¢ao preliminar de que ¢ # 0 acarreta no fato de que 0 nao é raiz desta

equacao.
Exemplo 2.13. A sequéncia de Fibonacci é definida recursivamente por
Tny2 — Tpyl — Tp = 0
e, sendo assim, tem equacao caracteristica
r?—r—1=0.

As raizes desta equacao sao

&
B

1+ _
2 2

r =

Exemplo 2.14. Determine condi¢bes para que uma progressao geométrica (b,),-, de
termo geral

by = byr" (2.29)

em que r é a razao da progressao geométrica, seja solugao da recorréncia (2.28).

1

Segue de (2.29) que b, 1 = bir"™ € byyo = byr™tl. Se a sequéncia (by,):

n=1

satisfaz a relagao de recorréncia (2.28) entao:

btz + Pt +qby =0 = bir™ 4 pbir" + ghyr" ™t =0
= bir" (P +pr+q) =0

e daqui, b;r" ! # 0. Logo, deve-se ter > + pr + ¢ = 0, que é a equacao caracteristica de

(2.28).

2.3.2 Equacao Caracteristica com Raizes Distintas

O teorema a seguir mostra que se r; e r; sao raizes distintas da equacao
caracteristica, entao qualquer sequéncia da forma a,, = Ar}+ Br} é solucao da recorréncia

para quaisquer que sejam os valores das constantes A e B.

Teorema 2.3.2. Sery ery sdo as raizes distintas de r*+pr+q = 0, entdo a, = Ar?+ BrY
¢ solugao da recorréncia Tpnis + prni1 + qr, = 0 quaisquer que sejam as constantes A e

B.



Equacao Caracteristica com Raizes Distintas 29

Demonstracao. Tem-se que,

Ans2 + Pangr + qan, = AriH? + Brit? + p (Arf™ + Brith) 4 q (Ar} + Br})
= Ar} (r{ +pri+ q) + Bry (r3 + pra + q)

= 0.
[l

O préximo teorema mostra que se 1, # 1y, todas as solugoes da recorréncia

sdo como no Teorema (2.3.2).

Teorema 2.3.3. Se a equacdo caracteristica r* + pr + q¢ = 0 possui raizes distintas
r1 e ro, entao todas as solugoes da recorréncia Tpio + prai1 + qr, = 0 sao da forma

a, = Ar? + Bry, com A e B constantes.

Demonstragao. Seja y, uma solucao da recorréncia
Tpio + PTpp1 +qr, =0,
Determina-se constantes A e B de modo que, para todo n € N, tenha-se
Yn = Ar{ + Bry.
Para que isso seja verdade, é preciso ter, em particular,

Ary+ Bry =1y
Ar? + Bri =y,

Como 711 # 19, este sistema possui uma unica solu¢ao que é dada por

T%yl — T2l B— T1Y2 — T%Z/l

A= )
7“17“2(7“2—7’1) 7’17“2(7“2—7"1)

A sequéncia a, = Ar}" + Brl é sabidamente solu¢ao da recorréncia dada e, como
ay=Ari +Bro=vy, ¢ ay=Ari+ Bri=ys,,
o Teorema da Recursividade assegura que
An = Yn,

para todo n € N. O
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2.3.3 Equacao Caracteristicas com Raizes Iguais

Nesta secao sera demonstrado dois teoremas que auxilia no tratamento das
recorréncias lineares de 2% ordem com coeficientes constantes cuja equacgao caracteristica

possua raizes iguais.

Teorema 2.3.4. Se as raizes de r> +pr+q =0 sdo r, = ry = r, entdo a, = Ar"™ + Bnr"
é solugao da recorréncia x,io + proi1 + qr, = 0 quaisquer que sejam os valores das

constantes A e B.

Demonstracdao. Se as raizes da equagao caracteristica sao iguais, deve-se ter, entao, r =

—g. Deste modo,

Unyo + Plny1 + qa, = Ar" 2 + B(n+2)r""2 4 p [AT"H + B (n+ 1)] r"
+q (Ar"™ + Bnr")
= (A+nB)r" (r* +pr+q) + Br" (2r* + pr)

=0
e o resultado segue. O

Teorema 2.3.5. Se as raizes de r*> +pr+q =0 sao r; = ro = r, entdo todas as solugoes
da recorréncia x,io + pryy1 + qr, = 0 sao da forma a, = Ar™ + Bnr™, com A e B

constantes.

Demonstracao. Seja y, uma solucao da recorréncia
Tpto + PTpp1 +qr, =0,
E preciso determinar constantes A e B de modo que, para todo n € N,
Yn = Ar" + Bnr".
Para que isso seja verdade, em particular, para n =1 e n = 2, tem-se

Ar+ Br =
Ar? 4 2Br? =y,

Como
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este sistema possui uma tunica solucao que é dada por

_ 2ryn — e B_y2—7"y1
- 72 - r2

B
A sequéncia a,, = Ar} + Br} é sabidamente solu¢ao da recorréncia dada e, como
ai=Ar+Br=y; e ay=Ar’+2Br’=ys,,
o Teorema da Recursividade assegura que

Ap = Yn,
para todo n € N. O

Exemplo 2.15. A recorréncia
Tpyo —4xp1 + 42, =0

tem equacao caracteristica

r?—dr+4=0

que possui r = 2 como raiz dupla. Assim, a solucao da recorréncia € da forma
x, = A2" + Bn2". (2.30)

Segue o caso particular em que g = 1 e 1 = 2. Como todas as solucoes da recorréncia

sao da forma (2.30), obtém-se o sistema
A-224B.0-20=1
A-24+B-1-2=2

cuja solugdo é A =1 e B = (. Substituindo os valores das constantes A e B em (2.30),

obtém-se x,, = 2". Descrevendo os primeiros termos dessa recorréncia, tem-se (z,) =

(1,2,4,8,...).

2.3.4 Solucao das Equacoes de Recorréncias Lineares Homogéneas

com Coeficientes Constantes

A metodologia apresentada nesta secao foi desenvolvida baseada nos teoremas

(2.3.2), (2.3.3), (2.3.4) e (2.3.5) podendo ser utilizada para determinar a solugdo das
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equacoes de recorréncias lineares homogeéneas com coeficientes constantes, quando sua

equacao caracteristica possui raizes reais distintas ou iguais, conforme segue:

1° passo - Escrever a equacao caracteristica de x,19 + prpi1 + qr, = 0 sob a forma
> +pr+q=0.

2° passo - Determinar as raizes r, e ro da equagao caracteristica.

3° passo - Determinar constantes A e B tais que
A’I"l + BTQ =T
Ar? + Br3 =z

se 11 # ro ou tais que

Ar+ Br=x;
Ar? +2Br? = x,

SEry ="Tro9=rT.

4° passo: Escrever a solugao x, = Ary + Br} quando r; # ry e escrever a solugao

T, = Ar™ 4+ Bnr"™ quando 1 = ry = 1.

Exemplo 2.16. (Ezame Nacional de Qualificacio do PROFMAT - 2018.2) Considere a
recorréncia definida por a; = 1, ao =5 e para n > 0, a,12 = da,1 — 6a,, determine o
termo geral da recorréncia.

Solugao: Fazendo uso da metodologia explicitada acima, segue:

1° passo - Tem-se que a,42 —Hani1 +6a, = 0. Sua equacao caracteristica é 7> —5r+6 = 0.
2° passo - As raizes da equagao caracteristica sao r, =3 e ry = 2.

3¢ passo - Determinando as constantes A e B: Como a; = 1 e ay = 5, obtém-se o sistema
A’I“l + BT’Q =1
Ar? + Br3 =5

cuja solucao é A=1e B=—1.

4° passo - Tem-se, portanto, que o termo geral da recorréncia ¢é a,, = 3" — 2".

2.3.5 Recorréncias Lineares de 22 Ordem com Coeficientes Cons-

tantes: o Caso nao Homogéneo

Nesta secao ¢ sistematizado as solugoes das recorréncias lineares de 2 ordem

nao homogeéneas, em que os coeficientes da parte homogénea sao constantes. A seguir é
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enunciado um teorema que mostra um processo para resolver tais recorréncias.

Teorema 2.3.6. Se a,, € uma solu¢do particular da recorréncia Tpyo+prni1+qr, = f(n),

entao a substituicao x,, = a, + vy, transforma esta recorréncia em Ynio + PYn+1 + qYn = 0

Demonstracao. Fazendo-se x, = a, + y, na recorréncia dada obtém-se

f(n) = ania + Yny2 + 0 (Ang1 + Yns1) + ¢ (an + Yn)
- (an+2 + Plpn+1 + qan) + (yn+2 + PYn+1 + qyn)

= f(n) + Yns2 + DYni1 + QYn,

o que nos da

Ynt2 + PYns1 + qyn = 0.

m
Tem-se, portanto, que a solucao de uma recorréncia nao-homogénea é cons-
tituida de duas parcelas: uma solucao qualquer da nao-homogénea e a solucao da ho-

mogenea associada. A solucao da homogénea, usa-se as metodologias abordadas e a

solugao da nao-homogénea, é possivel encontrar por tentativas.

Exemplo 2.17. Resolver a equacgao de recorréncia: xnio — 6Xpio + 8x, = n + 3".

Solugao: A equagao de recorréncia
Tpio — 6Tp1 + 81, =n+ 3"

tem equacao caracteristica

r?—6r+8=0

que possui r; = 2 e r9 = 4 como raizes. Assim, a solucdo da recorréncia homogénea
associada é da forma

Yn = 12" + 24",
Tenta-se descobrir uma solugao particular a, da recorréncia dada. Uma vez que
Qpio — 6ap11 + 8a, =n+ 3",

é razoavel imaginar que a, seja a soma de um polinomio de grau 1 em n com uma

exponencial de base 3. Assim,

a, = An+ B + C3".
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Deste modo,

n+3"=AMn+2)+B+C3"?—6[A(n+1)+ B+ C3"]
+8(An+ B +C3")
= 3An+ (3B — 4A) — C3".

Obtém-se, portanto, o sistema

3A=1
3B—4A=0
—-C=1
cuja solugao é A = %, B = g e C' = —1. Logo, a solucao particular desejada é
a, = %n + g - 3",

assim, a solucao geral é escrita como segue

4
+ - = 3"+ 12" + 24",

n

em que c; € ¢y sao constantes.

Determinados dois termos da sequéncia, como por exemplo xg e 1 que iniciam
a sequéncia, calcula-se as constantes c¢; e ¢y e, depois disso, descreve-se todos os termos
da recorréncia com a solucao encontrada. Por exemplo, na recorréncia

4
g—l-g —3n+612n+024n,

Ty =

quando xg = 1 e x1 = 1 escreve-se o sistema de equacgoes
4 14
+§—30+0120+0240:1 Cl+02:§

=

4 29
+——31+6121+6241:1 261_'_402:5

0
3
1
39

) 1 - Ay
em que obtém-se ¢; = — e co = —. Portanto, a solugao da recorréncia é

n 4 1
n=—+-—3"+3.2" 14— .4"
=31y + 18

Exemplo 2.18. Resolva a equacgao de recorréncia x,io + Tp+1 — 62, = 6 — 8n.

Solugao: A recorréncia

Tp+o + Tpy1 — 62, =6 — 8n
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tem equacao caracteristica

P’ +r—6=0

que possui r; = 2 e ry = —3 como raizes. Assim, a solucao da recorréncia homogénea
associada é

UYp = 612n —I— Co (_3)n .

Uma vez que deve-se ter

an+2 + ani1 — 6a, = 6 — 3n,

é razoavel imaginar que a,, seja um polinomio de grau 1 em n. Assim,
a, = An + B.
Deste modo,

6-8nr=An+2)+B+A(n+1)+B—6An—6B

= —4An — (3A+4B).

Obtém-se, portanto, o sistema

4A =38
3A+4B = —6

cuja solugao é A =2 e B = 0. Logo, a solugao particular desejada é
a, = 2n,
assim, a solugao geral é escrita como segue
Tp =0+ Yn =20+ 12" + o (—3)",

em que c; € cy sao constantes.
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3 Problemas Classicos de Recorréncias Lineares

Apresenta-se neste capitulo trés problemas cldssicos de contagem que sao re-
solvidos usando recorréncias lineares, os quais sao: os coelhos de Fibonacci, Pizza de
Steiner e a Torre de Hanoi, bem como é usado o principio de indu¢ao matematica para

demonstrar a validagao das solugoes encontradas.

3.1 O Problema de Fibonacci

Exemplo 3.1. (O Problema de Fibonacci) Um homem pds um par de coelhos num
lugar cercado por todos os lados por wm muro. Deseja-se saber quantos pares de coelhos

ter-se-d no més n considerando-se as restricoes:

e No primeiro més nasce apenas um casal;

Casais amadurecem e reproduzem-se apenas apos o sequndo meés de vida;

Nao hd problemas genéticos no cruzamento cosanguineo;

Todos os meses, cada casal fértil dd a luz a um novo casal;

Os coelhos nunca morrem.

O numero de pares de coelhos no momento inicial é z1, no fim do primeiro meés
é x9, no fim do segundo meés é x3 e, de um modo geral, no fim do n-ésimo mes, x, 1. A

Figura (3.1) mostra o nimero de pares de coelhos até xg = 8.
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Figura 3.1: Os coelhos de Fibonacci
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Fonte: Elaborada pelo Autor

Tem-se, entao, z1 = 1, 29 = 1, 3 = 2, .... No fim do (n + 1)-ésimo més, o
niumero de casais de coelhos é dado pela quantidade de casais adultos no fim do n-ésimo
meés acrescida do ntimero de casais nascidos no fim deste mesmo més. O nimero destes
ultimos sendo igual ao nimero de casais ja adultos no (n — 1)-ésimo més, permite inferir
que

Tpio = Tpa1 + Ty (3.1)

e, daqui,

Ty=23+T2=3,05=T4+1x3=25, Tg = T5+ Ty = 8§,

A sequéncia (z,) assim definida é denominada sequéncia de Fibonacci, que é uma

sequéncia recorrente de ordem dois.

Agora, faz-se a determinagao de uma férmula fechada para a sequéncia de
Fibonacci, da qual foi extraido que o ntimero de pares de coelhos adultos no més n + 2
é Fhio = F,1 + F, com Fy =1e F, =1, sendo conveniente, no que segue, considerar

Fy=0.
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Fazendo uso da metodologia para determinar a solucao das equacgoes de re-

corréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes, segue:

1° passo -Tem-se que F, .o = F},.; + F,. Cuja equacao caracteristica é r2 —r — 1 = 0.

14+5 1—+5
(§] = .
2 2

2° passo - As raizes da equacao caracteristica sao r; =

3° passo - Determinando as constantes A e B, tal que
F,=Ar!+ Br} (3.2)
Como Fy =0 e I} =1, obtém-se o sistema
ArY + Bri=0
Ari+ Bry =1

1 1
cuja solucgo ¢ A= —e B=——.

V5 V5

4° passo - Tem-se, portanto, que o termo geral da recorréncia é

s L (1evB)T 1 (145
RN 2 NG 2

E demonstrada a validade da férmula que determina F,, através do Principio

de Inducao Matematica como segue:

paran =1,

L1545 1 1—\/31_§_1
1‘¢5 2 B\ 2 | T

V5
oL (

)2
1+2v5+5 1-

Paran =2

%I
a

”kﬂ

e, portanto, a igualdade que define F), é valida paran =1en = 2. Sejan > 1 um nimero

natural para o qual tem-se
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para todo k € {1,...,n+ 1}. Entao,

145\ (1-v5\" (1+v3\" [(1-vs\""
2 - 2 2 B 2

FotFy = n\/g + n\/g
1 1 1— 1—
() () () )
- V5
(%) (=5)-(57) (57
2 2 2 2
= 7 (3.3)

observa-se que

14+v5) 142645 6+2/5  3+5 a4

2 B 4 42 (3:4)
e que )

1-v5) 1-2v6+5 6-2V5 3-+5 a5

2 N 4 42 (3:5)

Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.3), obtém-se

Fn+2:Fn+Fn+l

() (%) -(57) ()

V5
_i 1_'_\/3 nJrZ_i 1_\/3 n+2
V5 2 NG 2

mostrando que a expressao de Fj também ¢ vélida para k = n+ 2. Logo, do Principio de

p_ L 1+v5)" 1 [1-v5)"
"B 2 NG 2

Inducao Finita,

para todo n natural.

3.2 Pizza de Steiner

Jacob Steiner (1796-1863) gedmetra alemao, propos e resolveu, em 1826, o
seguinte problema: Qual é o maior niimero de regides em que se pode dividir o plano com

n cortes retos? Supoe-se validas as seguintes hipoteses:

(1) Existe um ponto de interse¢ao entre cada par de retas;
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(74) Um ponto qualquer do plano é comum, no maximo, a duas retas.

Olhando para o plano como se fosse uma grande pizza, o nome do problema
fica explicado. Considerando x,, o nimero de regides obtidas quando o plano é submetido

a n cortes, e fazendo as seguintes iteragoes:

para n = 0, 2o = 1 (nenhum corte no plano).

Figura 3.2: Nenhum corte no plano

Fonte: Elaborada pelo Autor

Para n =1, 21 = 2 (um corte dividindo o plano em duas regioes).

Figura 3.3: 1 corte no plano

Fonte: Elaborada pelo Autor

Para n = 2, x5 = 4 (dois cortes dividindo o plano, havera 4 regices, as duas
regioes que ja havia antes foram divididas em duas novas regioes cada uma, criadas pelo

outro corte, num total de xo = 21 +2 =242 =4).
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Figura 3.4: 2 cortes no plano

</

Fonte: Elaborada pelo Autor

Para n = 3, 3 = 7 (trés cortes dividindo o plano, havera as 4 regides que ja
havia antes e mais trés criadas pelo outro corte, pois ele intercepta os dois cortes que ja
existiam antes em um ponto cada um, pontos estes distintos, logo passara atraves de trés

regides. Assim, haverd x3 = xo +3 =7).

Figura 3.5: 3 cortes no plano
Fonte: Elaborada pelo Autor

Para n = 4, x4y = 11 (quatro cortes dividindo o plano, haverd as regioes
anteriores (7) e o novo corte terd que interceptar os trés cortes que ja estdo sobre o
plano em pontos distintos, atravessando quatro regioes. Logo, haverd mais quatro regioes,

totalizando 4 = 23 +4 =744 = 11).
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Figura 3.6: 4 cortes no plano

Fonte: Elaborada pelo Autor

Continuando estas iteragoes tem-se, de modo geral, x,, = x,,_1 +n, com xq = 1,
e esta ¢ uma equagao de recorréncia linear de 1* ordem, a qual resolve-se usando o método

da soma telescopica.

Tem-se que
Ty —x9 = 1
To — X1 = 2
T3 — X9 = 3
Tp—Tp1 = N

Somando-se estas igualdades membro a membro, obtém-se

n
Ty —x9= Yk
k=1
pela soma dos n termos de uma progressao aritmética, segue que

(I+n)n

xn:xo+2k:1+ 5

k=1
Esta solucao ¢ validada usando o principio de inducao finita, pois, foi concluido
por mera observacao do padrao apresentado que n regides sao acrescentadas no n-ésimo

passo para alguns valores de n.

Do passo base de inducao para n = 1, ou seja, com apenas um corte, é obtido
(1+1)1

92—
2 o

duas regioes. Portanto, a formula esta correta, pois 1 +

Do passo indutivo, admite-se que, para algum valor de n, a férmula de x,

esteja correta. Mostra-se que a férmula para x, 1 também esta correta.
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(1+n)n
2
regioes e pretende-se fazer mais um corte, de modo a obter o maior nimero possivel de

Supoe-se que, com n cortes, foi obtido o nimero maximo 1 + de

regioes.

E possivel conseguir isso, se o (n 4+ 1)-ésimo corte encontrar cada um dos n
cortes anteriores em pontos que nao sao de intersecao de dois cortes. Por outro lado, se o
(n 4 1)-ésimo corte encontra todos os n cortes anteriores, ele produz n + 1 novas regioes:
a regiao que comega em um determinado corte e, ao encontrar o primeiro corte, ele separa
em duas regides em que esta, entrando em outra regiao. Ao encontrar o segundo corte, ele
separa em duas a regiao em que esta, entrando em outra regiao, e assim sucessivamente,
até encontrar o (n + 1)-ésimo corte separando a iltima regidao em que entrar em duas, as

T, regioes que ja existiam e a regiao n + 1.

Assim, sao obtidas n + 1 regioes além das que ja existiam, conforme figura

abaixo:

Figura 3.7: n + 1 cortes no plano

1 2 3 X (?1 + 1) - ésima regido

(P’I + 1) - ésimo corte

Fonte: Elaborada pelo Autor

Logo,

Tpy1 = Tn+n+1

1
4 Lt +2n)n+n+1

_ (1+n)2(2+n)+1

Mostrando que a féormula de x,, estd correta para n 4+ 1 cortes e o resultado

segue entao do Principio de Indugao Matematica.
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3.3 Torre de Hanoi

A Torre de Hanoi é um jogo que consiste de uma tdbua onde estao fixados trés
hastes, batizadas de A, B e C. Em uma das hastes, por exemplo a A, estao enfiados n
discos furados no centro, de modo que o disco de maior diametro é o que estd mais em
baixo na pilha, e os demais vao se empilhando em ordem decrescente de diametro, ou
seja, se o disco Dy for o mais baixo na pilha, e a altura dos discos cresce com o valor de
n, o diametro decresce (Dy > Dy > D3 > --- > D,,). As regras do jogo s6 permitem que,
em cada movimento do jogo se pode mover somente um disco, o que estiver no topo da
pilha, além disso nao é permitido colocar um disco de diametro maior em cima de um
outro com diametro menor. Qual é o nimero minimo de movimentos para mover todos

os discos da haste A para a haste C' 7.

Figura 3.8: Torre de Hanoi

Fonte: Elaborada pelo Autor

Seja x,, o nimero de movimentos necessarios para mover n discos Dy, Do, ..., D,
da haste A para a haste C. Supondo-se que existe somente 1 disco, D;. Entao, basta 1
movimento para trocé-lo para C', assim x; = 1. Supondo-se que se tenha dois discos, D e
D5, com Dy > D, sendo D; colocado em baixo da pilha, e Dy colocado acima dele. Nesse
caso, no 1° movimento move-se Dy para a haste B, no 2° movimento, [D); para a haste
C, e no 3° movimento, move-se o disco Dy para a haste (', para ficar acima do disco D,
que ja estd 14, ficando completa a mudanca. Entao, o = 3 = x1 + 2. Ora, para 3 discos,
Dy, Dy, D3. Move-se o disco menor D3 para a haste C, em seguida D, para B traz-se Dj
para B, depois Dy para C' e D3 para A, Dy para C e finalmente D3 para C, totalizando

7 movimentos, ou seja, r3 =7 = z9 + 4.

A idéia fundamental é de que, tem-se que mover (n — 1) discos de A para
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B, em z,_; movimentos, depois mover o tltimo disco (o maior), de A para C, em 1
movimento, voltando os (n — 1) discos de B para C, em x,_; movimentos, totalizando
T, = 2x,_1 + 1 movimentos. Para resolver esta relacao de recorréncia, basta aplicar a

metodologia desenvolvida na Secao (2.2.4), e é claro que para n + 1,
Tpy1 =2z, + 1 (3.6)

com x; = 1. Encontra-se uma solugao particular (a,) da recorréncia homogénea x, 1 =

2z, pelo método das substituicoes sucessivas:

QA9 — 2&1
as = 2&2
ay = 2&3
ap = 201

multiplicando estas igualdades membro a membro, tem-se
A3y - - - ap = 2" tajasas - - an_y
isto é,
a, = 2" ta.

Fazendo a; = 1, obtém-se a, = 2" ! e esta é uma solucao particular da recorréncia

homogeénea. Escreve-se

Tpn = QplYn = 2n_1yn (37>
tem-se, em particular que
T
hn=—=1
aq

assim, Z,1 = 2"y,+1. Daqui e de (3.6),

2" Y1 = 2(2n71yn> +1

=2"y, +1
e, dividindo-se ambos os membros desta ultima igualdade por 2", obtém-se

1
Ynt1l = Yn + 2_n (3'8>
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aplicando o método da soma telescépica em (3.8), segue que

1
92—y1=§
1
y3—y2:§
1
?/4—93=§
1

Yn — Yn—1 = on—1

somando-se estas igualdades membro a membro,

1 1 1
yn_y1:§+§+"'+2n_1
:1(14_14_...4_ 1 )
2 2 n—2

aplicando a formula da soma dos termos da progressao geométrica no segundo membro

<1—2—n+1>
1—3

(1 - 2fn+1) 2

da igualdade acima, tem-se

1
2
1
2
1

_ 27n+1

resultando,
=1+1—2"

=2-—27""!

como x, = 2" "1y, ey, =2 — 27

z, = 2" 12 — 27"
:2n_20

=2"—-1

Usando inducao para demonstrar a validade da igualdade acima, segue que de

fato, para n = 1 tem-se 2! — 1 = 1 = z;. Supondo que, para algum n € N, x,, = 2" — 1.
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Entao,

Tpy1 = 2T, + 1

=2(2"—-1)+1
="t _ 241
=2 — 1.

Desta forma, a igualdade também e vélida para n+ 1. Logo, pelo principio de

indugao finita, z,, = 2" — 1 para todo n € N.
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4 Algumas Aplicacoes de Recorréncias Lineares em

Contagem

Neste capitulo sao feitas algumas aplicacoes de recorréncias lineares de 1 e 2?
ordem. Sao explorados problemas de contagem que seguem a famosa sequéncia de Fibo-
nacci que foi estudada no capitulo anterior, bem como sao abordados alguns problemas
de livros didaticos, questoes dos bancos de questoes da OBMEP (Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas) e da OMM (Olimpiada Maranhense de Matemética).

Considera-se que tais aplicacoes foram selecionadas de modo a melhorar aspec-
tos cognitivos dos alunos, pois instiga o pensamento no sentido de buscar generalizagoes
de padroes na forma de contar, aplicando os métodos para resolver essas recorréncias que

foram estudados no Capitulo 2.

4.1 Problemas de Contagem que seguem a Sequéncia de Fibo-

nacci

Exemplo 4.1. (FRANCO, Tertuliano, pag.99). De quantas maneiras podemos cobrir

uma caiza 2 X n com retangulos 2 x 17

Solugao: Colocando os retangulos sobre a caixa, verifica-se que:

para n = 1 tem-se uma caixa 2 X 1, que pode ser coberta somente de uma

maneira, com o retangulo em pé.

Para n = 2 tem-se uma caixa 2 x 2, que pode ser coberta, com dois retangulos
deitados (1 maneira) ou dois retangulos em pé (1 maneira), assim tem-se dois modos de

cobrir a caixa.

Para n = 3 tem-se uma caixa 2 x 3, que pode ser coberta com trés retangulos
em pé (1 maneira), dois retangulos deitados & direita e um em pé & esquerda (1 maneira) e
dois deitados & esquerda e um em pé 4 direita (1 maneira), totalizando 3 modos de cobrir

a caixa.

Para n = 4 tem-se uma caixa 2 x 4, que pode ser coberta com quatro retangulos
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em pé (1 maneira), os quatro deitados dois a dois (1 maneira), dois em pé & esquerda e
dois deitados & direita (1 maneira), dois deitados & esquerda e dois em pé & direita (1
maneira) e, para finalizar, um em pé & direita e um em pé & esquerda e dois deitados no
meio (1 maneira), totalizando 5 maneiras. Observa-se que para n = 4, apenas é replicado
os modos de cobrir a caixa para n = 3 juntamente com os modos de cobrir a caixa para
n = 2, conforme iniciado seu preenchimento com um retangulo em pé ou dois retangulos

deitados. A figura abaixo mostra os modos de cobrir a caixa até n = 4 citados acima.

Figura 4.1: Modos de cobrir uma caixa até n=4

| 2xd

Fonte: Elaborada pelo Autor

Considerando, de modo geral, uma caixa de tamanho 2 x (n + 2). Seguindo
o padrao descrito acima, para preencher o canto esquerdo da caixa, ha duas maneiras:
colocar um retangulo em pé, restando um preenchimento de tamanho 2 x (n + 1) ou
colocar dois retangulos deitados, restando um preenchimento de tamanho 2 x n. Seja x,,

o numero de maneiras de preencher a caixa 2 X n com os retangulos 2 X 1, tem-se

r1=1
To = 2
T3 =3
Ty =05

T2 = Tptl + T

Esta é exatamente a sequéncia de Fibonacci estudada no capitulo anterior. Portanto,
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P Y STV AR W SV
Tt B 2 NG 2

Exemplo 4.2. (Questao 14 - Banco de questoes OBMEP, 2013 - Nivel 1 - Vai dar galho).

A drvore do professor Fernando cresce de acordo com a sequinte regra:

(1) na primeira semana a drvore comeca a crescer com apenas um galho;
(11) apds crescer por duas semanas, esse galho dd origem a um novo galho por semana;

(13i) cada novo galho gerado continua a crescer, e apos crescer por duas semanas dd

ortgem a um novo galho por semana.

A figura abairo ilustra a drvore do professor Fernando apds cinco semanas

passadas do inicio de seu crescimento

Figura 4.2: Arvore apds cinco semanas do inicio de seu crescimento

4

L J

Fonte: Questao 14 - Banco de questoes OBMEP, 2013 - Nivel 1 - Vai dar galho

Note que apos trés semanas havia dois galhos; apos quatro semanas havia trés

galhos e apds cinco semanas havia cinco galhos.

a) Quantos galhos haverd apds seis semanas?
b) Quantos galhos haverd apds sete semanas?

c) Quantos galhos haverd apds treze semanas?
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Solucgao:

a) Continuando as ramificagoes de crescimento da drvore do professor Fernando

conforme as regras estabelecidas, obtém-se a seguinte situacao:

Figura 4.3: Arvore apds seis semanas do inicio de seu crescimento

62 semana ) 8 galhos

52 semana 5 galhos

3 galhos

4% semana

32 semana
22 semana

1 galho

1 semana¢ 1 galho

Fonte: Questao 14 - Banco de questoes OBMEP, 2013 - Nivel 1 - Vai dar galho

O que mostra que apds a sexta semana de crescimento tem-se um total de 8

galhos.

b) Percebe-se que a sequéncia que determina o nimero de galhos por semana
de crescimento é fundamentalmente o problema dos coelhos de Fibonacci, sendo que aqui
os coelhos foram substituidos por galhos e os meses substituidos por semanas. De modo

geral, ©, 19 = x,41 + 2, para n > 1. Daqui,

Tr = g+ Ts
— 845
= 13.

¢) Seguindo o padrao da sequéncia de Fibonacci, a quantidade de galhos apds
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a 13* semana serd dada pela soma do 12° termo com o 11° termo. Assim, tem-se:

6° termo = 8.

7° termo = 13.

8% termo = 8 + 13 = 21.

9° termo = 13 + 21 = 34.
10° termo = 21 + 34 = 55.
11° termo = 34 + 55 = 89.
12° termo = 55 + 89 = 144.

13° termo = 89 + 144 = 233.

Portanto, a quantidade de galhos apds a 13* semana ¢ 233. Da féormula fechada da

1 (1 "o (1-vB)
Foo L (LEVEY) 1 (15 (4.1)
Ve 2 R
o seu 13° termo pode ser determinado por Fis, e, portanto,

- 1 1+\/§ 13 1 1_\/5 13_
FIS—%<T) —E( 9 > = 233.

Este calculo nao é simples de se fazer. Portanto, para uma quantidade pequena de termos,

sequéncia de Fibonacci,

usa-se o raciocinio recursivo, ou seja, fazendo os calculos termo a termo.
Exemplo 4.3. (Oliveira, M. Mendes - problema 07). Quantos subconjuntos de X, =
{1,2,3,...,n} hd sem nimeros consecutivos?
Solucao: Das seguintes iteracoes:
para X; = {1}, tem-se x; = 2; pois os subconjuntos de X; sao apenas () e {1}.

Para X, = {1,2}, tem-se x5 = 3; pois os tunicos subconjuntos de X, que

atendem a restrigao estabelecida acima sao (), {1}, {2}.

Para X3 = {1,2,3}, tem-se x3 = 5; pois os unicos subconjuntos de X3 que
satisfazem a condigdo estabelecida sao 0, {1}, {2}, {3}, {1,3} o que observa-se ser x3 =
To + T1.

Para X, = {1,2,3,4}, tem-se x4 = 8; pois os unicos subconjuntos de X, que
satisfaz a condigao estabelecida sao 0, {1}, {2}, {3}, {1, 3}, {1,4}, {2,4} o que observa-se

Ser r4 = To + 3.
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De modo geral, os valores x1, xo, x3,24,... sao 2,3,5,8,... respectivamente.
Estes valores sugerem ser os termos da sequéncia de Fibonacci e, de fato, sao. Sejam os

conjuntos

X1 = {1,2,3,....n—1}
X, = {1,2,3,....n}

X = {1,2,3,...,n+1}

Considerando x,,_1, x,, 11 a quantidade de subconjuntos de X,,_1, X,,, X, 11
que satisfazem a restricao de nao haver nimeros consecutivos entre seus elementos, res-
pectivamente. Os subconjuntos de X, ,; sem ntimeros consecutivos, podem ser contados

COmo segue:

(1) Se um subconjunto destes nao contém o elemento n + 1, entdao é também um sub-
conjunto de X,, sem numeros consecutivos. Nesse caso, a quantidade de tais sub-

conjuntos € x,,.

(74) Se um subconjunto destes contém o elemento n + 1, a retirada deste termo fornece

um subconjunto de X,,_;. Neste caso, a quantidade destes subconjuntos é z,,_1.

De (i) e (i7), tem-se

Tppl = Ty + Tpo1, n =2 (4.2)

Fazendo n = k 4 1, tem-se, de (4.2), que xp12 = T4 + Tg, com k > 1, e esta é a equagao

de recorréncia da sequéncia de Fibonacci,
Frio = Fry1 + Fy

Porém, tem-se a restricao k > 1.

) 1+5

Ora, sua equagao caracteristica é r* —r — 1 = 0 que tem raizes: r, = 5

1-+5
o

€ Tro =

Determina-se constantes A e B tais que,

Fy, = Ar¥ + Bri
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como F; =2 e Fy, = 3, resolvendo o sistema

) 14+5 B 1—5 .y
Fy=Arl + Brl =2 2 2

— ) 2
Fy=Ar}+Bri=3 1++5 1—-+5
A 5 + B 5 =3

5+3vV5 5—3v5
—eB:—
10 10

cuja solucao é A = . Tem-se, portanto, que o termo geral da

recorréncia é

b <5+3\/5> <1+\/5) ) (5—3\/5> (1—\/5) com k> 1.
10 2 10 2

Exemplo 4.4. (LIMA, E. L., et al - Pagina 73 - Jogo do Olavo ). Em um jogo, em cada

etapa Olavo pode fazer 1 ou 2 pontos. De quantos modos ele pode totalizar n pontos?

Solugao: Sejam as seguintes iteragoes:

(7) para Olavo totalizar 1 ponto, s6 pode ser feito de um tinico modo.

(7) Para Olavo totalizar 2 pontos, ele pode ter feito 1 ponto na primeira etapa e 1 ponto
na segunda etapa (1 modo) ou 2 pontos em etapa tinica (1 modo), portanto, totaliza

dois modos de somar 2 pontos.

(74i) Para Olavo totalizar 3 pontos, ele fez 1 ponto em cada etapa de trés etapas (1 modo)
ou 1 ponto na primeira etapa e 2 pontos na segunda etapa (1 modo) ou 2 pontos na

primeira etapa e 1 ponto na segunda etapa (1 modo), totalizando trés modos.

(iv) Para Olavo totalizar 4 pontos, ele fez 1 ponto em cada etapa de quatro etapas (1
modo) 1 ponto na primeira etapa, 1 ponto na segunda etapa e 2 pontos na terceira
(1 modo) ou 2 pontos na primeira etapa, 1 ponto na segunda etapa e 1 ponto na
terceira etapa (1 modo) ou 1 ponto na primeira etapa, 2 pontos na segunda etapa
e 1 ponto na terceira etapa (1 modo) ou 2 pontos na primeira etapa e 2 pontos na

segunda etapa (1 modo) ,totalizando 5 modos.

Seja x, o nimero de modos de obter n pontos. Para obter n + 2 pontos,
Olavo em sua primeira jogada ou faz 1 ponto ou 2 pontos. No primeiro caso, ele tem
que obter n + 1 pontos nos jogos seguintes. No segundo caso, ele tem que obter n pontos

nos proximos jogos. Logo, x,.9 = x, + 41, com x; = 1 e x5 = 2. Esta recorréncia
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produz, entao, uma sequéncia cujo termo z,, coincide com o termo Fj,,; da sequéncia de

Fibonacci. Assim,

para todo n > 1.

4.2 Problema da Olimpiada Maranhense de Matematica - OMM

Exemplo 4.5. (Questao 3 - Nivel 2 - Olimpiada Maranhense de Matematica 2018). Os
numeros naturais de 1 a 100 sao escritos em um quadro. Joana apaga 2 desses nimeros,
digamos a e b e acrescenta ao quadro o nimero a + b+ 1. Esse procedimento é repetido

até que so reste um niumero no quadro. Que nimero € esse?

Solugao: Se xy,...,x, sao os numeros no quadro numa dada etapa, que nao seja a
ultima, escolhendo-se arbitrariamente 1 < n; < ny < m, apagando-se os termos x,,, € Ty,
para no lugar deles escrever x,,, + x,, + 1, tem-se que a soma dos niimeros entao presentes

no quadro ¢

> xn—|—(xm—|—xn2+1):( > xn+xnl+xn2>+1

n#ni,ng n#ni,ng

NIE

T, + 1,

n=1

ou seja, a cada etapa a quantidade de niimeros no quadro diminui em uma unidade e
sua soma aumenta uma unidade. Deste modo, denotando por ¥y a soma dos nimeros no
quadro no instante inicial e, de modo geral, por y; a soma dos elementos no quadro na
k-ésima etapa, tem-se

Yp+1 = Y + 1

e esta uma recorréncia linear de 1* ordem. Sendo o ultimo nimero a ser escrito no quadro

0 Yg9. Tem-se

y1 =yo+1

y2=y1 +1

Yoo = Yos + 1
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somando-se estas igualdades membro a membro,

(y1+ -+ yos) + Yoo =vo+ (y1 + -+ yog) +99

o que, apds os cancelamentos, nos fornece

Yoo = Yo + 99

e, como

Yo=1+2+---+99+ 100 = 5050,

tem-se que o valor desejado é

Yoo = 5050 + 99 = 5149.

4.3 Problemas da Olimpiada Brasileira de Matematica das Es-

colas Publicas

Exemplo 4.6. (Questdao 09 - OBMEP 2012, nivel 2 - 1* Fase). Renata montou uma
sequéncia de triangulos com palitos de fosforo, sequindo o padrao indicado na figura. Um
desses triangulos foi construido com 135 palitos de fosforo. Quantos palitos formam o

lado desse triangulo?

Figura 4.4: Triangulos formados por palitos

Fonte: Questao 09 - OBMEP 2012, nivel 2 - 1* Fase

Solucgao: Seja x,, o numero de palitos utilizados para construir o triangulo, fazendo as

seguintes iteragoes:

(1) 1 = 3 (o nimero de palitos utilizados para construir o primeiro triangulo);
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(77) x2 = 9 (o ntmero de palitos utilizados para construir o segundo triangulo, sendo

To =T + 6);
(74i) x3 = 18 (o numero de palitos para construir o terceiro triangulo, sendo x5 = x2+9);
(1v) x4 = 30 (o ntiimero de palitos para construir o quarto triangulo, sendo x4 = x3+12);
Continuando estas iteragoes tem-se que o triangulo que ocupa a n-ésima posi¢ao

na sequeéncia é formado acrescentando n triangulos iguais ao primeiro ao triangulo poste-

rior. Assim,

ry = 1-3

To —T1 = 2-3
T3—xy = 3-3
Ty — T3 — 4-3
Ty — Tpe1 = N-3

aplicando o método da soma telescopica, segue
T, =3+32+3+4+---4+n)

pela soma dos n termos de uma progressao aritmética aplicado na soma entre parénteses,

segue que

T, =3(1+24+---+n)

~ 3n(n+1)
B 2
_ 3n+3n?
= 5 .
Como z,, = 135, tem-se
3n?+3
SN ON g
2
ou, equivalentemente,
n*+n —90 = 0.

Esta equacao tem raiz positiva n = 9 e, por conseguinte, o triangulo procurado é o nono

triangulo da sequéncia, cujo lado é composto por 9 palitos.

Exemplo 4.7. (Questao 219 - Banco de Questoes OBMEP - 2010 - Nivel 1 - Colando seis

triangulos). Construa uma figura com seis triangulos equildteros adjacentes, o primeiro
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com lado de comprimento 1 cm e os triangulos sequintes com lado igual a metade do lado

do triangulo anterior, como indicado na figura dada. Qual € o perimetro dessa figura?

Figura 4.5: Perimetro de triangulos equilateros adjacentes

Fonte: Questao 219 - Banco de Questoes OBMEP - 2010 - Nivel 1 - Colando seis triangulos

Solucgao: Seja x, o perimetro da figura formada por n triangulos. Observa-se que:

(1) 1 = 3 cm (o perimetro da figura que possui apenas um triangulo);

1
(17) x9 = x1 + = cm (o perimetro da figura aumenta em 5 om apoés incluir o segundo

2
triangulo);
(i11) @3 = @2 + 7o (o perimetro da figura aumenta em 7 ©m apos incluir o terceiro
1
triangulo, ou seja, r3 = To + §)7

(iv) x4 = x3 + g om (o perimetro da figura aumenta em g om apos incluir o quarto
1
triangulo, assim, x; = x5 + ﬁ)

Continuando estas iteragoes, segue que

1

To — 1 = =
2

1

r3 — T2 = —=
22

1

Ty — T3 = ?
1
Lp — Tp—1 = on—1

Aplicando o método da soma telescopica, obtém-se
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resultando em

P I
Tn = 5 "2 53 g1 )

Da férmula da soma dos n termos de uma progressao geométrica, segue que

_>2n—1'
Daqui, para calcular o perimetro de uma figura formada por seis triangulos, basta fazer

a substituicao para n = 6, assim

Exemplo 4.8. (Questdo 13 - Banco de Questoes - OBMEP, 2012 - Nivel 3). Paula
escreveu 0s numeros 1,2,3,... em uma folha de papel quadriculado de acordo com o
padrao indicado na figura abaizo. Considerando a sequéncia 1,3,13,31,... ; qual é o 30°

termo dessa sequéncia?

Figura 4.6: Numeros de Paula

37 136 35|34 (33|32 |31

38117 16| 15| 14| 13| 30

39118 5| 4| 3 [12] 29

40|119| 6

[
[\8]

11 28

41120 7 | 8 | 9 |10} 27

42 1212223 24|25 |26]|51

43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

Fonte: Questao 13 - Banco de Questoes - OBMEP, 2012 - Nivel 3
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Solucao: Seja x,, o nimero que estd na diagonal escrito por Paula

(1) x1 = 1 (primeiro numero escrito por Paula);

(77) xo = 3 (Conforme a figura abaixo, confere-se dois quadradinhos a esquerda e a
baixo do quadradinho que contém o ntimero 1, incluindo o quadradinho que contém
o numero 1, trés quadradinhos a direita e trés quadradinhos subindo, escrevendo

assim, o nimero 3);
Figura 4.7: Quantidade de quadradinhos que formam o lado do quadrado que contém x5

2 quadradinhos
{_Aﬂ 3
6 1 2 2 quadradinhos + 1
7| 8 9

H_)

2 quadradinhos + 1

2 quadradinhos

Fonte: Elaborada pelo Autor

(131) x5 = 13 (Confere-se trés quadradinhos a esquerda e a baixo do quadradinho que
contém o numero 3, incluindo o quadradinho que contém o niimero 3, quatro qua-

dradinhos a direita e quatro quadradinhos subindo, escrevendo assim, o ntimero

13);

Figura 4.8: Quantidade de quadradinhos que formam o lado do quadrado que contém x3

3 quadradinhos

3 quadradinhos +1
3 quadradinhos 6 1 2 |11

. J

3 quadradinhos +1

Fonte: Elaborada pelo Autor
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(iv) x4 = 31 (Confere-se quatro quadradinhos a esquerda e a baixo do quadradinho
que contém o numero 13, incluindo o quadradinho que contém o ntmero 13, cinco
quadradinhos a direita e cinco quadradinhos subindo, escrevendo assim, o ntimero

31);

Figura 4.9: Quantidade de quadradinhos que formam o lado do quadrado que contém x4

4 quadradinhos
AL

| 16 | 15 | 14 | 13 | 30

54| 3|12 29 > 4 quadradinhos +1

4 quadradinhos <

10 | 27

4 quadradinhos +1

Fonte: Elaborada pelo Autor

Seja y, + 1 a quantidade de quadradinhos que formam o lado do quadrado que

contém z, como mostra a figura.

Figura 4.10: Quantidade de quadradinhos que formam o lado do quadrado que contém

T
Yn N
Vs A ~ Xn+1
Xn
-
16 (15|14 |13
51413112 >Yn + 1
61 1]2]mn
Yn<
71819110
J
\
N\ J

o
Yn + 1

Fonte: Elaborada pelo Autor
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Observa-se, que de modo geral, para escrever o numero x,.; adiciona-se a x,,

o dobro de quadradinhos v, e o dobro de quadradinhos ¥, + 1, ou seja,

Tpt1 = Ty + 2Un + 2 (yn + 1)

=x, + 4y, + 2.

Figura 4.11: Relacao entre vy, € y,41.

Yn+1
A

Xn+1

~
Yn

Fonte: Elaborada pelo Autor

Nota-se ainda que y,+1 = y, + 2 € que y; = 0, ou seja, (Y1,Y2,---,Yn,-- -

uma progressao aritmética de primeiro termo igual a 0 e razao 2. Deste modo,
Yn = y1+2(n_1)

= 2(n—1)

e, portanto,
Tpt1 — Tp =4y, =8(n—1)+ 2.
Tem-se que
Tp—Tp1 = 8(n—2)+2

Tp1—Tpo = 8(n—3)+2

T3 — Ty = 8-1+2

To — 1 = 80+2
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e, somando-se estas igualdades membro a membro, segue que

Tp—21 = 81+24+--+n—-2)]+2(n—-1)

= 4(n—-2)(n—1)4+2(n—-1)

I
DO

(n—2
n—1)[2(n—=2)+1]
= 2(n-1

) (2n —3).
Daqui,

xp, = 2(n—1)2n—3)+ 14

= 4n* —10n+7
Logo, o 30° termo da sequéncia é dado por

T30 =4-30>—10-30+7

= 3307.

4.4 Problemas de Livros Didaticos

Exemplo 4.9. (LIMA, E. L., et al - Pdgina 73). Determine o nimero mdzimo de regioes

em que n circulos podem dividir o plano.

Solugao: Seja x,, o nimero maximo de regides determinadas no plano por n circulos.

Fazendo as seguintes iteracoes:

(1) paran =1, x; = 2 (um circulo dividindo o plano, tem-se duas regies, a interna ao

circulo e a externa a ele).

Figura 4.12: Um circulo dividindo o plano

Fonte: Elaborada pelo Autor
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(7i) Paran = 2, x5 = 4 (dois circulos dividindo o plano, tem-se 4 regioes, as duas regioes
em que os dois circulos nao se intersecciona, a regiao de intersecao dos dois circulos

e a regiao externa aos circulos.

Figura 4.13: Dois circulos dividindo o plano

@ |
Fonte: Elaborada pelo Autor

(131) Para n = 3, 3 = 8 (trés circulos dividindo o plano, tem-se 8 regides, conforme

figura abaixo.

Figura 4.14: Trés circulos dividindo o plano

8

Fonte: Elaborada pelo Autor

(iv) Paran =4, x4 = 14 (quatro circulos dividindo o plano, tem-se 14 regides, conforme

configuragao geométrica abaixo.

Figura 4.15: Quatro circulos dividindo o plano

14

12

Fonte: Elaborada pelo Autor
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Continuando estas iteracoes tem-se, de modo geral, que o circulo n + 1 é
subdividido em no méaximo 2n arcos pelos n ja existentes. Cada um destes arcos subdivide
uma regiao existente, determinando assim, 2n novas regioes. Logo, o nimero maximo x,
de regices determinada por n circulos satisfaz a recursao x,.1 = x, +2n, com z; = 1 e
esta é uma equacao de recorréncia linear de 1* ordem, a qual resolve-se pelo método da

soma telescépica. Segue que

172—(131:2
ZL‘3—IQZ4:2'2

I4—ZE3:6:2'3

Ty — Tp_1 = 2(n — 1)]
Somando-se estas igualdades membro a membro, segue que
Tp =21 =214+2+34---+(n—1)]
pela soma dos n termos de uma progressao aritmética, tem-se,

Tp=21+2[14+24+34+---+(n—1)]
(n—1)n

2
=n?—n+2.

—2+42

Portanto, z,, = n? —n + 2 é o nimero maximo de regioes determinadas no plano por n

circulos.

Exemplo 4.10. (IEZZI et al. 2010, péagina 149 - adaptado - Grupo Whatsapp). No
dia 1° de janeiro de 2018, dois amigos criaram um grupo no Whatsapp cada um com
perfil de administrador. No dia sequinte cada um dos administradores convidou 3 novos
participantes para integrarem o grupo. No dia 3 de janeiro, cada novo participante também
virou administrador do grupo e convidou trés movos amigos para se juntarem ao grupo
e assim por diante, até o final do més. Admita que todos os participantes aceitem o
convite de fazer parte do grupo e que ninguém receba o convite de mais de uma pessoa.
Estabelega a relagao de recorréncia que relaciona o numero de membros x que ingressarao

na comunidade por dia n e quantos participantes o grupo terd no dia 31 de janeiro.

Solugao: Seja x,, o nimero de membros que fazem parte do grupo, pode-se observar que:
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(1) 1 = 2 (o nimero de membros no dia 1° de janeiro);
(i7) 22 = 6 (0 nimero de membros no dia 2 de janeiro);
(#4i) x3 = 18 (o nimero de membros no dia 3 de janeiro);

(iv) x4 = 54 (o nimero de membros no dia 4 de janeiro);

Continuando estas iteragoes, tem-se

IQZIl'S
513'3:33'2'3
1‘421‘3'3

Ty = Tyt * 3.

Aplicando o método da multiplicacao membro a membro,

e, daqui,

Ty =x1 - 3" L.

Como z; = 2,

z, =2-3" 1

Logo, ap6s n dias, o nimero de participantes que compoem o grupo é determinado pela
relagao de recorréncia

zp, =2-3"!comn eN.

Assim, para determinar o niimero de participantes no dia 31 basta fazer n = 31 na relacao

de recorréncia encontrada, o que nos da

z3; = 2 - 33171 = 2. 3% participantes no grupo.
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5 Consideracoes Finais

Uma das motivagoes que levou a realizacao deste trabalho foi a desmotivacao
dos alunos para estudar matematica em sala de aula. Observa-se que as recorréncias line-
ares podem ser associadas as ferramentas de resolugao de exercicios usados na educacao
bésica. Isso ira instigar o raciocinio do aluno a partir das construgoes do pensar recur-
sivo, pois iniciando o processo, o0 mesmo podera visualizar padroes numéricos em muitos

problemas de contagem além daqueles que envolvem indugao finita.

Acredita-se que a variedade de exemplos tedricos e praticos apresentados nos
Capitulos 2, 3 e 4 pode ser explorada para motivar a introducao das recorréncias lineares

na educagao basica.

Um dos desafios a serem enfrentados é o de encorajar os professores de ma-
tematica a estimular o uso de problemas recursivos em sala de aula, nao necessariamente

de contagem, que possam agucar o pensamento recursivo.



68

Apéndice

Teorema 2.1.1 - Pagina 14. (Teorema da Recursividade)

Sejam a um elemento de um conjunto A e f uma funcao de A em A. FEziste

exatamente uma aplicagdo p: N — A tal que

para todo n € N.

Demonstracao. Seja € a cole¢ao de todos os subconjuntos C' de N x A tais que (1,a) € C
e tais que se (n,z) € C, entao (s(n), f(x)) € C. A colecao € é nao vazia uma vez que
ela contém N x A. Além disso, como todo C' € € contém o par (1,a), tem-se que

D=NC+o.

cee

E facil ver que, na verdade, D € €. Contudo, segue da definicao de D que nenhuma parte
prépria sua pode pertencer a C. Sejam S o conjunto de todos os ntimeros naturais n para
0s quais existe um unico z € A tal que (n,x) € D e ¢: S — A a aplicagdo definida por
¢ (n) = x. Temos que (1,a) € D. Suponha, por absurdo, que exista a’ € A, a’ # a, tal
que (1,a') € D eseja D' =D — {(1,d’)}. Entao (1,a) € D’ e, além disso, se (n,z) € D',
(s(n), f(x)) € D' uma vez que (s(n), f(x)) € De(s(n), f(x)) # (1,d"). Logo, D' € C,
o que é um absurdo ja que D’ é um subconjunto préprio de D. Concluimos, portanto,
que 1 € S. Sejan € S e seja x o unico elemento de A tal que (n,x) € D. Entao
(s(n), f(x)) € D pelo fato de D pertencer a €. Suponha mais uma vez por absurdo que

existay € A, y # f(x), tal que (s(n),y) € D efaga D" =D — {(s(n),y)}. Entdo

(s(n),f(z)),(1,a) € D".

Para qualquer (m,b) € D", temos que (s(m), f (b)) € D. Se (s(m), f (b)) = (s(n),y),
entdo s (m) =s(n)e f(b) =y # f(x), 0 quenos fornecem =neb # z. Dai, (n,b) e (n,x)
sao elementos distintos de D, contrariando o fato de n € S. Portanto, (s(m), f (b)) #

(s(n),y) e, consequentemente, (s(m), f (b)) € D”. Isso significa, entdo, que D” € €, o
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que é um absurdo dado que D” é um subconjunto préprio de D. Assim, s (n) € S e, do
Principio de Inducao Finita, S = N e a existéncia de uma funcao satisfazendo as condicoes
estabelecidas é comprovada. Sejam, agora, ¢, e o duas fungoes atendendo os requisitos

exigidos e seja M o conjunto de todos os niimeros naturais n tais que

p1(n) = @2 (n)
Evidentemente, 1 € M. Se n € M, entao
p1(s(n)) = f(e1(n)) = f(p2(n)) =p2(s(n))

e, portanto, s(n) € M e, do Principio de Indugao Finita, M = N. Logo, @1 = ¢s. O]
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