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blemas causados pela forma como
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Resumo

Considerando que os alunos da Educacao Baésica apresentam dificuldades para
abstracao do contetudo de area de poligonos, pelo menos no que se refere ao método tradi-
cional, neste trabalho apresentaremos uma proposta de estudo desse assunto utlizando o
Teorema de Pick no Geoplano, que se trata da aplicacao de uma férmula simples em que
se faz pela contagem de pontos da borda e pontos internos do poligono. E uma férmula
que pode ser manipulada de forma objetiva por um aluno do Ensino Fundamental II (6°
ao 9° ano). Para tanto, o Teorema de Pick é um recurso didatico a ser usado pelo professor
das séries iniciais para criar figuras e calcular suas respectivas areas de forma dinamica
tornando o aprendizado mais concreto e duradouro, bem como apresentar o contetido de
uma maneira mais palpavel, o que facilita os contetidos vindouros do Ensino Médio. A
demonstracao da formula é elementar, isso se faz necessario para embasar exemplos do co-
tidiano. Baseado no que recomendam os Parametros Curriculares Nacionais, apresenta-se
o método de cubacao que é uma maneira de calcular area de regioes usada pelos campe-
sinos, faz-se um paralelo deste método com a maneira usada no campo académico, o que
permite concluir que, por meio da Proposta Educacional, onde o docente seguindo cada
etapa no ensino aprendizagem proporciona ao discente maior liberdade e autonomia para

debater e participar ativamente no processo do conhecimento.

Palavras-chave: Area, Geometria, Geoplano, Teorema de Pick.



Abstract

Considering that the students of Basic Education present difficulties to abstraction
of the content of polygon area, at least as far as the traditional method is concerned, in
this work we will present a proposal of study of this subject using the Pick Theorem in the
Geoplane, which is the application of a simple formula in which it is done by the counting
of points of the border and internal points of the polygon. It is a formula that can be
objectively manipulated by a student of Elementary School IT (6 to 9*® grade). For that,
Pick’s Theorem is a didactic resource to be used by the teacher of the initial series to create
figures and calculate their respective areas dynamically making the learning more concrete
and lasting, as well as presenting the content in a more palpable way, the which facilitates
the upcoming contents of High School. The demonstration of the formula is elementary,
this is necessary to support examples of everyday life. Based on the recommendations of
the Parametros Curriculares Nacionais, the method of cubing is presented, which is a way
of calculating the area of regions used by peasants, a parallel of this method is made with
the way used in the academic field, through the Educational Proposal, where the teacher
following each step in teaching learning gives the student greater freedom and autonomy

to debate and participate actively in the process of knowledge.

Keywords: Area, Geometry, Geoplane, Pick Theorem.
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Introducao

Historicamente, é de conhecimento publico que a disciplina de Matematica é consi-
derada “o calcanhar de aquilhes” da grande maioria dos estudantes, sobretudo do Ensino
Fundamental Maior (6° ao 9° ano). Um dos contetidos mais importantes dessa fase esco-
lar é a geometria plana que é transversal a todas a séries conforme apontada nos PCN’s
(1998), inclusive indicando as habilidades que os alunos devem ter ao final desse ciclo.
Ocorre que os relatos de professores e alunos apontam que mesmo a geometria, que possui
grande apelo intuitivo, ha muitas dificuldades de aprendizagem.

Assim, com base nesse contexto, as reflexoes abordadas nesse trabalho consistem
em apresentar uma proposta mais moderna de ensino de Geometria Plana que consiste
na utilizacao do Teorema de Pick! e do software de geometria dindmica Geogebra, ainda,
demonstrar sua eficacia e aplicabilidade em exemplos praticos para o ensino do contetido
area de figuras planas. Para utilizagao do Teorema de Pick é necesséario usar uma ferra-
menta chamada Geoplano, criada pelo matematico inglés Calleb Gattegno , denominado
como rede de malhas, reticulado e rede de pontos, é um termo bastante utilizado na
geometria plana.

Essa forma de calcular a area com a utilizacao do Geoplano, torna o conceito de
area fica mais claro, sobretudo ao utilizar a formula de Pick, que é uma maneira diferente
da tradicional e dinamica para o calculo de area de diferentes poligonos, além de tornar a
aula mais préatica e com significativos niveis de aprendizagem por sua linguagem simples
e, de certa forma, ludica.

A grande relevancia na utilizacao do Teorema de Pick nas séries iniciais, deve-se a
sua visivel simplicidade e ao fato de que ele pode despertar o interesse de alguns estudantes
pelo assunto, tendo em vista uma nova perspectiva para abordagem do calculo da area de
poligonos, ou seja, a aplicabilidade da férmula permite ao estudante uma certa liberdade
para a produgao de figuras, bem como fazer relacao com outros campos da Matematica,
configurando, dessa maneira, a aprendizagem a partir da interdisciplinaridade, habilidade
proposta pelos PCN’s (1998).

1O Teorema de Pick é uma férmula que visa o calculo da 4rea de poligonos, criada por Georg Ale-
xander Pick, que leva em consideracdo uma contagem de pontos localizados na fronteira e no interior
do poligono. Aos pontos que estdo sobre as arestas do poligono chamamos pontos fronteira (ou da
borda) e aos que estao no interior do poligono chamamos pontos interiores (ou internos). Disponivel em:
cmup.fc.up.pt/cmup/pick/pick2.html. Acesso em 17/07/2018.
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Essa andlise pretende contribuir para a producao de uma nova concepcao Ma-
tematica, a partir do Teorema de Pick, no que diz respeito ao Ensino de Matemaética. A
intencao é, portanto, que esta pesquisa venha a somar com os estudos que operam como
mecanismo para a construcao de novas maneiras de aprendizagem através do Teorema,
e dessa maneira venha a descentralizar a forma tradicional de aprendizagem dos estudos
de area. Essa reflexao também consiste em servir de contribui¢cao no processo de conso-
lidacao de uma Proposta Pedagogica para o Ensino do Contetdo de Areas com Auxilio
do Teorema de Pick.

Metodologicamente, para essa pesquisa, foi feita uma revisao e sistematizacao das
produgoes bibliograficas relacionadas ao Ensino de Matematica com o Teorema de Pick,
bem como algumas producoes académicas relacionadas ao tema.

Dessa maneira, a andlise que norteia esse trabalho esta organizada em cinco capi-
tulos e, em seguida, como sexto capitulo, apresenta-se uma Proposta Pedagdgica. Assim,
o primeiro capitulo apresenta os aspectos histéricos e a perspectiva tedrica do renomado
matematico George Alexander Pick, elementos como sua teoria, os trabalhos desenvolvi-
dos, quando sua teoria foi de fato reconhecida, bem como algumas caracteristicas de sua
formula.

No segundo capitulo sao abordados conceitos basicos para o estudo do Teorema
de Pick, tais como &rea, ponto, nd, Geoplano, triangulo e paralelogramo fundamentais,
dentre outros. Esses conceitos sao premissas para uma melhor compreensao do trabalho
que deve ser desenvolvido com o aluno por meio do Teorema de Pick.

No terceiro capitulo apresento o Teorema de Pick, sua formulacao, bem como sua
demonstracao, na qual se utiliza como base a demonstracao feita pelo estudioso Elon
Lages Lima?, sao aqui desenvolvidos.

Ja no quarto capitulo, faz-se uma série de aplicagoes praticas em forma de exercicios
com a finalidade de desenvolver uma melhor interacao do aluno com o conteiido abordado,
além da apresentacao de sugestoes de atividades, envolvendo a Formula de Pick. Ainda

neste capitulo, é demonstrado que triangulos com mesma base e altura, embora em for-

2Elon Lages Lima, grande matematico brasileiro e um dos pioneiros entre os mateméticos que forjaram
o IMPA, vislumbrando a possibilidade de se criar no Brasil uma instituicio com o objetivo de fazer
pesquisas de ponta em matemética [...] A contribuicdo do Elon para a matemdtica brasileira abrange
diversas dimensoes. Atuou como professor, pesquisador, empreendedor, administrador, excelente escritor
e autor prolifico de belos livros sobre matemética [...] Como professor, iniciou as atividades no Gindsio
Farias Brito e no Colégio Estadual do Ceara em Fortaleza, apés abandonar o Colégio Militar. Durante
toda sua carreira suas aulas e palestras eram de uma clareza e didatismo sem igual, e influenciou diversos
jovens a seguirem o universo da matemaética [...] A beleza estética de suas aulas e palestras transbordavam
para as dezenas e dezenas de livros de matematica que escreveu. Livros os quais estudaram varias geragoes
de matematicos brasileiros. Consciente da importancia cultural de se criar uma literatura matemaética
genuinamente brasileira, criou as colecoes Projeto Euclides e Colecao Matematica Universitaria para
estimular o surgimento de autores. Escreveu diversos livros para essas duas colegoes e ganhou por duas
vezes o Prémio Jabuti de Ciéncias Exatas, da Camara Brasileira do Livro. Elon fez o doutorado na
prestigiosa Universidade de Chicago na area de Topologia Algébrica de 1954 a 1958. Apds um periodo
desenvolvendo pesquisas, Elon se dedicou a divulgacao e ao ensino da Matematica. Disponivel em:
https://www.sbm.org.br/noticias/elon-lages-lima. Acesso em 18/07/2018.
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matos distintos, possuem a mesma &area. Em seguida, por meio da Etnomatemaética,
calcula-se a area de regioes agrarias pelo método de cubacao e paralelamente também
pelo Teorema de Pick, valorizando-se neste 1ltimo os conhecimentos prévios dos alunos.

E no quinto capitulo que sao apresentadas questoes de provas com figuras geo-
métricas no plano reticulado. As questoes sao, entao, resolvidas de duas formas: uma
por meio da decomposicao de figuras e a outra com o uso do Teorema de Pick. Ao final
das duas resolugoes, fica claro que o método de contagem de pontos do Teorema é mais
simples.

No sexto capitulo, foi elaborado uma proposta educacional intitulada “Proposta
Pedagogica para o Ensino do Conteudo de Areas com Auzilio do Teorema de Pick”, cujo
publico sao professores que lecionam Matematica no Ensino Fundamental Maior (6° ao
9° ano), especificamente turmas do 6° ano. A proposta pedagdgica foi pensada a partir
de minhas experiéncias em sala de aula, no Ensino Fundamental Maior (6° ao 9° ano).
Percebi, durante os anos que lecionei, a dificuldade que a maioria dos estudantes possuem
de assimilar o que de fato significa area e, por conta disso, fica também muito vago ensinar
os calculos de area pelo método costumeiro. Assim, para essa proposta foi levado em
consideracao que o Teorema de Pick, além de sua simples aplicabilidade, ele da liberdade
ao discente em produzir suas proprias figuras, facilitando a aprendizagem tedrica e pratica.

A Proposta Pedagdgica para o Ensino do Conteido de Areas com Auzilio do Te-
orema de Pick, do ponto de vista tedrico-metodologico tem como finalidade orientar e
mediar a pratica do Ensino de Matematica, influenciando positivamente na qualidade do
ensino. Inquestionavelmente, o Teorema de Pick dda uma certa liberdade na criagao de
figuras, deste modo, o aluno podera utilizar o mapa de sua rua, cidade, estado, pais,
etc. dentre outros exemplos para a compreensao do calculo de area que o proprio aluno
considera tao dificil de compreender. Isso ainda demostra como o discente pode fazer uso
de sua vivéncia e experiéncia para a resolugao de questoes intitulada por ele mesmo tao
complexa.

Ressaltamos ainda que, nas atividades que compoem a proposta educacional, é
possivel utilizar como exemplo os mapas dos estados, dos municipios e de outras regioes
mais conhecidas pelos alunos, que podem ser utilizadas como exemplos suas respectivas
areas tao somente com o uso do Teorema de Pick.

A proposta educacional apresentada elenca algumas orientagoes pedagogicas para
o Ensino de Matematica com o auxilio do Teorema de Pick, ela é relevante, pois considera
que possa servir como material de suporte para professores de Matematica que lecio-
nam no Ensino Fundamental Maior. Assim, esta proposta pedagogica apresenta algumas
abordagens especificas relacionadas a Geometria Plana.

A proposta pedagogica que terd como publico alvo os estudantes do Ensino Funda-
mental Maior, especificamente em turmas do 6° ano, pois é nesse momento que o estudante

se depara pela primeira vez com o conteudo de area.
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Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional xiv

A proposta pedagdgica estd organizada da seguinte maneira: no primeiro mo-
mento haverd quatro encontros semanais, trés serdo realizados em sala de aula e/ou nas
dependéncias da escola e, no tltimo encontro, os estudantes serao direcionados para o la-
boratério de informatica da escola. Para a instituicao que nao houver sala de informaética,
serd indicada uma atividade alternativa a ser realizada em sala com os estudantes, a saber:
o docente levara para a sala mapas de algumas regioes ja recortados, e os alunos de posse
desses mapas irao reproduzi-los o papel milimetrado, sabendo que as linhas horizontais
e verticais do papel milimetrado farao o mesmo papel do Geoplano. Desta forma, essa
atividade alternativa tem por objetivo explorar o contetido de area de forma mais sélida,
além de poder, ao longo de 4 encontros, revisar diversos assuntos das séries anteriores
que sao requisitos para a atividade. Desse modo, esperamos que esse trabalho possa ser
um suporte aos profissionais da area preocupados com conhecimento pratico e tedrico ao
Ensino de Matemaética.

Por fim, nas consideracoes finais, faz-se um relato dos exercicios e estabelece um
elo entre o conceito, a utilizagao e o conhecimento, explorando, em muitos casos, o aspecto

geométrico, que determina o calculo exato de areas de poligonos com o uso do Teorema

de Pick.



Capitulo 1

O Teorema de Pick

O presente capitulo devota—se ao entendimento do Teorema de Pick bem como da
atmosfera que o cerca, abordadando-se desde os aspectos historicos da vida de George
Alexander Pick, o idealizador do resultado, até o desenvolvimento dos conceitos funda-
mentais e resulltados auxiliares que o tornaram possivel. Abordamos ainda a recepc¢ao do
Teorema de Pick pela comunidade matematica desde sua concepcao até os dias atuais.
A principio era visto tdo somente como uma simples aplicacao de férmula que tem por
base a contagem de pontos sendo entendido, nos dias de hoje, como uma maneira mo-
derna de ensinar ao aluno do Ensino Fundamental o cédlculo de dreas. Essa metodologia

hodiernamente atende aos principios da denominada Etnomatematical.

1.1 Aspectos Histoéricos

Georg Alexander Pick (ou simplesmente Pick), vindo de uma familia judaica, nas-
ceu em 1859, filho de Josefa Schleisinger e Adolf Josef Pick, este, diretor de uma instituicao
privada. Pick nao frequentou uma escola tradicional quando crianga, pois foi educado por
seu pai até os 11 anos de idade e, somente no inicio da adolescéncia, deu continuidade aos
estudos na escola Leopoldstaedter Communal Gymsasium, onde permaneceu até 1875,
quando ingressou na universidade de Viena.

No ano seguinte, em 1876, com apenas 17anos de idade, Pick publica seu primeiro

artigo na area da Matematica na Universidade de Viena. Apesar de ser conhecido como

IE considerada uma nova metodologia para o ensino de matematica. Historicamente, a palavra Et-
nomatemadtica surgiu na década de 70, com base em criticas sociais acerca do ensino tradicional da
Matemadtica, como a andalise das praticas matemadticas em seus diferentes contextos culturais. Tendo
Ubiratan D’Ambrdésio como precursor e idealizador aqui no Brasil. A palavra foi cunhada da juncao dos
termos techné, matema e etno. Nessa linha de pensamento, percebemos que a Etnomatemaética nao se
trata de um método de ensino nem de uma nova ciéncia, mas de uma proposta educacional que esti-
mula o desenvolvimento da criatividade, conduzindo a novas formas de relagoes interculturais. Isso se
confirma neste argumento: “é um programa que visa explicar os processos de geragdo, organizagdo e
transmissao de conhecimentos em diversos sistemas culturais e as forgas interativas que agem nos e entre
os trés processos”. (D’AMBROSIO, 2001). Disponivel em: https://www.infoescola.com/matematica,/a-
etnomatematica-e-seus-pressupostos-historicos/. Acesso em 17/08/2018.
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sendo um matematico, ele estudou Matematica e Fisica e foi licenciado para trabalhar am-
bas as disciplinas. Logo que concluiu o doutorado, o qual lhe conferiu uma premiacao pela
dissertagao “Uber eine Klasse abelscher Intégrale”, iniciou os trabalhos na Universidade
Karl-Ferdinand, em Praga, primeiro como assistente do cientista Ernest Mach e, em se-
guida, tornou-se professor apés defender a sua tese Uber die Integration hyperelliptischer

Differentiale durch Logarithmen em Praga em 1881.

Pick obteve bastante notoriedade na area da Matemaética. Nos seus 67 artigos
foram abordados varios topicos, a saber: Algebra Linear, Analise Funcional, Célculos
de Integrais e Geometria. Porém, em boa parte de seus artigos, foi dada énfase a uma
variavel complexa, além de equacgoes diferenciais e geometria diferencial. O resultado
disso é que denominagoes como Matrizes Pick, Interpolagao Pick-Nevanlinna e o Lema
Schwarz-Pick ainda sao usadas hodiernamente. Todavia, é valido destacar que o seu artigo
mais conceituado é Pick’s Theorem, traduzido para portugués Teorema de Pick, o qual foi
publicado em Praga em 1899, mas s6 ganhou destaque apds ser citado em um dos livros

do matematico H. Steinhaus.

A atencao voltada para o Teorema de Pick deve-se a sua aparente simplicidade e
ao fato de que ele pode despertar o interesse dos estudantes pelo assunto. Em um artigo
de oito paginas, publicado em 1899, no qual apresenta um modo diferente para cédlculo
de areas, é apresentado o Teorema de Pick. Este permite o calculo simples da area de

poligonos que tenham como vértices pontos de coordenadas inteiras.

Para entender com mais clareza o Teorema de Pick, é necessario, primeiramente,
definir o conceito de rede de pontos. Uma rede no plano é o conjunto dos pontos dispostos
regularmente ao longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de pontos
consecutivos em uma mesma reta, seja ela horizontal ou vertical, é sempre 1 unidade.
Dessa forma, analisando no plano cartesiano um sistema de coordenadas, com origem
num ponto da rede, um eixo na direcao horizontal e outro na vertical, ocasiona que a rede
pode ser descrita como o conjunto de todos os pontos do plano cujas coordenadas (m,n)

sao numeros inteiros.

Sabendo-se que o Teorema de Pick destina-se ao cdlculo da area de poligonos,
temos que a area A de um poligono simples cujos vértices sao pontos de uma rede é dada

pela férmula

B
A=D1
20

sendo que, para Pick, um poligono construido em uma malha no plano cujas coordenadas
sao numeros inteiros é chamado de poligono reticulado. O ntimero de pontos do reticulado
sobre seus lados (incluindo os vértices) é representado por B e o niimero de pontos no seu

interior designado por 1.
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1.2 Conceitos Basicos

Nesta secao apresentamos os principais conceitos e terminologias necessarias ao
bom entendimento do trabalho, tais como area, plano reticulado (ou Geoplano), ponto,

no, triangulo fundamental e paralelogramo fundamental.

1.2.1 Area

Area é o conceito central deste trabalho. Ao conceitua-la, deve-se fazé-lo da ma-
neira mais clara possivel, pois este tema é apresentado pela primeira vez a criancas no
Ensino Fundamental II, que em razao da pouca idade, ainda nao possuem um vocabuléario
matematico tao amplo. No entanto, ja trazem consigo um conhecimento de vida que pode
ser utilizado em sala de aula para uma melhor compreensao do assunto.

Visto de uma forma simples, area é a quantidade de espaco bidimensional, ou
seja, de superficie. Ao se escolher a unidade de medida de area, pretende-se determinar
quantos quadrados de lado medindo uma unidade cabem dentro da figura. Por exemplo,
adotando-se metros quadrados como unidade de medida, o que se busca é saber quantos
quadrados de um metro de lado cabem dentro da referida figura.

Quando o aluno se depara com os calculos para descobrir o valor da area de uma
figura, e para cada formato de figura é apresentado uma férmula distinta, isso traz uma

angustia, pois os formatos das figuras podem se apresentar de uma infinidade de maneiras.

1.2.2 (Geoplano

O Geoplano, também denominado de rede de malhas, reticulado ou rede de pon-
tos, ¢ um termo usado na geometria plana, e se refere a uma ferramenta criada pelo
matematico inglés Calleb Gattegno, que consiste em uma placa de madeira, desenhada
com uma malha quadriculada ou pontilhada, com linhas verticais e horizontais, cujos
espacamentos entre cada linha é considerado como de uma unidade, e que na interseccao
de cada linha (vértice do quadrado formado pelas linhas horizontais e verticais) é fixado
um prego, pino ou parafuso onde se prenderao os elasticos, usados para ”desenhar” figuras
sobre o Geoplano.

O Geoplano é um recurso utilizado por professores no trabalho com figuras de
formas geométricas e estes podem explorar conceitos como medidas de aresta, de lado, de
simetria, de drea, de perimetro e a ampliacao ou a reducao de uma figura, entre outros.

Atualmente ja existem recursos computacionais, como o software do Geoplano
(Figura 1), sobretudo online, que podem ser mais rapidamente manuseados em figuras e
calculos diversos, sendo, portanto, uma forma de interacao do homem com a maquina em

beneficio da construgao dos conceitos matematicos.
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Figura 1: Representacao de um Geoplano.
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Fonte: Do autor.

Podem ser criados Geoplanos de varios tamanhos, pois sua distingao estd princi-
palmente em razao da distancia entre os pinos. Nesse caso, mesmo com alunos das séries
iniciais, pode-se trabalhar o conceito de proporcionalidade pelo niimero de vezes que uma
figura aumenta ou diminui. Mais adiante sera possivel perceber que quanto menor o

espacamento entre os pinos mais preciso sera o calculo da &area, usando o Teorema de
Pick.

1.2.3 Ponto

Em geometria o conceito de ponto é dito primitivo, isto é, muito embora possamos
intuir o seu significado, nao ha uma definicao do termo. Entendemos, pois, o ponto
como a representagao geométrica de um objeto adimensional, ou seja, que nao possui
comprimento, largura, altura, area, volume etc. O ponto é a base da Geometria, pois é a
partir de pontos que sao formadas as figuras geométricas. No estudo do Teorema de Pick,

o ponto serd a base da férmula que se da pela contagem de pontos internos e externos.

1.2.4 No

Definiremos como né cada ponto de intersec¢ao de uma linha horizontal com uma
linha vertical da malha, que representa os vértices de cada quadrado do Geoplano. Assim,
os pontos que pertencem a linha poligonal que determina um poligono sao chamados de
nés ou pontos das bordas, bem como os pontos que ficam no interior do poligono sao
chamados de nés ou pontos internos. Na Figura 2, temos os pontos azuis representando

os nés das bordas e os vermelhos representando os nds internos.
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Figura 2: Poligonos no Geoplano com pontos na borda e no interior.

4
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Fonte: Do autor.

1.2.5 Triangulo e paralelogramo fundamentais

Um triangulo fundamental é aquele que possui os seus trés vértices como nos
na rede de malha, nao possuindo nenhum outro nd, nem sobre a borda e nem no seu inte-
rior. Analogamente, um paralelogramo é dito fundamental quando os seus vértices
sao os Unicos pontos sobre a rede de malha, seja no bordo ou no seu interior. O para-
lelogramo fundamental, quando for decomposto por meio de uma diagonal, resultara em
dois triangulos, que serao fundamentais e de bases comuns. Os triangulos fundamentais
possuem propriedades singulares, como veremos adiante, servindo de alicerce para que o
Teorema de Pick seja estabelecido. Na Figura 3, percebemos dois triangulos fundamentais

e dois paralelogramos fundamentais.

Figura 3: Triangulos e paralelogramos fundamentais.
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Fonte: Do autor.

1.3 Formula de Pick

O conceito de area demanda um nivel de abstracao que a maioria dos alunos da
educacao basica ainda nao possui quando com ele se depara pela primeira vez, o que
torna sua assimilacao mais dificil. Alguns alunos confundem-no com a ideia de perimetro
e acreditam que sua dimensao também é de comprimento. Entretanto, quando as figuras

geométricas sao colocadas em malhas quadriculadas, o conceito se torna mais palpavel,
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associando a ideia de area com a quantidade de quadrados da malha que cabem na figura

e a ideia de perimetro com a quantidade de lados da malha utilizados para compor o

contorno da figura geométrica, estando em conformidade com:
Baltar (1996), ao estudar a aquisigdo da relagdo entre comprimento e drea na
escola, relata as dificuldades que estudantes dos anos finais da educagao bésica
encontram, em primeiro lugar, em reconhecer medidas de uma figura como
um de seus elementos constituintes e, em segundo, em distinguir as medidas
de area e de perimetro. Em tal pesquisa, foi evidenciado o fato de que os
aspectos da aprendizagem de diferentes elementos de medida (de comprimento,
de drea, etc.) s@o especificos e diversos entre si; assim, a ideia de drea de uma
figura plana ndo é sempre reconhecida como uma caracteristica de tal figura.
(HENRIQUES, 2011, pagina 28)

E notoério que um assunto basico de Matematica, como area e perimetro, seja em
sua conceituacao, seja nas suas aplicagoes e implicagoes, se nao for muito bem compre-
endido no Ensino Fundamental II, afetarda de forma negativa o entendimento de varios
outros assuntos por se tratar de um conhecimento basico que dialoga com diversos outros
conhecimentos da Matematica.

Aparentemente, nao ha conexao entre o conceito de area, que geralmente emprega
operacoes entre nimeros reais positivos arbitrarios e os niimeros inteiros. No entanto, Ge-
orge Alexander Pick, valendo-se de uma perspectiva singular acerca do problema, mostrou

ser errada essa concepcao. Sua férmula

estabeleceu para sempre um elo entre o discreto e o continuo.

Esse teorema explora o cédlculo de area de poligonos com vértices em pontos de
uma malha retangular no plano cartesiano, relacionando-a apenas ao nimero
de pontos da malha localizados no interior do poligono e o nimero de pontos
da malha contidos em seu bordo. (VERRI e GARCIA, 2007, pigina 1)

O Teorema de Pick procura estudar areas de poligonos por meio de niimeros in-
teiros, conectando os campos da Aritmética e da Geometria. Assim, este teorema per-
mite uma abordagem inovadora, distanciando-se, por exemplo, da abordagem altamente
técnica introduzida pelo Calculo Integral.

Além da relagao entre aritmética e geometria, do elo existente entre discreto e
continuo, ao se utilizar o Teorema de Pick no Ensino Béasico permite-se ainda estabelecer
uma conexao entre o conceito de drea e os niimeros inteiros.

Dessa forma, o estudo acerca do Teorema de Pick tem por objetivo utiliza-lo como
um recurso em sala de aula, sobretudo na apresentacao do conceito e no calculo de areas.
Tal abordagem é tida como uma estratégia de ensino que proporciona aos alunos a cons-
trucao do préprio saber por um meio pratico. As imagens utilizadas em sala para apre-
sentar diversas figuras, dao uma melhor percepcao das dimensoes trabalhadas e, por este

motivo, os recursos visuais tornam-se imprescindiveis a consolidacao do aprendizado.
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Usando os poligonos no Geoplano, conforme a Figura 4, e de acordo com o conceito
de area que foi mencionado como a quantidade de quadrados de lado com uma unidade
do Geoplano, ¢ facil perceber a drea de um poligono simplesmente contando a quantidade

de quadrados da rede de malhas.

Figura 4: Poligonos no Geoplano.
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Fonte: Do autor.

Observando os poligonos da Figura 4, percebemos a area de cada um da seguinte
forma: o poligono A, trata-se de um retangulo que possui uma unidade de um lado e
trés unidades do outro, mas claramente verifica-se a existéncia de trés quadrados de uma
unidade de lado cada um. Dessa forma, a area do retangulo equivale a trés unidades
quadradas. O poligono B, possui quatro quadrados, logo sua area é de quatro unida-
des quadradas, o poligono D, possui oito quadrados, logo sua area é de oito unidades
quadradas.

No caso do poligono C, percebemos dois quadrados e mais quatro partes de qua-
drados, como cada parte é exatamente a metade de um quadrado, pode-se afirmar que
o triangulo possui area igual a quatro unidades quadradas. Todavia, quando nao for
possivel aferir de forma exata o tamanho da parte do quadrado, fica invidvel encontrar a
area com a simples contagem de quadrados, dai, aplica-se o Teorema de Pick.

Mesmo nas séries iniciais, o Teorema de Pick pode ser utilizado como uma técnica
que contribui para o ensino de matemaética, fugindo um pouco da maneira tradicional de
transmissao de conhecimentos que normalmente é feita por meio da repeticao mecanica de
um procedimento previamente estabelecido, o que acaba por nao despertar a curiosidade
do aluno. A partir de uma metodologia que se vale do uso imagens, tabuas, aplicativos de
computadores e celulares, pode-se agucar a curiosidade, que é tipica na infancia, agregando

um conhecimento mais concreto e duradouro.

Teorema 1.1 (Férmula de Pick) Seja P um poligono desenhado sobre um plano re-
ticulado. Se B € o niumero de pontos do reticulado situados sobre sua borda e 1 € a
quantidade de pontos do reticulado situados em seu interior, entdo a drea A de P serd

dada por

B
A=—=+1-1.
2—1—
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Algumas observacoes devem ser feitas antes da aplicacao da férmula e até mesmo

da insercao de figuras na rede no plano:

e A rede no plano é composta por infinitos pontos, porém devem ser distanciados
regularmente nas retas horizontais e verticais, de forma que mantenham a distancia

de uma unidade;
e Os vértices do poligono em estudo devem ser pontos do plano reticulado;

e O Teorema de Pick deve ser aplicado em poligonos simples (isto é, sua borda descreve

uma poligonal fechada sem auto-intersegoes).

Cabe ressaltar que, a menor distancia entre os pontos é de uma unidade de compri-
mento. Contudo essa unidade pode ser tomada de forma conveniente de modo a tornar os
pontos do reticulados mais proximos ou mais afastados entre si. Por exemplo, se a unidade
adotada na rede foi de 1dm = 10cm, podemos refinar a malha utilizando 1cm como
a nova unidade basica. Veremos que este procedimento, em se tratando de regides mais
gerais, torna o calculo aproximado de areas cada vez mais preciso, conforme se verifica na

Figura 5 com malhas mais distantes e na Figura 6 com malhas mais préximas.

Figura 5: Malhas distantes. Figura 6: Malhas préximas.

Fonte: Do autor. Fonte: Do autor.

Figuras, que nao tenham como vértices os pontos do plano reticulado, devem ser
redesenhadas no plano, procurando os pontos mais proximos de seus vértices e, além
disso, ao ser tracado o segmento unindo dois vértices, parte da regiao estudada podera
ficar fora da regiao delimitada, assim como ficara parte dentro, que nao pertence a regiao
procurada conforme as Figuras 7, 8, 9 e 10, com isso, sera obtido um valor aproximado
para a area.

Supondo que a imagem contornada de cor preta se trate de um lago, uma floresta
devastada ou uma érea de plantacao, que pode ser capturada por imagem de satélite (via
Google Maps, por exemplo), deseja-se descobrir sua drea. O primeiro passo é inseri-la

em uma rede de pontos, sendo que na Figura 7 temos um espacamento bem maior do
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Figura 7: Regiao inserida em Geoplano
de malhas distantes com a linha que lhe
delimita nao passando por pontos do reti-
culado.

Fonte: Do autor.

Figura 9: Regiao inserida em Geoplano
de malhas distantes com a linha que lhe
delimita nao passando por pontos do re-
ticulado, com pontos da borda e pontos
internos.

Fonte: Do autor.

Figura 8: Regiao inserida em Geoplano de
malhas proxima com a linha que lhe deli-
mita nao passando por pontos do reticu-

N

Fonte: Do autor.

Figura 10: Regiao inserida em Geoplano
de malhas proximas com a linha que lhe
delimita nao passando por pontos do re-
ticulado, com pontos da borda e pontos
internos.

Fonte: Do autor.

que na Figura 8. Independente do plano, procura-se o ponto do Geoplano que mais se

aproxime do contorno da imagem, até formar um poligono, cujos vértices sejam pontos do

Geoplano. O segundo passo é contar quantos pontos ficam na borda do poligono criado

em torno da imagem e quantos ficam no interior do poligono. Observa-se que na Figura

9 temos 8 pontos na borda, B = 8, e pontos internos sao 6, I = 6, ja na Figura 10 temos

19 pontos na borda B = 19, e os pontos internos sao 18, I = 18, desta forma, usando a

Formula de Pick, temos as seguintes areas:

B
A(Figura9):—+l—1:§+6—1:9

2

2
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B 19
A (Figura 10):§+I—1 :7—#18—1 = 26,5

Apo6s encontrarmos as areas, obtemos, na Figura 9, o valor 9 e na Figura 10 o valor
26,5. Isso equivale a area correspondente aos espacamentos usados no Geoplano, ou seja,
no primeiro caso serao 9 vezes a area de um quadrado do plano usado, que é um quadrado
maior, ja no segundo caso serd multiplicamos o 26,5 pela area do quadrado da segunda
rede de plano, que possui quadrados menores.

Percebe-se de forma muito clara que na Figura 9 uma boa parte da regiao foi
incorporada na area da imagem, sem que de fato fizesse parte, isso praticamente nao
acontece na Figura 10, o que torna esta area mais precisa, mais proxima de seu valor real.

Em caso de poligonos que tenham suas linhas passando duas vezes pelo mesmo
vértice, pode-se dividir este poligono em outros poligonos simples. Calcula-se a area
isoladamente de cada poligono e a soma desses valores serd a area procurada. Tem-
se ainda uma situacao bem diversa que é a presenca de “buracos”, espacos dentro do
poligono que nao se pretende que fagam parte da drea. Nesse caso, a solugao é oposta a
anterior: descobre-se a area do poligono e depois a area do “buraco” e a subtracao dos

dois valores sera a area procurada.

1.4 Demonstracao da Formula de Pick

A demonstragao da Férmula de Pick pode ser feita de diversas maneiras. Neste
trabalho apresentamos uma demonstragao que utiliza fundamentalmente as estratégias
presentes no livro Meu professor de Matemdtica e outras historias, de autoria do saudoso
Elon Lages Lima.

Cabe retomar que um triangulo ou um paralelogramo é dito fundamental quando
0s seus vértices sao os Unicos pontos sobre a rede de malha. No caso de um paralelogramo
fundamental ser decomposto por meio de uma diagonal em dois triangulos, estes serao

fundamentais e de base comum.

Teorema 1.2 Se ABC é um triangulo fundamental e D € o ponto de interse¢ao entre a
reta que passa por C e € paralela a AB e a reta que passa por B e € paralela a AC, entao

ABCD ¢ um paralelogramo fundamental.

Demonstracao: Tendo como origem o ponto A (0,0), consideremos um sistema de co-
ordenadas cartesianas no plano, em relacao ao qual os pontos da rede tém coordenadas
inteiras. Sejam B (m,n) e C(s,t) as coordenadas dos outros dois vértices do triangulo
ABC. Entao, o quarto vértice do paralelogramo tera coordenadas D (m + s,n + t).

O triangulo AEF, cujos vértices sao

A(O)O) ) E(_m> —Tl) € F(_S)_t)
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¢ obtido trocando-se os sinais de ambas as coordenadas de cada ponto do triangulo ABC.
Logo, AEF nao contém outro ponto com coordenadas inteiras, além dos seus vértices, isto
é, AEF é fundamental.O triangulo BCD é formado pelo ponto P/ (x + m + s,y +n + t),
obtido somando-se m + s a abcissa e n 4+ t a ordenada de um ponto arbitrario P (x,y)
do triangulo AEF. Se P’ tem coordenadas inteiras, P também tem. Como AEF é fun-
damental, o mesmo se dd com BCD. Assim, os unicos pontos com coordenadas inteiras
no paralelogramo ABCD s@o os vértices, ou seja, ABCD é fundamental (LIMA, 1991,
paginas 103-104). |

Figura 11: Paralelogramo fundamental a partir de um triangulo fundamental.

e o o 9 e o o o

e o o o o o o o
D(m+s,n+t)

S

F (—S, _t)
[ L { { ® ® ]

Fonte: Do autor.

O paralelogramo ABDC é fundamental, logo nao ha pontos na malha entre as
retas paralelas que passam por AB e CD, por isso formam dois triangulos fundamentais,

e conforme veremos abaixo, todo triangulo fundamental tem area igual a =, senao vejamos

2
ainda com Lima (1991, paginas 103-104):
1

Teorema 1.3 A drea de um triangulo fundamental é igual a 5

Demonstracao: Sejam A (0,0) e B (m,n) as coordenadas (inteiras) dos dois primeiros
vértices do triangulo fundamental ABC. Mostremos, inicialmente, que m e n sao primos
entre si. Com efeito, se d > 1 fosse um divisor comum de m e n, o ponto P (E, %)
estaria na rede e no interior do segmento de reta AB (ver Figura 12), logo ABC nao seria
fundamental. Suponhamos m # 0. A equacao da reta r que passa pelo ponto C e é
paralela a AB é y = %x + b, onde b é a ordenada do ponto D (0,b) no qual a reta r
corta o eixo vertical. Todos os triangulos que tem AB como base e o terceiro vértice sobre

T tem a mesma area que ABC.
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Figura 12: Ponto de coordenadas inteiras que nao sao primas entre si.

Fonte: Do autor.

Em particular,

area ABC = area ABD = @,

pois |b| é a medida de AD e |m| é a altura de ABD relativamente ao lado AD.

Figura 13: A reta r é a mais préoxima de 1.

Fonte: Do autor.

Note que, da equagao da reta r temos que

b - my
m

e, como T ¢ a reta mais proxima de AB que passa por um ponto da rede, b é o valor mais

préximo possivel de 0. Observe que

Inx — my|

Ib| =
ut
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e, portanto, [nx — my| precisa ser o menor inteiro positivo possivel. Sendo m e n primos

entre si, é assegurada a existéncia de inteiros s, t tais que tm — sn = 1. Deste modo,

1
deve-se ter |b| = H e o resultado segue. Se m = 0, entao n = +1 e, consequentemente,
C(p,£1), p € Z. O triangulo ABC, neste caso tem base e altura iguais a 1 e, portanto,
1

sua 4rea sera —. ]

2
A decomposicao de um poligono de n lados, em (n — 2) triangulos justapostos é
muito usada na geometria plana e pode ser demonstrada por meio de técnicas de contagem
ou por meio de inducao finita.

Valendo-se das técnicas de contagem, temos:

Escolhido um vértice A qualquer e a partir deste tragcarmos todas as suas
(n — 3) diagonais, pois o vértice em questdo nao forma diagonal somente con-
sigo e com os dois vértices adjacentes a ele, ou seja, do total de n vértices
sao descontados trés, o préprio e seus dois adjacentes. E sabendo que um
segmento qualquer que contém dois vértices, nao adjacentes, de um poligono
o divide em duas regioes, temos: quando tragarmos a primeira diagonal divi-
diremos o poligono em duas regioes, quando tragarmos a segunda diagonal o
dividiremos em trés regioes, e assim chegaremos a dividir em (Tl — 2) regioes
triangulares, quando tracarmos as (N — 3) diagonais. (CARVALHO, pagina
42)

Quanto a verificacao por inducao finita, esta é feita sobre o nimero n de lados do

poligono P. Para n = 3, tem-se um triangulo e, uma vez que
n—-2=3-2=1,

o resultado, de fato, se verifica. Admitindo-se que um poligono com k lados, k =3,...,n
divide-se em (k — 2) triangulos, deve-se provar que, se o poligono possui (n+ 1) lados,
entao divide-se em (n — 1) triangulos. Em um poligono P de (n + 1) lados, tomando-
se deste, dois vértices quaisquer, nao consecutivos, acabamos por decompod-lo em dois
poligonos simples, de modo que o nimero de lados de cada um destes novos poligonos
seja menor do que ou igual a n, conforme a Figura 14, tendo o segmento AB como o
marco de divisao do poligono nestas duas partes. Indicaremos um dos poligonos por A,
que possui ng lados, e o outro por B, com n, lados. Tem-se, assim, ng, np < M. Usando a
hipétese de indugao, o poligono A, divide-se em (n, — 2) triangulos e, de forma analoga,

B divide-se em (ny, — 2) triangulos. Ademais, o poligono P, que possui (n + 1) lados, tem
n+1l=n,+n,—2,

resultando em

Ng+np =n+3.

Deste modo, o poligono P decompoe-se em (ng — 2)+(ny — 2) triangulos no total e, como
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Figura 14: Divisao de um poligono em dois através de um segmento que conecta dois
vértices nao adjacentes.
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Fonte: Do autor.
Ng +Np =N+ 3, temos
Neg+ny—4=n+3—-4=n-—1,

como queriamos demonstrar. Do Segundo Principio de Indugao, também chamado de
Inducao Forte, a afirmacao é verdadeira para todo nimero natural n > 3.

Na Figura 15 percebe-se que o poligono possui 8 lados, apds sua divisao nos
poligonos A e B, obtemos o poligono A com 6 lados e o poligono B com 4 lados, do
poligono inicial de 8 lados, obtemos (8 — 2) triangulos, que é o mesmo que a soma dos
triangulos formados pelo poligono A que tem 6 lados e gera (6 — 2) triangulos e B com 4
lados, que gera (4 — 2) triangulos.

Logo,
8—2)=(6—2)+(4—-2).

Corolario 1.4 A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é (n — 2) 7.

Os proximos fatos, bem como suas comprovagoes, foram extraidos de Lima (1991,
péginas 103-104).

Teorema 1.5 Todo poligono cujos vértices pertencem a uma rede pode ser decomposto

numa reuniao de triangulos fundamentais.

Demonstracao: Em vista do que se estabeleceu anteriormente, basta considerar o caso

em que o poligono dado é um triangulo ABC que contém n pontos da rede (no interior ou
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Figura 15: Decomposicao de um poligono em triangulos por meio das diagonais a partir
de um tnico vértice.
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Fonte: Do autor.

no bordo). Se existir realmente algum ponto P da rede no interior do triangulo, tragamos
segmentos de reta ligando esse ponto aos vértices A, B e C e, deste modo, decompomos
ABC em trés triangulos, cada um contendo um ntmero menor do que n de pontos da
rede. Se houver pontos da rede sobre os lados de ABC, escolhemos um deles, digamos
sobre AB, e o lligamos ao vértice C. Assim decompomos ABC em dois triangulos, cada
um contendo um nimero menor do que n de pontos da rede. Prosseguindo desta maneira,
apos um numero finito de etapas, chegaremos a uma decomposicao de ABC em triangulos

fundamentais. [}
Finalmente temos elementos suficientes para estabelecermos a Férmula de Pick.

Demonstracao da Formula de Pick: Seja P um poligono cujos vértices pertencem a
uma rede. Indiquemos com B e I, respectivamente, o nimero de pontos da rede situados
sobre o bordo e no interior de P.

Para provar que 5 +1—1 é a area do poligono P, basta mostrar que o nimero T

de triangulos fundamentais é da decomposicao de P é igual a B + 21 — 2, pois a area de

P é 7 pois, como visto anteriormente, todo triangulo fundamental tem area igual a —.
Imitaremos o argumento usado para provar o Teorema de Euler no caso de poliedros
convexos. Noutras palavras, vamos calcular a soma dos angulos internos dos T triangulos
fundamentais que compoem o poligono P.
Podemos chegar a essa soma por dois caminhos. O primeiro é evidente: se ha T
triangulos, a soma dos seus angulos internos € igual a Trt. O segundo consiste em calcular

separadamente a soma S, dos angulos que tém vértices no bordo e a soma S; dos angulos
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cujos vértices estao no interior de P.

Sejam B’ o niimero de vértices de P e B” o nimero de pontos da rede que estao
sobre o bordo de P, mas nao sao vértices. Entao B = B’ + B”. Evidentemente, Sy é igual
a soma (B’ —2) 7 dos angulos internos de P mais B”m (pois os angulos dos triangulos
fundamentais com vértice em cada um dos B” pontos do bordo de P que nao sao vértices

de P, somam um angulo raso, ou seja, 7). Logo,
Ss =(B—2)n+B'mn=(B—2)m.

Por outro lado, em cada ponto da rede interior a P, os angulos que tém como vértice

somam quatro retos, logo S; = 2I7t. Portanto,

Comparando as duas contagens, vem: Trt = (B — 2 + 2I) 7, ou seja, T = B4+ 21 — 2, como

queriamos demonstrar. [ |

Figura 16: Poligono nao-convexo de 6 lados.

=

Fonte: Do autor.

Consideremos o poligono de seis lados dado na Figura 16. Decompondo-o em
triangulos fundamentais, obtemos um total de T = 26 triangulos. Vale ressaltar que,
se dividirmos de uma outra maneira, encontraremos a mesma quantidade de triangulos
fundamentais.

Apés descobrir o total de triangulos fundamentais, basta multiplicar esse nimero pela

area de cada um para que assim seja obtida a area total do poligono. Deste modo,

Inserindo os pontos da borda e os pontos internos temos, B = 8 e I = 10. Aplicando a
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Figura 18: Poligono nao-convexo de 6 lados,
com pontos da rede sobre a borda e internos
destacados.

Figura 17: Poligono nao-convexo de 6 lados,
dividido em 26 triangulos fundamentais.

T

Fonte: Do autor.

Fonte: Do autor.

férmula de Pick, temos

8
A—E+I—1—§+1O—1—13.

T B
o5
7= 2°F

Observamos, pois, a igualdade A =



Capitulo 2
Aplicacoes da Formula de Pick

Umas das maiores queixas dos alunos é que a matemadtica, aparentemente, fica
bem distante das aplicagoes reais, do cotidiano deles. No caso da Geometria nao ha
razoes para que isso ocorra, segundo Freudenthal apud Fonseca (2009), destaca que em

relagao a geometria:

[...] é uma das melhores oportunidades que existem para aprender a mate-
matizar a realidade. E uma oportunidade de fazer descobertas como muitos
exemplos mostrarao. Com certeza, os nimeros sdo também um dominio aberto
as investigacoes, e pode-se aprender a pensar através da realizacao de calculos,
mas as descobertas feitas pelos préprios olhos e maos sao mais surpreendentes
e convincentes. Até que possam de algum modo ser dispensadas, as formas no
espaco sio um guia insubstituivel para a pesquisa e a descoberta (FONSECA,
2009, pdginas 92-93).

Desta forma, o estudo de Matematica, de maneira geral, permite abordagens
préticas relacionando o conteiido com situacoes concretas. O professor é o responsavel
por criar um elo entre uma linguagem intuitiva e uma mais formalizada e a geometria
nos anos iniciais se caracteriza, sobretudo, com figuras e simbolos, o que possibilita ao
aluno do Ensino Fundamental II manipular, construir, observar, evidenciar semelhancas
e diferencas entre objetos, bem como conceber novos conhecimentos pelo simples uso dos
sentidoss. Assim, dispomos de varias situacoes nas quais se pode aplicar o Teorema de

Pick para o calculo da drea de algumas regioes.

2.1 Diversas figuras no Geoplano

O Geoplano ¢ facilmente encontrado em livrarias e pode ser adquirido individual-
mente pelo professor de matematica ou pela escola. Via de regra, ¢ uma placa de madeira
com pinos equidistantes, dispostos em linhas e colunas que serve para auxiliar alunos
professores no trato com figuras e formas geométricas, podendo-se utilizar elasticos ou

barbantes para que sejam formados os lados dos poligonos.

18
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Apo6s a formagao dos poligonos no Geoplano, o professor pode explorar o conceito
do que seria o vértice, a aresta, o lado, o perimetro, a nomenclatura de cada poligono,
bem como a distingao de um poligono convexo de um nao-convexo, entre outras.

O uso do Geoplano, pode servir para instigar ainda mais a curiosidade dos alunos,
fornecendo ao professor uma grande oportunidade de apresentar os principios béasicos da
Geometria Plana, possibilitando uma melhor assimilagao dos contetidos expostos por parte
dos alunos. O Geoplano facilita a exploragao de figuras poligonais pelos alunos através da
construgao e visualizagdo. Assim, metodologicamente falando, traz-se ao estudante uma
maneira pratica de ver o conteido e nao apenas uma metodologia mecanica e tedrica de
manipulagao de férmulas. Vejamos algumas figuras geométricas que podem ser formadas

e estudadas:

Figura 19: Poligonos desenhados no Geoplano.
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Fonte: Do autor.

Na apresentacao das nocoes basicas de geometria plana, o professor podera repre-
sentar a ideia de ponto com os pinos existentes no Geoplano. Mostrard que, por meio
desses pontos, é possivel montar um segmento de reta ao interligar, com auxilio de um
elastico, varios pinos de uma mesma linha, assim como podera contornar varios pinos de
maneira que forme um poligono, conforme a Figura 19, e mostrar que o preenchimento

interno se refere a area desta regiao.
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2.2 Triangulos de mesma base e mesma altura pos-

suem a mesma area

Quando ¢é apresentada ao aluno a férmula basica para calcular a area de um

triangulo qualquer, A = T, o aluno pode nao ter tantas dificuldades em entender qual
¢ a base do triangulo, pois lhe é ensinado que qualquer um de seus lados pode ser conside-
rado base. No entanto, encontrar a altura relativa a esta base, nem sempre é uma tarefa
tao simples, pois ora o segmento de reta que representa a altura é interno ao triangulo
(triangulo acutangulo, Figura 20), ora sao os préprios lados (tridngulo retangulo, Figura
21)) e ainda pode ser um segmento que passa totalmente por fora do triangulo (triangulo
obtusangulo, Figura 22)), conforme figuras abaixo. A dificuldade acaba se dando pois,
na determinacao da altura de triangulo relativa a uma base dada, outros conceitos tais
como paralelismo e perpendicularismo e de retas e segmentos se fazem presentes e, sendo
assim, a quantidade de informagoes que o aluno precisa ter e o esforco para obté-las, bem

como a quantidade de conceitos que precisa dominar aumenta.

Figura 20: O segmento BD ¢ perpendicular ao lado AC e representa a altura relativa ao
lado AC.

‘B

T A T ot T YT

Fonte: Do autor.

Figura 21: O segmento AB é perpendicular ao segmento AC e, sendo assim, AB é a altura
relativa ao lado AC, e AC é a altura relativa ao lado AB.

B
¢
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Fonte: Do autor.
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Figura 22: O segmento BD ¢ perpendicular ao segmento AC, sendo entao a altura relativa
ao lado AC.

_"Df

Fonte: Do autor.

Intrigante ainda para o aluno é associar que os diferentes triangulos, embora com
mesma base e mesa altura possam ter a mesma area, pois é perceptivel que um é bem
mais largo, embora que bem curto, ja o outro é bem estreito, mesmo que bem comprido.
O aluno acaba se apegando tao somente a uma das grandezas que acaba por crer, que um
possui uma area maior que o outro.

Muito disso se deve a abordagem puramente mecanica e numérica que geralmente
acompanham o desenvolvimento meramente formulistico. O aluno é simplesmente trei-
nado a substituir valores e realizar operacoes numéricas sendo pouco encorajado a retirar
informagoes extras das férmulas ou do processo de obtencao das mesmas, quando este
lhes é exposto, deparando-se ainda com a falta de aparato técnico e metodoldgico para
fazeé-lo.

Popularmente falando, uns pensam que no triangulo bem estreito, quase nao ha
preenchimento interno, logo tem a area bem pequena. No entanto, conforme LIMA (1991)
“todos os triangulos que tem AB como base e cujo terceiro vértice estd sobre essa reta tem
a mesma area que ABC” e neste sentido, manuseando o Geoplano e aplicando a Formula

de Pick, a ideia de igualdade fica mais notdéria, como se verifica nas figuras abaixo:

Figura 23: Triangulo (com vértice superior com proje¢ao ortogonal no centro da base)
com base 6 unidades e altura 3 unidades, com pontos da borda, e pontos internos.

Fonte: Do autor.

Ao utilizarmos a férmula A = — encontramos a mesma area para 0s trés
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Figura 24: Triangulo (com vértice superior um pouco deslocado a direita da base) com
base 6 unidades e altura 3 unidades, com pontos da borda, e pontos internos.
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Fonte: Do autor.

Figura 25: Triangulo (com vértice superior muito deslocado a direita da base) com base
6 unidades e altura 3 unidades, com pontos da borda, e pontos internos.

Fonte: Do autor.

triangulos, pois nos trés triangulos as bases valem b = 6, e a altura h = 3, logo tem-se:

b-h 6-3
A=7 =72 =%

o que também pode ser verificado pela Formula de Pick,

B
A=—=+I1-1.
z—l—

Vejamos: no caso da Figura 23), percebemos que constam 12 pontos na borda, B =12, e

4 pontos no interior do triangulo, I = 4. Entao, aplicando-se a férmula, temos

B 12
A=C i1 1=A=1214 109
77 2"

No caso da Figura 24, percebemos que constam 8 pontos na borda, B = 8, e 6 pontos no

interior do triangulo, I = 6. Deste modo, aplicando-se a férmula, temos

B 8
A‘E+I_]_A_§+6_1_9'
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No caso da Figura 25, percebemos que constam 8 pontos na borda, B = 8, e 6 pontos no

interior do triangulo, I = 6. Assim, aplicando-se a férmula, temos

B 8

A==—4+1-1=A=-4+6—-1=9.
2 2

E possivel, portanto, de forma mais pratica, mostrar aos alunos que para que dois

triangulos tenham mesma area, basta que possuam a mesma base e a mesma altura, ou

seja, sua area independe da forma.

2.3 Calculo de areas agrarias (cubagao de terras)

Neste topico, podem ser abordados diversos temas, dentro do seu contexto prin-
cipal que é a maneira como os campesinos calculam a area de um lote, a area de uma
fazenda, uma &area a ser plantada ou rogada. Explorar a Matematica a partir de um
problema pratico, trazidos do cotidiano dos alunos, caso sejam do meio rural, ou trazido
pelo professor é sempre uma boa ferramenta de integrar a Matematica ao meio que lhe
cerca, evidenciando sua utilidade.

Conforme PCN’s (2001, pagina 23), a Etnomatematica tem se destacado no que
tange a proposta alternativa ao ensino de Matematica, pois além de considerar os as-
pectos sociais e politicos, procura ainda “partir da realidade e chegar a acao pedagdgica
de maneira natural, mediante um enfoque cognitivo com forte fundamentacao cultural”.
Desta forma, a abordagem do método de cubacao pelos campesinos é uma linguagem que
muito se afasta da que é utilizada em sala de aula. Todavia, sob a perspectiva da Etnoma-
tematica, esta linguagem pode ser levada a escola e ser debatida em diversas tematicas,
sobretudo, no conceito de areas.

Antes de ser apresentado o método de cubacao aos alunos do Ensino Fundamental
I1, o professor pode apresentar o conceito de medidas de comprimento, como o metro (m),
que é uma unidade padrao no Sistema Internacional de Unidades (SI), abordar ainda, no
seu histérico, que antes desta padronizacao existiam diversas outras unidades de medidas
como: pé, palmo, braca, polegada, légua dentre outras, sendo que no meio rural ainda
é comum as medidas de braca e légua. Nesse momento, pode-se ainda ser estudado os
multiplos e os submultiplos da unidade metro.

Apés o aluno possuir uma nocao de comprimento e area, apresenta-se ainda as
diversas formas que sao usadas, seja no ambiente escolar, de vestibulares, ENEM e con-
cursos, seja os utilizados na propria comunidade. Dentre as nomenclaturas usadas tem-se
a linha, que equivale a uma tarefa, normalmente usada para medidas de areas a serem
plantadas culturas como arroz, feijao, milho e outras. Essa medida corresponde a um
quadrado de lado igual a 55 metros.

O alqueire, também conhecido como alqueire paulista ou meia-quadra, é equiva-
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lente a 24.200 m? enquanto o alqueire mineiro corresponde a 48.400 m?. No Maranh3o,
segundo o Ministério da Agricultura em seu documento “Unidades Agrarias Nao Decimais
em Uso noBrasil”, o alqueire mineiro, bem como o hectare, sao as unidades de medidas
agrarias mais utilizadas, sendo o hectare a unidade de natureza técnica mais apurada,
aparecendo predominantemente nos documentos de posse e rregistro de terras. Sabe-se
que um hectare equivale a um hectometro quadrado, isto ¢, 10.000 m?, correspondendo
ainda a uma regiao quadrada cujo lado mede 100 m. A conversao dessas unidades é bem
utilizada no meio rural, da seguinte forma: 1 alqueire corresponde a 16 linhas, 1 alqueire
corresponde a 4, 84 hectares.

Depois do estudo das unidades de medidas agrarias e do sistema métrico decimal,
apresenta-se o método de cubacao que consiste em descobrir a area de uma regiao pelo
processo de medicao de seus lados. Esse método é usado desde o antigo Egito e até os
dias de hoje é comumente usado em comunidades rurais para se medir quantidades de

servigos realizados. Segundo Assunc¢ao, temos:

O desenvolvimento do calculo da cubagao das areas das figuras permite destacar
a partir de uma anélise geral, que o procedimento utilizado pelos cubadores esté
embasado na utilizagao de trés operacoes matematicas fundamentais: adigao,
multiplicacao e divisao. Onde sendo a figura um quadriliatero primeiro somam-
se os dois lados paralelos ou opostos e divide-se esse resultado por dois; com
isso, no entendimento dos cubadores a figura seria convertida em um quadrado
perfeito, que de posse desses dois resultados, era feita a multiplicagao das refe-
ridas medidas tendo como resultado a drea em metros quadrados. Apds o re-
sultado obtido em m?, entdo, seguia a conversio para a medida agraria usando
a operacao divisao (ASSUNQAO; LUCENA, 2011. pégina 11).

O método mencionado nao é usado nos livros didaticos, sobretudo pela inexatidao
do calculo. Entretanto, cabe ressaltar que os resultados advindos do método dos cuba-
dores apresentam mais semelhancas do que diferengas quando comparados aos resultados
provenientes dos métodos usados no campo escolar. Em alguns casos, as diferencas sao
tao infimas que sao desconsideradas pelos cubadores.

Além do fato de a maioria dos resultados, no cédlculo de areas, serem proximos
do valor real, a simplicidade da realizacao do cédlculo faz com que o grupo que utiliza
este método nao se preocupe em buscar formulas que garantam resultados mais precisos,
principalmente por ser uma maneira convencionada na localidade e, segundo Assuncao
apud Knijnik (1996), “sdo saberes matematicos, produzidos e legitimados por esse grupo
social que, no entanto, ficam silenciados num processo de ocultamento reforcando as
relagoes de poder”.

No célculo de areas de terras com o formato quadrangular ABCD, conforme a

figura abaixo, a area é definida por

AB+CD AD+BC
A=—g 73
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ou seja, faz-se uma média entre os lados opostos, AB com CD e AD com BC, depois

multiplica-se os dois valores encontrados.

Figura 26: Representacao de area de terra quadrangular
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Fonte: Do autor.

Figura 27: Representacao de area de terra quadrangular com as medidas laterais e a
medida da area.
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Fonte: Do autor.

Usando o recurso do Geoplano (com espagamento de 2 unidades de distancia entre
os pontos, temos a drea de cada quadrado igual a 4 unidades quadradas) aplicando o

Teorema de Pick, temos

B 13
A:E+I_1 :7+23—1 =6,5+22=28,5
e, apos ser multiplicado o valor 28,5 por 4, chegamos a 114 unidades quadradas de area.
Porém, adotando a metodologia usada pelos campesinos sob a mesma figura, sabendo-se

que as distancias AB =10, CD = 6,32, BC =12,17 e AD = 20, usando a férmula dada,

obtemos

A_AB—FCD AD+BC 10+6,32 20+17
B 2 2 B 2 2

= 8,16-18,5 = 150, 96.

O valor da area obtido desta maneira, procedimento comumente realizado no meio

rural, apesar de fornecer um valor bem distante do valor real, encontrado de maneira mais
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técnica, nao deve ser desprezado ou criticado, até porque é a tinica maneira usada entre
0s campesinos, seja na aquisicao de uma fazenda, seja no calculo de uma area plantada
ou trabalhada.

O método de cubacao em regides triangulares, ¢ feito de forma anéloga. Utiliza-se
no calculo a medida de um lado do triangulo que é somado a seu vértice oposto, atribuindo-
se a este vértice o valor zero, depois divide-se este valor por dois. Em seguida, calcula-se
a média entre os outros dois lados, obtendo-se, assim, um segundo valor. Por fim, os
dois valores obtidos sao multiplicados um pelo outro e o resultado dessa multiplicacao é o
valor correspondente a drea da regiao, ou seja, consideram o triangulo como se fosse um

quadrilatero, porém com um lado nulo, conforme se vé nas figuras:

Figura 28: Representacao de area de terra Figura 29: Representacao de area de terra
triangular (tridngulo retangulo). triangular (tridngulo qualquer).

QQ\J I

L GI = 3,61 HI = 3,61
BC:;\QiZS

—@ @ @

—t—
area de ABC =6 ﬁrea de ‘GHI = 6
g7 TagZs'! Ta g7 TeH=4" ™

Fonte: Do autor. Fonte: Do autor.

Com o método de cubacao temos na Figura 28 o seguinte célculo:

_AC+AB BC+A 544 340
T2 2 2 2

A =4,5.1,5=6,75.

Ja na Figura 29, temos:

_ GH+HI GI+H 4+3,61 3,6140

A 2 2 2 2

—=3,8-1,8=6,84.

As duas figuras apresentam um valor superior ao que se pode encontrar usando a féormula
de base e altura ou a férmula de Pick, entretanto é o valor aceito no meio rural. Sendo
que também é bem proximo de seu valor real, vale ainda considerar que, na escolha entre
os lados, é preferivel que faca a média entre os lados de maior medida.

Usando o Teorema de Pick, percebemos que a area encontrada nao se diferencia da
area encontrada pelo calculo do recurso do GEOGEBRA, ja a cubacao, que embora haja
uma diferenga em relagao a figura acima, isso nao reflete a maioria das situacoes, deve
ainda ser respeitada a cultura local, pois, é a maneira usada desde os tempos do antigo
Egito. Ademais, ¢ o método convencionado por eles.

Esta tematica é propria do ramo da Etnomatematica, que permite levar em consi-

deracao os saberes e fazeres socioculturais de grupos especificos, que embora silenciados
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ou enfraquecidos pela cultura dominante, ainda persistem nesta linguagem local.

A Etnomatematica estd respaldada na prépria Legislacao da Educacao Brasi-
leira (LDB), quando permite ao sistema de ensino, que neste caso conta principalmente
com a participacao do professor, o estabelecimento de diretrizes metodolégicas acerca
da educacao basica para a populagao rural, onde se possa contextualizar as atividades
cotidianas em sala de aula, conforme se verifica (LDB 9394\96 Art. 28):

Art. 28. Na oferta de educacio bésica para a populacdo rural, os sistemas de
ensino promoverao as adaptacoes necessarias a sua adequagao as peculiaridades
da vida rural e de cada regiao, especialmente:

I - conteddos curriculares e metodologias apropriadas as reais necessidades e
interesses dos alunos da zona rural;

IT - organizacao escolar propria, incluindo adequagao do calendério escolar as
fases do ciclo agricola e as condigoes climaticas;

III - adequagao a natureza do trabalho na zona rural.
Desta forma, a valorizacao pela comunidade escolar dos saberes matematicos pra-
ticados por grupos culturais, contribuem positivamente no sentido de lidar com conheci-

mentos de diferentes setores da sociedade. Além de ser um dos primeiros aprendizados

da escola que se pode levar para o seu cotidiano.



Capitulo 3

Resolucao de Questoes com o

Auxilio do Teorema de Pick

Como o assunto de areas estd presente desde a Educagao Basica até o Ensino
Superior, sendo parte integrante do rol de conteidos cobrados sobretudo em avaliagoes
censitarias que objetivam avaliar a qualidade do ensino e o desempenho de estudantes das
redes publica e privada de ensino, como o ENEM e a Prova Brasil, sendo este tultimo des-
tinado exclusivamente a rede publica, e em exames de carater seletivo como vestibulares,
concursos e outros, serao apresentadas algumas questoes de provas desta natureza com
figuras em uma rede quadriculada, em que se busca descobrir a area, razao, perimetro ou
porcentagem de uma regiao em relacao a outra.

O objetivo aqui é, pois, usar o método da contagem de pontos afim de comprovar
sua eficdcia por meio de sua simplicidade e rapidez na resolucao de questoes quando
comparado com a tradicional decomposi¢cao ou composicao de figuras que, por vezes, faz
o uso de estratégias que nao sao de facil percepcao e que podem conduzir a calculos
extensos e aumentar as chances de erros de conta.

Para tanto, cada questao aqui apresentada sera resolvida de duas formas: serao
contempladas, num primeiro momento, a luz dos métodos tradicionais, onde hd a ne-
cessidade de manipulagoes preliminares da figura de modo a tornar possivel a utilizacao
das férmulas que dependem dos tipos de poligonos obitdos apds essas manipulagoes para
que, em seguida, recebam um tratamento via Teorema de Pick. Deste modo as diferencas
entre a abordagem tradicional e a abordagem via Formula de Pick podem ser acentuadas,
fornecendo os elementos necessarios ao desenvolvimento de uma andlise comparativa mais
clara destas técnicas.

A primeira questao se refere a uma prova da Olimpiada Brasileira de Matemética
das Escolas Publicas do ano de 2011.

1) (OBMEP 2011, Nivel 1, Questao 11 - 1* Fase) Na figura, o lado de cada quadradinho

mede 1cm. Qual é a area da regiao cinza?

28
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Figura 30

Fonte: OBMEP 2011
a) 10cm? b) 12,5c¢m? c) 14,5¢m? d) 16cm? e) 18cm?
Resolucao sem o auxilio do Teorema de Pick: A principio, decompoe-se a figura em

poligonos simples, cujas formulas para o calculo de areas ja se tem conhecimento, como

indicado na Figura 31, por exemplo.

Figura 31

Fonte: Do autor.

Calcula-se, entao, a area de cada poligono destacado:

e Retangulo vermelho: A=b-h=3-1=23;

. o, _b:h 1T 1
e Triangulo verde: A = > T 3 T
. 2-1
e Triangulo amarelo: A:ul:—:h
2 2
b-h 1.2
e Triangulo azul escuro: A = — = — =1;
2 2
b-h 5-1

1 5
Triangulo azul claro: A = —— = > = 2,
rlangulo azul claro 2 2 2,
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. i,
e Triangulo roxo: A = %1 = 3— = %%
(B+b)-h (2+41)-2

e Trapézio laranja: A = = =3.

2 2

Resta-nos somar as areas de todas as figuras:

1 1 5 3 25 )
A—3+§+1+1+z+z+z+3—?—12,scm.
Obtemos, assim, a area desejada. O

Resolucao com o auxilio do Teorema de Pick: Para resolver a questao, dividiremos
em dois poligonos simples, chamando-os de I e II. Apds essa divisao inserimos os pontos
da borda (num total de B pontos) e os pontos internos (no total de I pontos) em cada

poligono e entao substituimos os valores encontrados na Formula de Pick:

DR
K
/5

Fonte: Do autor.

No poligono I temos B =9 e I = 2, o que resulta em uma &rea igual a:

B 9

No poligono IT tem B =8 e I =4, o que resulta em uma area igual a:

B 8
A==-+4+1-1==-44—-1=4+3=7.
5+ 5+ -
Desta forma, a area da regiao cinza é a soma das areas dos poligonos I e II, que equivale
a

5,5+7 =12,5.

Este é o numero de quadrados que compoe a area da regiao cinza. Para finalizar a questao
precisa-se multiplicar o valor encontrado pela area do quadrado. Como, neste caso, a area

do quadrado é 1cm?, tem-se que a area da regido cinza é 12,5 cm?. O
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A segunda questao se refere a uma prova de um processo seletivo 2013/2, para
ingressar no ensino superior da instituicao particular IBMEC. A prova foi realizada pelo

Instituto Brasileiro de Mercado de Capitais (Ibmec), do Rio de Janeiro.

2) (IBMECRJ 2013) O mosaico da figura adiante foi desenhado em papel quadriculado
1 x 1. A razdo entre a area da parte escura e a area da parte clara, na regiao

compreendida pelo quadrado ABCD, ¢é igual a:

a)

Co| L1

b) ;: c) 5 d) ; e)

N —

Figura 33
AL [ [ . 1 B

D | | | | | | | | C
Fonte: IBMECRJ, 2013.

A questao pede a razao entre a area da parte escura e a area da parte clara, assim

definida: )
area da parte escura

Razao = —
area da parte clara

Desta forma, teremos que encontrar a area da parte escura e depois encontrar a

area da parte clara e efetuar a divisao do primeiro valor pelo segundo.

Resolugao sem o auxilio do Teorema de Pick: Percebemos que a figura é composta
por 16 losangos idénticos, desta forma, ao descobrir a area de um deles, basta multiplicar
por 16 que teremos a area da parte escura. Para uma melhor compreensao da solugao,
ampliaremos uma parte da figura para que fique mais facil percebermos que o lado do
losango estd definido pela hipotenusa de um triangulo retangulo (vermelho) de catetos
medindo uma e duas unidades.

A diagonal maior do losango (em amarelo) é também a hipotenusa de um triangulo

retangulo de catetos medindo 3 e 3, e usando o Teorema de Pitagoras tem-se:

=b"+c?=3+3=18
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Figura 34

Fonte: Do autor.

Logo a = 3v/2, que é a medida da diagonal maior do losango.

Figura 35

Fonte: Do autor.

A diagonal menor do losango (em verde) é também a hipotenusa de um triangulo retangulo

de catetos medindo 1 e 1 e, usando o Teorema de Pitagoras tem-se
d=b+ct=1"+17=2

Logo a = v/2, que é a medida da diagonal menor do losango.

Sabendo que a area de um losango é definida pela metade do produto da diagonal maior

pela menor, temos:
D-d 3v2-V2
2 2

A= 3.
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Figura 36

Fonte: Do autor.

Multiplicando por 16 o valor obtido para a area de um losango, obtemos 48 cm? de area
para a regiao escura. Como a figura é composta por 12 quadrados de uma unidade em
seu comprimento e 12 quadrados de uma unidade em sua largura, usaremos a formula da

area do quadrado para descobrir sua area total, que corresponde a
A=0=12-12=144cm’.

De posse da area total e da area escura, a area da parte clara é a diferenga entre estas

duas, ou seja, 144 — 48 = 96 cm?. Logo, a razdo desejada serd

. area da parte escura 48 1
Razao = — = =
area da parte clara % 2

0

Resolucao com o auxilio do Teorema de Pick: Assim como na resolugao anterior,
calcularemos a area de um losango e, em seguida, multiplicaremos pela quantidade de
losangos que compodem a figura, para determinarmos a area da regiao escura. Para uma
melhor visualizacao, ampliaremos parte da figura, inserindo os pontos da borda (B) e os
pontos internos (I), que serao coloridos, respectivamente, de amarelo e verde.

Verificamos acima que B =4 e I = 2, o que resulta em uma &rea igual a

B 4
A==-+1-1=2)42-1=2+1=3.
3 + 2) + +
Assim, ja obtivemos a area do losango igual a 3 e, multiplicando pela quantidade de
losangos, que sdo 16, temos que a &rea escura equivale a 48cm?. Para a édrea total,

percebemos que se trata de um quadrado de lado 12, logo sao 48 pontos na borda, B = 48,
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Figura 37

Fonte: Do autor.

e 121 pontos internos, ou seja, I = 121, o que nos retorna:

A:%—I—I—]:4784—121—1:24—#120214401112.

Como ja mencionado, a diferenca entre a area total e a area escura, é a area da parte
clara, 144 — 48 = 96 cm?, logo a razao seré:
area da parte escura 48 1

Razao = =— =_.
area da parte clara % 2

O

A agilidade e simplicidade conferidas a utilizacao do Teorema de Pick permitem
uma economia significativa de tempo na resolucao de cada questao o que, por si sé, ja
justificaria sua utilizacdo. Ademais, o seu uso substitui o emprego de diversas férmulas
para o cdlculo de &areas cuja aplicacao nem sempre ¢ imediata, podendo depender de
manipulacoes preliminares da figura, estando atreladas ao tipo de poligono obtido apds o

processo de composicao ou decomposicao desta.



Capitulo 4

Sequéncia Didatica para o Ensino de
Matematica com o Auxilio do

Teorema de Pick

O que nos levou a construcao dessa sequéncia didatica foram os anos de experiéncia
ministrando aulas de matematica em institui¢oes de ensino publicas e privadas. Percebeu-
se que os estudantes, ao chegarem no Ensino Médio ou Superior, apresentam dificuldades
no trato com o assunto de areas em funcao da falta de uma melhor preparacao no Funda-
mental Maior. Na proposta pedagogica busca-se apresentar meios que possam facilitar a
aprendizagem dos estudantes via resolucao de questoes que versam acerca do assunto de
area, parte que os discentes destacam como extremamente dificil. A proposta pedagdgica
tem como alvo o 6° ano do Ensino Fundamental II, pois coincide com a fase escolar na

qual os alunos se deparam formalmente com o assunto pela primeira vez.

A proposta pedagdgica apresentada faz uso de alguns conceitos da Matemaética
bésica através do Teorema de Pick, uma férmula simples, didatica e que pode ser rela-
cionada com o cotidiano do estudante. Dessa maneira, é evidenciada a relevancia desse

resultado para a aprendizagem do assunto de areas.

E bem verdade que podemos fazer o uso de malhas e adapta-las a quaisquer figuras
ou imagens, para ressaltarmos a importancia do uso do Teorema de Pick para o célculo de
areas. O aluno fara uso de abordagens que perpassem por seu cotidiano no que se refere

ao uso de mapas, figuras, imagens, dentre outros.

Nesse sentido, compreendemos que, com o auxilio do Teorema de Pick, o estudante
do 6° ano participara, com entusiasmo, das aulas de Matematica, visto que a abordagem
nao ficara restrita a meras abstracoes de ideias, tendo foco no carater pratico. Entendemos
ainda que a exploracao e formulagao das questoes poderao compor a vivéncia do aluno.
Sabemos que estudar algo que esteja tao distante de nossa realidade, mesmo que seja

necessario ao alicercamento de uma cultura geral, pode ser massante. E fundamental o

35
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discente compreender que pode fazer parte do processo de construcao do saber. Através
do Geoplano, o aluno pode elaborar suas préprias figuras e assim iniciar o cdlculo de areas,
bem como reconhecer e compreender a problematica de cada questao.

Desse modo, entendemos que a proposta é relevante, sobretudo porque ira servir
de instrumento de trabalho para o professor de Matemaética e ainda poderd mostrar aos
estudantes como o cédlculo de areas pode ser divertido e dinamico com o uso do Teorema
de Pick. Seu interesse e viabilidade se estendem ao fato de poder ser trabalhada a partir
de motivagoes cotidianas do aluno, fazendo dele um agente construtor e fomentador do

processo de formacao do conhecimento, sobretudo matematico.

4.1 Apresentacao e justificativa

Proposta educacional ¢ uma atividade que consiste em estabelecer diretrizes a
serem seguidas durante o processo de ensino-aprendizagem de determinado contetdo,
estabelecendo um compromisso entre professores, alunos e demais participantes do projeto
educacional. A proposta pedagdgica também é considerada relevante, visto que, é de
extrema importancia para desenvolver habilidades e competéncias nos alunos, aspectos
que cotidianamente sao exigidos pelos PCN’s (1998), e estao ganhando cada vez mais
espaco nos processos avaliativos e seletivos, a saber, ENEM, OBMEP, ENADE e outros.

Aqui a proposta pedagogica é justificada por entendermos que o processo de apren-
dizagem pode se dar por meio da vivéncia e experiéncia dos estudantes, pois ele é o per-
sonagem principal na construgao de seu conhecimento (ABREU; JOCOMINO; FILHO,
2015, pagina 419). A Proposta Pedagdgica é considerada uma acao que tem a aplicabili-
dade da didatica a qual pode nortear o desenvolvimento de certos conhecimentos. Para
esta reflexdo o contetido de Area é contemplado pelo Teorema de Pick.

Ademais, a proposta pedagdgica foi idealizada para ser aplicada aos alunos do 6°
ano do Ensino Fundamental. Acerca das reflexoes da importancia do ensino de Geometria
no Ensino Fundamental, cabe destacar que o assunto de areas é tema recorrente em
diversos momentos do aprendizado de matematica e por este motivo tera um destaque
relevante na atividade pratica.

E interessante que essa atividade seja realizada ainda no inicio do ano letivo, pois
também tem o intuito de conhecer os estudantes, fazer uma socializacao entre eles, além
de cada um contribuir com o tema por meio do seu cotidiano, através do compartilha-
mento de conhecimentos e, entao, convida-los a participar da sequéncia do trabalho nas
dependéncias da prépria escola.

A Proposta visa propiciar aos alunos o estudo do conceito de area, explorando con-
teidos como razao, proporg¢ao, poligonos, perimetro, escala e outros. Além disso, durante
a realizagao da atividade, é possibilitado ao professor a verificagao do grau de organizacao

da turma, a arguicao na apresentacao e a interpretagao tanto dos dados fornecidos quanto
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do que se pede em cada tarefa.

A atividade serd realizada em quatro encontros, sendo trés na sala de aula e/ou
nas dependéncias da escola e o tltimo no laboratério de informética. Caso a escola nao
tenha, serd proposta uma atividade alternativa a ser realizada em sala.

A atividade conta com interpretacao, escrita, debates, construcao manual, uti-
lizacao de instrumentos como régua, fita métrica e recursos tecnolégicos de multimidia,
seguindo as recomendagoes encontradas nos PCN’s. A utiliza¢ao de recursos tecnoldgicos
na educacao, além de agucarem a curiosidade dos alunos, ajudam a melhorar a linguagem

expressiva e comunicativa dos alunos (BRASIL, 1998).

4.2 Objetivo geral

Estudar alguns conceitos de Geometria Plana por meio de leitura e interpretacoes
utilizando o Teorema de Pick, através das malhas quadriculadas para construir diferentes
figuras, obtendo assim uma melhor visualizacao e compreensao do que seja area, ressal-
tando ainda a sua importancia, aplicabilidade e técnicas de cédlculo para encontrar a sua

dimensao.

4.3 Objetivos especificos

e Estabelecer relagoes entre os poligonos simples (quadrado, retangulo, tridngulo)
com poligonos complexos e com objetos presentes na sala, na escola ou no préprio

cotidiano dos alunos;

e Conceituar as medidas de comprimento, perimetro, area e os diversos tipos de
poligonos de forma que, ao calcular a medida da drea de um poligono qualquer,

o aluno compreenda o que de fato estd sendo feito e a sua importancia;

e Apresentar a ideia de escala e consequentemente a proporcionalidade existente entre
figuras semelhantes e, na ocasiao, demonstrar a maneira correta de arredondamentos

com numeros decimais;

e Mostrar a aplicabilidade do Teorema de Pick, sob varias perspectivas, no calculo de
area de poligonos, seja simples ou complexo, utilizando-se do site do Google Maps,

Geogebra, e até mesmo da tabua reticulada.

4.4 Publico alvo

Alunos do 6° Ano do Ensino Fundamental Maior.
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4.5 Pré-Requisitos

e Conhecimento das definigdes e propriedades dos principais poligonos (quadrado,

retangulo, triangulo);

e Compreencao das ideias de escala, razao, proporcao e semelhanca de figuras geomé-

tricas.

4.6 Conteudos

Conteudos Estruturantes Conteudos Basicos

e Medidas de Comprimento
Grandezas e Medidas e Medidas de Area
o Medidas de Volume

o Geometria Plana

Geometria _ .
e Geometria Espacial

4.7 Materiais e tecnologias a serem utilizadas

e Tébua Reticulada e eldsticos (de preferéncia, em cores distintas);

Papel milimetrado e papel oficio (ou o préprio caderno do aluno);

Caneta e/ou lapis;

Régua e fita métrica;

Quadro branco e pincel,;

Site Google Maps;

e Software Geogebra ou Geogebra Online.

OBsERvVACAO 4.1 Caso a escola nao possua os recursos computacionais, o professor po-
derd levar mapas recortados e realizar a atividade tao somente no papel milimetrado no
momento em que o aluno colocar o mapa sobre o papel milimetrado para contorna-lo, para

a realizagao dos desenhos.

4.8 Recomendacoes Metodolégicas

e As atividades serao realizadas em quatro encontros, cumprindo etapas que vao au-

mentando o grau de exigéncias a cada encontro;
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e As atividades ocorrerao mediante aulas expositivas e debates entre os grupos de

alunos;

e Os alunos serao divididos em grupos com 4 ou 5 alunos, e o professor deve exigir
que todos participem executando algo e que as tarefas de medir, anotar, desenhar

sejam permutadas entre eles;

e Oportunizar para que todos os alunos se expressem, compartilhando assim, seus

conhecimentos prévios e os aprendidos na confeccao da atividade.

e Alertar aos alunos que ao término das atividades serd exigido um relatério dos
passos realizados nas atividades, portanto, que facam as anotagoes desde o inicio,

contemplando todas as etapas.

4.9 Descricao geral

Para a realizacao da proposta, devemos seguir os procedimentos abaixo:

e Dividir a turma em grupos com 4 ou 5 alunos, de modo que cada um tenha uma

atividade para realizar e que as atividades sejam alternadas entre eles;

e Cada grupo registrard suas observacoes para interagao com os demais grupos e com

o professor;

e A atividade sera realizada em 4 encontros de 2 horas/aula, que totalizard 8 ho-
ras/aula, passando pelo plano reticulado, com a tédbua reticulada e eldsticos. Em
seguida utiliza-se o papel milimetrado e, por fim, o aluno faré uso do software Ge-
ogebra, no inicio com poligonos simples, e depois alguns complexos. Por fim, usar

mapas do Google Maps para descobrir a area aproximada de algumas regioes.

No inicio da atividade, o professor deve explicar aos alunos que serao realizadas
8 aulas praticas para o estudo de areas. Neste momento farda uma abordagem acerca
do conceito de area e sua importancia dada a grande utilizacao em diversas atividades

cotidianas.

1° Encontro (2 horas/aula): Com uso do plano reticulado, elésticos, régua, fita
métrica, papel e caneta.

No primeiro encontro, em seu primeiro ato, o professor mostrara exemplos praticos
da utilizagao de areas, sendo importante que sejam da realidade dos proprios alunos, tais

CcOo1mao:
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e Um pedreiro calcula a area de uma sala, de uma casa ou da prépria escola dos
alunos que posteriormente colocara ceramicas e com isso sabe exatamente quantas
caixas de ceramicas comprar, sem que haja faltas ou desperdicios. Da mesma forma
ocorre com um pintor ao comprar latas de tintas para pintar uma casa ou quando

se pretende construir um muro e necessita-se comprar tijolos;

e Um agricultor, quando deseja fazer um cultivo, ou aplicar certo pesticida, antes de
iniciar seus trabalhos, calcula a area do terreno para entao comprar as sementes ou
os agrotoxicos na medida exata, para nao gastar dinheiro desnecessario, o mesmo
ocorre quando negocia a mao de obra, pois o trabalhador, geralmente recebe por
didrias (dias de servi¢o) ou por dreas trabalhada e neste caso, tanto quem contrata

como quem ¢ contratado deve ter nocao do célculo.

Em seguida, faz-se a apresentacao dos contetidos a serem estudados, conceitos,
aplicabilidade e importancia. Explica-se o que é o plano reticulado, observa-se que a
distancia entre os pontos é de uma unidade e, consequentemente, a area de um quadrado
¢ de uma unidade quadrada. Deve-se atentar ao fato de que, aumentando a distancia entre
os pontos, esta deve ser levada em consideragao para se obter a area de um quadrado, que

posteriormente deverd ser multiplicado pelo valor encontrado nas formulas.

e Mostrar os poligonos mais simples (quadrado, retangulo, tridangulo) no plano reti-
culado com auxilio de elasticos para delimitar cada um deles, bem como as suas

propriedades;

e Relembrar com os alunos as principais unidades de medidas do sistema métrico

decimal, bem como a conversao de unidades;

e Definir perimetro como a linha que contorna o poligono (sendo possivel verificar
pela quantidade de pinos que o eldstico passa no reticulado), exercitar tal atividade
em varios poligonos para que o aluno perceba, por meio de debates que o perimetro

¢ a soma dos lados de um poligono;

Apébs o professor notar a compreensao dos alunos acerca de perimetros, pede-se
aos mesmos que calculem o perimetro da capa do livro, do quadro, da sala e da ceramica
da sala, com o auxilio da régua e da fita métrica. Os alunos devem anotar todos os
procedimentos e medidas, usando papel, caneta e/ou lapis.

Ao término desta atividade, o professor deve instigar uma interagao tanto entre
aluno e professor como entres os grupos, fazer uma comparacao dos resultados obtidos,

afim de sanar qualquer duvida que ainda persistir.

2° Encontro (2 horas/aula): Com uso do plano reticulado, elasticos, régua, fita

métrica, papel e caneta.
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No segundo encontro, o professor retoma aos exemplos sobre areas, promove a
participagao dos alunos no intuito de falarem algo relacionado a prépria realidade e em

seguida inicia-se os cédlculos de dreas, mediante as seguintes etapas:

e No plano reticulado, o professor deve apresentar varios poligonos simples, pedir aos
alunos que verifiquem as medidas das laterais de cada poligono e com estas medidas
aplica-las nas formulas dos respectivos poligonos, mostrando que a area corresponde

a quantidade de quadrados da malha que estao internos ao poligono;

e Em seguida montar outros poligonos e deixar os alunos debaterem em grupo, seja por

meio da quantidade de quadrados internos, seja pela aplicacao da férmula classica;

e A seguir, seja na propria sala, seja por meio de um passeio na escola, o profes-
sor poderd sugerir aos grupos que calculem a drea de algumas regioes que conte-
nham ceramicas quadradas, e como atividade, propoe que calculem a area de uma
ceramica, logo depois facam o calculo da area de toda a regiao e por fim, que con-
tem as ceramicas desta regiao e multipliquem pela area de uma ceramica, para

confirmarem que a area sera a quantidade de quadrados internos.

Figura 38: Ceramica da sala de aula com as respectivas medidas.

40 cm

40 cm

Fonte: Do autor.

Cabe ao professor observar que, as diferencas que possam haver entre o calculo da
regiao total e a regiao da area de uma ceramica multiplicada pela quantidade de ceramicas,
se da pelo espacamento existente entre as ceramicas.

Ao término desta atividade, o professor deve instigar que os alunos comentem
acerca da experiéncia realizada e propoe o seguinte problema: como poderia ser calculada
a area de uma figura mais complexa, haja vista que nao se tema uma féormula para cada
tipo de regiao?

Como resposta ao problema é normal que os alunos apresentem como solucao a

contagem simples dos quadrados internos, porém neste momento o professor apresenta
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figuras que contenham pedacos de quadrados, de forma a nao poder precisar a sua di-

mensao.

Figura 39: Regiao delimitada em linha vermelha referente a 20 ceramicas da sala de aula.

Fonte: Do autor.

Depois de deixar os alunos refletirem um pouco sobre o novo problema proposto
pelo professor, o mesmo pede aos alunos para voltarem aos problemas anteriores e que, em
cada regido, anotem a quantidade de pontos que estejam na borda (aresta) do poligono
e quantos estao em seu interior, sendo neste tultimo caso, dados pelo encontro de quatro
ceramicas.

Apos anotarem todos estes pontos, o professor informa aos alunos que esses pontos
estao relacionados ao célculo de area de qualquer poligono, deixa esta curiosidade para o
préximo encontro e que se os alunos realmente se interessarem, o professor pode falar que

podem pesquisar o Teorema de Pick, que serd o assunto do préximo encontro.

3° Encontro (2 horas/aula): Com uso do plano reticulado, eldsticos, régua,
papel milimetrado, papel e caneta.

No terceiro encontro, o professor retoma o problema do calculo de areas complexas
e verifica se algum aluno ou algum grupo pesquisou acerca do Teorema de Pick. Caso
tenham pesquisado, que estes compartilhem o que entenderam e se os outros alunos nao
fizerem perguntas, o professor deve perguntar para que estes alunos que pesquisaram o
tema possam expressar suas pesquisas, valorizando assim o estudo que realizaram.

Em seguida o professor faz um relato geral sobre George Alexander Pick, falando
sobre sua histéria, a época que descobriu a féormula e quando esta passou a ter uma
maior conotacao. Apresenta o Teorema de Pick como uma alternativa para a resolucao de
questoes referentes ao calculo de area de diferentes poligonos complexos, seja em questoes

do ENEM, concursos e até mesmo casos praticos do cotidiano.
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O professor deve mostrar alguns exemplos ja resolvidos com o auxilio do Teorema
de Pick e, em seguida, colocar os alunos para resolver questoes seguindo as seguintes

etapas:

e No plano reticulado, o professor deve apresentar varios poligonos simples e o calculo
da area de cada um ¢ feito pelo método ja aprendido. Em seguida reforca que cada
pino do reticulado tem um valor importante para o calculo da area por meio do

Teorema de Pick e pede que comparem os resultados entre os grupos;

e Apébs realizarem o calculo pelos dois métodos, abre-se espaco para debate acerca
dos métodos. Caso os alunos nao cheguem a muitas conclusoes, o professor deve
ressaltar que o Teorema de Pick s6 podera ser utilizado em questoes que tenha o
plano reticulado, ou que a figura possa ser inserida neste plano. A vantagem do
Teorema é que a mesma regra pode ser usada para qualquer tipo de poligono e

qualquer regiao pode ser calculada, mesmo que seja por meio de aproximagoes.

e Retoma-se o exemplo da aula anterior e faz-se o calculo da mesma &area, porém
com o uso do Teorema de Pick. Vale ressaltar que a area de cada ceramica ja foi
calculada (no caso 40cm x 40 cm = 1600 cm?), e que o valor a ser encontrado se
refere ao nimero de quadrados com a mesma area, bastando por fim multiplicar por
1600.

Figura 40: Regiao delimitada em linha vermelha, com os pontos da borda (em azul) e
pontos internos (em verde), ceramicas da sala de aula.

Fonte: Do autor.

e Contando os pontos da borda B = 18 e os pontos internos I = 12, aplicamos o

Teorema de Pick:
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B §+12—1:9+11:ZO.
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e Verifica-se com os alunos que 20 é a quantidade de quadrados na regiao tendo todos
eles a mesma area. Dai pode-se simplesmente multiplicar 20 por 1600 e obter-se
32.000 cm? como a &rea procurada. O professor ressalta junto aos alunos que este
método ¢ interessante quando nao for tao facil realizar a contagem de quadrados

que, neste caso, a técnica de contagem de pontos é a ideal.

e O professor apresenta poligonos cujo calculo das areas nao pode ser feito por meio
das férmulas tradicionais. Os desenhos apresentados pelo professor no quadro, no
plano reticulado ou mesmo impressos devem ser reproduzidos pelos alunos no papel
milimetrado e, apds a transcricao de cada imagem, devem também realizar o calculo

da area de cada figura destacando os pontos da borda e os pontos internos.

Apés essa atividade o professor deve promover uma troca de informagoes sobre
os resultados encontrados entre os alunos, comparar os resultados e tirar as duvidas
encontradas. Cabe ainda ao professor salientar que todas as figuras até entao apresentadas
tinham como vértices pontos do plano reticulado.

Mostra-se, na sequéncia, figuras que nao tenham seus vértices em pontos do reti-
culado, propondo-se solugoes por meio de aproximacoes, efetuadas a partir dos seguintes

Passos:

e Entrega-se as figuras, ja recortadas em suas dimensoes, pedindo-se aos alunos que as
coloquem sobre o papel milimetrado a fim de contornar a figura para que a mesma
fique desenhada no papel milimetrado. Em seguida, faz-se marcacoes nos pontos
mais préximos da figura para que estes sejam conectados por segmentos de modo

que formem um poligono parecido com a figura que receberam;

e No primeiro exemplo, o professor deve acompanhar o passo a passo de cada grupo,
fazendo intervencgoes se necessario e entao solicitar que calculem a area e comentem

as aproximacoes;

Ao término desta tarefa, comparar os valores obtidos entre os grupos. Havendo
diferenca entre os resultados, cabe ao professor mencionar que é devido a colocacao da
figura no plano reticulado, bem como da escolha do ponto mais proximo da linha poligonal
da figura. Ressaltar que os pontos poderiam ser escolhidos internos ou externos a figura
e que pontos externos acarretariam uma aproximagao no valor para cima e que pontos
internos uma aproximacao para baixo no resultado do calculo da area da figura.

O professor pode ainda retomar ao piso de ceramica da sala, desenhar uma figura de

forma que os seus vértices nao coincidam com os “pontos do reticulado” (ja consideramos
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Figura 41: Regiao delimitada em linha vermelha a ser descoberta a area.

Fonte: Do autor.

que as ceramicas compoem o plano reticulado e o encontro de quatro ceramicas representa
o ponto do reticulado), como na Figura 41.

Pede-se aos alunos para marcar pontos no plano reticulado que sejam mais proxi-
mos da linha poligonal dada em vermelho, alertando aos discentes de que nao importa se
os pontos ficarao dentro ou fora do poligono, e sim que sejam os mais préximos.

Em seguida, traca-se uma linha poligonal interligando cada um desses pontos recém
inseridos (em azul), criando-se um novo poligono, que tera seus vértices no reticulado e,
consequentemente, serd possivel descobrir a sua area, a qual serd um valor aproximado

da éarea da figura inicial, conforme se vé abaixo:

Figura 42: Regiao delimita em linha azul a ser descoberta a area.

Fonte: Do autor.
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Agora é s6 inserir os pontos da borda e os pontos internos e aplicar o Teorema de Pick

para descobrirmos a area aproximada, vejamos:

Figura 43: Regiao delimitada em azul, com pontos da borda (em azul) e pontos internos
(em preto).

Fonte: Do autor.

Desta forma, temos os pontos da borda B = 12 e os pontos internos I = 4, e aplicamos o
Teorema de Pick:
B 12

A=§+I—1:7+4—1=6+3=9.

Assim, 9 é o ntimero de quadrados de area igual a 1600 cm? que temos na regiao e, dessa

forma, o produto 9 x 1600 = 14.400 cm? ser4 a &rea aproximada da figura.

4° Encontro (2 horas/aula): Com uso de computadores do laboratério da escola
(ndo possuindo computadores, alternativamente, usar o papel milimetrado), site do Google
Maps, Software Geogebra, régua, papel milimetrado, papel e caneta.

No quarto encontro, o professor deve mencionar acerca de cdlculos da &area de
paises, estados, cidades, bairros, lagos, fazendas, reservas florestais, plantagoes, queimadas
e até mesmo de aglomeracao de pessoas em determinadas concentragoes, que possam ser
retiradas pelo site do Google Maps e depois ser inseridas no software Geogebra, que dispoe
de uma rede de malhas. Nele o aluno podera dimensionar a distancia entre as linhas, para
em seguida calcular a referida area, observando também a escala usada no Google Maps.

No inicio, cabe ao professor relembrar o tema escala, semelhancas de figuras e a

proporcionalidade usada de uma figura no papel para a sua medida real. Quando da
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explicacao de escala o professor deve observar que

r_ medida no papel

medida real

Essa medida serd uma constante k (sendo as medidas usadas de comprimentos). Porém,
quando se tratar de dreas a constante sera k?, (haja vista as medidas usadas serem em

duas dimensoes),
_ drea da medida no papel

area da medida real

e quando se tratar de volumes a constante serd k3,

£ volume da medida no papel

volume da medida real

Cabe considerar A (real) como a drea real a ser procurada, A (papel) é a area do
mapa no papel, que podera ser descoberta com o uso do Teorema de Pick, E é a escala do
mapa que o préoprio site do Google Maps ja apresenta em uma unidade real em metros
ou quilometros que corresponde a um pequeno segmento também apresentado pelo site.
Dai, basta dividir essa medida fornecida pela medida encontrada do segmento. Quando
nao for usado o computador, a escala sera fornecida pelo professor, na forma de fracao ou
em numeros decimais. De toda forma, a comparacao entre a area do papel e a area real
terd a seguinte relacao:

A(real) = A(papel) - E2.

Caso a escola possua computador e internet, seguiremos os seguintes passos:

e No laboratodrio de informéatica, cada grupo usara apenas um computador. Um aluno
manuseard a ferramenta e os demais se encarregarao das demais atividades, lem-
brando que cada decisao deve ser tomada em conjunto. O professor deve estar atento
para que todos os alunos possam manusear o computador. Para isso é interessante

que leve pelo menos um exemplo para cada aluno do grupo.

e Na internet, abrir duas janelas, uma para o Google Maps e outra para o Geogebra,
que podera ser baixado ou ser usado online. Esta parte o professor podera fazer

para cada grupo, pelo menos no primeiro exemplo.

e Abrir ainda o Paint, que pode ser encontrado em qualquer computador, para que o

mapa pesquisado no Google Maps possa ser salvo.

Como ja mencionado, o professor deve escolher uma regiao de sua preferéncia, a
ser encontrada a area, e informar aos alunos para que busquem tal local no Google Maps.
Na escolha da regiao a ser procurada, a area podera ser da prépria regiao em que vivem

os alunos ou de regioes que os mesmos tenham interesse em conhecer. Apéds essa escolha,
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o professor, previamente ja deve ter posse do valor da drea procurada, por meio de um
site de confianga, para que ao término da atividade possam verificar a proximidade dos

valores.

Figura 44: Mapa do Estado do Maranhao

Wararhls

MARANHAD

Fonte: Google Maps.

Neste trabalho, usaremos como exemplo o estado do Maranhao e apds os passos

supramencionados, seguiremos as seguintes etapas:

e Abrir a pagina do Google Maps, na opcao busca (indicado pela seta verde no canto
superior esquerdo) escrever Maranhao e clicar em buscar, que ird aparecer o mapa
(conforme a seta azul, no centro da imagem) e em seguida ajustar o tamanho da
imagem (indicado pelas setas vermelhas, no canto inferior direito e serd regulado
pelos sinais de + e —), escolhendo a medida de 200 km, em seguida apertar as teclas
CTRL e PrtSer (para copiar a imagem), para entao salvar a imagem no Paint, e

deixar este arquivo na area de trabalho.

e Abrir a pagina do Geogebra, online ou no software. Faremos aqui a demonstragao
de forma online: nas opgoes indicadas pelas setas verdes poderemos aumentar ou
diminuir o espacamento entre a malha, a seta vermelha indica a opgoes para a
malha e escolheremos apenas a malha principal. Por fim, as setas azuis indicam
para buscar a imagem salva anteriormente na area de trabalho, quando usado o

paint, desta forma a figura serd inserida na rede de malhas.

e (Caso a escola tenha computadores, porém nao tenha internet, nesta etapa o profes-
sor podera salvar a imagem ja pesquisada por ele anteriormente, e deve instalar o

Geogebra para que os alunos possam efetuar os demais passos.



Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional 49

Figura 45: Pagina inicial do programa Geogebra.
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Fonte: Do autor.

e Apéds a figura ser inserida no Geogebra, escolher uma cor (azul) e marcar como
pontos (nds), os pontos mais proximos da linha que representa o mapa do maranhao
(linha vermelha), tragar segmentos de reta ligando cada ponto (linha de cor cinza)

e entao inserir os pontos internos (cor verde).

Figura 46: Mapa do Maranhao inserido no programa Geogebra.
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Fonte: Do autor.
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e O aluno deve verificar qual a relagao entre a medida do segmento de reta indicado
pela seta de cor azul, que representa 200 km, e a medida que designa no plano, no

exemplo dado equivale a 3,47 cm e esta indicado pela seta de cor vermelha.

e Faz-se a contagem de pontos. No exemplo em destaque obtvemo B =43 e [ =81 e,

aplicando na Formula de Pick, temos como area:

B 43
A=3+1-1=—=+81—1=21,5+80=101,5.

Desta forma, 101,5 é a area encontrada para o mapa no papel.

e Em seguida, faz-se a relacdo entre a medida real (200km) e a medida no papel
(3,47cm). Com a divisao de 200 por 3,47 teremos 57,6 que corresponde aos
quilometros reais para cada 1cm no papel, e esta medida devera ser elevada ao
quadrado por se tratar de uma constante que sera usada para a relacao entre areas,

ou seja:

A (real) = A (papel) - E2 =101,5 - 57, 6% = 337.220, 56 km?

De acordo com https://cidades.ibge.gov.br/brasil/ma/panorama, a area real do
estado do Maranhdo é de 331.936,949km?. Percebemos que a area encontrada pelo
Teorema de Pick é de 337.220,56 km? é bem préxima do valor real, valendo ressaltar
que a diferenca ocorre devido a algumas regioes terem ficado fora da linha poligonal do
poligono criado na rede de malhas. Cabe ainda mencionar que, com a utilizacao de uma
rede de pontos, com malhas mais proximas, teria sido encontrado um valor de area ainda
mais proximo do valor real.

Caso a escola nao possua computador, seguiremos aos seguintes passos:

Nao tendo computadores na escola, cabe ao professor levar para escola alguns
mapas de cidades, estados, todos recortados e com as suas respectivas escalas, para que
o aluno possa trabalhar com tais valores. O professor deve levar ainda o valor da area de

cada mapa, para ao final da atividade comparar os resultados com os grupos.

e O primeiro passo é entregar os mapas com suas respectivas escalas para os grupos.
Os alunos deverao analisar a escala do mapa, a medida do lado de cada quadradinho
do papel milimetrado e fazer a correspondéncia entre o valor no papel e o valor real

apos se obter a drea por meio da contagem de pontos e do uso do Teorema de Pick.

e (Colocar o mapa sobre o papel milimetrado, em seguida, com uso de um lapis, contor-
nar o mapa, para que o mesmo desenho seja transportado para o papel milimetrado,
o professor deve alertar aos alunos para terem cuidado para que o mapa nao mude de

posicao em relacao ao papel milimetrado, aqui usaremos o mapa de Imperatriz-MA.
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e Apds o desenho feito no papel milimetrado, usar uma caneta para marcar os pontos
mais préximos da linha que representa o contorno do mapa (pontos em azul). Estes
pontos serao os pontos da borda, em seguida, traga segmentos de reta de um ponto

a outro (segmento cinza), que serd a linha poligonal da figura.

Figura 47: Mapa da cidade de Imperatriz inserido no programa Geogebra.
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Fonte: Do autor.

e Depois que a linha poligonal for tracada, tendo como vértices os pontos da borda,
marcar a caneta, de preferéncia com uma outra cor, todos os pontos que sao internos

a esta linha poligonal (pontos em vermelho).

e Contar os pontos da borda, os pontos internos, que no caso sao respectivamente

B =25 e I = 28, para entao aplicar no Teorema de Pick:

A:§+I—1 :2754—28—1 = 12,5 + 27 = 39,5.

Com isso, tem-se a drea da figura com 39,5cm?, pois a distancia entre um ponto e

outro do papel milimetrado é de Tcm.

e O professor fornecera a escala do mapa, no caso em questao temos um segmento

de valor T0 km que na malha representa 1,7 ¢cm, neste caso, ao dividirmos 10 por
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1,7 temos que 5,88 quilometros para cada centimetro no papel, dai, aplicando na

férmula de relagao entre a medida no papel e a medida real temos:

A (real) = A (papel) - E> = 39,5-5,88% = 39,5 - 34,57 = 1.365,52 km?

De acordo com https://cidades.ibge.gov.br/brasil/ma/imperatriz/panorama, a a-
rea real do municipio de Imperatriz é de 1.368, 988 km?, percebemos que a area encontrada
pelo Teorema de Pick é de 1.365,52km?, bem préxima do valor real, vale ressaltar os
diversos motivos que tenha acarretado a diferenca entre os valores das areas, dentre eles
temos o arredondamento das casas decimais, pois todo arredondamento equivale a um erro
no célculo, as regioes que ficaram fora da linha poligonal do poligono criado na rede de
malhas, cabe ainda mencionar que, com a utilizacao de uma rede de pontos, com malhas

mais proximas, teria sido encontrado um valor de area ainda mais préximo do valor real.

4.10 Avaliacao

A avaliacao podera ser feita do inicio ao término da atividade, levando em con-
sideracao a interagao entre os integrantes do grupo, os valores apresentados para cada
calculo, bem como poderé pedir que fagam um relatorio acerca do papel desenvolvido por
cada aluno, ou ainda, passar uma atividade individual para que entreguem, desta forma

podera ser visto o aprendizado individualizado.

4.11 Conclusao

A proposta visa apresentar uma abordagem inovadora no que tange o processo de
ensino-aprendizagem de Geometria, haja vista ser um tema muito temido entre os alunos
e sua apresentacao, tradicionalmente é muito abstrata.

Desta forma, buscando uma maneira simples, que é o sistema de contagem, e
de maneira palpavel, que é o uso das ferramentas: plano reticulado, medicoes praticas
e multimidia. Envolve os alunos com problemas do seu cotidiano, o que enriquece a
aprendizagem.

Destaca-se ainda que as discussoes dos alunos em grupo aumentam a seguranga no
contetido estudado, além de contribuir com a maneira argumentativa de cada aluno e por

fim, é possivel verificar que o assunto foi aprendido e nao somente decorado.



Capitulo 5
Consideracoes Finais

O desenvolvimento desse Trabalho, além de apresentar o Teorema de Pick, sua
importancia e sua aplicabilidade, objetivou a construgao de uma proposta educacional
para o 6° ano do Ensino Fundamental, revisando diversos assuntos necessarios ao tema
proposto, o que se deu em quatro encontros.

O Teorema de Pick, foi apresentado sob a perspectiva da Etnomatemética, no que
tange a valorizagao cultural, sobretudo dos grupos alijados socialmente, tendo sido possivel
ainda incorporar mediante a acao pedagdgica do professor, seja nos métodos de cubacao,
seja em outras praticas populares, em particular, as maneiras populares de contar, medir,
calcular etc. e paralelamente, referenciando cada assunto com o saber escolar.

Para enfatizar ainda mais a importancia do Teorema de Pick no estudo de areas,
foi apresentado questoes de provas, que exigiam o cédlculo de area. Cada questao foi
solucionada de duas maneiras: a forma tradicional de calcular a area e por meio do uso
do Teorema de Pick. Em todas as questoes, verificou-se a superioridade do método de
Pick que imprimiu simplicidade e agilidade na resolucao das questoes.

O conceito de area foi amplamente estudado, seu cédlculo efetuado por meio do
Teorema de Pick, passou-se pelas definicoes mais simples de poligonos, e de forma atrativa
promoveu-se a interpretacao dos problemas e a curiosidade pelo tema, ao se demonstrar as
figuras no plano reticulado, no papel milimetrado e no Geogebra, donde é possivel buscar
qualquer regiao por meio do Google Maps, como foi explicado, por isso se faz necessério
repensar as praticas educacionais tradicionais e inovar, como aqui propusemos por meio
de uma Proposta Educacional.

A Proposta Educacional, de maneira inovadora, busca fugir da tradicional “ma-
neira de ensinar” que visa tao somente a resolucao de calculos, memorizacgao e aplicacao
de férmulas, maneira esta muito criticada pelos autores modernos que a consideram como
uma forma exaustiva e desinteressante, que pouco agrega na construgao do conhecimento
e na curiosidade de interpretar e solucionar situacoes de sua realidade.

Na execucao da Proposta, é possivel verificar mais interacao entre os alunos do

que nas aulas tradicionais. Ha discussoes mais consistentes e contribuigoes mais signifi-
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cativas, pois é uma pratica educativa atrativa, dinamica e contextualizada que permite a
aprendizagem matematica correlacionada ao cotidiano dos alunos.

Deixa-se como sugestao, que a Proposta Educacional, apods ser realizada e discutida
entre professores e alunos, seja apresentada em um evento promovido pela escola, para
que os alunos possam compartilhar suas experiéncias com as demais turmas, bem como
com alunos de outras unidades escolares, a fim de se obterem uma maior valorizagao do

trabalho realizado.
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