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RESUMO

Neste trabalho apresentamos as Curvas Cicloidais: Cicloide, Epicicloide e Hipocicloide,
fazendo suas parametrizagoes e construindo essas curvas com o auxilio do software Geo-
Gebra. Além disso, destacamos propriedades e aplicacoes dessas curvas planas. Especi-
ficamente, apresentamos uma proposta de trabalho para promover o estudo das Curvas
Cicloidais no 3° ano do Ensino Médio. Algumas aplicagoes estao relacionadas ao conheci-
mento dos conteuidos: movimento retilineo uniforme, movimento retilineo uniformemente
variado, movimento circular, forca, energia, equagoes paramétricas de uma reta, razoes
trigonométricas, comprimento e drea de um circulo. Uma experimentacao em sala de
aula foi realizada para apresentar algumas propriedades das Curvas Cicloidais, uma vez
que a demonstracao dessas propriedades abrange conceitos cuja notacao formal é matéria
especifica do ensino superior. Este experimento serviu para mostrar que as Curvas Ci-
cloidais podem ser abordadas de forma introdutéria junto ao contetido do Ensino Médio
e que a motivagao do professor é fundamental no processo de aprendizagem.

Palavras-chave: Cicloide, Ensino Médio, Epicicloide, Hipocicloide.



ABSTRACT

In this work we present the Cycloid Curves: Cycloid, Epicycloid and Hypocycloid, making
their parametrizations and building these curves with the support of GeoGebra software.
In addition, we highlight properties and applications of these flat curves. Specifically,
we present a work proposal to stimulate the study of Cycloid Curves in the 3rd year of
High School. Some applications are related to the knowledge of the contents: uniform
rectilinear motion, uniformly varied rectilinear motion, circular motion, force, energy,
parametric equations of a line, trigonometric ratios, length and area of circle. A classroom
experimentation was performed to present some properties of the Cycle Curves, since
the demonstration of these properties covers concepts whose formal notation is specific
subject of higher education. This experiment served to show that Cycloid Curves can be
approached in a introductory way with the content of High School and that the motivation
of the teacher is fundamental in the learning process.

Key-words: Cycloid, High School, Epicycloid, Hypocycloid.
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Capitulo 1

Introducao

As Curvas Cicloidais tem sido objeto de estudo de varios autores. Dentre eles,
Venceslau (2015), usa as Curvas Cicloidais para mostrar como realizar atividades capazes
de tornar o ensino da Matemética interativo em sala de aula. Tagliolato (2015), apresenta
o problema da Braquistécrona e uma proposta de trabalho para atender alunos do Ensino
Médio e Ensino Fundamental. Bustillos & Sassine (2011), apresentam a histéria da Curva
Cicloide e analisam as propriedades da Brasquistocrona e da Tautécrona. Munem &
Foulis (1982), determinam o comprimento e érea de algumas Curvas Cicloidais. Cutrim
(2015), apresenta os principios de parametrizagao de varias curvas planas com auxilio
do software GeoGebra para serem aplicadas no Ensino Médio. Santos & Alencar (2003),
analisam a geometria das curvas planas e descrevem suas parametrizacoes. Delgado,
et al, 2013, descrevem a geometria analitica das Curvas Cicloidais com énfase nas suas
parametrizagoes.

Para representar uma curva no plano é possivel adotar um ponto de vista
dinamico. Podemos descrever qualquer curva do plano como a trajetéria de um ponto
moével, considerando as coordenadas = e y como fungoes da forma x = f(t) e y = g(t)
chamadas fungoes paramétricas e observar que, quando o parametro ¢ varia, o ponto
(x,y) = (f(t),g(t)) também varia e traca uma curva C' (Delgado, et al, 2013; Cutrim,
2015). Sendo que, o movimento de um ponto sobre uma circunferéncia quando esta
rola sem deslizar sobre uma reta ou sobre uma outra circunferéncia (tanto exteriormente
quanto interiormente) descreve exatamente o que chamamos de Curvas Cicloidais (Ci-
cloide, Epicicloide e Hipocicloide).

O mundo em que vivemos se transforma em uma velocidade muito superior a

10



do sistema de educacao tradicional. Por essa razao, o desafio do professor é de procurar
formas de ensino para efetivar a aprendizagem. Na literatura educacional, pode-se obser-
var que muitos autores destacam que a experimentacao constitui um importante recurso
metodologico e que facilita o processo de ensino-aprendizagem, tornando-o, também, sig-
nificativo. Segundo Demo (2011, p.41),
Cabe ao professor competente conduzir essa aprendizagem signifi-
cativa, orientando o aluno permanentemente para expressar-se de
maneira fundamentada, exercitar o questionamento e formulagao
prépria, reconstruir autores e teorias e cotidianizar a pesquisa.

Entende-se que o docente pode utilizar diferentes recursos e materiais, com o
objetivo de tornar o conteido tedrico mais interessante, motivador e préximo da realidade.
Assim, Freire (1996) afirma que, “para compreender a teoria é preciso experiencid-la”.

Destaca-se que a experimentacao proporciona uma situacao de investigacao e
permite a discussao e interpretagao dos resultados encontrados. Nesse sentido, o desenvol-
vimento desse trabalho busca agucar e estimular a curiosidade pelo estudo da Matematica,
especialmente pelo estudo das Curvas Cicloidais, aliando teoria e pratica, além disso, mos-
trando que a Matematica é uma ciéncia dinamica e que nao se restringe simplesmente a
fatores de memorizacao e realizacao de calculos.

Podemos perceber que a grande maioria dos alunos do ensino médio e até mesmo
da graduacgao tém pouco, ou nenhum conhecimento sobre as Curvas Cicloidais e suas
propriedades e aplicagoes. Diante dessa realidade, propomos um trabalho que venha
contribuir para que eles possam ter uma nova visao sobre esses tipos de curvas e também
possam compreender de forma pratica a aplicacao das mesmas no cotidiano, utilizaremos
o software GeoGebra (Hohenwarter, 2004) como ferramenta de auxilio para a construcao
geométrica das curvas.

Com o conhecimento mais refinado sobre a parametrizacao dessas curvas, suas
aplicacoes no cotidiano e a descricao dinamica de seus tracos no GeoGebra, havera maior
sentido para o aluno quando este, por exemplo, olhar uma rampa de skate e saber que o
formato da mesma ¢ descrito por uma Cicloide, assim como de qualquer curva de descida
mais rapida. Blaise Pascal (1623—1662), ja afirmava sobre a Cicloide na Acta Eruditorum,

de acordo com Farina (2013):

11



“A Cicloide € uma curva tao usual e corrente que depois da reta e
da circunferéncia nenhuma outra curva € tao comumente encon-
trada. E descrita tio frequentemente diante de mossos olhos que
€ surpreendente que nao tenha sido considerada pelos antigos”.
Diante deste contexto, este estudo buscou responder as seguintes questoes:
Como estimular a importancia da disciplina Matematica em sala de aula? Como su-
perar as dificuldades encontradas pelos alunos para interpretar uma curva de maneira
dinamica e nao somente fixa?
Nesse sentido justifica-se a elaboragao deste trabalho, levando em consideracao
a minha experiéncia como docente do Ensino Médio na rede privada e publica do estado
do Maranhao, oportunidade que fez por varios anos observar que a matriz curricular
ministrada nao perpassava pela possibilidade do estudo relacionado as Curvas Cicloidais

e suas variantes.

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho ¢ apresentar uma proposta de trabalho para
promover o estudo das Curvas Cicloidais no Ensino Médio, suas propriedades e aplicagoes.
Como objetivos especificos:
(7) determinar as equagoes paramétricas de algumas curvas planas, dentre elas as Curvas
Cicloidais;
(17) explorar o GeoGebra para uma melhor visdo geométrica de um ponto descrevendo as
curvas planas;
(7i7) identificar propriedades e aplicagoes das Curvas Cicloidais;

(1v) construir as curvas utilizando material didético e software alternativo.

1.2 Apresentacao dos Capitulos

No Capitulo 2 apresentamos os fundamentos da parametrizagao das Curvas Ci-
cloidais. Utilizamos o software GeoGebra como apoio computacional para construcao das
figuras. Definimos a parametrizagao de uma curva plana, parametrizacao da reta, parame-
trizacao da circunferéncia e parametrizacao das Curvas Cicloidais: Cicloide, Epicicloide e

Hipocicloide. Descreve-se na Se¢ao 2.6 como construir as Curvas Cicloidais no GeoGebra

12



para compreender visualmente como essas curvas se comportam quando fazemos variar
seus parametros.

O Capitulo 3 apresenta as propriedades e aplicacoes das Curvas Cicloidais.
Tratamos dos problemas da Braquistocrona e da Tautécrona caracterizadas na Curva
Cicloide. Além disso, apresenta algumas relagoes de comprimento e area dessas curvas.

O Capitulo 4 descreve a parte experimental desta dissertagao. Uma proposta de
trabalho para o ensino das Curvas Cicloidais no 3° ano do Ensino Médio é apresentada.
Para motivar a abordagem tedrica e pratica, foi utilizado o GeoGebra e uso de material
didatico especifico.

No Apéndice A, apresentamos uma prova da identidade de Beltrami a partir
da equacao de Euler e no Apéndice B apresentamos os aspectos histéricos das Curvas

Cicloidais.

13



Capitulo 2

Parametrizacao das Curvas

Cicloidais e Construcao via

GeoGebra

Neste Capitulo introduzimos a definicao de curva plana parametrizada de acordo
com Santos & Alencar (2003), parametrizagao da reta, da circunferéncia e das Curvas
Cicloidais: Cicloide, Epicicloide e Hipocicloide. Além disso, apresentamos a descri¢ao de

como construir as Curvas Cicloidais no software GeoGebra.

Definigao 2.1. Uma curva no plano R? ¢ uma aplicacao 8 : R — R?, tal que ((t) =

(xz(t),y(t)), com t € R. O conjunto imagem C' da aplicacao /3, dado por

C={B(t) = (x(t),y(t));t e I}; ICR, (2.1)

é chamado de traco de . Devemos observar que, de acordo com a Definicao 2.1, estamos
analisando todo o movimento tracado e nao somente o conjunto C'. Nesse caso, [ é dita
uma parametrizacao em C' e denominamos t o parametro da curva §. A parametrizacao
de uma curva plana pode ser interpretada como a trajetoria de uma particula movel que

se desloca sobre o plano em um intervalo de tempo.

Nas Secoes 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 apresentamos as equacoes paramétricas da

reta, circunferéncia, Cicloide, Epicicloide e Hipocicloide, respectivamente.

14



2.1 Parametrizacao da Reta

Seja s a reta que passa pelos pontos A e B e seja () um ponto da reta s diferente

de A e B. Considere @ interior ao segmento AB, conforme Figura 2.1.

Figura 2.1: Reta s passando pelos pontos A, @) e B distintos.

O ai

—
T ag X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Q|
|AB]
segue pelo teorema de Thales que:

[AQ)

Seja t € R tal que

y—b
|AQ)|

|AB|
y

[AQ)

|AB|

by — by

y—b
=t

by — by

by + (be —b1)t

Tr —
AP

[AB|
X

Segue entao, por (2.2) e (2.3) que as equagdes paramétricas da reta sao:

|AB|
a9 — A
T — aq —y
Ao — A

a, + (ag — al)t.

a::a1+(&2—a1)t

y:b1+(b2—b1)t

, teR.
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(2.2)

(2.3)



Exemplo 2.2. Considere os pontos A = (—6,2) e B = (—2,—5), obtenha a equagao

paramétrica da reta r que passa por esses pontos.

Solugao. Sendo P = (z,y) € r, A= (a1,b1) = (—6,2), B = (az,b2) = (-2,-5) et € R,

temos

T = a1+ (ag —ay)t r= —06+4t
! (2 1) = i teR
y= b+ (by—0by)t y= 2-—Tt

Logo, as equagoes paramétricas da reta r sao

r= —6+4t
r: ;7 teR

y= 2-Tt

2.2 Parametrizacao da Circunferéncia

A equacao da circunferéncia de raio r > 0 e centro na origem, Figura 2.2, é

dada por o : 22 + 92 = r2.

Figura 2.2: Circunferéncia « centrada na origem.

v

(¥ |:'\__!

2 N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando ¢ a medida em radianos do angulo m (tomada no sentido
positivo), onde O é a origem do sistema cartesiano, @, = (r,0) € a e Q = (x,y) € a.
Sendo A = (z,0) a projecao ortogonal de @) sobre o eixo OX, resulta que AOQA é

retangulo. Dal segue que:

16



|OA| x

cos(t) = 00| = cos(t) = S r= rcos(t) (2.5)
sen(t) = % = sen(t) = % =y = rsen(t), (2.6)

sendo que Q@ = (rcos(t),rsen(t)) percorre a circunferéncia no sentido anti-horario. De
acordo com as equacoes 2.5 e 2.6, as equagoes paramétricas da circunferéncia de centro

(0,0) e raio r sao dadas por:

x = rcos(t)
a: ; teR. (2.7)
y = rsen(t)
Fazendo ¢ percorrer os valores no intervalo [0, 27), obtemos todos os pontos das
circunferéncia. No caso de t € R temos um numero infinito de voltas sobre a circun-
feréncia.

Observacao 2.3. Caso a circunferéncia nao esteja centrada na origem, ou seja, seu centro

2

no ponto (z,,¥,), a equacao da circunferéncia é « : (z — x,)% + (y — y,)? = 72, entao, as

equacgoes paramétricas da circunferéncia o nas coordenadas x e y sao:

T =T, + rcos(t
a: () ; teR (2.8)

Yy =Y, + rsen(t)

Exemplo 2.4. Parametrize a circunferéncia « : 2 + y? — 122 + 20y + 134 = 0.

Solugao. Completando os quadrados,

22 — 2 x 62436+ y? + 2 x 10y + 100 + 134 — 36 — 100 = 0,

(r —6)*+ (y +10)* = 2,

segue que « é a circunferéncia de centro (6, —10) e raio V2. Logo, as equacoes paramétricas

da circunferéncia « sao,

r= 6+ v2cos(t
a: Q ; teR.

y = —10++/2sen(t)
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2.3 Parametrizacao da Cicloide

A Cicloide é o lugar geométrico descrito pelo movimento do ponto P = (0,0)
de um circulo de raio r > 0, centrado em (0,7), quando o circulo gira sem deslizar sobre

o eixo dos z (Figura 2.3).

Figura 2.3: Cicloide com circulo gerador.

v A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando o circulo gira um angulo ¢, seu centro se move um comprimento |OB|.
Na Figura 2.3, temos |OB| igual ao comprimento do arco BP, ou seja |OB| = rt, |CB| =
r, |CD| = rcos(t) e |DP| = rsen(t).

Portanto, as coordenadas de P sao

x = |OB| —|DP|=rt —rsen(t) = r(t — sen(t)) (2.9)

y=|CB|—|CD| =r—rcos(t) = r(l — cos(t)), (2.10)
ou seja, as equacgoes paramétricas da Cicloide sao dadas por:
x =r(t — sen(t))

y =r(1—cos(t))

Quando t varia de 0 a 27, obtemos o primeiro arco da Cicloide.

teR. (2.11)
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2.4 Parametrizacao da Epicicloide

Consideremos dois circulos I' e C' de raios R e r, respectivamente, tais que:
r < R; T' e C se tocam apenas em um ponto P; os pontos de C, diferentes de P, estao
no exterior de I'. Denominamos Epicicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P,
quando C' rola sobre I', sem deslizar, mantendo todos os seus pontos na regiao limitada
por I'.

Para obtermos as equagoes paramétricas da Epicicloide, vamos admitir I' com
centro na origem, C' iniciando o movimento com centro no ponto (R + r,0) e P com
posicao inicial P, = (R,0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (x,y), Figura 2.4, em termos de

um parametro, quando C' rola sobre I' sem deslizar.

Figura 2.4: Epicicloide com circulo gerador.

vi Y A

=Y

Fonte: Cutrim (2015).

Na Figura 2.4, designamos os seguintes elementos: P = (z,y) da Epicicloide
estd inicialmente na posicao P, descreve-se o arco PP quando C' rola um angulo de
medida 6 sobre I'; A é o ponto de contato entre os circulos; Oy é o centro de C; B e D as
projecoes de Oy sobre os eixos OX e OY; Q = (2,0) e T = (0,y) as projegdes de P sobre
OX e OY; M e N as projecoes de P sobre OsD e OB, respectivamente, e # o angulo
14/02\P descrito pelo ponto P com respeito a semirreta radial OO.

Considerando o caso em que () esta entre O e B, Figura 2.4, temos:
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z=10Q| = |0B| — |QB| = |0B| — |0, M| (2.12)

y=|0T| = |0D| - |TD| = |0D| - |02N], (2.13)

Sabendo que o centro de C' descreve um circulo de raio R+r, e sendo ¢ a medida

do angulo do semi-eixo OX positivo para OO, no sentido anti-horario, obtemos:

|OB| = (R + r)cos(t) (2.14)
e
|OD| = (R + r)sen(t). (2.15)
Sendo 6 a medida do angulo de Oy A para O, P, no sentido anti-horario, temos:
N/O}:(Y)Q\B—I)Q\P:G—t)—e:g—(wey (2.16)
Portanto, no triangulo retangulo PNQO,, temos:
— T
|Os M| = rsen(NOyP) = rsen (5 —(t+ 9)) = rcos(t + 0) (2.17)
e
|OaN| = TCOS(]V/-OQ\P) = rcos (g —(t+ 0)) = rsen(t +0). (2.18)

Substituindo essas identidades nas relagoes 2.12 e 2.13, e usando o fato de que

0 = Rt/r, obtemos as seguintes equagoes paramétricas da Epicicloide:

© = (R+ r)cos(t) — reos ((R:’”) t)
y = (R+r)sen(t) — rsen ((

t
Observe que, quando C percorre um arco de I' de comprimento igual a 27r,

r

o ponto P volta a tocar I'. As cuspides (pontas) sdo formadas quando a circunferéncia
externa se movimenta e seu ponto fixo toca a circunferéncia fixa. Portanto, se R/r = n,

onde n € N, entao o ponto P toca I' n vezes e a enésima vez coincide com sua posi¢cao
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inicial. Para verificar isto, basta observar que o comprimento de I' contém n vezes o
comprimento de C, pois 2rR = 2mw(nr) = n(27r), (Figura 2.5).

No caso em que R/r é um nimero racional da forma p/q, com p,q € N, q # 0,
a Epicicloide tera p cispides quando a circunferéncia externa girar q vezes. Na Figura
2.6, temos p/q = 7/2. Agora , se R/r for um nimero irracional, a Epicicloide nao serd
fechada, nao possui repeticao, ou seja, o ponto fixo na circunferéncia que gira nao volta

para o inicio, o niumero de cuspides ¢ infinito, (Figura 2.7).

Figura 2.5: Epicicloide com 6 cispides. Figura 2.6: Epicicloide com 7 cispides.

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 2.7: Epicicloide com infinitas cispides.

Fonte: Castro (2014).
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Um caso particular é a Cardioide, que é obtida fazendo r = R, nas equacoes

(2.19), portanto, t = 6.

x = 2rcos(t) — rcos(2t)
teR, (2.20)
y = 2rsen(t) — rsen(2t)

sao as equagoes paramétricas da Cardioide, (Figura 2.8).

Figura 2.8: Cardioide.

Fonte: http://algumascurvasplanas.blogspot.com/

2.5 Parametrizacao da Hipocicloide

Consideremos dois circulos I' e C' de raios R e r, respectivamente, tais que:
r < R; T' e C se tocam apenas em um ponto P; os pontos de C, diferentes de P, estao
no interior de I'. Denominamos Hipocicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P,
quando C' rola internamente em I', sem deslizar, mantendo todos os seus pontos na regiao
limitada por I'.

Para obtermos as equacoes paramétricas da Hipocicloide, vamos admitir I' com
centro na origem, C iniciando o movimento com centro no ponto (R — r,0) e P com
posigao inicial P, = (R,0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (x,y) em termos de um parametro,
quando C' rola sobre I' sem deslizar.

Na Figura 2.9, A é o ponto de C' que toca I'; Oy é o centro de C; B e D as
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Figura 2.9: Ponto P descrevendo uma Hipocicloide.

Yk C
A
De-----%- fl_/ll._g)z
I LG
Te------ PI——Q‘N I
o
R
9) 50 7 i

Fonte: Cutrim (2015).

projegoes de Oy sobre os eixos OX e OY; Q = (z,0) e T' = (0,y) as projegoes de P sobre
OX e OY; M e N as projecoes de P sobre O,D e Oy B, respectivamente.
Considerando o caso em que B esta entre O e (), como mostrado na Figura 2.9,

temos:

v =|0Q| = |OB| +|BQ| = |0B| + |0 M| (2.21)

y = |OT| = |O0D| — |TD| = |0D| — |OsN]. (2.22)

Sabendo que o centro de C' descreve um circulo de raio R —r, e sendo t a medida

do angulo do semieixo OX positivo para OO,, no sentido anti-horario, obtemos:

|OB| = (R —r)cos(t) (2.23)
e
|OD| = (R — r)sen(t). (2.24)
Denotando «a a medida do angulo de O; A para Oy P, no sentido horario, temos:
00sP =17 —a (2.25)
e
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@D—W:g—t. (2.26)
Logo,

NO.P = (t—a) + g (2.27)

Portanto, no triangulo retangulo PNO,, temos:

|0 M| = rsen(N/(-)g\P) = rsen ((t —a)+ g) = rcos(t — o) = rcos(a — t) (2.28)

|OyN| = TCOS(]V/OQ\P) = rcos ((t —a)+ g) = —rsen(t —a) =rsen(a —t).  (2.29)

Observe ainda que o comprimento do arco de A até P, ao longo de C, é igual
ao comprimento do arco de P; até A sobre o circulo I'. Como a medida do primeiro arco
é ra e a medida do segundo é Rt, entao rav = Rt, isto é, « = Rt/r.

Substituindo essas identidades nas Equagoes (2.21) e (2.22), e usando o fato de

que o = Rt/r, obtemos as seguintes equagoes paramétricas da Hipocicloide:

= (R — r)cos(t) + rcos ((R;T)t> . 230,

y = (R —r)sen(t) — rsen ((R; T) t) ’

As cuspides ocorrem nos pontos onde o ponto de tangéncia dos dois circulos é

o ponto P. Portanto, ocorrem quando

.
t=2mn— =0,1,2, ...
7TTLR n

As caracteristicas descritas para as cispides na Epicicloide sao as mesmas para as
cispides da Hipocicloide. Por exemplo, no caso em que R/r =5 a Hipocicloide formada
tem cinco 5 cuspides, Figura 2.10. Se R/r = 7/3, a mesma terd 7 cuspides quando a
circunferéncia menor girar 3 voltas internamente na circunferéncia maior, Figura 2.11.
Sendo R/r um numero irracional, a Hipocicloide néo sera fechada, nao possui repetigao,
ou seja, o ponto fixo na circunferéncia que gira nao volta para o inicio, o nimero de

cuspides ¢ infinito, Figura 2.12.
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Figura 2.10: Hipocicloide com 5 cuspides. Figura 2.11: Hipocicloide com 7 ctspides.

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 2.12: Hipocicloide com infinitas cuspides.

Fonte: Castro (2014).

Um caso particular é a Hipocicloide de quatro cuspides ou Astroide, Figura 2.13,
que ¢ obtida fazendo r = R/4.
Substituindo o valor de r = R/4 nas equagoes paramétricas da Hipocicloide

(2.30), obtemos:

= %(3@5@) + cos(3t)) (2.31)

Yy = %(38671@) — sen(3t)). (2.32)
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Utilizando as relagoes trigonométricas

cos(3t) = 4cos®(t) — 3cos(t) (2.33)
e
sen(3t) = 3sen(t) — 4sen’(t). (2.34)
Temos que:
x = Rcos3(t)
. teR, (2.35)
y = Rsen®(t)

sao as equagoes paramétricas da Astroide.
Eliminando o parametro t das equactes paramétricas da Astroide, obtemos a

equacao cartesiana desta Hipocicloide, que é dada por

2?3 4?3 = RY3, (2.36)

Figura 2.13: Astroide.
o

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.6 Construcoes das Curvas Cicloidais no (GeoGebra

O recurso computacional GeoGebra facilita as construcoes de curvas e é uma fer-
ramenta indispensavel no que concerne ao processo de aprendizagem. Suas capacidades de
modelagao dinamica permitem a transformacao continua de configuragoes, mantendo um
conjunto de restri¢oes e a possibilidade de testar propriedades; facilitam a experimentacao
matematica, contribuindo para a classificacao de conceitos e para a compreensao de re-

sultados (Castro, 2014).

2.6.1 Construcao da Cicloide

Para a construcao da Cicloide, segue-se os seguintes passos:
a=2

(7) Criar dois controles deslizantes, no icone ~ v um para o parametro ¢ e outro para o
raio r da circunferéncia que rolard sobre a reta. Abrisse-4 uma janela e, como exemplo,
para o parametro t, utiliza-se minimo: 0, maximo: 30 e incremento: 0,01. Para o raio r
utiliza-se minimo: 0, maximo: 5 e incremento: 0,1;

(77) Inserir as fungoes parametrizadas da Cicloide no campo “Entrada”’. Os graficos das
funcoes formadas devem ficar ocultos, para isso, clicar com o botao direito do mouse sobre
as curvas e selecionar exibir objeto. As fungoes parametrizadas podem ser, por exemplo,
do tipo: f(z) =r(xz — sen(z)) e g(z) = r(1 — cos(x));

(7i1) No campo “Entrada”digitar curva, aparece o comando curva na forma: Curva|<Expressao>
, <Expressao>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>] . Apés clicar sobre o co-
mando, inserir as fung¢oes conforme o modelo: Curval[f(s), g(s),s,0,t]. A curva Cicloide
estd formada;

(iv) Construir trés pontos P = a(t), R = (rt,0) e O = (rt,r) no campo “Entrada”. A

m
(&)

partir desses pontos, traga-se a circunferéncia, no icone “, que tem centro em O e

passa em P. O raio da circunferéncia é determinado pelo segmento que liga O até P,

para isso, utilizar o icone 2. Animando o controle deslizante temos a movimentacao

da circunferéncia, tracando assim a Cicloide, conforme a Figura 2.14.
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Figura 2.14: Cicloide construida.

t=1486 r=24

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.6.2 Construcao da Epicicloide

Segundo Miyasaki (2017), a construcao da Epicicloide segue os seguintes passos:
(1) Criar trés controles deslizantes, um para o parametro ¢, um para o raio r da circun-
feréncia que rola e outro para o raio R do circulo diretor. Os valores para os controles
deslizantes podem ser os mesmos sugeridos na modelagem da Cicloide;
(77) Inserir as fungbes parametrizadas da Epicicloide no campo “Entrada”. Os gréficos
das fungoes formadas devem ficar ocultos, para isso, clicar com o botao direito do mouse
sobre as curvas e selecionar exibir objeto. As fungoes parametrizadas podem ser, por

exemplo, do tipo:

(&) = (R+7)cosz —rcos <<R”) ;1:) e g(z) = (R+r)senz —rsen <(R”> x) ;

T T

(i) Inserir o comando curva no campo de “Entrada”. Neste comando devemos inserir as
fungoes f(s) e g(s), juntamente com o parametro s fazendo-o variar de 0 até o parametro ¢.
Através do comado curva, o GeoGebra plota o gréafico da curva parametrizada. Apesar de
termos o tragado da curva, é necessario inserir o circulo diretor de raio R e a circunferéncia
de raio r que rola;

(7v) No comando criar circunferéncia, faga-se o circulo diretor de raio R, centrada em
(0,0). Na construcao da circunferéncia de raio r é importante notar que o seu centro se

movimenta ao redor do circulo diretor de raio R, para que isso seja possivel, cria-se o
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ponto P = ((R+ r)cos(t), (R+r)sen(t)). O ponto P é o centro da circunferéncia de raio
r tracada através do comando circunferéncia com centro em P e raio r;

(v) Para a marcacao da curva, considera-se o ponto M, de coordenadas M = (f(t), g(t)).
Apods a marcacao do ponto M, é necessario tracar o raio r da circunferéncia, criando assim
o segmento de reta PM.

A Curva Epicicloide terd o aspecto conforme a Figura 2.15

Figura 2.15: Epicicloide construida.

35 40

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.6.3 Construcao da Hipocicloide

Para a construgao da Hipocicloide, segue-se os seguintes passos:
(1) Criar trés controles deslizantes, um para o parametro ¢, um para o raio r da circun-
feréncia que rola e outro para o raio R do circulo diretor. Os valores para os controles
deslizantes podem ser os mesmos sugeridos na modelagem da Epicicloide;
(73) Inserir as fungoes parametrizadas da Hipicicloide no campo “Entrada”. Os gréficos
das funcoes formadas devem ficar ocultos, para isso, clicar com o botao direito do mouse
sobre as curvas e selecionar exibir objeto. As fungoes parametrizadas podem ser, por

exemplo, do tipo:

r

(@) = (R—r)cosz+rcos <(R - T) x) e g(x) = (R—r)senz—rsen ((R - T) x) ;
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(7i1) Criar a circunferéncia diretora de raio R;

(1v) Inserir o comando curva no campo de “Entrada”. Neste comando devemos inserir as
fungoes f(s) e g(s), juntamente com o parametro s fazendo-o variar de 0 até o parametro
t.

(v) Criar um ponto na curva, exemplo, P = a(t);

(vi) Criar um ponto C' = (R, 0);

(vii) Criar angulo de amplitude fixa em C' e A = (0,0), (na janela colocar t), formase-a
'

(viii) Criar uma circunferéncia de raio r de centro em C’;

(iz) Criar uma reta que passa em C' e A;

(z) Criar circunferéncia que gira de raio r. Seu centro fica em um ponto D (na parte
interior da circunferéncia fixa);

(xi) Ocultar a reta e a circunferéncia que tem parte fora da circunferéncia de raio R;
(zii) Formar um segmento que representa o raio r.

A Curva Hipocicloide construida tera o aspecto conforme a Figura 2.16.

Figura 2.16: Hipocicloide construida.
=138 r=1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Capitulo 3

Propriedades e Aplicacoes das

Curvas Cicloidais

Neste Capitulo abordamos as propriedades e aplicacoes das Curvas Cicloidais.
Tratamos dos problemas da Braquistécrona - do grego brakhisto(o mais curto) e khro-
nos(tempo) e da Tautécrona - do grego tauto(mesmo) e khronos(tempo) caracterizada
na Curva Cicloide. Além disso, apresentamos algumas relacoes de comprimento e area

dessas curvas.

3.1 Curva Cicloide

A Curva Cicloide é um caso particular das trocoides (a curva é determinada
por um ponto fixo de um circulo chamado geratriz , a mesma roda, tangencialmente, sem

deslizar sobre uma reta chamada diretriz).

3.1.1 Problema da Braquistécrona

Em junho de 1696, Johann Bernoulli (Figura 3.1) desafiou as mentes mais bri-
lhantes de sua época a resolver um problema que ele apresentou na revista cientifica Acta
Eruditorum (revista dos eruditos), que foi uma revista cientifica mensal alema publicada
entre 1682 e 1782, mantida por Gottfried Wilhelm Leibniz, um problema que ele ja havia
resolvido. A motivacao de Bernoulli aos cientistas foi:

“Eu, Johann Bernoulli, me dirijo aos matemadticos mais brilhantes do mundo.

Nada € mais atraente as pessoas inteligentes do que um problema desafiador, honesto,
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cujas solucoes possiveis dardao fama e permanecerao como um duradouro monumento.
Sequindo o exemplo estabelecido por Pascal, Fermat, etc., espero ganhar a gratiddo de
toda a comunidade cientifica por apresentar diante dos melhores matemadticos de nosso
tempo um problema que testard seus métodos e o poder de seus intelectos. Caso alguém
me comunique a solucao do problema proposto, eu o declararei publicamente merecedor de

elogio”. (Acta Eruditorum,1699.)

Figura 3.1: Johann Bernoulli (1667-1748).

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Johann_Bernoulli.

O desafio proposto por Bernoulli tratava-se de encontrar qual deveria ser a forma
de uma rampa para que uma particula, deslizando por ela a partir do repouso e sob a
acao da gravidade, gaste o menor tempo possivel para atingir outro ponto mais baixo da
trajetoria. Assim escreveu Johann Bernoulli:

“Dados dois pontos A e B em um plano vertical, fazer corresponder a uma
particula movel M a trajetoria AM B pela qual a particula, descendo sobre o seu proprio
peso, passa do ponto A para o ponto B no espago de tempo mais curto”. (Acta Erudito-
rum, 1699.)

Esse desafio foi encaminhado as mentes mais brilhantes da época dando-lhes
um prazo de seis meses, depois prorrogados por mais quatro meses para que o problema
fosse solucionado. Além do préprio Johann Bernoulli, outros cinco matematicos apresen-
taram solugbes para o problema: Isaac Newton (1643 - 1727); Jacques Bernoulli (1654 -
1705); Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) e Guillaume de L’Hopital (1661 - 1704) e
Ehrenfried Waltrer Von Tschirnhaus (1651 - 1708). Todos esses matemdticos por meios
diferentes chegaram a mesma resposta, que a curva de menor tempo ou Braquistécrona
deveria ser uma Cicloide.

A demonstracao matematica da curva de menor tempo se estabelece em torno

de se encontrar uma curva que faca com que um objeto de massa m sujeito apenas a
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aceleracao gravitacional percorra a distancia entre dois pontos distintos no menor tempo
possivel partindo do repouso.

Consideremos que o objeto m seja abandonado do ponto A e realize o percurso
até atingir o ponto B mais rapidamente do que qualquer outro caminho, conforme o

sistema de coordenadas a seguir (Figura 3.2):

Figura 3.2: Sistema de Coordenadas.
A(0,0) x x

¥

Fonte: Elaborada pelo autor.

A solucao desse problema é encontrar o tempo que a particula de massa m
leva para se deslocar sobre uma curva qualquer entre dois pontos A e B e em seguida é
procurar a curva, entre todas, que minimize o tempo de deslocamento entre esses pontos.
Orientando y para baixo (para ficar no mesmo sentido da forga da gravidade) e o ponto A
sera tomado na origem do sistema. Desprezando as forcas dissipativas, a energia mecanica
no ponto A é igual a energia mecanica no ponto B, entao, EM4 = FEMp.

Entao, podemos obter a velocidade de uma particula em queda livre, a partir

do repouso, a qualquer momento

va

moy =Ty

= v =/29Yy.

Por outro lado, da definicao de velocidade,

:ﬁﬁ 1ds
dsdx wvdx
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ds

Substituindo v por v = /29y e T por /1 + 32 teremos a seguinte expressao para a
x

derivada do tempo com relagao ao deslocamento horizontal

dt 1
= ——1+y2

dz /gy

Assim, integrando com relacao a x pode-se determinar o tempo total para se deslocar de

A para B
x 1 12
t:/ ty dx.
0 29y

Portanto, o tempo total gasto para tal deslocamento é

1 /x 1 + yl2
t=— \/ dr.
V29 Jo Y

Queremos encontrar y = f(z) tal que t seja minimo. Ainda temos y(0) = 0 e y(z) =y,

como condicoes de fronteira.

Segundo Tagliolatto (2015), a descrigdo matemética de sistemas relacionados a
leis da fisica comumente envolve maximos e minimos e existe um conjunto de ferramentas
desenvolvidas com o objetivo de solucionar problemas desse tipo. O calculo variacional é
uma ferramenta utilizada para resolver problemas de otimizacao, em especial, o problema
da Braquistocrona. A diferenca entre os cdlculos variacional e diferencial é a natureza dos
respectivos objetos a serem maximizados ou minimizados: enquanto o célculo diferencial
procura numeros que tenham a propriedade de otimizar, o calculo variacional procura
fungoes com tal propriedade.

De acordo com Junior (2010, p. 13 apud Tagliolatto, 2015, p. 27) suponha que
exista uma funcao escalar y(z) de classe C', satisfazendo as condigoes de fronteira y(z) =
Yo e y(z1) = y1, e que seja um extremo para o funcional v[y(z)] = f;;l F(z,y(x),y (z))dz,
onde F' é uma funcdo de classe C?, tem-se que tal funcao extremal deve satisfazer a

equagao diferencial de segunda ordem dada por

d
Fy = —Fy =0, (3.1)

denominada equagao de Euler.
Em particular, F' depende somente de y e i/, logo é possivel reduzir a equacao
de Euler a identidade F'—y'F,, = C proposta por Eugénio Beltrami (1835 - 1900) em 1868

e que leva seu sobrenome. A demonstracao dessa identidade se encontra no Apéndice A.
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Utilizaremos esta identidade na resolucao do problema da Braquistécrona. Seja
2
F(y,y) = Y , entao Fy, serd dada por
Y

(V) 1 a(ViT)

E, N = = _ 3.2
Yy (y7 y ) 8y’ \/@ dy/ ( )
. 2 du / .
para encontrar o resultado desejado fazemos u = 1 + y’*, logo i 21y’ Assim,
Y
1 dy/ud 1 1 !
P, = __\/a_“/ LI 1Y . — (3.3)
VY du dy o\ fy2/u Vy(d+y?)
Segue que
1 /2 /
F _ y/Fy/ — + y _ y/ y
Y y(1+y?)
2
) (\/ 1+ y’2) y/2 1+ y/2 _ y/Z
F -y Fy/ = — =
Vyd+y?) Vy+y?) Vyd+y?)
F —F, _ (3.4)
— y ;] = . .
TV y?)
Ou seja, F'— y'F, é equivalente a —————=, consequentemente temos pela identidade
y(1+y”)
de Beltrami
1
— =, (3.5)
Vyl+y7?)
que pode ser reescrita de forma mais simples, como
2 1
y1+y“)=—= =%k, com k>0. (3.6)

ez
Assim, temos uma equagao diferencial de primeira ordem nao linear. Para resolvé-la,
consideremos a substituicao y/'((x(t)) = cotg(t), tendo em vista a identidade cosec?(t) =

1 + cotg®(t). Temos

k k
YUY cotg®(t)  cosec(t) sen”(t) (3.7)
Derivando y com relacao a t,
% = k2sen(t)cos(t). (3.8)
1
Como ¥/ (z) = %, entao j—:; = J@) assim
1
de _dvdy 2ksen(t)cos(t) = 2ksen?(t). (3.9)

dt — dydt cotg(t)
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T
Integrando - = 2ksen?(t) obteremos uma expressao para x(t). Para tal integracao
1

utilizamos a identidade sen?(t) = 3 5005(22&),
1 1 k 2t
() = / hsen?(t)dt = 2k / {5 - 5003(275)} dt = kt — %() (3.10)

ou seja,

x(t) = §(2t — sen(2t)). (3.11)

Consequentemente, pela expressao (3.7),

y(t) = g(l — sen(2t)). (3.12)

Assim, fazendo 2t = 6, obtemos
r = —(0 — sen(d)) (3.13)
y= g(l — cos(0)). (3.14)

1
As equagoes (3.13) e (3.14) formam a solugao de y(1 +y?) = o= k, com k > 0. Estas
equacoes estao na forma paramétrica e seu grafico é uma Cicloide.

3.1.2 Problema da Tautocrona

Em 1658, Christiaan Huygens (Figura 3.3) estava interessado em encontrar al-
gum método para aprimorar seus relégios (Figura 3.5) de modo que estes nao adiantassem
ou atrasassem. No mesmo periodo, a Curva Cicloide estava em evidéncia devido ao desa-
fio de Pascal, e Huygens, entao, decidiu observar o que acontecia se usasse uma superficie
cuja secgao fosse um arco de Cicloide invertido. Ele Ficou satisfeito ao observar que, nesse
caso, o objeto chegard ao ponto mais baixo no mesmo tempo, independente da altura na
qual o objeto foi colocado. Tendo proposto um problema a si mesmo, Huygens provou
que a Cicloide é Tautocrona, e ainda, verificou que se o péndulo oscilar entre dois arcos
cicloidais de mesmo tamanho, a trajetéria percorrida pela haste, desde que essa seja do

tamanho dos arcos cicloidais, ¢ uma Tautécrona, ou seja, a Cicloide é isocrona.
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Figura 3.3: Christiaan Huygens (1629-1695).

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Christiaan_Huygens.

Para mostrar que a Cicloide é Tautocrona, utilizaremos a demostragao elencada
por Venceslau (2015). Consideremos uma Cicloide invertida, de modo que possa deslizar
sobre a mesma, uma particula de massa m, inicialmente em repouso, que parte de um
ponto A = (z(6,),y(6,)) para o ponto mais baixo da curva, ponto B, com 6, € [O, g},

como ilustra a Figura 3.4.

Figura 3.4: Cicloide invertida.

Y

A
L )
\\\\ /
— >
o X

Fonte: Venceslau (2015).

Desconsiderando as forcas dissipativas e sabendo que a energia mecanica é cons-

tante em todos os pontos da curva, temos

Eyv, = By,

E E

mecanica = “potencial T Feinética-

Desde que,

En = Epotencial + Eeinética:
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Entao,

Ec, + Ep, = Ec, + Ep,,

mu

mgha = 23,
vg = 2gha,
vp = \/2gha

Sendo vp a velocidade da particula no ponto mais baixo da curva, P = (x(6),y()) um

ponto genérico da curva de parametro 0, com 6 € [0,, 7] e ha = y(0) — y(0.), segue que

ve = V29(y(9) — y(ba))
vg = \/29(r —rcos(0) —r +rcos(,))
vp = +/2rg(cos(6,) — cos(0)). (3.15)

0 1 0 0 1 0 0
Sabemos que 003(5) = %8() = 0052(5) = %S() = cos(f) = 20052(5) -1,

entao utilizando a Equagao (3.15), obtemos:

v = \/297“ (20032(%) —1- 20032(2) + 1)

vp = \/497“ (0032(%) - 0032(g)>
on=2far (cos ) - )

Por outro lado, sendo L a funcao do arco percorrido pela particula do ponto A para o

ponto mais baixo da curva, entao vg = e Vamos determinar a expressao que define
0
dL. Sendo L = 2r fot sen(§)d0, (ver Proposicao 3.2, pag. 41), dai, temos:
dL 0 0
w = 27’8671(5) & dL = 27‘sen(§)d6’.
dL dL
Como vg = — < dt = —, entao obtemos:
dt B
0
2rsen(=)df
dt = 2

o (o) o)
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Integrando ambos os membros, segue:

0 1 6
cos(=) ——sen(=) 0
92 == 2 7 240 = du = sen(=)df = —2cos(—)du
cos(;a) COS(Ea)
Note que:
f=0,=u=1 e 0=m=u=0.
Entao:

O
0 7 —2003(5)
t:/ - 7 du
! gcos(f)\/l — u?
\ﬁ/l du
t=2 /0 [ 2L
gJo V1I—u?

t= 2\/Z|arcsen(u) I
9

t=2 I(arcsen(l) — arcsen(0))
9

=25 (-9

e
tzw\/i.
g

Portanto, o tempo que a particula demora a deslocar-se do ponto A para o ponto minimo
T . . .
da curva, com 6, € [0, 5] , € constante, nao dependendo do seu ponto de partida. Assim,

a Cicloide é Tautdcrona.
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Figura 3.5: Esbogo do relégio com péndulo cicloidal feito por Huygens.

{

FIG. I

Fonte: Boyer (1996).

O estudo da Curva Cicloide é bastante interessante no que diz respeito as suas
aplicacoes e propriedades no contexto do cotidiano. Verificaremos a seguir algumas si-

tuacgoes:
Proposicao 3.1. A drea sob um arco de Cicloide € trés vezes a drea do circulo gerador.

Prova. Consideremos o arco tragado, desde a origem, quando a circunferéncia perfaz
uma revolugao completa. Uma vez que y é uma funcao de x, Figura 2.3, a area pode ser

escrita da seguinte forma
2m
A= / y(t)a! (1)dt.
0

Sabendo que = = r(t — sen(t)) e y = (1l — cos(t)) sdo as equagdes paramétricas da

Cicloide, e que dx = (r — rcos(t))dt, entao

A

/ ' r[1 — cos(t)][r — rcos(t)]dt

0

A= /0 7r70[1 — cos(t)|r[1 — cos(t)]dt

A= 7"2/0 7r[1 — cos(t)][1 — cos(t)]dt

A=r? /%[1 — 2cos(t) + cos*(t)|dt
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2m
1 2t
A:r2/ {1—2003 )—l—LS()}dt
0 2
2m
1
A:r2/ {1—2003 t)+ = +COS( th
. 2 2
2w 2 2w
[t — 2sen(t)| + 1% —l—%@” }
0 0 0 0
A = 3nr?,

Portanto, a area sob o arco da Cicloide ¢ 3mr2.

Proposicao 3.2. O comprimento de um arco da Cicloide € quatro vezes o diametro do

circulo gerador.
Prova. Para o célculo do comprimento de um arco de Cicloide, as equagoes da Cicloide
x(t) =r(t —sen(t)) e y(t)=r(1—-cos(t))

comportam-se como suas equacoes paramétricas, no parametro t, em que 0 < t < 27.

Logo, o comprimento de arco ¢ dado por:

L= \/ ()2 dt

0

L= \/ 1 —cos(t)))? + (rsen(t))?dt

= /02” V/2r2(1 — cos(t)) dt.

11— t
Usando a identidade sen( ) — cos(t , tem-se 1 — cos(t) = 286%2(5). Assim,

/ \/2r22sen2
L:/ 2rsen( )dt

0
L-|

t
= —47’003(5)

T

2
= 8.
0

Portanto, o comprimento do arco da Cicloide é 8r.

Proposicao 3.3. A reta r tangente a Curva Cicloide em qualquer ponto P = (x,y) passa

pelo ponto mais alto, («R,2R), (Figura 3.6), da circunferéncia que rola.
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Prova. Sabendo que as equacoes paramétricas da Curva Cicloide em fungao do parametro
Q sao:

z(a) = aR — Rsen(a) e y(a) =R — Reos(a).
Derivando as equagoes paramétricas em relacao a «, temos:

dy _ dy/da _ —R(—sen(a)) _ Rsen(«) _ sen(a)
der  dx/do R — Rcos(a)  R(1—-cos(a)) 1—cos(a)

Esse resultado representa a inclinagao da reta. A equacgao da reta tangente a Curva
Cicloide no ponto P = (z,y) é dada por: y — y(a) = m(z — z(«)), onde m ¢ a inclinacao

da reta, entao,

y — [R — Reos(a)] = %[x — (aR — Rsen(a))]. (3.16)

Substituindo o ponto (R, 2R) na equagao (3.16), temos

SR (= Reonle)] = %[O&R — (aR — Rsen(a))]
R+ RCOS(a) - %
1+ cos(a) = %

sen®(a) = 1 — cos?(a)

sen?(a) + cos*(a) = 1.

Como chegamos a identidade trigonométrica fundamental, logo, a reta r tangente a Curva

Cicloide passa pelo ponto mais alto da circunferéncia que rola.

Figura 3.6: Reta r tangente a Curva Cicloide.

\(aR__zR)

¥

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma aplicagao no cotidiano da Curva Cicloide é sua utilizacao como pista de

skatistas. Segundo Venceslau (2015), nas provas verticais, os skatistas sao avaliados pela
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criatividade e grau de dificuldade das manobras, que devem ser executadas em um in-
tervalo de tempo pré-estabelecido. Dessa forma, quanto menos tempo o skatista gasta
percorrendo a extensao da rampa (Figura 3.7) de um lado para o outro, mais tempo lhe
sobrara para executar as manobras aéreas verticais que contam pontos. Por isso a im-
portancia em fazer o percurso da rampa no menor tempo possivel. Assim, para construir
uma rampa com tempo minimo de descida é necessario que os arcos que compoe a lateral
sejam Cicloides. Também podemos encontrar essa curva nos tobogas e nas montanhas

russas.

Figura 3.7: Rampa de skatistas.
g

Fonte: http://campeonatosdeskate.com.br/2013/09/26/skate-tem-seu-momento-mais-radical.html

Outra utilizacao da Cicloide é na Arquitetura, podem ser observadas nas ctipulas
do Museu de Arte Kimbell, Figuras 3.8, 3.9 e 3.10, localizado no Texas, na cidade de Fort

Worth-EUA. As cipulas refletem a luz natural com maior aproveitamento.

Figura 3.9: Detalhe do corte desenhado

da Arquitetura do museu.

Figura 3.8: Museu de Arte Kimbell.

¥ E*“' ’

Fonte: https://curvasearquitetura.

wordpress.com /cicloide/ Fonte: https://curvasearquitetura.

wordpress.com/cicloide/
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Figura 3.10: Parte interna do museu Kimbell.
SO, "

Fonte: https://curvasearquitetura.wordpress.com/cicloide/

3.2 Curva Epicicloide

A Curva Epicicloide é um caso especial das epitrocoides (é uma rolete descrita
por um ponto associado a um circulo de raio r que rola externamente ao redor de outro
circulo fixo de raio R). H4 dois casos especiais: a Cardioide e a Nefroide.

Johann Castillon (1708 - 1791), foi quem nomeou a Cardioide - por ter um
formato de coragao e Richard Anthony Proctor (1837 - 1888) foi quem nomeou a Nefroide
- por ter um formato de um rim.

Uma aplicagao da cardioide estd nos microfones. Segundo Nunes (2015), os
padroes de interferéncia e congruéncia das ondas que irradiam concentricamente de um
ponto, ao fazé-lo, podem identificar as areas de maior sensibilidade. Um microfone em
forma de Cardioide ¢é sensivel ao som frontal e minimiza o som traseiro. Os microfones
do tipo Cardioide sao, basicamente, unidirecionais, e existem trés variagoes: Cardioide,
Hipercardioide e Supercardioide.

A Cardioide (Figura 3.11) tem como caracteristica a relagao entre os raios: R =
r. Substituindo esta relagao na equagao (2.19), a Cardioide fica definida parametricamente

CO1mo:

(R+71)
(R+ )

z = (R +1)cos(§) — rcos [ 9} = 2 = 2rcos(0) — reos(26)

y=(R+r)sen(0) — rsen [ 9] = y = 2rsen(0) — rsen(26)
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Figura 3.11: Cardioide, R = r.

Fonte: http://algumascurvasplanas.blogspot.com/

O eixo de simetria de uma Cardioide é a reta que contém a cuspide e a divide
em duas partes iguais. Se a cuspide se localizar num dos eixos coordenados, o eixo de
simetria pode ser vertical ou horizontal. Com base nessa referéncia, as coordenadas polares

da Cardioide podem ser definidas a partir das equagoes:
r(0) = a(l £cos(0)) e r(0) =a(l=+sen(d)).

Considerando o parametro a = 1, os gréaficos das equacoes polares da Cardioide

terao a forma conforme a Figura 3.12.

Figura 3.12: Graficos das equacgoes polares da Cardioide.

z T

el = /
=0,

1= ] [ ra)=1-smé ]
ri{f) =1+sind i

0.5 -l \
-1,

?‘(9}=1+clos€

1] 0.5 1 1.5 z =2 =1.5 =1 =05 a |

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Cardioide
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Proposigao 3.4. A drea delimitada pela Cardioide é dada por 3wa®/2.

Prova. Considerando a equagao polar r(f) = a(l — cos(f)) e sabendo que a drea em

1
coordenadas polares é A = 3 J f r2df, temos:

1 2m ) 1 2w ) )
A=— rdf = - a“(1 — cos(0))°df
2.Jo 2. Jo

1 27
50?/ (1 —2cos(f) + cos*(0))do
0

1 2 1 2w
- 015 — 2|sen(0) 2" + = (1 + cos(26))db
— 2 2/,
1 1
3¢ (24 G108+ lsento) )
2
37Ta

2

3ra®

Portanto, a area delimitada pela Cardioide é
Proposicao 3.5. O comprimento da Cardioide é dado por 8a.

Prova. Considerando a equagao polar r(#) = a(1 — cos(#)) e restringindo o comprimento

da cardioide ao primeiro e segundo quadrante, temos dr(6)/df = asen(f) e sabendo que

dr()\> i
W) df, entao,

o comprimento do arco é L = f f \/ r2 4+ (

/ Tl = cos(@))F + (asen(0) 2d6
_ /0 Ja2(1 — cos(0) )2 + aZ.sen?(8)df
_ /0 @ = 2cos(0) + @cos?(0) + @sen?(0)d0
_ /0 " e~ 2acos(8) + a2d6
_ /OW /222(1 = cos(0))d
L—av2 / ST = cos(0))db.

1 — cos(0)
2

Como seng = + , entao,

L= a\/ﬁ/7r \/ﬁsen(g)dé
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Logo, o comprimento total da Cardioide é 2 - 4a, ou seja, 8a.
A Nefroide (Figura 3.13) tem como caracteristica a rela¢do entre os raios: R =
2r. Substituindo esse relacao na equagao (2.19), a Nefroide fica definida parametricamente

CO1mo:

(R+7)

z = (R +1)cos(8) — rcos [ 9} = 2 = 3rcos(0) — reos(36)

(R+ )

y = (R+r)sen(0) — rsen [ 0] = y = 3rsen(0) — rsen(360)

Figura 3.13: Nefroide, R = 2r.

104

Fonte: http://algumascurvasplanas.blogspot.com/

Proposicao 3.6. O comprimento do arco de Nefroide é 24r.

Prova. O comprimento de uma curva definida parametricamente por duas funcoes de-

pendentes de um parametro é

L= / V@ O+ (7 (@)2de. (3.17)
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A derivada da coordenada da Nefroide é:

z'(0) = —3rsen(0) + 3rsen(36)

y'(0) = 3rcos(8) — 3rcos(30)

Entao, o comprimento do arco entre as duas primeiras cuspides, temos

L= /07T V[=3r[sen(6) — sen(30)]]2 + [3r]cos(0) — cos(36)]]2d6

L= /0 ' V9r2(2 — 2cos(260)db
L:3¢%KTvTTER%M9
L=3V2r /07r V1 = cos?(0) + sen(0)dd
L=3V2r /07r V/2sen?(0)do
L:&@¢%/‘%mmw

™
0

L = 6r|—cos(0)|;

L=6r[—(—1-1)]

L =12r.
Logo, o comprimento total da Nefroide é 2 - 12r, ou seja, 24r.
Proposicao 3.7. A drea da regido delimitada por uma Nefroide é 12712,

Prova. A area definida parametricamente por duas funcées dependentes de um parametro
é
B
A / y(0)2(0)dD.
Entao,
z'(0) = —3rsen(0) + 3rsen(36)
y(0) = 3rsen(0) — rsen(36).

Temos,

A= /0[37"3671(9) — rsen(30)][—3rsen(0) + 3rsen(36)]d0

Y
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—9r?sen?(0) + 12r?sen(6)sen(30) — 3r*sen?(30)]d0

/ [9r2sen?(0) — 12r2sen(0)sen(30) + 3rsen®(30)]d0

0 20 2w 2m 0 60 o
A=ty [T fsen@)sentaaan + 5% |5 — A0
d | 0 2 12 |,
0 sen(20)]*" 3 1 2 9 sen(66)]°"
- —12r%| -2 3 3
A=9r 5 el 12r 83671(0)005(39) + 83671(39)605(9) ) + 3r 5 2|

A =91+ 3rr
A = 12702

Portanto, a regiao delimitada pela Nefroide é 12772

3.3 Curva Hipocicloide

A Curva Hipocicloide é um caso especial das hipotrocoides (é uma rolete tracada
por um ponto fixo de um circulo de raio r que rola dentro de um circulo de raio R fixo,
onde o ponto estd a uma distancia d do centro ao circulo interno). As mais conhecidas
das Hipocicloides sao o par Tusi, a Deltoide e a Astroide.

Segundo Steinhaus (1999), o par Tusi é obtido por laminagem de um circulo de
raio r dentro de um circulo de raio 2r. O resultado é um segmento de linha (diametro do
circulo maior), é uma Hipocicloide com duas cispides.

A Deltoide foi estudada primeiramente por Leonhard Euler em 1745 e por Jacob
Steiner em 1857, é também conhecida como curva Tricuspide.

Segundo Raposo (2013), a Curva Astroide foi descoberta em 1674 por Ole Romer
quando o mesmo procurava qual a melhor forma que os dentes de engrenagens deveriam
ter. Aos longos dos anos suscitou o interesse de muitos, dos quais se enumeram Johann
Bernoulli em 1691, Gottfried Leibniz em 1715 e Jean Le Rond D’Alembert em 1748. Uma
das propriedades mais importantes da Astroide, teorema da dupla geracao, foi descoberta
por Daniel Bernoulli, em 1725. Foram atribuidos varios nomes a curva como cubocicloide,
paraciclo e curva tetractspide, tendo o nome de astroide (do grego astér que significa
estrela) aparecido pela primeira vez, em 1838, ao ser publicado num livro de Littrow.

O par Tusi, Figura 3.14, tem como caracteristica a relacao entre os raios: R = 2r.

Substituindo essa relacdo na equagao (2.30), o par Tusi fica definido parametricamente
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CO1mo:

z = (R — r)cos(8) + rcos FR; 7")91 = 2 = 2rcos(0)

y = (R — r)sen(0) — rsen {(R - T)e] Ly—0.

r

A Deltoide ou Trictspide, Figura 3.15, tem como caracteristica a relacao entre
os raios: R = 3r. Substituindo essa relagdo na equagao (2.30), a Deltoide fica definida

parametricamente como:

x = (R —r)cos(0) + rcos [(R; T)H] = x = 2rcos(8) + rcos(20)

y = (R —r)sen(f) —rsen {(R; r) 9} =y = 2rsen(f) — rsen(26).

Figura 3.14: O par Tusi, R = 2r.
R=6

8

t=257
-

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 3.15: Deltoide, R = 3r.
i

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Proposicao 3.8. O comprimento do arco de Deltoide ¢ S = 16r.

Prova. Tendo em conta as equagoes da Deltoide, e que a mesma tem trés cispides em 0 =

2 4
0,0 = ?ﬂ el = g, calculamos o comprimento do arco da curva de |0, ?ﬂ e muliplicamos

por trés. Temos 2/(0) = —2rsen(f) — 2rsen(20) e y'(0) = 2rcos(0) — 2rcos(20)

2m
Sy = /0 3 V[=2rsen(d) — 2rsen(20)]2 + [2rcos(0) — 2rcos(20)]2dA

2m
S; = \/gr/ 31— cos(360)d
0

2T
3 3 3
S, = V/8r 1—cos?| =0+ sen? | =0 |do
. 2 2
2T

Sy = \/é\@'r’/()? sen <§9> df

2
2

3

0

2 3
S| = 4r§ ’—cos <§9>
8
S1 = —r(—cosm + cos0)
16
Sy = —r.
Assim, S = 3 x §7 = 167.

Proposicao 3.9. A drea da regido delimitada por uma Deltoide é A = 2mr?.

Prova. Como a Deltoide é simétrica em relagao ao eixo das abscissas, calculamos a area

da mesma acima do eixo z, com 6 € [0, 7] e multiplicamos por dois.
A = /0[27"3671(«9) — rsen(20)][—2rsen(f) — 2rsen(20)]d0
A =— /07T 2r°[—2rsen () + sen(20)][sen(0) + sen(20)]d0
Ay = =27 /W[—ZsenQ(Q) — 2sen(6)sen(20) + sen(6)sen(20) + sen?(26)]do
0

™

0  sendd

2 8

0 sen20

2 4

A = 42T 92T
2 2

A = 47’2/ sen®(0)d6 + 2r2/ sen(6)sen(20)do — 27’2/ sen’(20))do
0 0 0
—sen(0)

™ 1 ™
Ay = 412 + 272 < ) — 2r?
0 2 0

- ‘%sen(?)@)

0 0

A, = 7r
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Assim, A =2 x A, = 2mr?.
A Astroide ou Tetractuspide, Figura 3.16, tem como caracteristica a relacao entre
os raios: R = 4r. Substituindo essa relagdo na equagao (2.30), a Astroide fica definida

parametricamente como:

R—r)

x = (R—r)cos(0) + rcos {( 9] = x = 3rcos(0) + rcos(30)

y = (R —r)sen(f) — rsen {(R; r) 9} =y = 3rsen(f) — rsen(36).

Figura 3.16: Astroide, R = 4r.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposicao 3.10. O perimetro da Astroide é P = 6 R = 24r.

Prova. Calculando o perimetro da curva no primeiro quadrante, pois a curva é simétrica
em relacdo aos eixos coordenados. As equagoes paramétricas da Astroide sdo z(0) =
Rcos?(0) e y(0) = Rsen®(f). Assim, para 6 € [O, g} e tendo em conta que z'(f) =
—3Rcos?*(0)sen(0) e y'(0) = 3Rsen?(0)cos(f), temos:

p1 = /05 VIR2[(cos2(0)sen(0))? + (sen?(0)cos(6))2]do

p1 = /05 VIR (cost(#)sen?(0) + sent(0)cos?(6))db

p1 = /0§ VIR2(cos2(0)sen?())(cos2(0) + sen2(6))db
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p1 = 3R/2 \/cos2(0)sen2(0)do
0

p1—3R/ cos(0)sen(0)do
T
sen?(6)]2
=3R
P1 5 .
1 12r
pl—gRX§—T—6’f’.

Assim, o perimetro total da curva é P =4 x p; = 4 x 6r = 24r.
o« o~ P .~ . . . . 3 2 2
Proposigao 3.11. A drea da regidgo delimitada por uma Astroide é A = g?TR = 67r-.

Prova. Sendo z(0) = Rcos®(0) e y(6)
2'(0) = —3Rcos*(#)sen(h), temos,

= Rsen?(0) as equagoes paramétricas da curva e

B
A / y(0)2(0)dD.
Assim,

A = /20 Rsen?®(0) - (—3R)cos(0)sen(6)dd

™

2m
Ay = 3R2/ sen*(0)cos?(0)do
0

4 — 332/0% (1 —cgs(29)>2 <1+cgs(29)) "

2
A = % (1 — 2005(20) + cos2(20))(1 + cos(26))db
0
3R 2 2 3
A = < (14 cos(20) — 2cos(20) — 2cos”(20) + cos*(260) + cos’(26))dl
0
3R? 9 3
A = e (1 — cos(20) — cos™(26) + cos(20))db
0
2 27
A = 31 (1 — cos(26) — Lt 608(49) 0s>(2 ))
8 Jo
2 2
A = 3 (1 — cos(20) — cos{ 49 + cos® )
s J, \2
2 2 2
2
A = 31 ’— _ | seni29) sen(46) / — sen?(26)cos(20)) | df
8 0 2
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3R? sen(20) sen3(260) |

4y = 22 _

1T (” T, 2 |,

3R

Al - 8
3 x 1612w

A =22 2T

Al = 67TT2.

Portanto, a 4rea delimitada por uma Astroide é 67r2.
Grande parte dos céalculos desenvolvidos neste Capitulo sobre dreas e compri-
mentos das curvas podem ser encontrados em Raposo (2015) e em Munem & Foulis (1982).
Para um estudo das Epicicloides e Hipocicloides no desenho geométrico, po-
demos utilizar uma régua chamada de Régua Magica ou Espirografo, Figura 3.17, que

facilita a descricao dessas curvas.

Figura 3.17: Régua Mégica - Espirografo.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Capitulo 4

Curvas Cicloidais no Ensino Médio

4.1 Introducao

Ressignificar significa dar uma nova visao a acontecimentos na vida, é um ele-
mento importante no processo de criagao, onde as habilidades de atribuir nova importancia
a um acontecimento que se torna 1til e proporciona satisfagao as pessoas envolvidas nesse
processo.

Em particular ao estudo da Matematica, dar essa significacao é componente
importante na construc¢ao da cidadania, do conhecimento cientifico e dos recursos tec-
nolégicos, e seu ensino deve ser designo do trabalho do corpo docente desenvolvendo em
seus discentes outras competéncias para compreender sua realidade e transforméa-la. Mas,
o que se percebe nos estabelecimentos de ensino tanto do Fundamental como do Médio, é
o desgosto pela Matematica, tornando-a uma das disciplinas que desperta menos interesse
e desta forma, transportando esse desgosto para outras disciplinas da area das Ciéncias
da Natureza: Fisica, Quimica e Biologia.

O objetivo deste Capitulo é mostrar como trabalhar o estudo das Curvas Ci-
cloidais na Educacao Baésica, mais especificamente no 3° Ano do Ensino Médio e assim,
fazer com que os discentes possam compreender a beleza, as formas, as propriedades e as
aplicacoes relacionados a essas curvas.

Destaca-se que retirando as demonstragoes matemaéticas, por métodos do uso de
derivadas e integrais, que provam as propriedades das Curvas Cicloidais, podemos traba-
lhar com os alunos os conceitos, fatos histéricos, construcoes das curvas com materiais do

cotidiano e uso de software para despertar o interesse pelo estudo das Curvas Cicloidais.
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4.2 Exposicao em Sala de Aula

Os primeiros passos para a compreensao das Curvas Cicloidais foi fortalecer os
conhecimentos prévios, tanto em Fisica como em Matematica. Conhecimentos que en-
volvem Trigonometria, Geometria Analitica, Movimento Uniforme, Movimento Uniforme-
mente Variado, Movimento Circular, Forca e Energia. Apds essas abordagens, entramos
no mundo das Curvas Cicloidais através dos conceitos e fatos historicos, conhecendo os tra-
balhos e o brilhantismo dos celebres matematicos dos séculos XVI e XVII. Essa sequéncia
teve como objetivo desvendar e incentivar o aprender da Matematica e da Fisica e nao
somente o intuito de aplicar féormulas.

Com o regaste dos contetidos da Matematica e da Fisica, partimos definitiva-
mente para o estudo matematico das Curvas Cicloidais no que diz respeito a parame-
trizacao das curvas. Parametrizar uma curva é descrever essa curva em funcao de uma
variavel. Enfatizamos que contetidos novos sempre causam estranheza e requer muita ha-
bilidade do professor para motivar e estreitar esses conhecimentos para os alunos, assim,
com os recursos disponiveis na nossa escola, procuramos desmistificar a parametrizagao
dessas curvas com clareza no trato matematico e com auxilio de imagens no computador
para ilustracao e facilitacao das posi¢oes ocupadas pelos pontos que descrevem as curvas.

A Figura 4.1 mostra um momento das aulas sobre a parametrizacao das curvas.

Figura 4.1: Aula sobre parametrizacao de curvas.
. i gaadia ""'"""""w“”'!

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ap6s o estudo da parametrizacao das curvas, passamos para a etapa de cons-
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trucao dessas curvas, utilizando, para isso, o software GeoGebra. O GeoGebra com suas
riquissimas ferramentas para facilitar a observagao e o aprendizado em todos os niveis
de ensino, contribuiu de forma substancial para criacao e manipulagao das variaveis que
regulam as Curvas Cicloidais. Encaminhamos nossos alunos para o Laboratério de In-
formatica e utilizamos a geometria dinamica do GeoGebra e identificamos, primeiramente,
seus comandos e insercao de fungoes matematicas na forma algébrica para visualizagao
de seus gréaficos. Nesse momento, o uso do software GeoGebra teve papel fundamental na
construgao do conhecimento dessas curvas e suas visualizagoes foi um meio de acesso ao
entendimento para a modelagem matemaética.

A tecnologia disponivel que temos hoje é uma aliada no processo de aprendi-
zagem do educando, assim, trabalhar em ambientes de aprendizagem em que os alunos
possam alinhar suas ideias é o que se espera na construcao do conhecimento. Nesse ensejo,
além de construirem as Curvas Cicloidais nos computadores, lancamos uma proposta, que
também fizessem a construgao dessas curvas nos seus celulares através do aplicativo Ge-
oGebra. Como uma parte dos nossos alunos nao dispunham de computadores desktops
ou mesmo notebooks em suas residéncias, a utilizacao dos aparelhos celulares foi uma
alternativa que os favoreceram. O uso desse aplicativo nos celulares contribuiu com nosso
estudo, como também, impactou positivamente no processo de aprendizagem dessas cur-
vas. A Figura 4.2 mostra um dos momentos das aulas no Laboratério de Informética na

construgao das Curvas Cicloidais.

Figura 4.2: Aula sobre como construir as Curvas Cicloidais no GeoGebra.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A construcao das Curvas Cicloidais nos computadores e nos celulares possibilitou
a abertura para novas ideias. Nesses ultimos anos, ¢ comum observar que as tecnologias
tém influenciado fortemente na diversao das criancas, adolescentes e adultos. No entanto,
em décadas anteriores eram os dispositivos (brinquedos) manipuldveis que faziam a di-
versao de todos. Nessa perspectiva, procuramos incentivar a construcao das curvas de
forma ludica, especialmente a Epicicloide e a Hipocicloide, com o auxilio de uma régua,
chamada de Régua Magica ou Espirdgrafo, Figura 4.3. Essa régua, muito utilizada nas
décadas de 70 e 80, permite construir figuras de formatos variados e que desperta a curi-
osidade pela beleza das formas encontradas. Uma ressalva importante de se fazer é que

as curvas formadas por esta régua sao chamadas de Epitrocoide e Hipotrocoide.

Figura 4.3: Régua Magica ou Espirografo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Régua Magica foi criada pelo engenheiro inglés Denys Fisher, que a exibiu em
1965 na Feira Internacional de Brinquedos de Nuremberg (Nuremberg International Toy
Fair), na Alemanha. Os furos nos circulos dentados sao para encaixar canetas ou lapis,
entao, fazendo os movimentos no sentido horario ou anti-horario, formam-se as curvas

numa folha de papel, conforme a Figura 4.4.
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Figura 4.4: Formagao das curvas no papel.

Fonte: Elaborada pelo autor.

As curvas formadas apresentam uma beleza peculiar que podem ser chamadas
de Mandalas. Mandala (em Séanscrito significa circulo) é uma representacao geométrica
da dinamica relagao entre o homem e o universo. A Figura 4.5 mostra algumas mandalas

construidas com a Régua mégica.

Figura 4.5: Mandalas construidas por meio da Régua Magica.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com a habilidade apurada para construir as figuras, comegamos a mostrar para
os alunos como utilizar a régua, manipular corretamente as engrenagens e, com muita
paciéncia, chegar a formar as figuras observadas anteriormente. A Figura 4.6 mostra um
dos momentos de como criar as figuras por meio da Régua Mdgica no Laboratério de

Ciéncias.



Fonte: Elaborada pelo autor.

A missao de ensinar como construir as figuras com a Régua Magica foi bastante
inovadora e satisfatoria. Verificar a dedicagao para chegar a um resultado que simbolize a
aprendizagem e compreender as aplicacoes das Curvas Cicloidais é um elo que se enxerga a
Matematica tao préxima do nosso cotidiano. E para se fazer as figuras com maior precisao,
utilizamos, também, um recurso disponivel na internet que é o Inspirograph, Figura 4.7,
que pode ser encontrado no enderego: https://universodavitoria.com.br/crie-mandalas-
com-regua-magica-virtual/. Com esse recurso, é possivel escolher diferentes modelos de
réguas, cores das linhas e do fundo, resultando numa infinidade de possibilidades de figu-
ras. A Figura 4.8 indica um dos momentos da utilizacao do Inspirograph no Laboratorio

de Informaética.

Figura 4.7: Inspirograph.
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Fonte: https://universodavitoria.com.br/crie-

Fonte: Elaborada pelo autor.

mandalas-com-regua-magica-virtual/.
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Na Figura 4.9, destaca-se algumas figuras (Mandalas) feitas pelos alunos com

os recursos do Inspirograph.

Figura 4.9: Mandalas feitas no Inspirograph.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Todo esse processo, conhecer as Curvas Cicloidais, parametriza-las, construi-las
no GeoGebra, desenhéa-las no papel utilizando a Régua Mégica e utilizando o Inspirograph
para aprimorar as figuras, foi um trabalho desenvolvido em quatro meses. Planejamento,
sequéncia didatica, inspiracao, entusiasmo, apoio da gestao escolar e de docentes, con-
tribufram para tornar o estudo das Curvas Cicloidais no Ensino Médio muito atrativo e
despertar interesse dos nossos alunos.

Para que esse trabalho chegasse a todo o ambiente escolar, planejamos uma ex-
posicao para as Curvas Cicloidais, e que nao ficasse exclusivamente voltado para os alunos
do 3° Ano do Ensino Médio, por isso, a exposicao foi aberta para todas as séries do Ensino
médio. Mas para que isso fosse concretizado, houve uma sele¢cao de alunos, principalmente
daqueles que se destacaram no periodo do estudo das curvas, para divulgacao e realizacao
desse evento. Com essa visao, contamos com a participacao de nove alunos que foram
distribuidos em trés equipes, cada equipe com a incumbeéncia de desenvolver o trabalho
de pesquisa, construcao e apresentacao das respectivas curvas.

Sob nossa orientacao, cada grupo comecou a fazer a busca da literatura sobre
fatos histéricos das Curvas Cicloidais, com o objetivo de aprofundar os conhecimentos

adquiridos anteriormente e para, posteriormente, a confeccao de cartazes descrevendo as
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caracteristicas das curvas. A situacao interessante foi perceber a unidao entre as equipes,
valendo-se do espirito colaborativo, os componentes comecaram a fazer um estudo em
conjunto para a realizagdo da tarefa de elaboragao de cartazes. A Figura 4.10 mostra

alguns dos cartazes elaborados pelos alunos.

Figura 4.10: Cartazes das Curvas Cicloidais.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalizada a etapa de pesquisa sobre os aspectos histéricos das curvas, comegaram
a trabalhar na confeccao da Curva Cicloide. Utilizando como referéncia a descri¢ao pro-
posta por Venceslau (2015), Curvas Parametrizadas, Cicloides, Experimentos e Aplicagoes,
pagina 43, os alunos construiram a Curva Cicloide com materiais do cotidiano. A Figura

4.11 mostra a confeccao da Curva Cicloide.

Figura 4.11: Construcao da Curva Cicloide.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Uma contribuicao particular que desenvolvemos para mostrar a Braquistocrona
e a Tautécrona foi a construcao, em madeira compensada, de trés curvas. Unidas essas
curvas, temos o dispositivo para descrever o trajeto das esferas e para observar essas
duas propriedades que estao envolvidas na Curva Cicloide. O dispositivo é formado por
uma reta (1), uma curva (2) e a Curva Cicloide (3), tem 99 cm de altura e 160 cm de

comprimento, conforme observado na Figura 4.12.

Figura 4.12: Dispositivo contendo uma reta, uma curva e a Curva Cicloide.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O trabalho desenvolvido com a Régua Magica para a construcao das Mandalas
teve relevancia fundamental, o grupo de discentes comegou a criar diversas Mandalas e
organizéa-las para a confeccao de um mural. O objetivo do mural era mostrar os tragos
artisticos que a Matematica pode desenvolver em cada um e tentar despertar o interesse
por seu estudo. O material utilizado para confeccao do mural sao todos de facil obtengao
e a criatividade dos alunos deu uma beleza no dia da exposicao. A Figura 4.13 apresenta
um dos momentos da construcao de painéis com as Mandalas para fazer o mural para

€xXposicao.
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Figura 4.13: Confeccao dos painéis de Mandalas.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Outra forma de contribuir para a construcao das Mandalas, especialmente a
descrigao das Epitrocoides, em maior escala, foi a obtencao de engrenagens maiores que
as da Régua Magica. FEssas engrenagens feitas de madeira deram uma visao ampliada
das figuras e, também, despertaram a curiosidade de criar outros tipos de engrenagens
com materiais, tamanhos e formas diferentes. A Figura 4.14 mostra as engrenagens de

madeira.

Figura 4.14: Engrenagens de madeira.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Todos os pontos destacados neste estudo sobre as Curvas Cicloidais tiveram sua
culminancia na apresentacao dos materiais produzidos, na descricao das propriedades, nas
aplicacoes que podemos verificar no cotidiano e incentivar o interesse pela Matematica.
Desse modo, disponibilizamos de um espaco adequado para que fosse feito a exposicao das
Curvas Cicloidais e para mostrar como seu estudo é bastante fascinante, perpassando pelos
fundamentos histéricos, conhecendo os precursores do estudo das curvas, como trabalhar
no GeoGebra, verificando suas propriedades, aplicagoes e, na pratica, como criar suas

figuras (Mandalas) com o uso da Régua Maégica e do Inspirograph.
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Enfatizamos que o mais importante nesse trabalho nao foi a apresentacao em si,
mas como o corpo discente assimilou o contelido e o aprendeu para que possam avancgar em
estudos posteriores e, se possivel, tornando-os futuros cientistas na area da Matematica
ou areas afins.

Destaca-se que no dia da exposicao das Curvas Cicloidais tentamos tornar o
ambiente o mais agradavel possivel para que os outros alunos pudessem sentir uma grata
satisfacao de estarem assistindo um momento de como a Matematica pode ser estudada
e explorada, desfazendo o mito que ela sé se presta para realizacao de calculos o que a
torna desagradavel para muitos.

A distribuicao na sala para a exposicao se estabeleceu de uma forma que os visi-
tantes pudessem ter informacoes detalhadas e contato com os materiais expostos. Na pri-
meira parte da exposicao das Curvas Cicloidais foi descrito a defini¢ao, aspectos historicos,
caracterizacao do dispositivo de madeira e das curvas feitas em isopor para descrever as
propriedades Braquistocrona e Tautécrona e manipulagao no computador do programa
GeoGebra para analisar a Curva Cicloide. Na Figura 4.15 podemos observar alguns dos

momentos da exposi¢ao da Curva Cicloide.

Figura 4.15: Exposicao da Curva Cicloide.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A segunda parte se caracterizou pela descricao da Curva Epicicloide. Definigao,
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abordagem historica, manipulacao no GeoGebra e como criar as figuras utilizando as
engrenagens de madeira e da Régua Mégica foram os aspectos explorados. A Figura 4.16

mostra alguns desses momentos.

Figura 4.16: Exposicao da Curva Epicicloide.
—— &l

—

Fonte: Elaborada pelo autor.

A terceira parte da exposicao foi a exploragao da Curva Hipocicloide. Além da
definicao, aspectos histéricos, manuseio da curva no GeoGebra e como utilizar a Régua
Magica para criar figuras, trabalhamos com o Inspirograph para que os alunos pudessem
criar suas figuras no computador. A Figura 4.17 mostra um dos momentos da exposi¢ao
da Curva Hipocicloide.

A parte final da exposicao das curvas foi a visualizacao do mural de Mandalas
confeccionados pelos alunos que nos auxiliaram nesse trabalho. As belezas da forma das
figuras e a possibilidade de criar diversas formas, impressionaram a todos. Nesse aspecto,
esperamos que tenham compreendido que o estudo da Matematica vai além de realizacao

de célculos e que motive o prazer de estuda-la. A Figura 4.18 mostra o mural de Mandalas.
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Figura 4.17: Exposicao da Curva Hipocicloide.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.18: Mural de Mandalas.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Necessario se faz repensar o significado da Matematica em muitas atividades
realizadas no cotidiano. Enfatiza-se que ela é um instrumento primordial para o desenvol-
vimento tecnoldgico. No seu ensino, longe da ideia de que deva ser estudada pelo fator de
memorizacao e realizacao de amplas linhas de cédlculos, sua contextualizagao e referéncias
nas atividades desempenhadas no cotidiano tem motivado de forma bastante satisfatoria
a comunidade escolar. Podemos observar que determinados contetidos podem ser usados
para ampliar o desenvolvimento do raciocinio mateméatico com facilidade.

Destacamos que apresentar a parametrizacao das Curvas Cicloidais, construi-
las e manipulé-las no software GeoGebra, compreender as propriedades e aplicacoes e
construi-las utilizando materiais disponiveis no nosso dia-dia, foi uma experiéncia inova-
dora e geradora de grandiosa satisfacao, que fez modificar nosso olhar para o ensino da
Matematica e da Fisica.

Em relacao a experiéncia em sala de aula apresentada no Capitulo 4, podemos
verificar que foi motivado o interesse e a curiosidade pelo estudo da Matematica, mos-
trando que é uma ciéncia dinamica, cheia de desafios. Esperamos que esse trabalho sirva
de incentivo para quem possa utiliza-lo como fonte de pesquisa em novas praticas de como
ensinar essa disciplina.

Este trabalho trilhou por um dos assuntos mais magnificos da area da Ma-
tematica, as Curvas Cicloidais. Apesar destas nao fazerem parte da matriz curricular
do Ensino Médio na Educacao Basica buscamos adaptd-las em um projeto para que os
alunos das turmas da 3* série do Ensino Médio pudessem ter a oportunidade de conhece-

las. Consequentemente, ampliar sua visao e compreensao da importancia das Curvas
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Cicloidais. Acreditamos que aqueles que se interessarem em estudar as Curvas Cicloidais
possam fazer a ampliacao desse estudo, melhorando e buscando novos meios e técnicas

para disseminar seu conhecimento.
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Apeéendice A

Demonstracao da Identidade de

Beltrami

d
Proposigao A.1. Se na equagao de Euler Fy— —F,, =0, F' depende somente dey ey,

dx

€ possivel reduzir esta equacao a identidade F' —y'F,y = C proposta por Eugénio Beltrami

(1835-1900) em 18068 e que leva seu sobrenome.

Prova. De fato, para verificar a validade desta identidade, multiplicaremos a equacao de

Euler por ¢/
8F ,d OF

8y da: (?y
Por outro lado, a derivada total nos fornece a seguinte relagao
aF _OF OF  OF
dv  OJx 0Oy 8 Y
ou ainda,

Como F nio depende da varidvel z, entdo 95 = 0. Substituindo (A.3) em

dF OF , ,dOF
— = =y == =0.
dr 0Oy dx Oy
F F d OF
Como, pela regra do produto, e ( gy ) y’g—yl + /d_%’ entao
LLOF _d(OF 0
dx oy dx Y oy’ 4 oy’
Substituindo (A.5) em (A.4), teremos
dFF  OF d OF OF
- _/y// _ y/_/ y// - — 0
dr Oy dx dy dy
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(A.3)

(3.1), teremos

(A.4)



A igualdade A.6, fornece
d oF
— | F =y — ) =
dzx ( Y oy’ > 0

que por integracao, resulta na identidade de Beltrami:

F — y,Fy/ = C
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Apendice B

Aspectos Historicos das Curvas

Cicloidais

B.1 Curva Cicloide

De acordo com as pesquisas bibliograficas efetivadas em relagao a Curva Cicloide
observa-se que esses estudos nos sinalizam para a ideia de que a Curva Cicloide tem como
primeiros registros os gregos que ja conheciam sua familia, dado os registros a respeito dos
epiciclos nos modelos de érbitas circulares. Em 1679 através de uma carta de John Wallis
(1616 - 1703) registra que Nicolas Cusa (1401 - 1464) foi o primeiro a perceber essa curva,
quando se dedicava a encontrar a area de um circulo - Quadratura da circunferéncia. Essa
afirmacao tem valor histérico, pois, atribui-se a descoberta dessa curva a Cusa em 1450.
No inicio do século XV 11, Charles de Bovelles (1475 - 1566) avangou no estudo da cicloide
com base na descricao da Cicloide em sua obra Introductio em Geometriam, publicado
em 1503. Segundo Whitman (1943), Bovelles identifica erroneamente o arco tragado por
uma roda como parte de um circulo maior com um raio 1/5 maior que a roda menor.

Em 1599, a Curva Cicloide foi nomeada por Galileu Galilei (1564 - 1642), ela
foi tracada por um ponto sobre o bordo de uma roda quando esta rola sobre uma reta.
Assim, Galileu tentando achar a sua area, concluiu que a area era aproximadamente igual
a trés vezes a area do circulo gerador, que, posteriormente, foi demonstrada por Gilles
Persone de Roberval (1602 - 1675).

No século XV'II, se concretizaram e desenvolveram o estudo sobre as proprie-

dades da cicloide. A Curva Cicloide (Figura B.1) foi de grande importancia no periodo
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em que a Geometria Analitica de Fermat, Descartes e Roberval; o calculo diferencial
de Newton e Leibniz e os métodos dos indivisiveis de Cavalieri e Torricelli nasciam e
consolidavam-se, aparecendo nos problemas e discussoes propostos na Acta Eruditorum
de Leipzig e nas correspondéncias do circulo de Mersenne. Sua ocorréncia foi tao presente
ao longo do século, e seu estudo trouxe controvérsias que a Cicloide foi chamada no fim do
século por Johann Bernouilli, em 1699, na Acta Eruditorum, de “curva fatidica do século
XVII”, além de ter recebido os nomes de “pomo da discordia’e “a Helena dos geometras”,

segundo Bustillos & Sassine (2011).

Figura B.1: Curva Cicloide.
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Fonte: Christiann Huygens, a Helena da Geometria - IF/UFRJ.

Marin Mersenne (Figura B.2) em 1628, apresentou a Curva Cicloide aos ma-
tematicos do século XV II. Dentre eles, Gilles de Roberval dedicou-se ao estudo da curva,
sendo o primeiro a realizar sua quadratura em 1634, utilizando o principio dos indivisiveis

de Cavalieri.

Figura B.2: Marin Mersenne (1588 - 1648).

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Marin_Mersenne.
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Em 1638, surgem contestacgoes referente a construcao da tangente a um arco da
Curva Cicloide, que envolveu Descartes, Roberval e Fermat. Cada um dos matematicos
apresentou uma solugao diferente para o problema, a citar: Descartes apresentou uma
solugao puramente geométrica, Roberval utilizou para construir sua solucao a inter-
pretacao mecanica do duplo movimento e Fermat solucionou esse problema aplicando
os principios de calculo. Na discussao sobre a qualidade das solugoes, o apoio de Rober-
val a Fermat, sobre sua demonstracao, levou Descartes ridicularizar Roberval via carta a
Marin Mersenne.

Mersenne envia os resultados obtidos pelos trés cientistas a Galileu. Este repassa
os trabalhos apresentados aos seus alunos, Vincenzo Viviani (1622 - 1703) e Evangelista
Torricelli (1608 - 1647), sendo que o ultimo se dedicou aos estudos de geometria a partir
da ampliacao do método de Cavalieri, inclusive para o caso da Curva Cicloide. Em sua
obra de 1644, “Opera Geometrica”, Torricelli publica o primeiro trabalho sobre a Curva
Cicloide, apresentando sua quadratura, tangente pela interpretacao mecanica, centro de
gravidade e volume do sélido de revolucao. Esta publicacao, fez Roberval acusar Torricelli
de copiar seu trabalho.

Os desenvolvimentos dos estudos matematicos sobre a Curva Cicloide foram
construidos, principalmente aos trabalhos de Blaise Pascal (Figura B.3) sobre a curva.
Histoérias contadas posteriormente, relatam que Pascal teve uma dor de dente, para su-
portar essa dor, resolveu pensar em problemas sobre a Curva Cicloide que Mersenne
lhe passara anteriormente. Pascal interpretou sua melhora como um sinal divino, as-
sim, voltou-se aos estudos de geometria e descobriu varias propriedades da Cicloide que
publicou, com Roberval, como problemas abertos a comunidade cientifica. A série de
problemas mobilizou varios matemaéticos de destaque e teve como resultado a publicacao
da retificagdo da curva por Christopher Wren (1632 - 1723), em 1658. Essa série de
problemas mobilizou matematicos como Wren, Huyghens, Wallis e Fermat, e assistiu o
aprofundamento do conceito de indivisivel e os primeiros ensaios para o conceito de inte-
gral. Em uma ocasiao, Pascal escreveu:

“A Cicloide € uma curva tao usual e corrente que depois da reta e da circunferéncia ne-
nhuma outra curva € tdo comumente encontrada. E descrita tio frequentemente diante

de nossos olhos que é surpreendente que nao tenha sido considerada pelos antigos”.
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Figura B.3: Blaise Pascal (1623 - 1662).

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal.

A segunda metade do século XV II viu a insercao da Curva Cicloide no campo
das curvas de interesse fisico, particularmente apés a descoberta por Huyghens da propri-
edade do tautocronismo da Cicloide em seu relégio sobre relégios de péndulo “Horologium
Oscilatorium”, de 1673 e da aplicacao da teoria das evolutas, criada por ele em 1659, para
determinar o trilho superior necessario para o péndulo descrever a trajetoria cicloidal
que ele descobriu ser a prépria Cicloide. No fim do século, em 1696, Johann Bernouilli
apresentou o problema da Braquistécrona na Acta Eruditorum, para o qual apresentou a
Cicloide como solucao, aplicando novos conceitos de maximos e minimos, solugao na qual

foi acompanhado apenas por Leibniz, seu irmao Jakob Bernouilli, Newton e L’Hospital.

B.2 Curvas Epicicloide e Hipocicloide

Consideram-se os gregos Hiparco de Nicea (190 a.C. - 120 a.C.) e Apolonio
de Perga (262 a.C. - 194 a.C.) os primeiros a caracterizar a Curva Epicicloide em suas
teorias dos epiciclos na astronomia. Claudio Ptolemeu (90 - 168) em sua obra Alma-
gesto - O grande tratado de matematica e astronomia, do século II, usou combinacoes
de Epicicloides para estimar as posigoes dos astros celestes (Figura B.4) seguia o modelo

geoceéntrico.
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Figura B.4: Sistema Celeste de Ptolomeu.

EAFER BaS ERTEILAS

ittt il

~EPICICLD

= TERRA
| R

| —=—DEFERENTE
y | @ PEQUANTE

Fonte: https://sites.google.com/site/astrofisicamaluca/modelo-ptolomaico

Nos séculos XV, XVI e XVII, podemos citar alguns personagens que trabalharam
com a Curva Epicicloide. Dentre eles, Albrecht Diirer (1471 - 1528) artista noruegués,
na sua obra Underweysund der Messung (Instrugoes em Medigao), publicada em 1525,
apresenta um método de desenho de linhas em caracol - estudo da Cardioide. Gerard
Desargues (1591 - 1661) engenheiro francés, usou essa curva para projetar o sistema de
abastecimento de dgua em Paris. Ole Romer (1644 - 1710) astronomo dinamarqués, usou
dessa curva nas construcgoes de engrenagens.

Assim como a Epicicloide, a Hipocicloide teve sua importancia nos estudos de
Apolonio de Perga e entre os celebres matematicos, entre os séculos XVI e XVIII, como
Galileu, Diirer, Desargues, Huygens, Leibniz, Newton, L’Hopital, os irmaos Bernoulli, La
Hire e Euler.

No século XIX, uma das alternativas para a construcao de pistoes nas maquinas a

vapor para um melhor desempenho, foi o desenho do movimento hipocicloidal dos pistoes.
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