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RESUMO

Em geral, nas olimpiadas de matematica, os assuntos cobrados sao organizados em qua-
tro grandes grupos: algebra, combinatoéria, teoria dos niimeros e geometria plana. Esse
ultimo grupo, em particular, é fonte inesgotavel de problemas interessantes. Resolver um
problema olimpico de geometria é uma tarefa que exige um conhecimento sélido das pro-
posicoes e teoremas relacionados ao mesmo. Em alguns casos, construgoes geométricas
apropriadas devem ser consideradas com o objetivo de otimizar a busca por uma solucao.
As vezes, recursos trigonométricos podem ser empregados para o mesmo fim. Ainda as-
sim, mesmo considerando todo o aparato geométrico a disposi¢ao do estudante, muitos
problemas parecem insoltveis, ao passo que a utilizacao de determinada técnica nem sem-
pre é evidente. Em nosso trabalho, estudaremos alguns problemas geométricos extraidos
de olimpiadas de matematica ao redor do mundo e os analisaremos por meio de duas
abordagens distintas. Em primeiro lugar, exibiremos solugoes puramente euclidianas, por
assim dizer. Por outro lado, apresentaremos solucoes algébricas, isto é, a base da geo-
metria cartesiana. Em alguns casos, utilizaremos os métodos do Caélculo Diferencial e
Integral, dada a sua estreita relagao com a geometria de Descartes.

Palavras-chave: Geometria plana. Geometria analitica. Problemas.



ABSTRACT

In general, in mathematics olympiads, the subjects collected are organized into four major
groups: algebra, combinatorics, number theory, and flat geometry. This last group, in
particular, is an inexhaustible source of interesting problems. Solving an Olympic problem
of geometry is a task that requires a solid knowledge of the propositions and theorems
related to it. In some cases, appropriate geometric constructions must be considered
in order to optimize the search for a solution. Sometimes trigonometric resources can
be employed for the same purpose. Still, even considering all the geometric apparatus
available to the student, many problems seem to be insoluble, whereas the use of a certain
technique is not always evident. In our work, we will study geometric problems extracted
from mathematical olympiads around the world and analyze them through two different
approaches. In the first place, we will exhibit purely Euclidean solutions, so to speak.
On the other hand, we will present algebraic solutions, that is, on the basis of Cartesian
geometry. In some cases, we will use the methods of Differential and Integral Calculus,
given its close relationship with Descartes geometry.

Key-words: Plane Geometry. Analytical Geometry. Problems.



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13

Teorema de Pitdgoras. . . . . . . . . .. ..o
Triangulo retangulo determinado pelos pontos A,Be C. . . .. ... ...
O reciproco do teorema de Pitdgoras. . . . . . . . ... ... ... ... ..

O teorema da base média do triangulo. . . . . . .. .. ... L.

Distancia de um ponto a uma reta perpendicular a Ox. . . . . . . . . ...
O vértice B de ABC coincide com a origem do plano cartesiano. . . . . . .
O Teorema de Viviani. . . . . . . . . . .. ... .. .

O Teorema do Bico. . . . . . . .

Problema 1. . . . . . . . . .
Sistema de coordenadas cartesianas com origem em D. . . . . . ... ...
Problema 2. . . . . . ..
Pontos de tangéncia. . . . . . . ...
Sistema de coordenadas cartesianas com origem em O. . . . . . . . .. ..
Problema 3. . . . . . . . .
Pontos de tangéncia da circunferéncia com os lados do retangulo. . . . . .
Sistema de coordenadas cartesianas com origem em P. . . . . . . ... ..
Problema 4. . . . . . . ..
Teorema da base média do triangulo, MN||AC. . . . ... ... ... ...
Baixando perpendiculares sobre a reta suporte de DM. . . . . . . .. ...
Todo triangulo isdésceles tem duas medianas de mesmo comprimento.

Exemplo de uma construcao geométrica bem sucedida. . . . . . . . . . ..

14

20



2.14
2.15
2.16
2.17
2.18
2.19
2.20
2.21
2.22
2.23
2.24
2.25

Sistema de coordenadas cartesianas com origem em B. . . . . . . ... .. 42

Problema 6. . . . . . . . . . 43
Uma solucao puramente geométrica para oitem b. . . . . . . . . . . .. .. 44
A conjectura de Clough. . . . . . . ... ... L 47
Problema 7. . . . . . . .. 48
Uma aplicacao contudente do teorema de Viviani. . . . . . . ... ... .. 48
Os primeiros passos rumo a resolugao de um problema desafiador. . . . . . 49
Uma construcao geométrica esclarecedora. . . . . . . . . ... .. .. ... 50
Sistema de coordenadas cartesianas com origem em D. . . . . . .. .. .. 51
Problema 9. . . . . . . . 52
Solucao classica para o problema de Langley. . . . . . .. .. ... .. ... 53

Uma solucao analitica para o triangulo de Langley. . . . . . . ... . ... 54



SUMARIO

Lista de Figuras 5
Introducao 9
1 Conceitos e Definigcoes Preliminares 11
1.1 Teorema de Pitagoras . . . . . . . . . . . . . ... 11
1.2 Distancia Entre Dois Pontos . . . . . . .. .. .. o000 12
1.3 Reciproco do Teorema de Pitdgoras . . . . . . . .. ... ... ... .... 13
1.4 Teorema da Base Média do Triangulo . . . . . . . . ... ... ... .... 14

1.5  Coordenadas do Ponto Médio de um Segmento em Funcao das Coordenadas
das Extremidades do Segmento . . . . . .. ... ... 15
1.6 Coordenadas do Baricentro de um Triangulo . . . . . .. .. .. ... ... 17
1.7 Distancia de um Ponto a uma Reta . . . . . . . ... ... ... ... ... 20
1.8 Area de um Triangulo em Funcao das Coordenadas dos Seus Vértices . . . 22
1.9 Formula de Herao para o Célculo da Area de um Triangulo . . . . . . . .. 24
1.10 Relacao Entre as Areas de dois Triangulos Semelhantes . . . . . . . .. .. 26
1.11 Teorema de Viviani . . . . . . . . . . . ... 26
1.12 Teorema do Bico . . . . . . . . . ... 28
2 Prolemas e Solugoes 29
2.1 Problema 1 (OBM) . . . .. ... . ... 29
2.2 Problema 2 . . . . .. 31
2.3 Problema 3 (Vestibular-Universidade Federal de Vigosa) . . . .. ... .. 34
2.4 Problema 4 (Vestibular-Universidade Mackenzie) . . . . . . .. .. ... .. 37
2.5 Problema 5 (BAMO-Bay Area Mathematical Olympiad) . . . ... .. .. 40
2.6 Problema 6 (Professor Isaac Lufs) . . . ... ... ... ... ... .. ... 42
2.7 Duas Aplicagoes do Teorema de Viviani . . . . . . . . ... ... ... ... 46



2.7.1 A Conjecturade Clough . . . . . . ... ... ... ... .. .... 46

2.7.2  Problema 7 (Olimpiada de Matematica da UNICAMP) . . . . . .. 48

2.8 Problema 8 (Harvard-MIT mathematics tournament) . . . . ... ... .. 49
2.9 O triangulo de Langley . . . . . . . . . ... 51
2.9.1 Problema9 . . .. ... 51
Consideracoes Finais 56

Referéncias 57



Introducao

Resolver um problema de matematica é algo extremamente gratificante. Quando
um problema é desafiador, a jornada pela busca de uma solugao pode ser ardua, mas é
sempre possivel colher bons frutos ao término da mesma. O famoso ultimo teorema de
Fermat, por exemplo, nem sempre foi um teorema. A principio, Fermat conjecturou a

nao existéncia de solugoes em inteiros para a equagao

alegando, inclusive, ter uma demonstracao secreta para sua afirmacao - que jamais foi
encontrada, diga-se de passagem. Ao longo dos séculos, varias geragoes de excelentes
matematicos foram incapazes de fornecer uma prova definitiva para a conjectura de Fer-
mat. As abordagens tradicionais via teoria dos nimeros revelaram-se insuficientes. Foi
necessaria uma revolucionaria expansao do maquinario matemaéatico para que a famosa
conjectura, em 1995, finalmente viesse a ganhar o status de teorema.

O espirito deste trabalho é exatamente o mesmo que motivou a resolugao do
desafio fermatiano: a crenca de que a busca por caminhos alternativos para solucionar pro-
blemas resulta, inevitavelmente, numa saudavel expansao do conhecimento matematico.
Nesse sentido, nosso objetivo aqui é preciso: atacar problemas geométricos segundo a
perspectiva da geometria analitica; na verdade, exibiremos multiplas solucoes, isto é,
solucionaremos os problemas apresentados fazendo uso das técnicas das geometrias eucli-
diana e cartesiana. Com isso pretendemos agregar novas abordagens e técnicas resolutivas
ao espetacular universo dos problemas matematico.

Tendo em vista as consideracoes acima, a sequéncia logica de apresentacao do
texto é feita como segue.

No Capitulo 1, faremos uma fundamentacao tedrica, na qual serao incluidos os

conceitos e definicoes necessarias ao estudo das questoes que trataremos neste trabalho.



Aqui, na medida do possivel, e priorizando abordagens analiticas, daremos demonstragoes
para alguns teoremas cléssicos da geometria plana.

O segundo e ultimo capitulo desta dissertacao consiste de uma coletanea de pro-
blemas extraidos de vestibulares, publicacoes especializadas e olimpiadas de matematica.
Evidentemente, as solugoes que exibiremos utilizarao as ideias e resultados obtidos no

primeiro capitulo deste trabalho.
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Capitulo 1

Conceitos e Definicoes Preliminares

Como mencionado anteriormente, neste capitulo, apresentamos de maneira su-
cinta os principais pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Para
mais detalhes sobre os resultados apresentados (do ponto de vista da geometria plana) ao
longo das segoes deste capitulo veja, por exemplo, Dolce e Pompeo (1993), Tezzi (1993) e

Muniz Neto (2013).

1.1 Teorema de Pitagoras

Esta secao ¢ dedicada a um dos teoremas bem conhecidos na geometria, o
chamado Teorema de Pitagoras que consiste em uma relagao entre as medidas dos lados
de um triangulo retangulo. Da Geometria Euclidiana, temos que:

(1) Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa é igual
a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

(7i) A hipotenusa é o lado oposto ao angulo reto e os catetos sdo os dois lados que o
formam.

O enunciado anterior relaciona comprimentos, mas o teorema também pode
ser enunciado como uma relagao entre as areas, onde ¢ representa o comprimento da

hipotenusa, e a e b representam os comprimentos dos outros dois lados.

11



Figura 1.1: Teorema de Pitagoras.

bZ

Fonte: https://www.wikipedia.org (2018).
1.2 Distancia Entre Dois Pontos

Um outro resultado que serd bastante utilizado ao longo desse trabalho diz

respeito a distancia euclidiana entre dois pontos dada como segue.

Teorema 1.1. Sejam A = (za,ya) ¢ B = (xp,yp) pontos do plano cartesiano. A

distancia entre os pontos A e B, denotada por dap € dada por:

dap = \/(SCA — )" + (ya —yn)’.

Demonstracgao: Se A = B, o resultado é imediato. Suponha, portanto, A # B. Seja r
a reta determinada pelos pontos A e B. Temos trés possibilidades:
1*) r é perpendicular ao eixo das abscissas. Nesse caso, x4 = zp. Além disso, dap =

lya — yp|. Consequentemente,

dan = lya — sl = \/ (94 — ys)* = /(2 — 28)* + (ya — )"

2%) r é paralela ao eixo das abscissas. Aqui, temos y4 = yp , e o raciocinio é absolutamente
analogo ao que fizemos acima.

3%) r é obliqua ao eixo das abscissas. Tracemos por A, a reta r, paralela ao eixo x, e por B,
a reta r, paralela ao eixo y. Com isso, determinamos o triangulo retangulo ABC, dado na
Figura 1.2, onde C' = r, [ 1y. E claro que os catetos AC' e BC medem, respectivamente,

|za —xp| e lya — yg| . Dai, aplicando o teorema de Pitdgoras, obtemos

2 2

g = (xa—28) + (ya — yn)

12



implicando que

dap = \/(55A — )" + (ya —yn)’.

Figura 1.2: Triangulo retangulo determinado pelos pontos A, B e C.

LI/“

YyB

ya

o) T4 Tp T

Fonte: https://mundoeducacao.bol.uol.com.br (2018).

1.3 Reciproco do Teorema de Pitagoras

O teorema de Pitagoras também admite um reciproca dada pelo seguinte teo-

rema:

Teorema 1.2. Se, num triangulo T', o quadrado de um lado € igual a soma dos quadrados

dos outros dois, entao T é um triangulo retangulo.
Demonstracao: Sejam A, B e C' os vértices de T', com
BC? = AB? + AC*. (1.1)

Fixemos um sistema de coordenadas cartesianas com origem em B, como indicado na
Figura 1.3.

Escrevemos A = (24,0) e C = (z¢,yc). Mostremos que A é reto. Para tanto, suponha o
contrério, de modo que tenhamos x4 # x¢. Note que (1.1) equivale a d% = d%4 g + d%c-

Dai, em virtude do Teorema 1.1, temos
16+ Yo = 4 + (w4 — xe)? +yg] = 20% — 2waze + 2% + g

Consequentemente, 2x4(z4 — 2¢) = 0 e, portanto, x4 = 0, o que é um absurdo. Logo, T’

é retangulo em A [ ]

13



Figura 1.3: O reciproco do teorema de Pitagoras.

Fonte: Propria.
1.4 Teorema da Base Média do Triangulo

Teorema 1.3. Uma base média de um triangulo é um segmento cujas extremidades sao
dois pontos médios de lados desse triangulo. Se M e N sdao os pontos médios dos lados
AB e AC de um tridangulo ABC, entio a base média é paralela ao lado BC' e tal que

BC

Demonstracao: Tracemos por C a reta r paralela ao lado AB e seja P tal que P =

—
r N MN, como indicado na Figura 1.4.

Figura 1.4: O teorema da base média do triangulo.

A

M P

B C

Fonte: https://social.stoa.usp.br (2018).

Em virtude da construgio feita, temos MAN = PCN (angulos alternos internos). Além
disso, ANM =~ CNP (angulos opostos pelo vértice em N), uma vez que esses angulos
sao opostos pelo vértice N. Logo, como AN = NC', concluimos que os triangulos AM N

e C'N P sao congruentes (caso ALA). Dai, temos
CP=AM=MB

s : : (1.2)
NP =MN

14



Como consequéncia das igualdades em (1.2), concluimos que o quadrildtero M BC'P é um
paralelogramo e, portanto, a base média M N é paralela ao lado BC. Ademais, podemos
escrever

B
BC:MP:MN+NP:2MN:>MNZTC.

[ |
Agora, daremos uma demonstracao para um corolario interessante do teorema
que acabamos de provar. Para tanto, recorde que o postulado de Euclides afirma que,

dados um ponto P e uma reta r, existe uma tunica reta paralela a r passando por P.

Corolario 1.4. Seja M o ponto médio do lado AB do triangulo ABC. A paralela r ao
lado BC, tracada por M, intersecta o lado AC em seu ponto médio.

Demonstracao: Seja Ny o ponto tal que r N 1@ = N;. Se N ¢ o ponto médio de AC,
temos W\f paralelo a B?, em fun¢ao do Teorema 1.3. Como, r = ATN;H@, inferimos,
pelo postulado de Fuclides, que r = m Como a intersegcao entre duas retas distintas é

unica, seque-se que N1 = N, o que encerra a prova. [ ]

1.5 Coordenadas do Ponto Médio de um Segmento
em Funcao das Coordenadas das Extremidades
do Segmento

O ponto médio é considerado o ponto de equilibrio de um segmento de reta e
podemos chama-lo de ponto divisor, ponto este que divide o segmento de reta exatamente

no meio tendo dois segmentos iguais.

Teorema 1.5. Sejam A = (x4,ya) e B = (xp,yp) pontos distintos do plano cartesiano,

e M o ponto médio do segmento de extremos A e B. Entao,

M — $A+90B73JA+?JB '
2 2

Demonstracao: Facamos M = (z7,ya). Analisaremos trés situagoes:
1° caso: O semento AB é paralelo ao eixo das abcissas.

E evidente que Yy = ya = yp. Assim, temos

_2ya _yatya _yatuys
2 2 2

Ym

15



Figura 1.5: AB||Ox.

A M B

Fonte: Propria.
Agora, desde que AM = M B, obtemos
TyM —TA=TB— TM,

ou seja,
Ta+ 2B
5

Ty —

2° caso: O segmento AB é perpendicular ao eixo das abcissas. E claro que, nesse caso,
AB é paralelo ao eixo das ordenadas, e a estratégia a ser empregada é similar & que foi
apresentada no caso anterior.

3° caso: O semento AB é obliquo ao eixo das abcissas. Tracemos por A, a reta r paralela
ao eixo das abcissas, e por B, a reta s paralela ao eixo das ordenadas, sendo C' o ponto tal
que C' = rNs. Além disso, tracemos por M a paralela ao lado BC' do tridangulo retangulo

ABC determinado, conforme Figura 1.6.

Figura 1.6: O segmento AB é obliquo ao eixo das abcissas.

B

Fonte: Propria.

Pelo Coroldrio 1.4, N = (xy,yx) é 0 ponto médio do segmento AC. Dai, em virtude do

1° caso, temos

x
N — A+-1'nyA+yC ‘
2 2
Consequentemente , como x¢ = xp, obtemos

Tat+xc TaA+TB
2 2

Iy — TN =

16



Para o que falta, lembremos que, conforme Corolédrio 1.4, M N = BC/2. Logo, podemos

escrever
YB — Yo Yya +yc
o =ym N =y — (T )
2 2
donde concluimos que 2yn — (ya + yc) = Y — Yo e, portanto, yy = (ya +yn)/2. ]

1.6 Coordenadas do Baricentro de um Triadngulo

No que segue, faremos um estudo elaborado das propriedades do baricentro de
um triangulo. Porém, a principio, trabalharemos com um ponto G que, para os nossos
propositos, nao sera, de imediato, denominado baricentro. Dito isso, consideremos um
triangulo ABC e tracemos as medianas AM; e BM,, com G tal que AM; (\ BM, = {G},
como ilustrado na Figura 1.7.

Mostremos que AG = 2GM;. Repare que isso equivale a provar que a razao
entre as areas dos triangulos ABG e BGM; (denotadas, respectivamente, por Aapg e
Apaur,) é igual a 2. De fato, note que esses dois triangulos compartilham de uma mesma
altura - basta considerar os lados AG e G, como respectivas bases. Dai, representando

por h a medida dessa altura, temos

AG x h
AABG o 2 o AG o .
Aoy~ CMLXE = GO, =2& AG = 2GM,. (1.3)
2

Figura 1.7: Intersecao de duas medianas do triangulo ABC.

B

A M, C

Fonte: Prépria.

Observe que
Aapc
2

Aapc + Aacm, = = Aupc + Apcem s

17



isto é,
Ancm, = Apam, - (1.4)
Utilizando (1.4) e tracando o segmento CG na Figura 1.7, é facil ver que

Acem, = Aacn, = Apan, = Acau, - (1.5)

Agora, como M; é o ponto médio de BC, temos Aapy, = Aacn,. Consequentemente,

utilizando (1.5), obtemos

Aapae + Apem, = Apam, + Acam, + Acem, = 3Apamn,

ou, equivalentemente,

Aasc
=2,
Ape
e o resultado segue da equivaléncia obtida em (1.3). n

Nosso objetivo agora é determinar as coordenadas de G. Fagamos G = (zg, yg)-

Seja M o ponto médio do segmento AG. Como consequéncia do Teorema 1.5, temos

M= ($A+$G ?/A‘HJG). (1.6)

2 72

Além disso, como M; é o ponto médio de BC', temos

M, = (ZUB +Tc Y +yc> ‘ (1.7)

2 ’ 2
Ademais, perceba que GM; = AG/2 = MG, de modo que G é o ponto médio de M M.

Dai, usando (1.6) e (1.7),
TA+ 2o rp + xc

Tg = 2 2 2 )
isto é,
drg =z + (xa+ 2B+ 20),
ou, ainda,
Tatarp+2
TG = % (1.8)

De maneira analoga, encontramos

:?JA+?JB+?JC

g (1.9)

Ya
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Agora, seja My = ((za +25)/2, (ya + yp)/2) o ponto médio do lado AB. Mos-
—_— >
traremos que G é ponto da mediana C'Mj3. Se a reta C'M; for perpendicular ao eixo das
abcissas, temos, em particular,

TA+ TR
xC:TéxA—l—xB:Qxc.

Consequentemente, usando (1.8), obtemos

. _Tatzrptwxe  2zc+z0 30
“- 3 -3 3

= Tc,

ST~ . . .
e o resultado segue claramente. Se a reta C'M3 nao for perpendicular ao eixo das abscissas,

seu coeficiente angular m é tal que

Vo — <3JA+Z/B>

2 _ 2yc — (ya + yB)
<ZL‘A+9§B> 200 — (x4 +2B)
ro—(—5—

m =

Assim, a equacao de Z/MS é

_ {290 — (ya +ys)
20 — (x4 + B)

} (z —zc) +ye-

Dai, utilizando (1.8) e (1.9), temos

2yc — (ya + yb) (26 — 2¢) + Yo = 2yc —(Watys) | (2atazptare o
2930—($A—|-£EB) _2$C—($A—|—ZBB)_ 3
[ 2yc — (ya +ys) | <xA+xB—2xc)
_2.730—(.213A+$B)_ 3
_ [2yc — (ya+ys) ] {_[2$C—($A+$B)]}+y
_2330—(33,4-1-33'3)_ 3 ¢
+yp — 2
_Ya yg y0+yc
:yA+yB+yc
3
=Ya,

, — . . . .
de onde concluimos que G € C'M3. Assim, as trés medianas de ABC' intersectam-se em
G e esse ponto é denominado o baricentro de ABC. Com essa informagcao, é possivel
demonstrar, por meio da utilizacao de artificios andlogos aqueles que apresentamos no

inicio desta secao, as seguintes igualdades:
BG =2GM, e CG=2GMs;.

Com isso, o baricentro de um triangulo divide cada mediana em duas partes, de maneira

que, a parte que contém um vértice do triangulo é o dobro da outra.
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1.7 Distancia de um Ponto a uma Reta

Recordemos que toda reta do plano possui uma equacao geral da forma ax +
by 4+ c =0, com a,b,c € R, sendo a e b nao ambos nulos. Nesta secao, mostraremos que
a distancia de um ponto P = (x,,¥,) a uma reta r de equacao geral ax + by + ¢ = 0,

denotada por dp,, ¢ dada pela férmula

_aw, + by, + ¢

Va? + b?

Com efeito, se P € r, a conclusao é imediata, ja que

dP,r

laz, 4+ by, +¢c| 0

=0=dp,.

Suponhamos, portanto, P ¢ r. Temos trés possibilidades a considerar:

1° caso) r é perpendicular ao eixo das abscissas. Seja Q) = (2, yg) o pé da perpendicular

baixada de P sobre r.

Figura 1.8: Distancia de um ponto a uma reta perpendicular a Ox.

r

Fonte: Prépria.

Evidentemente, a equagao de r é z = xg, ou, equivalentemente, x 4+ 0y — zg = 0. Dai, a

expressao dada resulta em
’1.1’0 — IQ’ .

— =z, — 10|,
Ve el

que é, de fato, a distancia de P a reta r.

2° caso) r é paralela ao eixo das abcissas. Aqui, o raciocinio é similar ao que fizemos
acima.

3° caso) r é obliqua ao eixo das abcissas. Consideremos, mais uma vez, o ponto () =

(20, yg), pé da perpendicular baixada de P sobre r. Se m é o coeficiente angular de r,
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entao, uma equacao para r é
y—yo =m(r —xq)

e, da igualdade anterior, obtemos a seguinte equagao geral para 7:
mx —y + (yo — maxg) = 0.

Desse modo, estamos interessados em provar que

do. — |m$o — Yo + (yQ - me)|
Pr — .
m?2+1

Note que a reta % nao é perpendicular ao eixo Ox, caso contrario, teriamos r paralela
ao eixo Ox. Ademais, lembremos que duas retas nao verticais sao perpendiculares se,
e somente se, o produto de seus coeficientes angulares é —1. Assim, como o coeficiente

angular de r é m e a reta %5 é perpendicular a reta r, entao uma equacao de % é

R G !

m(y — Yo) = To — . (1.10)

ou, ainda,

Uma vez que @) € %, suas coordenadas devem satisfazer (1.10), isto é,

m(yq = Yo) = To — Tq- (1.11)
Agora, usando (1.11), podemos escrever
mio = Yo + (Y — mrq) = m(z, — ) + (Yo — ¥o)
=m*(yo — Yo) + (Yo — Yo)
= (m* +1)(yq — ¥o).

Ou, equivalentemente,

[mxo — Yo T (yQ - me)]Q

2
)2 = 1.12
(Yo — %) (2 1 1)? (1.12)
Finalmente, de (1.11) e (1.12), obtemos
dP,r = dPQ = \/(370 - xQ>2 + (yo - yQ>2 = \/m2(yQ - yo>2 + (yQ - y0>2
[mx, — yo + (Yo — me)]Q
— 241 — )2 = 241
V2 + Do — v.) ¢m+> i 17
_ [mx, — yo + (Yo — me)]Q _ Imx, — Yo + (Yo — maq)|
(m* +1) m? +1 ’

exatamente como desejavamos. [ ]
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1.8 Area de um Triangulo em Funcao das Coordena-
das dos Seus Vértices

Sabemos que existem diversas formas de calcular a area de um triangulo, a
geometria analitica também possui seus artificios para o calculo da drea de um triangulo,
nesse caso € necessario que saibamos as coordenadas de seus trés vértices para que o

triangulo possa ser representado em um plano cartesiano.

Proposigao 1.6. Sejam A = (z4,y4), B = (xp,ys) e C = (z¢,yc) o0s vértices de um

triangulo. Entao,

D
Aapc = %7
onde
Ta ya 1

D=\zp yp 1|
re yo 1
Demonstracgao: Inicialmente, perceba que
ra ya 1 1 24 ya
D=\ep yp 1= |1 zp yp|
ro yo 1 I zc yo

aplicando a regra de Chid, temos

Tp —%A YB —Ya
D= = (x5 — 24)(yc — ya) — (vc — 24)(Yp — Ya)- (1.13)
To—Ta Yo —Ya

Se a reta ﬁ for perpendicular ao eixo das abcissas, temos x4 = zp e, de (1.13), vem

D = —(zc —wa)(ys — ya) = |D| = lyp — yallrc — xa| = dap X d 53 = 2Aasc,
e o resultado segue. Agora, suponha que j@ nao ¢ paralela ao eixo Ox. Entao, o
coeficiente angular m de 1@ é

_ Y — Ya

oy —a, =~ Mas = wa) = (s —ya). (1.14)

m

Além disso, é facil ver que uma equagao geral para jﬁ é dada por

mzx —y+ (ya —mza) = 0.
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Consequentemente, em virtude do resultado obtido na Secao 1.7, temos:

_ imze — yo + (ya — ma )|
m2+1 '

d (1.15)

CAB

Perceba também que

dap = V(x5 —24)%+ (yp — ya)?

= V(g —2a) +mP(zp — 24)?
= V(m? +1)(zp — 2a)?
= |xa—2xglVm?+ 1. (1.16)

Agora, usando (1.13) e (1.14), podemos escrever

D = (zp—2a)(yc —ya) —m(zp — xa)(xc — T4)
= (2B —24)[(yo — ya) — m(zc — x4)]

= (xa—xp)[mzc —yo + (ya — mza)l. (1.17)
Finalmente de (1.15), (1.16) e (1.17), obtemos

Dl = |za—axsllmzc —yo + (ya — ma4)|

dap T
= T—I—l X m= + 1 x dC,jﬁ

= dAB X daﬁ

= 2Augc,

e nada mais ha a fazer. [ ]
Um corolario imediato do resultado acima estabelece uma condi¢ao necessaria

e suficiente para a colinearidade de trés pontos do plano.

Corolario 1.7. Sejam A = (xa,ya), B = (zp,yg) e C = (zc,yc) pontos do plano.

Entao, A, B e C sdo colineares se, e somente se, |D| = 0.

Demonstragao: Suponha D = 0. Se A, B e C nao fossem colineares, esses pontos

determinariam um triangulo de drea Aspc tal que

D
Aapc = % =0,

o que claramente é um absurdo. Para o que falta, lembremos que, se uma matriz quadrada

possui duas filas paralelas iguais, entao seu determinante é nulo. Agora, suponha A, B
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e C colineares. Se A = B, A = C ou B = (C, é facil ver que D = 0, em funcao da
observacao supracitada. Assim, suponha A, B e C distintos dois a dois. Se r é a reta tal
que {A, B,C} C r, ha duas possibilidades:

1*) r é perpendicular ao eixo das abscissas. Nesse caso, temos x4 = rp = z¢. Dal,

D = (xp—za)(Yo—ya)—(xc—14)(yp—ya) = (va—2a)(Yo—ya)— (xa—24)(ys—ya) = 0.

2%) r nao é perpendicular ao eixo das abscissas. Desse modo, o coeficiente angular m de
r é tal que

Yo —Ya YB —Ya
m = =

= (zp — Cua) = (e — B
Toc—TA Tp—Ta (x5 — 2a)(We —ya) = (xc — 24)(Ys — ya),

de onde se conclui que

D = (zp —xa)(yc — ya) — (xc — a)(yp — ya) = 0.

1.9 Férmula de Herao para o Calculo da Area de um
Triangulo

Teorema 1.8. Se a,b e ¢ sao as medidas dos lados de um triangulo ABC', entao

Aupe = Vpp — a)(p = b)(p - ¢),
onde p € o semiperimetro de ABC, isto é, p= (a+ b+ c)/2.

Demonstragao: Fixemos um sistema de coordenadas cartesianas com origem no vértice
B de ABC, e sejam A = (z4,y4) e C = (2¢,0), conforme Figura 1.9.

Para comecarmos, observe que

p:AB—l—AzC'—i—BC’. (1.18)
Além disso, temos

AB?* = 2% + 3, (1.19)

AC? = (za — x0)* + Y4, (1.20)

BC? = |zc]* = 2¢. (1.21)
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Figura 1.9: O vértice B de ABC' coincide com a origem do plano cartesiano.

Fonte: Propria.
Subtraindo, membro a membro, (1.19) de (1.20) e usando (1.21), vem
AB2 - AC2 = 21],41’0 - BCQ,

isto é,

AB? + BC? — AC?

5 (1.22)

LTATC =

Multiplicando (1.19) por 422, temos
datyi + A are)? = 4AB* 22,

Dai, usando (1.18), (1.21) e (1.22), obtemos

) AAB2BC? — (AB? + BC? — AC?)?
Ya = ABC?
(2ABBC)? — (AB? + BC? — AC?)?
ABC?
2ABBC + (AB? + BC? — AC?)|[2ABBC — (AB? + BC? — AC?)]
4BC?
(AB? + BC? + 2ABBC) — AC?|[(AC? — (AB? + BC? — 2ABBC)]

ABC?
[(AB + BC)? — AC?|[AC? — (AB — BC)?|
ABC?
[(AB + BC + AC)(AB + BC — AC)|[(AC + AB — BC)(AC — AB + BC)]

4BC?
2p x [2(p — AC)] x [2(p — BC)] x [2(p — AB)]
ABC?
4p(p — AB)(p — AC)(p — BC)

= e . (1.23)

Para terminarmos, usando a tltima igualdade em (1.23) para o valor de y%, basta notar

que

oA = [welPlyal” _ 1 pee ., 4plp = AB)(p — AC)(p — BO)

4 4 BC?

zc||ya
Ay = Lrcllual
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ou, equivalentemente,
Alge =p(p — AB)(p — AC)(p — BO),

e o resto é imediato. ]

1.10 Relacao Entre as Areas de dois Triangulos Se-
melhantes

Teorema 1.9. Se dois triangulos Ty e Ty sao semelhantes, e a razdo de semelhanc¢a do

primeiro para o sequndo € k, entao

Arq,

= k%
Ar,

Demonstracgao: Sejam o', e ¢’ as medidas de T7; a, b e ¢, respectivamente, as medidas
dos lados homodlogos em T5. Por hipdtese, temos a' = ak, b’ = bk e ¢ = ck. Se p1 e po

denotam, respectivamente, os semiperimetros de T e Ty, temos

a+b+c  ak+bk+ck  kla+b+c)

1= 2 B 2 2

= kpz
Dai, em virtude da férmula de Herao (dada no Teorema 1.8), obtemos
A2T1 = kpy(kpy — ak)(kpy — bE)(kpa — ck) = k*py(pa — a)(p2 — b)(p2 — ¢) = k4A2T2,

o que implica

(AT1>2 _ A%l _ ]{34 = ATl _ k}2
i) "X, A,

1.11 Teorema de Viviani

O teorema a seguir, descoberto pelo italiano Vincenzo Viviani (1622-1703), pode

ser util na resolucao de problemas olimpicos, conforme veremos em breve.

Teorema 1.10. Seja T' um triangulo equildtero e P um ponto interior a esse triangulo.

A soma das distancias de P aos lados de T € igual a altura de T.
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Figura 1.10: O Teorema de Viviani.

A

Fonte: Propria.

Demonstracao: Sejam A, B e C os vértices de T'. Fixemos um sistema de coordenadas
cartesianas com origem em M, ponto médio do lado BC.
Sejam [ a medida do lado de T' e P = (zp,yp). Evidentemente, as coordenadas de
A, B e C sao, respectivamente, (0,1v/3/2),(—1/2,0) e (1/2,0). Utilizando as equagoes
segmentarias, é facil ver que as equacoes das retas j@ e fﬁ sao, respectivamente,

x Y x

ENCRNONC)

Dai, em virtude do resultado fornecido na Se¢ao 1.7, podemos escrever

oo M) ()| ey, ey,
ERC L

Agora, como P ¢ interior a T', pode-se mostrar que

—2
— —-1<0.
( l )$P+(l\f)yp
Consequentemente,

}E%:béi(g)m) (hf>yp+q i?@r—%ww%gg (1.24)

Analogamente, obtemos

V3 o1 V3

PE=—-Y"4p - .
5 Tp 29P+ 1

Assim, usando (1.24), (1.25) e o fato que PF = yp, temos

3 1 l 1 l V3
PD + PE + PF = <£3:‘P——yp+£> <—£ P——yp+£> +yp:£

(1.25)

2 2 4 2 2 4
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e nada mais ha a fazer. E importante observar ainda que o argumento acima é valido
também nos casos em que P ¢ um ponto do triangulo, isto é, nos casos em que P €

ABUACUBC. =

1.12 Teorema do Bico

Encerraremos este capitulo com um teorema bem conhecido da geometria plana,

chamado de Teorema do Bico.

Teorema 1.11. Seja P um ponto externo a uma circunferéncia A de raio r. Se de P

conduzirmos dois segmentos PA e PB, ambos tangentes a \, entdo PA = PB.

Demonstragao: Observe a Figura 1.11. Recorde que, se uma reta é tangente a uma
circunferéncia, entao essa reta é perpendicular ao raio no ponto de tangeéncia. Tendo isso
em mente, segue-se que med(OAP) = med(OBP) = 90°. Além disso, OA = OB =r e
OP é um lado comum aos triangulos AOP e BOP. Agora, por aplicacoes sucessivas do

teorema de Pitdgoras, podemos escrever
PA? 4+ 0OA* =0P? =OB?* + PB?,
de onde segue que PA? = PB?, ou seja, PA = PB. [ |

Figura 1.11: O Teorema do Bico.

A
(J

swh 8

Fonte: Prépria.
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Capitulo 2

Prolemas e Solucoes

Neste capitulo, apresentaremos uma série de problemas interessantes extraidos
de vestibulares, publicacoes especializadas e de algumas das mais dificeis olimpiadas de
matematica do mundo. Em geral, as solugoes que exibiremos estarao embasadas nos
resultados obtidos no capitulo anterior e as principais referéncias aqui utilizadas sao:

BOULOS (1999), Muniz Neto (2013) e SHIRALI (2012).

2.1 Problema 1 (OBM)

Problema 2.1. (OBM (2009)) Na Figura 2.1, AEFG e ABCD sdo quadrados e o ponto
E estd na reta @ Além disso, M € o ponto médio do segmento CD e C é o ponto médio
do segmento M E. Sabendo que o quadrado ABCD possui lado 6, determine a razdo entre

as dreas do quadrilditero CHAM e do quadrado AEFG (denotadas, respectivamente, por

Acram € Aagrc).

Solucgao 1. Inicialmente, observemos que DM = MC = CE = 3. Assim,

AD x DE_ 6x9

5 5 = 27 ua (unidades de drea).

AADE =

Uma vez que os triangulos CEH e ADE sao semelhantes (pelo caso de semelhanga AA),

o Teorema 1.9 nos permite escrever

Acen §2_1
Aape \9) 9

Dai, como A pg = 27, concluimos que

27
AACEH = E = 3 ua.
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Figura 2.1: Problema 1.

F

>

H

Fonte: www.obmep.org.br (2015).

Consequentemente, da Figura 2.1, temos

Acaan = Aapre — (Acen + Aabpm)
6x3
= 27— |3+ ——
(2+557)
= 15 ua. (2.1)

Ademais, pelo teorema de Pitagoras, obtemos

Aspra = AE2:AD2—|—DE2

= 6°+9% =117 ua. (2.2)

Finalmente, de (2.1) e(2.2), encontramos

Acam 15 5

Aaprg 117 39
]
Solucao 2. Aqui, utilizaremos uma técnica que, em virtude de sua eficiéncia, também serd
empregada em varios outros problemas deste capitulo: a introdugao de um conveniente

sistema de coordenadas cartesianas. Observe a Figura 2.2 a seguir:
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Figura 2.2: Sistema de coordenadas cartesianas com origem em D.

F

H(, h)

A0, —6) B(6, —6)

Fonte: Prépria.

Seja r a reta determinada pelos pontos A e E. O coeficiente angular m de r é tal que

_0-(=6) 2

9—-0 3

Dai, uma equacao de r é
2
y = g(x —9). (2.3)

Como H € r, suas coordenadas satisfazem a equacao (2.3). Desse modo,
2
h=-(6-9)=-2.
S(6-9)
Consequentemente, da Figura 2.2, temos

CM||DA CHI||AB 3x6 2x6
ACHAMZAACM+AACH=| |2| |+| |2’ - ; t—5 =

9+6=15.

Agora, empregando a formula para o célculo da distancia entre dois pontos, obtemos
Appra = AE® = (9= 0> + [0 — (=6)]” = 117,

e o resto é imediato. ]

2.2 Problema 2

Problema 2.2. Sendo EC = 2 ¢ BF = 3, calcule o raio da circunferéncia inscrita no

quadrado ABCD.
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Figura 2.3: Problema 2.

0
N

Fonte: Propria.

Solucao 1. Sejam G e J os pontos de tangéncia da circunferéncia com os lados CD e

BC', respectivamente. Além disso, seja H o ponto de tangéncia da circunferéncia com a

reta ﬁ el o ponto de intersecao das retas ﬁ e Cﬁ (Veja a Figura 2.4.)

Figura 2.4: Pontos de tangéncia.

G E C

R
-

~

<

Fonte: Propria.

Denotemos por r o raio da circunferéncia. E facil ver que CG =CJ = JB =r. Ademais,

pelo teorema do bico (Teorema 1.11), vem EH = EG =CG — EC =r—2e¢ HI = 1.

Como os triangulos BFI e CEI sao semelhantes (caso AA), temos
JB+1J BI BF 3
cJj—1J CI  EC 2

de onde segue que
r+I1J 3

r—I1J 2
Dai, r = 51J e, portanto, como FH =r —2, HI =1J e C'J =r, obtemos
Fl =FH+HI=(r—2)+1J=61J -2
CI =CJ—1J=A4I] ‘
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Agora, usando o sistema (2.4) e o fato que r = 51.J, o teorema de Pitdgoras aplicado ao

triangulo C'E'I nos fornece
(61J —2)? =2*+ (41J)* = 41J(51J — 6) = 0.

Consequentemente,

r=>51J =6.

|
Solucao 2. Seja O o centro da circunferéncia. Fixemos um sistema de coordenadas

cartesianas com origem em O, como mostra a Figura 2.5.

Figura 2.5: Sistema de coordenadas cartesianas com origem em O.
1 E (
L

o .
)

N /

11—

A B r

Fonte: Propria.

Observe que as coordenadas dos pontos E e F', com respeito ao sistema de coordenadas

fixado, s@o, respectivamente, (r — 2,7) e (r + 3, —r). Desse modo, o coeficiente angular

da reta ﬁ é

(=r)—r 2r

r+3)—(r—-2) 5

de modo que uma equacao para ﬁ é

y—r= (—2%) [z — (r—2)] & 5y —5r = (=2r)(z —r+2) = —2rz + 2r* — 4r,

ou, equivalentemente,

—2rz — 5y +2r + 1 = 0.
Agora, note que r = OH = d, 43 e, portanto, o resultado estabelecido na Segao 1.7 nos

fornece

[(=2r) x 04 (=5) x 0+ 2r2 4+r| |r(2r+1)]  rl2r+1]

V27 + (5P VI35 VAP 25

33

r =




Dai,
4r® 425 = (2r + 1) = dr? +4r + 1,

implicando que 4r = 24, ou seja, r = 6. [ |

2.3 Problema 3 (Vestibular-Universidade Federal de
Vigosa)

Problema 2.3. Na Figura 2.6, a circunferéncia de centro P e raio 2 € tangente a trés

lados do retangulo ABCD de drea igual a 32. Determine a distancia do ponto P a diagonal

AC.

Figura 2.6: Problema 3.

D c
/P
A B

Fonte: www.portal.ufv.br (2011).

Solucao 1. Sejam E, F e (G, respectivamente, os pontos de tangéncia da circunferéncia

com os lados CD, AD e AB, como indicado na Figura 2.7.

Figura 2.7: Pontos de tangéncia da circunferéncia com os lados do retangulo.

D B c
» P
P/
A G B

Fonte: Propria.

E claro que AD = EG = 4; dai, CD = 32/4 = 8, de modo que, aplicando o teorema de
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Pitagoras no triangulo ABC', obtemos
AC?* = AB? + BC? = 8% + 4% = 0. (2.5)

Seja P’ o pé da perpendicular baixada de P sobre a diagonal AC. Claramente, A cp =

32/2 = 16. Por outro lado, podemos escrever

Aapp + Acpp + Aacp = Aacp = 16

ou, ainda,
ADx FP CDxEP AC x PP’
16 = + +
2 2 2
_4><2+8><2+AC><PP’
D) 2 2
A PP
g4 ACX PP
2
Consequentemente, AC' x PP’ = 8. Dai, usando a igualdade (2.5), concluimos que
PP? = 64/80, ou seja, PP' = 2/+/5. m

Solugao 2. Note que EC' = CD — DE =8 — 2 = 6. Aplicando o teorema de Pitdgoras
no triangulo CPE, temos CP? = EP? + EC? = 2% 4+ 6% = 40. Agora, observe que AP
é uma diagonal do quadrado AGPF, de maneira que AP = 2v/2. Além disso, usando o
fato que C'P? = 40 e empregando novamente o teorema de Pitdgoras nos triangulos AP P’

e CPP', obtemos, respectivamente, as seguintes igualdades:

PP? + AP? = AP?>=(2v2)?=38 (2.6)
PP? 4+ P'C* = CP*=40 (2.7)

Subtraindo, membro a membro, (2.6) de (2.7), vem
32 =P'C? — AP? = (AP' + P'C)(P'C — AP") = AC(P'C — AP)).

Mas, por (2.5), AC' = v/80. Logo,

32
P'C— AP = "= 2.8
0 (2.8)

Ademais, temos

P'C + AP' = AC = V/30. (2.9)
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Somando, membro a membro, (2.8) e (2.9), resulta que

32 112
2P'C =80+ = =—".
V80 456

Dai, P'C' = 14/+/5. Finalmente, usando o valor de P'C, de (2.7), obtemos

2
PP? =40 — 14 :4()_@:4_1,
/5 5 5

de onde segue que PP' = 2/+/5.

Agora, apresentamos uma outra solucao que faz uso do resultado fornecido na

Secao 1.7. [ ]

Solucao 3. Estabeleca um sistema de coordenadas cartesianas com origem em P, como

indicado na Figura 2.8.

Figura 2.8: Sistema de coordenadas cartesianas com origem em P.

D B o
. .

Fonte: Propria.

Claramente, o coeficiente angular da reta j@ correponde a

A BC 4 1

Assim, uma equagao de jﬁ ¢ dada por

1

ou, equivalentemente, x —2y—2 = 0, ja que, em particular, o ponto A = (—2, —2) pertence

a essa reta. Desse modo, temos

— 9| 2

PP =d = —| =

PACT AT T (22 b

e nada mais ha a fazer. n
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O artificio da introdugao de um sistema de coordenadas num plano a fim de que
possamos solucionar um problema também ¢é viavel em situagoes nas quais nao dispomos
de angulos retos. Vejamos, inicialmente, duas solucoes “nao analiticas” para o problema

seguinte e, depois, faremos também uma solucao com o uso da geometria analitica.

2.4 Problema 4 (Vestibular-Universidade Mackenzie)

Problema 2.4. O triangulo ABC' da Figura 2.9 é equildtero. Sabe-se que AM = MB =5
e CD = 6. Determine o valor de AE.

Figura 2.9: Problema 4.
A

B c D

Fonte: www.tutorbrasil.com.br (2015).

Solucao 1. Seja N o ponto médio de BC. Em virtude do Teorema 1.4, temos que o
segmento M N é paralelo ao segmento AC; dai, concluimos que os triangulos MND e
ECD (da Figura 2.9) s@o semelhantes (pelo caso AA). Ademais, note que MN = 5, ja

que o triangulo BM N ¢ equilétero.

Figura 2.10: Teorema da base média do triangulo, M N||AC.

A

M

B N C D

Fonte: Propria.
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Da semelhanca dos triangulos MND e ECD, temos

EC’_OD:EC_ 6 iEO_30
MN ND 5 11 11

Para o que falta, fazemos

30 80
AE=AC - EC=10—- "> = —.
CoEC=10-77= 4

[ |
Agora, utilizaremos um pouco de trigonometria para elaborarmos a préxima

solucao.

Solucao 2. Comecemos calculando a area do triangulo BDM:

16 x (5 60°
Appym = X >; sen60°) = 20V/3. (2.10)
Evidentemente,
10 x (5 x sen60°)  15v/3
Acpyr = Appar — Apen = 20V/3 — ( ) = : (2.11)

2 2

Sejam A’ e (', respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de A e C' sobre a
J

reta m

Figura 2.11: Baixando perpendiculares sobre a reta suporte de DM.

A

B C D

Fonte: Prépria.

Uma vez que os triangulos AMD e BMD tém a mesma area (ja que possuem bases e

alturas, respectivamente, iguais), usando (2.10) e (2.11), temos

DM x CC' 15v/3
AA’ DM x AA AADM 20\/§ 8 ’
2
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Como os triangulos AA'E e CC'E sao semelhantes (caso AA), usando (2.12), obtemos

E_C_CC’_§:>AE+EC_3+8:>10 11 L AR - 80
AE  AA 8 AE 8 AE 8 BT

Agora, uma solucao analitica serd obtida com a introducao de um sistema de coordena-
das cartesianas com origem em B, com BD contido no semieixo positivo de Ox e com
o triangulo BC'A pertencendo ao semiplano determinado por Ox que contém o semieixo

positivo de Oy. [ ]

Solugao 3. Perceba que A = (5,5v/3), C = (10,0), D = (16,0) e M = (5/2,5v/3/2). O
coeficiente angular m de j@ é tal que m = tg120° = —tg60° = —/3. Dali, uma equacao
dessa reta é

y = V3(10 — z). (2.13)

Por outro lado, o coeficiente angular de SM é

5v/3
O——= 53

o 277
16 — =
2

de maneira que uma equacao de ijM é dada por

53

(16 - ). (2.14)

y_

Resolvendo o sistema formado pelas equagoes (2.13) e (2.14) , vem

5v/3 16 —x 27

16 — -2
27(6 T S

V3(10 — z) =

de onde concluimos que x = 95/11. Agora, substituindo esse valor em (2.13), obtemos

95 15v/3
= 1 _— — = —
Y \/g( 0 11) 11

ou seja, B = (95/11, 15\/§/11). Finalmente, usando o Teorema 1.1, temos

- \ (5 - %) (5\/_ 15[)
) ()

4 x 402
112
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O préximo problema nos mostra que o nao conhecimento de um teorema es-
pecifico de geometria plana pode nos conduzir a solugoes inventivas e um pouco mais

elaboradas. No que segue, daremos trés solugoes para o seguinte.

2.5 Problema 5 (BAMO-Bay Area Mathematical Olym-
piad)
Problema 2.5. Prove que, se duas medianas de um triangulo tém mesmo comprimento,

entao esse triangulo € isosceles.

Antes de passarmos as solucoes, ressaltemos que o reciproco do resultado acima
também é verdadeiro, isto é, se um triangulo é isdsceles, entao ele possui duas medianas

de mesmo comprimento. Com efeito, seja ABC um triangulo isésceles, com AB = AC.

Figura 2.12: Todo triangulo isésceles tem duas medianas de mesmo comprimento.
A

Fonte: www.bamo.org (2018).

Sejam BN e C'M respectivamente, as medianas relativas aos lados AC' e AB, como
representado na Figura 2.12. E claro que BM = CN e med(ABC) = med(ACB).
Assim, pelo caso de congruéncia LAL, concluimos que os triangulos BCN e C'BM sao
congruentes e, em particular, temos BN = CM.

Solucao 1. Suponha que as medianas BN e CM indicadas na Figura 2.12 tenham
mesmo comprimento. Denotemos por GG o baricentro de ABC'. Note que, em virtude dos

resultados estabelcidos na Segao 1.6,
3GM =CM = BN =3GN = GM = GN.

Com isso, também temos BG = BN —GN = CM —GM = CG. Dali, os triangulos BGM
e CGN sao congruentes (pelo caso LAL) e, em particular, BM = C'N. Para o que falta,
basta observar que AB = 2BM = 2CN = AC e, portanto, ABC' é isésceles. [ ]
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Agora, vejamos uma solugao criativa que nao tira proveito dos resultados da
Secao 1.6.
Solugao 2. Inicialmente, trace por C' a reta r paralela ao segmento BN. Tome D € r

tal que BN = C'D, como mostra a Figura 2.13.

Figura 2.13: Exemplo de uma construcao geométrica bem sucedida.
A

Fonte: Propria.

Evidentemente, BCDN é um paralelogramo, ji que BN é paralelo a CD e BN = CD.
Ademais, os pontos M, N e D sao colineares - aqui, a colinearidade é garantida pelo axi-
oma das paralelas (mencionado na Secdo 1.4), tendo em vista que os segmentos M N e ND
sio paralelos a BC. Perceba também que med(NBC) = med(BNM) = med(CDN) = a.
Além disso, med(N M () = a, uma vez que o triangulo C DM ¢é isésceles. Agora, é ime-
diato que os triangulos MGN e BGC sdo ambos isésceles (onde G é o baricentro do
triangulo ABC'). Dai, decorre que os triangulos BGM e CGN sao congruentes (pelo caso
LAL), de modo que BM = CN. O resto é imediato. |
O argumento exibido acima demandou certa engenhosidade - o que acontece,
em geral, quando nao dispomos de multiplas ferramentas para atacarmos um problema.
Para a préxima solucao, utilizaremos “apenas” os Teoremas 1.1 e 1.5.
Solucao 3. Fixemos um sistema de coordenadas cartesianas com origem em B, como
mostra a Figura 2.14. Sejam A = (z4,y4) ¢ C = (z¢,0).
Os pontos M e N sao, respectivamente, tais que M = (z4/2,ya/2)e N = ((xa +xc)/2,y4/2).
Como, por hipétese, BN = C' M, temos

2 2 2 2
BN? = CM? > (@) +(%“) =<%4—xc> +(y—A) ,

ou, equivalentemente,

0= (za+20)" — (24— 220)" = 320 (224 — T0) = T = 2T 4.

41



Figura 2.14: Sistema de coordenadas cartesianas com origem em B.

M N

Fonte: Prépria.

Assim, podemos escrever

AC = \/(ivc —24)’ + (—ya)? =1/24 + 94 = AB

e, portanto, ABC' é isdsceles. [ ]

Em face de nossa observagao inicial e das solugoes apresentadas, podemos dizer
que um triangulo é isésceles se, e somente se, possui duas medianas de mesmo compri-
mento.

Os métodos do calculo integral também podem ser eficazes na resolucao de

problemas elementares. Analisemos o seguinte.

2.6 Problema 6 (Professor Isaac Luis)

Problema 2.6. No triangulo retangulo ABC da Figura 2.15, reto em A, sdo tracados
quatro segmentos paralelos ao lado AB, de modo que o lado AC é dividido em cinco
segmentos congruentes. Pede-se:

a) Determine a razao entre a drea do trapézio BoCoC3Bs e a drea do triangulo ABC.

b) Mostre que os baricentros dos triangulos ABC, B1C1C, BoCyC, B3C5C' e ByCyC' sao

colineares.
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Figura 2.15: Problema 6.
B

N
e

B,

A O C €3 C C

Fonte: Professor Isaac Luis.

Solugao 1. a) Denotemos por ¢ o comprimento de cada um dos segmentos congruen-
tes nos quais o lado AC foi dividido. Claramente, os triangulos B,CyC' e BsCsC' sao

semelhantes ao triangulo ABC' (pelo caso AA). Dai, o Teorema 1.9 nos fornece

Apcie (GO (3c\* _ (3)* 2.15)
AABC N AC N 578 N 5) ‘ ‘

Analogamente, obtemos

Ance  (GCY_(2)] (2.16)
Aspe \VAC ) \5) '
De (2.15) e (2.16), vem
AB20203B3 _ ABQCQC - ABgC3C _ ABQCQC i AB3C3C _ <§)2 . <2>2 _ 1
Aape Aape Aape Aape 5 5 5’

e nada mais ha a fazer.

Agora, vejamos como as estratégias do calculo podem nos ajudar a resolver o
mesmo problema. Para tanto, recorde que, de acordo com o segundo teorema fundamental
do calculo, se I é um intervalo, e f é uma funcao continua em I, entao, se F é uma

primitiva de f em I, temos
b
/ f(x)dx = F(b) — F(a),

quaisquer que sejam a e b em I. Além disso, se f é ndo negativa em [a, b], fab f(x)dx é a
area sob o grafico de f, de a até b (limitada pelo eixo Ox). Lembremos também que a
notagao

F(b) — F(a) = F()],

a
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é comumente utilizada no tratamento das integrais definidas. [ ]
Solucgao 2. a) Fixemos um sistema de coordenadas com origem em A. Além disso,
seja b > 0 a ordenada de B. A reta % tem equagao segmentéria x/5¢ + y/b = 1, ou,
equivalentemente, y = b — bx/5c. A area do trapézio ByCoC'3 B3 corresponde a drea sob o

grafico da funcdo continua f(z) = b — bx/5¢, no intervalo [2¢, 3¢], como

b b b,
/(b—gx)dx—/bdx—/(gcx)dx—(b!L‘—l—Ocﬁ)‘FC,

segue-se, pelo segundo teorema fundamental do calculo, que

A —/SC b—im dr = bx—ixQ
BaCaCsbs = | 5¢ B 10¢

Consequentemente,
AB2 C2C3B3 1

Aape 5

[ |

Solugao 1. b) Seja CM a mediana relativa ao lado AB do triangulo ABC. Além disso,
<—

denotemos por M;, com 1 < i < 4, o ponto de intersecao das retas C'M e EZ(,Z como

indicado na Figura 2.16 (para o caso i = 1).

Figura 2.16: Uma solucao puramente geométrica para o item b.

Fonte: Propria.

Mostremos que M; é o ponto médio de B;C;. Para tanto, notemos, inicialmente, que

BC  CC
BC — AC’
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ja que os triangulos B;C;C' e ABC' sao semelhantes (pelo caso AA).

Agora, observe que os triangulos B;M;C' e BMC também sao semelhantes
(também pelo caso AA) - e o mesmo ocorre com os triangulos M;C;C e MAC. Assim,
usando estas semelhangas e a igualdade em (2.17), podemos escrever

BM; BC CC  MC;
BM  BC AC MA

uma vez que M é o ponto médio de AB. Logo, M; é o ponto médio de B;C;, como
queriamos demonstrar - e, portanto, C'M; é mediana do triangulo B;C;C. Dali, se G é o
baricentro de ABC, e (G; denota o baricentro do triangulo B;C;C', com 1 < i < 4, temos
que

4 S

({G} ulJ GZ-) c OM,

i=1
0 que encerra a prova. [ |
Solugao 2. b) Considere o sistema de coordenadas definido na Solugao 2. a). Inicial-

mente, notemos que as coordenadas dos pontos C;, com 1 < i < 4, sdo da forma (ic,0).

Ademais, como B; € j@ , a ordenada y; do ponto B; é tal que

§+%:1:%=b(1—%>.
Assim, o resultado estabelecido na Secao 1.6 nos garante que a abcissa do baricentro G;
do triangulo B;C;C é 2ic + 5¢/3 = ¢(2i + 5)/3; e, de modo andlogo, concluimos que a
ordenada de G; é b(1 —i/5)/3. Observe também que o baricentro G do triangulo ABC' é
G = (5¢/3,b/3). Agora, é suficiente mostrarmos que os pontos G, G; e G}, sao colineares

(com 1< j<k<4). Como

5c b

e 3 1 5 11
c(2j+5) b ' '
BIE5) by _d) 4| _be 2745 1-2 1

3 3 5) 3°3 2
c2k+5) b (0 k) %45 1—o 1

3 3 5 5
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Y6 b
3 3 1 5 01 1
c2i5) by _JY | ey 0
3 3 5 9 2
c(2k +5) b 1_@ 1 o —2% 9
3 3 5 5
5) 1 1
ik
_ b loip 1228
95k '5k
. J
2jk 1—=— 0
J 5
=0,
o resultado segue, em virtude do Corolario 1.7. [ ]

2.7 Duas Aplicacoes do Teorema de Viviani

2.7.1 A Conjectura de Clough

O teorema de Viviani nos conduz a um corolario interessante - e ha uma histéria
ainda mais interessante por tras da descoberta desse corolario. Em 2003, durante uma
aula de geometria, um estudante explorava o teorema de Viviani por meio da utilizacao
de softwares matematicos. Empiricamente, ele verificou que, se ABC é um triangulo

equilatero, e P, um ponto em seu interior - e, além disso, D, E e F sao os pés das

perpendiculares baixadas de P sobre os lados AB, BC' e AC, respectivamente, entao
a soma AD + BE + CF é constante. Na literatura especializada, o resultado acima é
conhecido como conjectura de Clough. Evidentemente, existem varias demonstragoes para
essa “conjectura”’, mas o nome atribuido a mesma é, provavelmente, uma consequéncia
do insucesso do estudante na busca por uma justificativa rigorosa de sua afirmacao. No

que segue, apresentamos uma prova para esse resultado.

Corolario 2.7. (Conjectura de Clough) Sejam ABC um triangulo equildtero de lado

[ e P, um ponto qualquer em seu interior. Se D, E e F sao, respectivamente, os pés das

[
perpendiculares baixadas de P sobre os lados AB, BC' e AC, entao AD+ BE+CF = %

Demonstracao: Seja F' o pé da perpendicular baixada de F sobre o lado AB. Trace

por P a reta r paralela ao lado AB, de modo que » N FF' = {G}, como indicado na

Figura 2.17.
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Figura 2.17: A conjectura de Clough.

C
F
E
a L
A F/ D B

Fonte: Shirali (2012).

Note, inicialmente, que
med(GF P) = 180° — [med(AFF') + med(PFC)] = 180° — (30° 4 90°) = 60°.

Daf, nos triangulos GFP e AFF', temos, respectivamente, PG = PF x sen60° = PF+/3/2
e AF" = AF x sen30° = (AF)/2 = (Il — CF)/2. Agora, podemos escrever

I—-CF PFVJV3
5 T g

AD = AF + F'D = AF' + PG =

implicando que
29AD 4+ CF =1+ PFV/3. (2.18)
Utilizando construgoes geométricas analogas, obtemos as relagoes
9BE + AD = |+ PDV3 (2.19)
2CF + BE = 1+ PEV3 (2.20)

Somando as igualdades (2.18), (2.19) e (2.20) membro a membro, e usando o Teorema de

Viviani (Teorema 1.10), vem

V3 l
3(AD+BE—|—CF):3l+\/§(PD+PE+PF):3l+\/§>< T\/_:3<l+§),
o que nos fornece
AD+ BE +CF = %l,
exatamente como queriamos. [ |

Agora, vejamos um problema onde a utilizacao do Teorema 1.10 é decisiva.
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2.7.2 Problema 7 (Olimpiada de Matematica da UNICAMP)

Problema 2.8. Na Figura 2.18, ABCDEF é um hexdgono reqular e P, um ponto qual-
quer no interior desse hexdgono. Mostre que a soma das dreas dos triangulos ABP, CDP

e EFP € igual a soma das dreas dos triangulos BOCP, DEP e AFP.

Figura 2.18: Problema 7.
B c

F E

Fonte: www.olimpiada.ime.unicamp.br (2010).

Solucao. Sejam G, H e I, respectivamente, os pontos de intersecao das retas suportes

dos lados AF, BC' e DFE, como indicado na Figura 2.19.

Figura 2.19: Uma aplicacao contudente do teorema de Viviani.

G

Fonte: Propria.

Denotemos por [ a medida do lado do hexagono. E facil ver que o triangulo ABG é
equildtero. De fato, med(BAG) = med(ABG) = 180° — 120° = 60°, e a conclusdo
é imediata. De modo similar, inferimos que os triangulos CDH e EFI também sao
equilateros. Desse modo, o lado do triangulo equilatero GHI mede 3l. Agora, sejam

di,ds e ds, respectivaente, as distancias de P aos lados GH, HI e GI do triangulo GH]I.
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Pelo Teorema de Viviani, temos

313

d1+d2+d3: 2

Por outro lado, a soma das areas dos triangulos BCP, DEP e AF P corresponde a

Id, Ildy, Id l 12V/3 1
71+72+73:§(d1+d2+d3):3>< 1 :3X6><AABCDEF7

e a conclusao ¢ imediata. ]

2.8 Problema 8 (Harvard-MIT mathematics tourna-
ment)

Problema 2.9. Seja ABCD um retangulo de drea 1 e E um ponto sobre o lado CD.
Qual é a drea do triangulo formado pelos baricentros dos triangulos ABE, BCE ¢ ADE?

Solucao 1. Sejam G, G5 e G5, respectivamente, os baricentros dos triangulos ADE, BC'E
e ABE. Considere a Figura 2.20, na qual M e G representam, respectivamente, o ponto

médio de DE e a projecao de G4 sobre CD.

Figura 2.20: Os primeiros passos rumo a resolucao de um problema desafiador.

A B

Gy

D G, M E C

Fonte: www.hmmt.co (2018).

Note que os triangulos G1G| M e ADM sao semelhantes (pelo caso AA). Observe também
que a razao de semelhanca entre esses triangulos é

GiM  GiM 1
AM — 3G4M 3

Dai, temos G1G| = (AD)/3 e GYM = (DM)/3. Além disso, segue-se que

2

2 1
DG, =DM ~GiM = ;DM = 3 x 5 x DE = . DE.
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Agora, sendo R e G, respectivamente, o ponto médio de EC e a projecio de Gy se-
bre CD, é possivel deduzir, de modo absolutamente anilogo ao que fizemos acima, que
GoGlhy = (AD)/3 e GLC = (EC)/3. Uma vez que GG’/ /GG (pois ambos sdo perpen-
diculares ao segmento CD) e G1G" = (AD)/3 = G5GY, concluimos que G,G|G5Gy é um
paralelogramo e, portanto, GG é paralelo a CD. Além disso, como DG} = (DE)/3 e
G,C = (EC)/3, obtemos

1 2
G1Gy = CD — (DG, + GyC) = CD — %(DE +EC)=CD~5CD=30D. (221)

Agora, sejam R e (%, respectivamente o ponto médio de AE e a projecdo de G'3 sobre
AB. Tracemos por N uma paralela aos lados AD e BC do retangulo ABCD, obtendo a
Figura 2.21.

Figura 2.21: Uma construgao geométrica esclarecedora.

A N, G B
Gs
N
D Ny E C

Fonte: Prépria.

E facil ver que, em virtude do Teorema 1.3 (veja também Coroldrio 1.4), NN, = (AD)/2 =

NN;. Consequentemente, como resultado da semelhanga entre os triangulos BG3GY e

BN N; (caso de semelhanga AA),

2

1 1
GgGg - gNNl -

X = xAD = -AD,
2 3

Wl N

e assim, como GG} = (AD)/3, inferimos que a altura h do triangulo G1G2G3 é
1
2 1
h=AD — (G1G} + G3G5) = AD — gAD = §AD' (2.22)

Finalmente, de (2.21) e (2.22), e do fato que Aspcp = 1, obtemos

G1G2 X h 1 1 2 1
A =———==-X=-xX=-Xx(AD x(CD) = —-.
Gt 2 2% 5% 3| /=35
]
Solucao 2. Fixemos um sistema de coordenadas cartesianas com origem em D, como

indicado na Figura 2.22.
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Figura 2.22: Sistema de coordenadas cartesianas com origem em D.

A B

) \/ )

D E C

Fonte: Propria.

Fagamos AB = CD = 2y, AD = BC = yy e E = (zg,0). Desse modo, A = (0,y,), B =
(0,%0) € C = (x0,0). Utilizando as coordenadas do baricentro (dada na Secao 1.6), a
abcissa de G é x/3; por outro lado, sua ordenada é /3. De modo similar, concluimos
que G2 = ((2zo + z5)/3,v0/3) e Gs = ((xo + xr)/3,2yo/3). Calculando o determinante

D, a seguir, temos

1 1
37E %UO 1 e T W 1
1
D = 5(2% +zp) 3%0 1| = (5) 200 +xp Yo 1
1 1
§(x0 +zp) §2y0 1 Tot+zp 2y 1
rp Yo 1
1 2
= 9 20 0 0] = 595090
ro Yo O
2
=5
ja que zoyo = Aapcp = 1. Finalmente, usando a Proposigao 1.6, concluimos que
1 1 2 1
GIGQGS 2| ‘ 2 X 9 9

2.9 O triangulo de Langley

2.9.1 Problema 9

Problema 2.10. O triangulo da Figura 2.23 ¢ isosceles, com AB = AC e tal que
med(BAC) = 20°, med(DBC) = 60° ¢ med(ECB) = 50°. Determine a medida do
angulo BDE.
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Esse problema foi proposto pela primeira vez em 1922, numa publicacdo académica
britanica de educacao matemdatica chamada The mathematical gazette. Trata-se de um
problema bastante famoso, conhecido na literatura especializada como triangulo de Lan-
gley, em homenagem ao matemdtico inglés Edward Mann Langley. Daremos duas solugoes
para esse problema. A primeira delas, cldssica, € devida ao matemdtico inglés James
Mercer, e faz uso apenas de fatos geométricos elementares. Na sequnda solugao, emprega-
remos os métodos da geometria analitica em parceria com algumas formulas e identidades

da trigonometria.

Figura 2.23: Problema 9.
A

Fonte: estudamelhor.blogspot.com (2015).

Solugdo 1. Tomemos o ponto F' em AC de modo que med(CéF) = 20°. Em seguida,
tracemos o segmento F'E, conforme indicado na Figura 2.24.

Note que o tridngulo BCF ¢ isésceles (de base CF), ja que med(BFC) = med(BCF) =
80°. Dai, BC = BF. Por outro lado, o tridngulo BC'E também é isésceles (de base EC),
uma vez que mde(BCE) = med(BEC’) = 50°. Portanto, BE = BC' = BF, e o triangulo
BEF é equilétero, pois med(EEF) = 60°. Em particular, temos FF' = BF. Como

med(BDC) = 180° — [med(CBD) + med(BCD)] = 180° — (60° + 80°) = 40°,

concluimos que o triangulo BDF é isésceles (de base BD) e, portanto, F'D = BF. Agora,

como EF = BF, segue que o tridngulo DEF ¢é is6sceles (de base ED), de maneira que

- 180° — 40°
med(BDE) = = —40° = 70° — 40° = 30°.
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Figura 2.24: Solugao cléssica para o problema de Langley.
A

Fonte: Propria.

Solugao 2. Inicialmente, provaremos duas identidades trigonométricas:
tg80°

tg60° + tg80°
V3c0s40° — sen80° V3

cos40°, (2.23)

= Y= (2.24)
cos40° — cos80° 3
Note que
sen&0° sen80°
tg80° _ c0s80° _ c0s80°
tg60° 4 tg80°  sen60°  send0° 5en60°cos80° + sen80°cos60°
cos60° cos8(° c0s60°cos80°
sen&0°

B c0s80° B sen&0° " c0s60°cos80°

~ sen(60° +80°)  cos80° sen140°

c0s60°cos80°

1
2sen40°cos40° x 3

sen4(°

= c0s40°,

23



o que encerra a prova de (2.23). Para o que falta, perceba que podemos escrever

V/3c0540° — sen80° _ 2sen60°cos40° — 2s5end0°cos40°  2cos40°(sen60° — send(°)
cosd0° — cos80° (400 + 800) <40° — 800) ~ —2sen60°sen(—20°)
—2sen | ——— | sen | ————

2

2 2
2sen60°sen20°

2c0s40° [QSen (M) cos (M>}

_ 2c0840°[25en10°c0s50°]  2c0540°[2c0580°sen40°]
B 2sen60°sen20° B 2sen60°sen20°

_ 2c0s80°[2sen40°cos40°]  25en80°cos80°
B 2sen60°sen20° ~ 2sen60°sen20°

senl160° sen20°

- \/gsenZOo - \/gsenZOO

0 que prova (2.24).
Agora, fixemos um sistema de coordenadas cartesianas com origem em B, tal
como na Figura 2.25. Além disso, seja F' o ponto de intersegao da reta m com 0s €ixos

das abcissas.

Figura 2.25: Uma solucao analitica para o triangulo de Langley.

A

20

F 60" oo
B c

Fonte: Propria.
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Sejam (z¢,0) as coordenadas de C' no sistema de coordenadas fixado. Desde que o
triangulo BCE é isésceles (de base EC), temos BE = BC = z¢. Dai, é facil ver

que as coordenadas de F sao
(xccos80°, xosen80°).
Também é evidente que uma equagao para a reta % é
y = tg60°x. (2.25)

Agora, se a é o suplemento do angulo B@A, temos tga = —tg(BaA) = —tg80°, de modo

que uma equagao para a reta C ¢
y = (—tg80°)(z — z¢) = xctg80° — tg80°x. (2.26)

Resolvendo o sistema formado pelas equagoes (2.25) e (2.26), e usando (2.23), temos

tg80°

T A40°.
Crg60° + tg800 ¢

tg60°r = xctg80° — tg80°xr = x = x

Substituindo o valor de z encontrado acima em (2.25), obtemos y = tg60°(zccos40°) =

\/§ZU0008400 e, assim, as coordenadas de D sao
(rccosd0®, \/§xccos400).
Agora, note que o coeficiente angular m da reta ﬁ é tg(BF D). Por outro lado, usando

(2.24), temos

V3xccosd0° — xosen80° xc(\/gcoséloo — sen80°) V3c0s40° — sen80° /3
m = = = =

Tocos40° — xccos80°  xo(cosd0° — cos80°)  cosd0° — cos80° 3

Assim, tg(BF D) = v/3/3 e, consequentemente, med(BF D) = 30°. Finalmente, o teorema

do angulo externo aplicado ao triangulo BF'D nos fornece

med(BDE) = med(CBD) — med(BF D) = 60° — 30° = 30°.
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Consideracoes Finais

Atualmente, hd uma (forcosa) tendéncia de se relacionar a matemética com
o mundo real. Em tempos de ENEM, os materiais didaticos e, por conseguinte, o am-
biente educacional, acabam seguindo essa tendéncia, de modo que o tempo dedicado a
matematica pura em sala de aula é infimo - praticamente inexistente. As olimpiadas
de matemadtica resgatam o rigor e a precisao que essa ciéncia exige. A aplicabilidade da
mesma em situagoes do cotidiano é uma consequéncia natural de sua universalidade. Uma
aula de matematica nao é mais atrativa apenas por correlacionar teoremas com aplicagoes
praticas. O mesmo resultado pode ser obtido, por exemplo, através da exploracao do seu
carater multidisciplinar, isto é, por meio da exibicao de problemas e suas multiplas abor-
dagens possiveis.

No presente trabalho tentamos resgatar o gosto pelo estudo da matematica pura,
apresentando problemas de alto nivel e suas respectivas solucoes. As solucoes exibidas, no
entanto, sao fundamentadas em ramos distintos da matematica, corroborando o aspecto
multidisciplinar da mesma. Evidentemente, o material aqui contido objetiva, também,
agregar novas abordagens e técnicas resolutivas ao espetacular universo das olimpiadas
de matematica.

As ideias e teorias em matematica surgem de modo “natural”, isto é, quando
um matematico trabalha em um problema, nao ha necessariamente um propodsito em
relacionar a situacao estudada com o mundo real. A matemética é bela em si mesma
e nao carece de aplicacoes praticas para tornar-se mais interessante. Acreditamos que
um estudo matematico rigoroso executado com dinamismo e criatividade desenvolve no
estudante a fantastica habilidade de raciocinar logicamente, preparando-o para os desafios
da vida, onde, cada vez mais, decisoes catastroficas sao tomadas fundamentadas apenas

em critérios emocionais.
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