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Resumo

Este trabalho aborda o estudo de vértices BPS em um modelo de calibre C'P(2) na presenca
do termo de Chern-Simons. Neste contexto, desenvolvemos uma estrutura de primeira ordem
via o método de Bogomol'nyi, a partir do qual obtemos o limite inferior para a energia total do
sistema (limite de Bogomol'nyi) e as equagoes de primeira ordem para o modelo. Usamos essas
expressoes para introduzir os cendrios BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfeld) efetivos, nos
quais resolvemos as equacoes de primeira ordem pelo método de linearizacao destas equagoes,
obtendo assim solucoes do tipo vortice.

Palavras Chaves: Vortices, Formalismo BPS, Equacoes BPS



Abstract

This work deals with the study of BPS vortices in a gauged CP (2) model in the presence
of the Chern-Simons term. In this context, we developed a first-order structure via the Bo-
gomol’'nyi method, from which we obtain the lower limit for the total energy of the system
(Bogomol'nyi limit) and the first order equations for the model. We use these expressions to
introduce the effective BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfeld) scenarios, in which we solve the
first-order equations by the linearization method of these equations, thus obtaining vortex-like
solutions.

Keywords: Vortices, BPS formalism, BPS equations.



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

24

3.1

3.2
3.3

3.4

Solugao numérica para ¢(r) obtida a partir de ( 2.36) e (2.37) via (2.29) e (2.30
), para v = e = 1 . As vorticidades sdo dadas por: n = 1 (curva preta sélida),
n = 3 (curva azul tracejada), e n = 5 (curva vermelha ponto-tracejada). A
solugao aproxima-se monotonicamente do contorno. . . . . ... ... ... ... 21
Solugao numérica para a(r). Convengdes conforme a Figura 2.1. Neste caso vale
a(r —=0) = Moo oo 21
Solugdo numérica para o campo magnético B(r) construida a partir de (2.11).
Convengoes conforme a Figura 2.1. A configuracao final resulta em um lump
centrado na origem. . . . . . . .. L L 22
Solugdo numérica para a densidade de energia e,,(r) obtida via (2.28). Con-
vencgoes conforme a Figura 2.1. Para n = 1, a solucao é um [ump centrado na

origem, enquanto que para n # 1, as confuguragoes sao anéis centrados na origem . 23

Solugao numérica para g(r) obtida a partir de ( 3.21) e (3.22) via (2.29) e (2.30),
para v = e = kK = 1 . As vorticidade sao dadas por: n = 1 (curva preta sélida),
n = 3 (curva azul tracejada), e n =5 (curva vermelha ponto-tracejada). . . . . . 30
Solugao numérica para a(r). Convengoes conforme a Figura 3.1. . . . . . . . .. 31
Solugao numérica para o campo magnético B(r). Convengdes conforme a Figura
3. 32
Solugao numérica para a densidade de energia ey,5(r). Convengoes conforme a

Figura 3.1 . . . . . o o 32



4.1

4.2

4.3

5.1

5.2

5.3

5.4

2.5

2.6

Solugao numérica para «(r) (curva preta sélida para m = 1 e curva vermelha
tracejada para m = 2) e para A(r) (curva azul ponto-tracejada para m = 1 e
curva laranja longo-tracejada param =2) . . . ... .. ... 43
Solugao numérica para o médulo do campo magnético B(r) para m = 1 (curva
preta sélida), m = 3 (curva azul ponto-tracejada) e m = 7 (curva vermelha
tracejada). . . ... 43
Solugao numérica para a densidade de energia e;,s(r). As convencoes sendo as

mesmas da Figura 4.1. . . . . . ..o o o 44

Solugao numérica para «(r) obtida a partir de (5.34) e (5.35) via (4.12) e (5.37),
para h = k = 1 e ¢ = v/2. As vorticidade sdo dadas por: m = 1 (curva preta
sélida), m = 2 (curva azul tracejada), e m = 3 (curva vermelha ponto-tracejada). 54
Solu¢ao numérica para A(r). As convengoes sao as mesmas da Figura 5.1. Os
perfis s80 MONOtONICOS. . . . . . . . . .. 54
Solugao numérica para o campo magnético B(r). As convengoes sao as mesmas
da Figura 5.1. Os perfis sao anéis centrados na origem. . . . . . .. .. ... .. 55
Solugdo numérica para a densidade de energia ey,5(7). As convencoes sao as
mesmas da Figura 5.1, eps(r =0) =0param # 1. . ... ... ... ... ... 55
Solugao numérica para o potencial elétrico A%(r). As convencoes sdo as mesmas
da Figura 5.1. . . . . . . o 56
Solugao numérica para o elétrico campo elétrico E(r). As convengoes sao as

mesmas da Figura 5.1, E(r=0)=0e E(r - 00) = 0. . . ... ... ...... 57



Sumario

Lista de Figuras 3
1 Introducgao 7
2 Vértices no modelo de Maxwell-Higgs 13
2.1 O modelo de Maxwell-Higgs . . . . . . . . ... ... 13
2.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo de Maxwell-Higgs . . . . . . .. ... ... 15
2.3 Solugoes BPS . . . . . 18

3 Vértices no modelo de Chern-Simons-Higgs 24
3.1 O modelo de Chern-Simons-Higgs . . . . . . . . . . ... ... ... ... .... 24
3.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo de Chern-Simons-Higgs . . . . . . . . . .. 26
3.3 Solugoes BPS . . . . . 28

4 Voértices BPS em um modelo CP(2) na presenga do termo de Maxwell 33
4.1 O modelo CP(N — 1) na presenga do termo de Maxwell-Higgs . . . . . . . . .. 33
4.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo CP(2) . . . . .. ... ... ... ... .. 36
4.3 Solucoes BPS . . . . . . 38
431 OcasoB(r) =06 . . . . . . 39

432 OcasoB(r) =06, . . . .. . 40

5 Vértices BPS em um modelo CP(2) na presenca do termo de Chern-Simons 45
5.1 O modelo CP(N — 1) na presenga do termo de Chern-Simons . . . . . . . ... 45
5.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo de calibre CP(2) . . ... ... ... ... A7
5.3 Solugoes BPS . . . . . 50



5.3.1 O caso B(r) = 3,
5.3.2 O caso B(r) = B,

6 Conclusoes e Perspectivas

Referéncias Bibliograficas



Capitulo 1

Introducao

De maneira bem simples, um defeito topologico representa a regiao de transicao entre fases
distintas de um sistema, ou melhor, é a regiao em que o sistema muda suas caracteristicas
e propriedades. Matematicamente, eles surgem como solugoes de equagoes diferenciais nao-
lineares [1]. Essas solugoes sao estaveis, classificadas de acordo com a dimensao, e recebem o
nome de sdlitons.

Do ponto de vista fisico, soliton é o nome dado a certos tipos de fend6menos ondulatérios nao-
lineares e altamente estdveis, também chamados de “ondas solitarias” [2, 3]. No entanto, dentro
do dominio das teorias classicas de campos, eles sao descritos como solugoes estaticas, e estaveis,
das equacoes de movimento de sistemas nao-lineares, sendo possuidores de energia finita, o que
significa que a densidade de energia correspondente deve ser localizada, i.e., concentrada em
uma regiao finita do espago [4]. De um modo geral, eles costumam surgir dentro de teorias em
que se ocorre a quebra espontanea de algum tipo de simetria.

Usualmente, os sélitons sao obtidos através das equagoes de segunda ordem de Euler-
Lagrange, porém, em circunstancias especiais, tais estruturas também podem ser obtidas via
um conjunto de equagoes de primeira ordem, denominadas de equag¢ées BPS (Bogomol'nyi-
Prasad-Sommerfeld). Nestas circunstancias, a configuracao resultante possui energia minima,
que ¢é proporcional a sua carga topoldgica.

A utilizagao do termo BPS tem origem no fato de que o método empregado na obtengao de
solugbes estaveis (solugoes BPS), possuidoras de energia finita, para determinadas equagoes de

campos nao-lineares foi proposto por E. B. Bogomol'nyi em 1976 [5], embora em 1975, M. K.



Prasad e C. M. Sommerfield j& tivessem publicado um trabalho sobre o assunto [6].

O método consiste em escrever a densidade de energia estacionaria de um determinado
modelo como uma soma de quadrados perfeitos e um termo contendo uma derivada total. Da
integracao dessa densidade de energia sobre todo o espago, obtém-se a energia total do sistema.
Dessa maneira, a minimizacao dessa energia total impoe que os termos quadraticos se anulem,
o que conduz as equagoes diferenciais de primeira ordem, cujas solugoes também satisfazem
as equagoes de Euler-Lagrange, sendo, portanto, solugoes genuinas do modelo. A integral que
contém o termo restante (com a derivada total) é entao resolvida, levando-se em consideracao
as condicoes de contorno as quais estao sujeitos os campos do modelo. O resultado desse
procedimento é a obtengao do valor minimo (Ej,s) para a energia, ele representa o limite inferior
para a energia total do sistema (E — Ejps), que é conhecido como o limite de Bogomol nyi.

Dentre os exemplos mais conhecidos de sélitons (ou tipos de defeitos topolégicos), podemos
destacar: o kink, o wvdrtice e o monopdlo magnético. Abordagens interessantes sobre estes
exemplos podem ser encontradas em [7-9]. Os kinks sao considerados sélitons unidimensionais,
sdo obtidos dentro do contexto de teorias de campos definidas em um espago-tempo (1+1)-
dimensional, contendo um unico campo escalar (real e estatico); os vértices, por outro lado,
sao solitons bidimensionais (planares), i.e., eles sdo solugdes obtidas no terreno de teorias de
gauge abelianas definidas em um espago-tempo (1+2)-dimensional, nas quais hd um campo de
gauge e um campo escalar complexo; por fim, os monopdlos magnéticos sao sélitons em treés
dimensoes, portanto, sao obtidos através de teorias de gauge nao-abelianas (143)-dimensionais,
caracterizadas pela presenca de um tripleto de campos de gauge e um tripleto de campos
escalares reais.

Em particular, vértices sao solugoes radialmente simétricas construidas no ambito de teorias
de gauge abelianas (1+2)-dimensionais, ou seja, s@o estruturas estaticas que possuem simetria
rotacional, oriundas de um cendario planar caracterizado pela presenca de um campo de gauge.
Portanto, vortices topolégicos (carga topolégica nao-nula) surgem a partir da quebra espontanea
da simetria de gauge local [10, 11].

O conceito de simetria é de extrema importancia para as teorias fisicas. De forma geral,
podemos dizer que um sistema é simétrico se ele ndo muda as suas propriedades e/ou carac-

teristicas frente a alteracoes dos parametros que o descrevem. Outra maneira de se conceber



o conceito de simetria é pensar que um sistema é simétrico se for possivel submeté-lo a uma
transformacao e este conservar a sua forma inicial apds essa transformacao. Levando em con-
sideracao as leis da fisica, podemos submeter as suas equagoes a transformacoes relacionadas a
translacoes e a rotagoes, contudo, apds esse processo, se elas apresentarem a mesma forma ini-
cial, dizemos que elas sao simétricas em relacao a essas transformacoes. Como exemplo, temos
a mecanica newtoniana que possui a transformacao de Galileu como simetria fundamental.

Pode-se dizer que um sistema possui sua simetria quebrada quando as alteracoes promovi-
das nele alteram suas propriedades e/ou caracteristicas. Fenomenos deste tipo aparecem em
modelos cosmologicos, onde a quebra de simetria foi a responsavel pelo surgimento de defeitos
topoldgicos no universo primordial, que seriam, principalmente, cordas césmicas e monopolos
magnéticos [12].

Em teorias de campos, a quebra de simetria espontanea é definida como aquela em que a
densidade de lagrangeana é simétrica sob a acao de um determinado grupo de transformagoes,
mas o estado de menor energia, o vacuo, nao é.

Dando continuidade, o conceito de vortices é encontrado em varios campos da Fisica. Den-
tro da mecanica dos fluidos, ele aparece em teorias fluidodinamicas; nesse contexto, ele surge
quando uma determinada regiao do fluido descreve um movimento circular estaciondrio, ou
aproximadamente estacionario, em torno de um eixo central. Na cosmologia, ele se fez presente
na Teroria Cosmoldgica de Descartes [13] do século XVII, um dos primeiros modelos cos-
moldgicos envolvendo vértices que se tem conhecimento; dentro dessa toria, Descartes atribuia
um movimento em vértices, em torno do sol, aos planetas e aos outros corpos do sistema so-
lar. No dominio da fisica de matéria condensada, a investigacao de vértices estaticos ganha
relevancia com a descoberta dos supercondutores tipo II, em especial, gracas ao talento de
Abrikosov [14], que no ano de 1957 consegue descrever esses supercondutores; nessa descri¢ao
ele obtém solucoes nao-relativisticas com simetria rotacional.

Em especial, o estudo sobre vortices emerge nas teorias de campos motivados pela existéncia
dessas estruturas em sistemas eletromagnéticos, nesse sentido, vortices estaveis foram estudados
pela primeira vez no cenario mais simples da eletrodinamica de Maxwell-Higgs, por Nielsen e
Olesen [15]. Posteriormente, utilizando o modelo Higgs Abeliano, Schaposnik e de Vega [16]

também buscaram solucoes com esse tipo de configuracao.



Vortices também foram obtidos no cenério da eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs. Nesse
contexto, levando em conta a quebra espontanea de simetria, Jackiw, Weinberg e Lee [17, 18]
obtiveram solucoes que satisfaziam um conjunto de equagoes auto-duais, i.e., as equagoes BPS.

Recentemente, vértices BPS também foram investigados em conexao com nonstandard mo-
dels [19-23], com as solugoes resultantes sendo usadas como uma tentativa de explicar algumas
questdes cosmoldgicas [24-26].

Dando prosseguimento a esses cendrios, é interessante considerar a existéncia de vortices
estaticos bem comportados que surgem dentro do modelo C'P(N — 1) na presenca do campo
de gauge, principalmente devido a estreita relagao fenomenoldgica entre tal teoria e a teoria 4-
dimensional de Yang-Mills-Higgs, i.e., o primeiro mapeia algumas propriedades fenomenolégicas
do segundo [27-30]. Nessa légica, em uma investigagao recente, solugoes radialmente simétricas
decorrentes de uma teoria C'P(2) planar, dotada pelo termo de Maxwell, foram encontradas
por Loginov [31]. Neste trabalho, no entanto, as configuragoes de vértice foram obtidas direta-
mente da resolucgao das equagoes de segunda ordem de Euler-Lagrange (as solugoes resultantes,
portanto, nao saturando o limite de Bogomol'nyi).

Na sequéncia, em [32] sao introduzidos os vértices BPS (de primeira ordem) inerentes a
supramencionada teoria C'P(2) com o termo de Mawell. Neste trabalho é definido um limite
inferior para a energia, de onde se obtém as correspondentes equagoes BPS. Os perfis auto-duais
sao construidos numericamente por meio do processo de linearizacao das equagoes de primeira
ordem, as estruturas resultantes apresentam a forma topoldgica tipica.

Embasada pelas informagcoes apresentadas, esta dissertacao tem como objetivo principal a
ampliacao dos trabalhos citados, ou seja, a busca de solugoes BPS planares oriundas de uma
teoria C'P(2) na presenga do termo de Chern-Simons.

O trabalho esta estruturado da seguinte forma: Nos capitulos 2 e 3, apresentamos revisoes
sobre a obtencao de vértices estaticos no ambito da eletrodinamica de Maxwell-Higgs [16]
e Chern-Simons-Higgs [17, 18], respectivamente. O objetivo dessas revisoes é introduzir o
formalismo BPS e as teorias eletrodinamicas que se farao presentes nos capitulos posteriores.

Os vortices obtidos nesses capitulos sao topoldgicos, ou seja, sao caracterizados por uma
carga topoldgica nao-nula, eles sao obtidos através da resolucao numérica das equagoes di-

ferenciais de primeira ordem, conhecidas como equacoes BPS. Por outro lado, esses vortices
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estaticos também podem ser obtidos através da resolucao das equagoes de segunda ordem de
Euler-Lagrange. Nesse sentido, eles sao classificados como nao-BPS, sendo a informacoes sobre
suas energias bastante restritas, i.e., pouco se pode concluir sobre elas.

No capitulo quatro, abordamos o modelo C'P(2) na presenca do termo de Maxwell-Higgs
[32]. Na primeira se¢ao do capitulo, introduzimos o modelo de calibre C'P(N —1), apresentando
algumas defini¢oes e convencoes basicas. Neste ponto, nés particularizamos nossa investigacao
focando em campos independentes do tempo que deem origem a configuragoes radialmente
simétricas.

Na segunda se¢ao, procuramos desenvolver uma estrutura consistente de primeira ordem
através da aplicacao do método BPS, neste sentido, nés manipulamos a relagao para a densidade
de energia do sistema a fim de estabelecer um limite inferior para a energia total correspondente,
levando em consideracao a restricao para o potencial que permite a contrugao de tal estrutura.
Verificamos que este limite é atingido (limite de Bogomol’'nyi) quando as fungoes que descrevem
os campos satisfazem um conjunto de equacoes de primeira ordem, que sao as equagoes BPS.
Finalizando a secao, nds calculamos o valor geral para o minimo da energia total, que correspode
a energia das configuracoes BPS.

Na tultima se¢ao, investigamos a maneira como as expressoes de primeira ordem, definidas
anteriormente, geram solucoes legitimas. Nesse processo, levamos em consideracao dois ca-
sos especiais e equivalentes, passiveis da obtencao de solucoes do tipo séliton. Desse modo,
determinamos o potencial que define o estado de vacuo do modelo, e resolvemos as equagoes
de primeira ordem, numericamente, via condi¢oes de contorno convenientes. Como resultado,
obtemos configuragoes regulares, possuidoras de energia finita.

No capitulo cinco, nés finalmente trabalhamos com o modelo C'P(2) no contexto da ele-
trodinamica de Chern-Simons [33]. O desenvolvimento do capitulo segue a mesma sistemética
descrita para o capiltulo quatro. Também neste caso, nés construimos uma estrutura de pri-
meira ordem através da implementacao do método BPS, que nos permite obter os vortices BPS
gerados pela teoria, assim como, suas respectivas energias. Tais configuracoes apresentam a
forma topoldgica tipica.

Ao final, sumarizamos os resultados contidos nesste trabalho e apresentamos nossas con-

clusoes e perspectivas.
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As teorias apresentadas neste trabalho sao definidas em um espago-tempo (1+2)-dimensional.
Os indices gregos denotam as coordenadas de espago-tempo (u,v = 0,1,2), enquanto que os
indices latinos correspondem apenas a coordenadas espaciais (i, = 1,2). A métrica utilizada é
n" = (+——), o campo de gauge é dado por A* = (A° A,, A,), temos também 9, = (0, 0,, 9y).

Além disso, utilizamos o sistema de unidades naturais (¢ =h=1).

12



Capitulo 2

Vortices no modelo de Maxwell-Higgs

Vortices sao estruturas planares, dotadas de simetria rotacional e energia total finita. Eles
podem ser obtidos via as equacoes de Euler-Lagrange. No entanto, em circunstancias especiais,
tais estruturas também podem ser obtidas via um conjunto de equacoes de primeira ordem,
denominadas de equacoes BPS. Nestas circunstancias, as solugoes resultantes possuem energia
minima. Os vortices obtidos a partir destas equacoes de primeira ordem sao denominados
vortices BPS.

Neste capitulo, apresentamos uma breve revisao sobre a obtencao de vértices BPS no con-
texto da eletrodinamica Maxwell-Higgs. Neste sentido, abordamos o modelo de Maxwell-Higgs
Abeliano, o qual é dotado de um acoplamento minimo entre os os campos de Higgs e gauge,

estando sob a influéncia de um potencial do tipo A |¢|*.

2.1 O modelo de Maxwell-Higgs

A densidade de lagrangeana para o modelo de Maxwell-Higgs Abeliano é

1 Y
L= Bl +(Dud) (D"¢) =V (|4]), (2.1)
na qual D, ¢ = 0,¢ +ieA,¢ é a derivada covariante, F),, = 0,A, — 0, A, representa o tensor do
campo eletromagnético, A* e ¢ sdo, respectivamente, o campo de gauge (vetorial) e o campo
de Higgs (escalar). Além disso, V' (|¢|) é o potencial de auto-interacao para o setor escalar, ou

seja, ele descreve a interagdo do campo escalar consigo préprio. No representante caso, V (|¢|)

13



vale
A 212
V(1) = S0l - o2 (22)
onde A é uma constante de acoplamento e v representa o valor esperado do campo de Higgs no

vacuo.

As equagoes de movimento obtidas a partir de (2.1) s@o

o,F"" = JH, (2.3)
0
D,D"¢ = _8_5‘/ (lol) (2.4)
onde
Jt = ie ¢ (D"p) — p(Dro) (2.5)

representa o 4-vetor densidade de corrente (conservado, i.e., 9,J" = 0).
A componente puramente temporal (1 = 0) de ( 2.3) representa a lei de Gauss do modelo de
Maxwell-Higgs (2.1). Para o caso de campos independentes do tempo, esta equagao pode ser es-

crita como:
9;00 A = —2¢2 |p|* A°, (2.6)

na qual j = 1,2 abrange apenas as coordenadas espaciais. Por outro lado, para p =i (i = 1,2)

e, novamente, supondo campos independentes do tempo, (2.3) resulta na lei de Ampere:
eijﬁjB = —JZ‘7 (27)

na qual B é o campo magnético, e

Ji = ie |¢ (D) — ¢(D@-¢>} = ie (¢0i6 — $0:0) + 26° A’ ||* (2.8)
representa a componte espacial do 4-vetor densidade de corrente.

A partir de (2.6), verifica-se a possibilidade de fixacao do gauge temporal A° = 0, dado que
esta escolha satisfaz identicamente a supramencionada lei de Gauss. Neste caso, vale frisar, as
configuracoes resultantes apresentarao carga total nula.

Vortices s@o estruturas planares possuidoras de simetria rotacional [4], tais estruturas sao

descritas pelo seguinte ansatz
o(r,0) = vg(r)e™, (2.9)
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A(r,0) = b (a(r) —n), (2.10)

onde 7 e 0 sdo coordenadas polares, n é a vorticidade da configuragdo (n = +1,4£2 4+3...), e
a(r) e g(r) sao fungdes escalares regulares. Neste caso, em virtude do ansatz (2.9) e (2.10), o

campo magnético pode ser escrito como:

Blr) = — L4 (2.11)

er dr’
cujo fluxo é perpendicular ao plano espacial no qual o vortice esta contido.

Em se tratando da vorticidade, é valido mencionar que os valores assumidos por ela derivam

do fato de que o campo de Higgs deve ser univocamente determinado, ou seja,
o(r,0 =0) = ¢(r,0 = 2m). (2.12)
Portanto, utilizando o ansatz (2.9), a relagao acima assume a forma:
vg(r) = vg(r)e™", (2.13)
que, simplificada, resulta em
1 = cos(n2m). (2.14)

Conclui-se entao os possiveis valores para a vorticidade, n = 0, +1, 2, +3..., porém, o valor
n = 0 pode ser descartadado, visto que, como veremos adiante, ele leva a um valor nulo para

a energia total do sistema, o que nao nos interessa, pois corresponde a uma solucao trivial.

2.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo de Maxwell-
Higgs

A implementacao do formalismo BPS passa pelo processo minimizacao da energia total do
modelo em analise. O ponto de partida é o tensor de energia-momento, que pode ser expresso

COImo:

2 9
Vo

Ty,

(vV—nL). (2.15)
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Assim, para o modelo de Maxwell-Higgs (2.1), o tensor de energia-momento vale:

Ty = =FunF"p + (Dr¢)(Dp¢) + (D,p9)(Drg) — my,L, (2.16)

do qual resulta a densidade de energia do modelo, i.e.,
1 _
e(r) =Ty = 532 + (Di9) (Dsd) +V (|9]) - (2.17)

A partir da substitui¢do do ansatz (2.9) e (2.10), os termos presentes em (2.17), podem ser

escritos como:

72

(Dig) (Dig) = 0 [(%) + @] , (2.18)

2

V(10l) = 3-(0f — 02 = Sot(e? ~ 1) (2.19)

de forma que, a densidade de energia resulta em

1/1da\” 5 | (dg 2 a’g?
5“*5(5%) v [(d_) o

na qual o campo magnético foi escrito como em (2.11).

2

A
+ 704(g2 — 1)2, (2.20)

A energia total do modelo é, por definicao, obtida a partir da integracao da densidade de

energia sobre todo o espago (neste caso, o plano bidimensional), i.e.,

E = 2 /Oo(r)d =2 71 1da 2+>\2 Hg* - 1)
= 2m [ g(r)rdr =27 5 or dr V(g
0 0

r dg\°  a2g?
2
+27r/v [(%) + o rdr. (2.21)

0

rdr +

No intuito de implementarmos o método de Bogomol'nyi [5], utilizaremos as seguintes iden-

tidades:

1|/ 1da)? 17/ 1da 2 1 da

== Nol(g® =12 == | == ) FA (¢ = 1)| £A* [ —— ) (¢°—1), (2.22

2 [(erdr) AU ) 2 | \erdr F AV ) v er dr (9 ) ( )
2| (do\" ) a0\ _ oo _ag)” ) pa0da (2.23)
v dr r? v dr:F r v r dr’ '

a partir das quais, a expressdo para a energia total (2.21) pode ser reescrita como:
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j:27r1127% [A(g —1)Za (2939” rdr. (2.24)

Em particular, o integrando do tltimo termo assumira a forma de uma derivada total se e
somente se

A=e, (2.25)

assim, a expressao (2.24) pode ser reescrita na forma:

Vi 1 da 2 . |dg _ag 2
E= 27?/{2 [(er dr) F ev?(g® — 1)} +v [% F 7] rdr + Ep,s, (2.26)
0

na qual (2.24) é dado por

i [1d
Epps = 2%/81,173( Jrdr = £27v /;d— a(g® — 1)) rdr =
0 0
= £2m° [a(g® — 1), (2.27)
e
v? d
Epps (1) = :|:7% [a(g* = 1)]. (2.28)

A partir deste ponto, faz-se necessario o calculo do valor definido em (2.27). Para tanto,
é preciso especificar as condigdes de contorno a serem satisfeitas pelas fungoes escalares a(r) e
g(r), tanto na origem quanto no limite assintético.

Na origem, o campo de Higgs (2.9) e o 3-vetor potencial A (2.10) precisam ser, respectiva-

mente, univocos e regulares. Portanto as fungoes a(r) e g(r) devem satisfazer
a(r -0) —-n e g(r —0)—0. (2.29)

Ja no limite assintético (r — 00), a densidade de energia (2.20) deve satisfazer e(r — o0) —
0, uma vez que esta condi¢ao garante a ocorréncia de um valor finito para a energia total. Logo,

no regime r — 0o, a(r) e g(r) devem verificar

a(r >o00) >0 e g(r - o0) — 1. (2.30)
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Assim, usando as condigoes (2.29) e ( 2.30), a energia em (2.27) pode ser calculada explici-
tamente como:

By = £210%°n = 270% |n] (2.31)
a partir da qual se pode propor a seguinte relacao (vide (2.26)):

OO1 1 da 2
E =o[>|(=% 2(g2 — 1
7r/2 [<erdr)$ev (g )] rdr +

0
00

—|—27r/v2 [% - %}Qrdr + Epps > 2107 |n] . (2.32)
0

O resultado em (2.31) representa, desta forma, um limite inferior para o valor da energia

total do sistema (limite de Bogomol’'nyi). Assim, quando a(r) e g(r) satisfazem:

dg ag
—= =+ 2.34
dr r’ (2:34)

a energia total das configuragoes finais assumira o minimo valor possivel, i.e.,
E = Eys = 2m0% |n]. (2.35)

Neste sentido, as equagoes diferenciais de primeira-ordem (2.33) e (2.34) sdo chamadas de
equagoes BPS, enquanto (2.28) e (2.35) representam, respectivamente, a densidade de energia
e a energia total das solugoes BPS.

Vale frisar, que o valor da energia total das configuracoes BPS resulta quantizado pelos

valores inteiros da vorticidade n.

2.3 Solucoes BPS

Nesta secao, serao apresentadas as solugdes BPS para os campos a(r) e g(r), obtidas a partir
das equagdes (2.33) e (2.34) via as condigdes de contorno (2.29) e (2.30).

Entretanto, antes desta apresentacao, é necessario discutir alguns aspectos inerentes as
proprias configuragoes de primeira-ordem. Esta discussao passa pelo processo de linearizacao
das equagoes BPS, a partir do qual sao obtidas solugoes analiticas aproximadas, validas nos

limites 7 = 0 e r — o0.
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A partir deste ponto, por uma questao de simplicidade, serao consideradas apenas os valores
positivos da vorticidade n (i.e., n = 1,2,3...) n > 0 ou, de maneira equivalente, apenas os sinais
superiores (positvos) das expressoes (2.33) e (2.34).

Assim, as equagoes a serem consideradas sao:

1da 9 9, 9

7 -1 2.

- dr e“v=(g ), (2.36)
dg ag
- =2 2.37
dr r ( )

O processo de linearizagao busca definir a dependéncia funcional dos campos no entorno
das condicoes de contorno. Para tanto, tendo em mente as condigoes (2.29), os campos a(r) e

g(r), quando préximos da origem, podem ser decompostos via
a(r) =n—da(r), g(r)~0+dg(r), (2.38)

nas quais a(r) e g(r) sdo pequenas variagoes, submetidas as suas préprias condigoes de contorno,

a saber:

da(r — 0) — 0, dg(r — 0) — 0. (2.39)

Na sequéncia, substituindo as expressoes (2.38) nas equagoes (2.36) e (2.37), e considerando

apenas as contribuicoes lineares em ¢, resulta, respectivamente em:

1d 5 9

Z " Sa = 2.4

rdr(sa ev’, (2.40)
d ndg
—d0g = —=. 241
dar? r ( )

As solucoes destas equagoes sao
dg(r) = Gor", (2.42)
2,2
da(r) = %TQ, (2.43)

onde Gy é uma constante real positiva.

Por conseguinte, os campos em (2.38) resultam em:

e?v?
a(r) =~ n — TTQ, g(r) = Gor", (2.44)

solucoes estas que sao validas apenas no limite r — 0.

19



De maneira anéloga, tendo em mente as condigoes (2.30) , os campos a(r) e g(r), quando

no limite r — oo, podem ser decompostos como:

a(r) =0+ da(r), g(r)~1-=4dg(r), (2.45)
nas quais a(r) e g(r) devem satisfazer

da(r = o0) = 0, dg(r — o0) — 0. (2.46)

Novamente, substituindo (2.45) em (2.36) e (2.37), e, considerando apenas as contribuigoes

lineares em 9, resulta em um sistema de equacoes diferenciais acopladas, a saber:

1d 9 9
;@5@ = —2e“v 6g, (247)
d oa
—0g = —— 2.48
709 s (2.48)
cujas solugoes sao:
dg(r) = Gooe™ ™", (2.49)
Sa(r) = V2evGore ™", (2.50)

Assim, os campos em (2.45) podem ser reescritos como:
a(r) = V2evGore™ ", g(r) =1 — Goe ™, (2.51)

nas quais

my = Mg = V2ev (2.52)

representam as massas associadas aos bdsons presentes na eletrodinamica de Maxwell-Higgs
(2.1). Neste caso, a relacdo my/m, = 1 define o limite de Bogomol'nyi, i.e., o limite no qual
é possivel a implementacao do formalismo BPS. Além disso, a constante GG, é definida como
positiva e real.

Na sequéncia, sao apresentadas as solucoes numéricas obtidas das equacoes de primeira
ordem (2.36) e (2.37) via as condigbes de contorno (2.29) e (2.30), paran = 1,n =3en =5 (i.e.,

os sinais superiores nas equagoes de primeira ordem). Para simplificar, adotamos e = v = 1.
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Figura 2.2: Solugao numérica para a(r). Convengdes conforme a Figura 2.1. Neste caso vale

a(r —0) — n.

g(r)

Figura 2.1: Solu¢do numérica para g(r) obtida a partir de ( 2.36) e (2.37) via (2.29) e (2.30 ),
para v =e = 1 . As vorticidades sdo dadas por: n =1 (curva preta sélida), n = 3 (curva azul
tracejada), e n = 5 (curva vermelha ponto-tracejada). A solugao aproxima-se monotonicamente

do contorno.
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B(r)

10 12

Figura 2.3: Solugdo numérica para o campo magnético B(r) construida a partir de (2.11).
Convengoes conforme a Figura 2.1. A configuracao final resulta em um lump centrado na

origem.

Na Figura 2.1 é representada a solu¢ao numérica para a funcao escalar g(r), a partir da qual
se verifica a forma monotonica como esta solugao obedece as respectivas condicoes de contorno.
De fato, a monoticidade é uma propriedade esperada das solucoes para as funcoes escalares
associadas aos vortices.

A Figura 2.2 mostra a solu¢do numérica para a funcao escalar a(r). Neste caso, vale
a(r — 0) — n, com n = 1 (curva preta sdlida), n = 3 (curva azul tracejada), e n = 5
(curva vermelha ponto-tracejada), a respectiva solugdo obedecendo, também monotonicamente,
a condicao a(r — oo) — 0.

A solu¢ao numérica para o campo magnético B(r) é mostrada na Figura 2.3. Construida a
partir da equagio (2.11), a solucdo satisfaz B(r — 0) — v?e = 1 (vide a solugao aproximada
para a(r) em (2.44)) e B(r — 0) — 0, esta ultima verificando a condigao de energia total finita,
ie., e(r = o00) — 0.

Por fim, a Figura 2.4 mostra a solugdo numérica para a densidade de energia ey,s(r) cons-
truida a partir da equagao (2.28), n = 1 (curva preta sélida), n = 3 (curva azul tracejada), e

n = 5 (curva vermelha ponto-tracejada); e v = e = 1. Paran = 1 a solugdo é um lump centrado
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bps

Figura 2.4: Solugao numérica para a densidade de energia e,s(r) obtida via (2.28). Convengoes
conforme a Figura 2.1. Para n = 1, a solu¢ao é um [ump centrado na origem, enquanto que

para n # 1, as confuguragoes sao anéis centrados na origem .

na origem, enquanto que para n # 1, as configuracoes finais sao anéis centrados na origem, cu-
jos raios e amplitudes, respectivamente, aumentam e diminuem conforme o préprio valor da
vorticidade n. Em particular, a condi¢io epps(r — 00) — 0 é automaticamente satisfeita.
Além disso, utilizando (2.44) podemos constatar que nas proximidades da origem a densidade
de energia (2.28) assume a forma: ep,s(r) = 1+ (3/2) n?r*"~2 — (3/2) r*", na qual adotamos
Go = 3/4 (conforme a escala utilizada para as solugoes). Desta maneira, em r = 0, os seguintes

comportamentos sao verificados: ep,s(n = 1,7 =0) =5\2 = 2,5, e epps(n # 1,7 =0) = 1.
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Capitulo 3

Vortices no modelo de

Chern-Simons-Higgs

3.1 O modelo de Chern-Simons-Higgs

No capitulo anterior, realizamos um estudo sobre as configuracoes de vértices geradas dentro
do cendrio da eletrodinamica Maxwell-Higgs, de onde obtivemos, como resultados, apenas confi-
guragoes apresentando carga elétrica total nula. Entramos agora no contexto da eletrodinamica
de Chern-Simons, que é, por definicao, uma teoria planar, da qual temos a possibilidade de en-
contrar solucoes de vértices apresentando carga total nao nula. A densidade de lagrangeana

para o modelo de Chern-Simons-Higgs Abeliano é definida por

L= =S A,F,,+(D,0) (D'9) = V (l6]) (3.1

na qual k é o parametro de Chern-Simons, uma constante de acoplamento adimensional. Neste
caso, F,, e D,¢ = 0,¢+1eA,¢ sao definidos como no capitulo anterior. Além disso, o potencial

V (]¢|), que descreve a auto-interacao do campo escalar, é dado por
)‘2 2 2 2\2
V(lol) = - lol” (jol" = v7), (3.2)

em que A é uma constante de acoplamento adimensional.
Através de (3.2) é possivel verificar a existéncia de dois estados de vacuos (V' = 0) distintos:

o primeiro, um vacuo simétrico, ocorre para |¢| = 0 (V (|]¢| = 0) = 0); o segundo, um vacuo
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assimétrico, ocorre para |¢| = v (V (|¢| =v) =0). Como consequéncia, o modelo suporta
dois tipos de configuragoes de vortices: os vortices topoldgicos, associados ao estado de vacuo
assimétrico, e os vortices nao-topoldgicos, associados ao estado de vacuo simétrico.

As equagoes de Euler-Lagrange sao
ke"PE,, + J° =0, (3.3)

0
DuD#Y+ 2V (101) =, (3.4)

onde o 4-vetor densidade de corrente J* é dada por (2.5).
A partir da componente temporal (p = 0) de (3.3) obtemos a lei de Gauss do modelo. Para

o caso de campos independentes do tempo, esta equagao é escrita como
kB = —e*|¢|” A°, (3.5)

da qual podemos observar a impossibilidade da escolha do gauge temporal A° = 0, pelo mo-
tivo deste nao mais satifazer a propria lei de Gauss. Portanto, no presente caso, as confu-
guracoes estaticas resultantes serao possuidoras, nao somente, de fluxo magnético nao nulo,
como também de carga elétrica total nao nula, que é proporcional ao fluxo magnético. Esta
impossibilidade da escolha do gauge temporal é uma caracteristica geral dos modelos de Chern-
Simons.

Por outro lado, para p = ¢ (i = 1,2), também supondo campos independentes do tempo,
(3.3) resulta na lei de Ampere:

leijéjAO == Ji» (36)

com J; dado pela equagdo (2.8).

Com o intuito de investigar as cofiguragoes de vortices que o modelo suporta, buscaremos
por solugdes rotacionalmente simétricas, tais solugoes sao descritas pelo ansatz (2.9) e (2.10).
Em virtude disto, o campo magnético B(r) continua a ser dado pela equagao (2.11).

Levando em consideragao (3.5), podemos expressar o potencial elétrico em termos do campo

magnético, i.e.,
kB
0 _

__hB 3.7
e[| 0
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3.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo de Chern-Simons-
Higgs

De forma analoga ao capitulo anterior, busca-se nesta se¢ao um conjunto de equagoes acopla-
das de primeira ordem (equagoes BPS) para o modelo de Chern-Simons-Higgs. Estas equagoes
sao obtidas via o método BPS, que consiste na minimizagao da energia total do sistema. Neste
sentido, consideremos o tensor energia momento referente a densidade de lagrangeana (3.1),

obtido via (2.15). Este tensor é dado por

Ty = (Dr0) (Do) + (Dyd)(Drd) = 0y, Lotop, (3.8)

onde

Lotop = (Dud) (D'¢) =V (|¢]) (3.9)
¢ a densidade lagrangeana nao-topoldgica. Dessa forma, a densidade de energia do sistema ¢é
escrita como

£ = Too = 2629 (A0)” = Lotop (3.10)

Utilizando a lei de Gauss (3.5) e substituindo o ansatz (2.9) e (2.10) em (3.10), obtemos

K2 1da\®> | [/dg\> a2¢? PR
0= g (erar) +| (@) +5F

R U N CRTY
na qual o campo magnético foi escrito como em (2.11).

_|_

A energia é entao dada como a integral da densidade de energia sobre todo o espaco, i.e.,

[ w2 1da\> M, 5
E = 27T/ [—62U292 <5%) + 1 g (g — 1)
0

T dg 2 a’g?
o [v? [ () + &L
+ 71'/2) [(dr) + 2

0

rdr -+

rdr. (3.12)

Implementamos agora o método de Bogomol'nyi. Neste sentido, escrevemos a energia como

uma soma de termos quadraticos, desse modo, obtemos

T K2 1 da e vt 2 dg  ag]®
E = 2 _ 2> — 1 2|22 dr +
7T/{62@292 {(erdr) T 2K g°(9 )} Tt [dr + r} rar
0

AR da dg
+2 1 2 . 1
v /r [62 (9> — )d + agdr} rdr (3.13)

0
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Em particular, o integrando do tltimo termo assume a forma de uma derivada total se e

somente se

p— -]_4
A= (314

desse modo, a expressao (3.13) pode ser reescrita como

w2 1 da e3vt 2
E = 21— ||—F ) F =54 1) rd 3.15
7T/E%Qgﬂ [(erdr) T 2529 (g )| rdr+ ( )
0
[ o[dg _ag]?
+27r/112 [% F 7} rdr + Epps (3.16)
0
na qual o ultimo termo é expresso por
r1d -
Eyps = ZEQWUQ/—d— la(g? = 1)] rdr = £270° [a(g® — 1)]0 ) (3.17)
rdr
0
e
v d
Epps(T) = T [Q(QQ - 1)} ; (3.18)

A resolugao de (3.17) requer a especificacao das condigoes de contorno impostas as fungoes
a(r) e g(r), tanto na origem quanto no limite assintético. Contudo, na origem, estas fungoes
continuam a satisfazer a condicao (2.29), pois os campos, escalar e vetorial, descritos em (2.9) e
(2.10), precisam ser, respectivamente, univocos e regulares em r = 0. Do mesmo modo, levando
em consideragao a densidade de energia (3.11), para que a condigdo de energia total finita
(e(r — o0) — 0) seja satisfeita, as fugoes a(r) e g(r) deverao obedecer a condigao (2.30). Desta

forma, a equagao (3.17) resulta em
Eyys = £210%n = 270% |n] . (3.19)

Portanto, podemos reescrever a equagao (3.15) da seguinte forma:

r K> 1 da vt , ? 5 |dg _ag 2 9
E:Ebps+27r W J% :FW‘Q (g —1) +v %ZFT TdTZQTFU |n\
0
(3.20)

O resultado em (3.19) representa um limite inferior para o valor da energia total do sistema,

i.e., o limite de Bogomol'nyi. Entao, quando a(r) e g(r) satisfazem

1 da vt

— =+ *(* -1 21
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dg ag
—~ =4 3.22
dr r’ (3.22)

a energia total das configuragoes resultantes assumira o minimo valor possivel, i.e.,
E = By, = 2m0* |n]. (3.23)

Neste sentido, as equagoes (3.21) e (3.22) sao as equagoes BPS do modelo, enquanto que
(3.18) e (3.23) sdo, respectivamente, a densidade de energia e a energia total das solugoes BPS.
Mais uma vez, podemos perceber que o valor da energia total das configuragoes BPS resulta

quantizado pelos valores inteiros da vorticidade n.

3.3 Solucoes BPS

Nesta secao, serao apresentadas as solugoes BPS para as fungdes a(r) e g(r), obtidas através
das equagoes (3.21) e (3.22) via as condigdes de contorno (2.29) e (2.30). No entanto, antes
de apresentarmos estas solugoes, recorreremos mais uma vez ao processo de linearizagao das
equagoes diferenciais em questao para construir solugoes analiticas aproximadas para estas
funcoes que sejam validas nos limites »r — 0 e — o0.

Para simplificar, levaremos em consideracao somente os valores positivos da vorticidade n,
i.e., os sinais superiores (positivos) das equagdes (3.21) e (3.22).

Entao, as equacgoes a serem consideradas sao:

lda €%t , ,
7 -1 3.24
R WX (9" — 1), (3.24)
e
dg ag
= == 3.25
dr r ( )

Em acordo com as condigoes (2.29), as fungoes a(r) e g(r), proximas a origem, podem ser
decompostos via

a(r) =n —da(r), g(r)~0+dg(r), (3.26)

nas quais as pequenas variagoes da(r) e dg(r)obedecem as condigdes:

da(r — 0) — 0, dg(r — 0) — 0. (3.27)
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Substituindo as fungoes (3.26) nas equagdes BPS (3.24) e (3.25), e considerando apenas as

contribuigoes lineares em 4, resulta, respectivamente, em

d nog

—0g = — 3.28
d etot 9
—Sa = —— .2
“ha =0 (g)° (3.29)

~ . 2 . . ~ .
onde o termo nao-linear (dg)” foi levado em consideragdo em (3.29) pois, para este caso es-
pecifico, ele representa o menor termo a ter uma contribuicao significativa. As solucgoes de

(3.28) e (3.29) sao

dg(r) = Gor™. (3.30)
da(r) = ( 5 G’O) CEFr (3.31)

onde (G é definida como uma constante real e positiva.

Em razao disso, as fungées em (3.26) resultam em

g(r) = Gor". (3.32)

e202 2 p2n+2
(n+1) K2’

De maneira semelhante, levando em consideragao as condigoes (2.30), as fungoes a(r) e g(r),

no limite r — 0o, podem ser decompostas em

a(r) = 0+ da(r), g(r)~1-2dg(r), (3.33)
nas quais, as pequenas variagoes obedecem a

da(r — 00) = 0, dg(r — o0) — 0. (3.34)

Novamente, substituindo (3.33) em (3.24) e (3.25), e considerando apenas os termos lineares

em ¢, obtemos o sistema de equagoes acopladas:

1d etot
—-—da=——9
rdr " k2
d oa
250 = ——
dr g )
cujas solugoes sao
dg(r) = Gooe™ ™", (3.35)



da(r) = —Gore ™", (3.36)
K
Assim, as fungoes em (3.33) resultam em
e2v?
a(r)m ——Gore ™", g(r) =1 —Goe M. (3.37)
K
nas quais
2.2
My = Mg = —— (3.38)
K

sao as massas associadas aos bdsons presentes na eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs. Neste
caso, a relacdo my/m, = 1 define o limite de Bogomol'nyi. Além disso, a constante G, ¢é
definida como real e positiva.

Na sequéncia, sdo apresentadas as solugoes numéricas obtidas das equagoes de (3.21) e (3.22)
via as condigoes de contorno (2.29) e (2.30), paran = 1,n =3 e n =5 (i.e. os sinais superiores

nas equagoes de primeira ordem). Para simplificar, adotamos K = e = v = 1.

Figura 3.1: Solugdo numérica para ¢(r) obtida a partir de ( 3.21) e (3.22) via (2.29) e (2.30),
para v = e = kK = 1 . As vorticidade sdo dadas por: n = 1 (curva preta sélida), n = 3 (curva

azul tracejada), e n = 5 (curva vermelha ponto-tracejada).

A Figura 3.1 mostra a solugdo numérica para o campo ¢g(r). Observa-se que os valores

maximo e minimo atingidos pelos perfis independem da vorticidade n. Para r = 0, a funcao
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a(r)

Figura 3.2: Solu¢ao numérica para a(r). Convengoes conforme a Figura 3.1.

atinge o valor nulo. A partir disto, ela cresce monotonicamente até alcangar o seu valor maximo,
em r — o0.

A Figura 3.2 apresenta a solugdo numérica obtida para «(r). Como no capitulo anterior,
este campo alcanca o seu valor maximo, que ¢ dado pelo valor de n, em r = 0, a partir do qual
decresce monotonicamente até tornar-se nulo, em r — oo.

A solugdo numérica para o campo magnético B(r) é mostrada na Figura 3.3. As confi-
guragoes resultantes formam anéis centrados na origem, cujos raios aumentam com a vorti-
cidade. No entanto, os valores maximos nao dependem de n. Para todos os perfis, temos
B(r=0)=0e B(r — oc0) — 0.

Finalmente, apresentamos a solugdo numérica para a densidade de energia e;,,(r) (obtida via
(3.18)) na Figura 3.4. As cofiguragoes finais sdo anéis centrados na origem, cujos raios (amplitu-
des) aumentam (diminuem) conforme os valores da vorticidade. Nas proximidades da origem a
densidade de energia é dada pela seguinte relagao: eps(r) ~ (21/50)2n?r*" =24 (21/50) (1/4) r*"
(vide as solucdes (3.32) e a relagio (3.18)), na qual utilizamos Gy = 1/21/50 (conforme a es-
cala utilizada para as solugdes). Desta forma, em r = 0, os seguintes comportamentos sao

verificados: ep,s(n = 1,7 =0) = 21/25 = 0,84, e gpps(n # 1,7 = 0) = 0.
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Figura 3.3: Solugao numérica para o campo magnético B(r). Convengoes conforme a Figura

3.1.

Figura 3.4: Solucdo numérica para a densidade de energia e,,s(r). Convengoes conforme a

Figura 3.1 .
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Capitulo 4

Vortices BPS em um modelo CP(2) na

presenca do termo de Maxwell

O interesse pelo modelo CP(N — 1) baseia-se principalmente no fato de que o modelo
é um instrumento indispensavel para o estudo dos efeitos nao-perturbativos em modelos de
quatro dimensdes de Yang-Mills. Os modelos CP(N — 1) bidimensionais compartilham muitas
propriedades com modelos Yang-Mills de quatro dimensoes, incluindo liberdade assintética no
regime ultravioleta e acoplamento forte no regime de infravermelho. A menor dimensionalidade
dos modelos CP(N — 1) facilita a andalise de efeitos nao-perturbativos no acoplamento forte,
em comparacao com modelos quadridimensionais de Yang-Mills [31].

Neste capitulo, introduzimos o modelo C'P(2). Este modelo se origina do modelo geral
CP(N —1), no qual considera-se N = 3, onde o valor de N representa o niimero de componentes

atribuidas ao campo escalar.

4.1 O modelo CP(N — 1) na presenga do termo de Maxwell-
Higgs

Neste capitulo, consideramos o modelo de calibre CP(N — 1), em sua versao Abeliana, com

o termo de Maxwell e um potencial arbitrario, introduzido em [31]. A densidade de lagrangeana
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é dada por
1 -
L=—1Ful" + (PuDugy) (PacD"dc) =V (6]), (4.1)

onde P, = da — h™'¢,¢, ¢ um operador de projecdo, e D,¢, = 0,0, — i1gA,Qapd, representa

a derivada covariante, na qual aparece

Qab = diag(Qh q2, - QN)a (42)

como uma matriz de carga, diagonal e real. Neste caso, o campo ¢, é constituido pelo conjunto

de N campos escalares complexos submetidos a condicao:

¢_a¢a = h (43)

Além disso, de forma andloga aos capitulos anteriores, V(|¢|) é o potencial de auto-interacao
para o campo ¢,, a ser definido a posteriori.

Cabe destacar que os indices gregos representam uma soma de Einstein sobre as coordenadas
de espaco-tempo, enquanto que, para os indices latinos repetidos, essa soma se dé sobre as
coordenadas espaciais apenas.

As equacoes de Euler-Lagrange para os campos de gauge e escalar obtidas a partir do modelo

(4.1) sao
8, F* = Jr, (4.4)
ov
Py 2PbcDu(PcdDu¢d) - D,uDuqbb + ﬁ =0, (45)
b
onde
J" = ig[(Pay D y) (PacQea®q) — (PayDFdy) (PacQea®y) (4.6)

representa o 4-vetor densidade de corrente.

A lei de Gauss do modelo CP(N —1) (4.1) é obtida como a componente temporal (i.e., para
p=0) de (4.4). Para configuragoes independentes do tempo, essa equagao pode ser escrita na
forma

0,9 Ay = p. (4.7)

onde

p = JO = —292140 (Pabecqbc) (Pachdqbd) <48)

representa a densidade de carga elétrica.
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Através de (4.7) e (4.8), verifica-se a validade do gauge temporal A° = 0, uma vez que esta
escolha satisfaz identicamente a prépria lei de Gauss (4.7). A partir disto, é possivel concluir
que as solugoes independentes do tempo representam configuragoes possuidoras de carga elétrica
total nula.

O objetivo deste capitulo é a obtencao de vértices topoldgicos de primeira ordem em um
cendrio C'P(2), tal como feito em [32]. Portanto, considera-se N = 3 em (4.1). Assim, obtém-se
o cenario efetivo, a partir do qual buscaremos por solugoes rotacionalmente simétricas, descritas

pelo ansatz (m; € Z)

. 1 .. .
A =-A"= —g—Te”nJA(r), (4.9)
¢ e sin(a(r)) cos(B(r)
¢, | =h7| em™sin(a(r))sin(5(r) | (4.10)
6 es9 cos(a(r))

onde €7 e n/ = (cosf,sinf) sdo, respectivamente, as componentes do tensor de Levi-Civita
bidimensional (¢'* = +1) e o versor de posi¢ao. Em particular, dado o ansatz (4.9), o campo
magnético pode ser escrito como

1 dA

Blr) =0 (4.11)

As solugoes descritas por (4.9) e (4.10) devem ser regulares em r — 0, portanto, as fungoes

a(r) e A(r) devem satisfazer
alr—-0—-0 e A(r—0)—0. (4.12)

Agora, considerando-se as possiveis combinacoes entre as matrizes de carga (D, € os valores
de m; aparecendo em (4.10), existem dois cendrios particulares (ambos com mg = 0): (i)
Qu = A3/2 emy = —my=m, e (ii) Qup = /2 e m; = my = m . Nestes casos, A3 e \g a0 as
matrizes diagonais de Gell-Man, dadas por

1
A3 =diag(1,—1,0) e Ay = —=diag(1,1,-2). (4.13)

V3
Porém, hoje é sabido que estes dois cendrios sao fenomenologicamente equivalentes [31].
Portanto, neste trabalho, consideraremos apenas o caso (i), ou seja, o caso definido por m; =
—mg =m,mz =0, e

1
Qab = % = Ediag(l, —1,0). (4.14)
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Tendo em mente as convencoes introduzidas acima, pode-se escrever uma equacao de Euler-
Lagrange para a fungao 5(r), i.e.,
28 [1 da\ dB  sin® asin(4p) A\?
—4+|-4+2cta— | ———F——~|m——=] =0, 4.15
dr? (r dr) dr r2 2 ( )
da qual resultam duas solucoes constantes, a saber,

7

By(r) = +§k e ﬂ2(r):§k, (4.16)

s
4

com k € Z. Posteriormente, iremos considerar estas duas solucoes separadamente.

4.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo CP(2)

A partir de agora, busca-se a obtencao de um conjunto de equagoes acopladas de primeira
ordem (equagoes BPS) para o modelo efetivo CP(2). Estas equagoes podem ser obtidas via
minimizagao da energia total do sistema (formalismo BPS), adotando-se como ponto de partida

o tensor energia-momento. No presente caso, via a relagao (2.15), e (4.1), calculamos a expressao

T)\p = - ,u)\Fup + (PabD/\be) (Pach¢c) + (Pach¢c) (PabDA¢b) - 77Ap£, (4'17)
da qual resulta a densidade de energia ¢ = Ty = —L :
B? do\> W (A o,
8—7"‘]1[(%) +ﬁ(§—m) Sin- « +V, (418)
onde a fun¢ao auxiliar W é definida como
W =W(a, ) =1—sin® acos?(23), (4.19)

com f3 sendo dado necessariamente por uma das solugoes em (4.16). A integracao da densidade

de energia sobre todo o espaco resulta na energia total do sistema,

! | (da\? W (A ?
E=2 ~(B*+2 2 — — (== in® 4.2
7T/(; 2( +2V) rdr + 7Th/0 [(dr) + 3 (2 m) sin a] rdr, (4.20)

na qual a integracao sobre o angulo foi feita diretamente.
No o intuito de implementarmos o metédo de Bogomol'nyi, utilizaremos as seguintes iden-
tidades:

(B +2v) = (B¥ W)z + BV2V, (4.21)

N =
N | —
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2

do\> W (A o, do VW (A ,
h[(%) —|—ﬁ(§—m> sin Oé] = h[%:FT(E—m)sma +
¥ A~ o) sina @—O‘) , (4.22)
r T

a partir das quais reescrevemos a expressao em (4.20) na forma:

> q 1 dA 2 ©|da VW (A ’
E = 27r/ — [(———) :F\/QV} TdT+27Th/ [ F (— —m> sina] rdr F
0 0

2 gr dr dr r 2
<11 d d
:|:27r/ - [—\/ 2V— (A —=2m) + (A —2m) hvW — (cos a)} rdr, (4.23)
0 r g dr dT‘

na qual utilizamos a relagao (4.11) para o campo magnético B(r).
Devemos ser capazes de escrever o ultimo termo de (4.23) como derivada total. Contudo,

existe a necessidade do seguinte vinculo para o potencial:

WW% (cosa) = ldi (vav). (4.24)

gar

a partir do qual a energia total em (4.23) pode ser reescrita como

o) 2
E = Ebps+27r/ 1[(—iﬁ>$v2‘/} rdr +

0 2 gr dr
2
> |d VW (A
—|—27Th/0 d—ié F - (5 — m> sin oz] rdr > Eys, (4.25)
onde
Eyys = 2m i EppsTdr = F2 i o [(A —2m) 2V} rdr = IF? [(A —2m) V2 ]0 ,
(4.26)

ope = T [(A —om) V2V ] . (4.27)

grdr

O calculo explicito de (4.26) depende das condigoes de contorno a serem impostas sobre o
potencial V(|¢|) e a funcao A(r), na origem e no infinito. De modo geral, podemos supor as

seguintes condigoes para o potencial:

Vir—-0—-V e V(I —o00)—0, (4.28)
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sendo Vp um valor finito e positivo. Utilizando estas condigoes e também aquela para A(r)

expressa em (4.12), o valor de (4.26) pode ser calculado como
4
Eips = F—mr/2Vh, (4.29)
g

na qual supusemos um valor também constante para A(r — 00).
Assim, através de (4.25), concluimos que o valor em (4.29) representa um limite inferior

para o valor da energia total do sistema. Desta forma, quando a(r) e A(r) satisfizerem

1dA
A _ A, (4.30)
r dr

da  sina (A 5 5

i + . (5 - m) \/1 — sin® o cos?(203), (4.31)

a energia total das configuragoes resultantes assumird o seu valor minimo, i.e.,
AT
E = Eys = F—mn/2V}. (4.32)
g

Como era de se esperar, este valor de energia minima resulta quantizado em termo dos
valores (inteiros) da vorticidade m (m = +1,£2, £3,...). Vale ressaltar que o valor m = 0 deve
ser descartado, pois levaria a um valor nulo para a energia total do sistema.

As equagoes diferenciais de primeira ordem (4.30) e (4.31) sao as equagoes BPS geradas
pelo modelo (4.1). Estas equagdes, juntamente com o vinculo (4.24), satisfazem as versoes
rotacionalmente simétricas das equagoes de equagoes de Euler-Lagrange (4.4) e (4.5). Neste
sentido, conclui-se que as equagoes BPS (4.30) e (4.31) fornecem solugoes genuinas ao modelo

(4.1).

4.3 Solucoes BPS

Tendo desenvolvido a estrutura de primeira ordem para o modelo C'P(2) na segao anterior,
investiga-se agora as suas solucoes propriamente ditas. Neste sentido, esta se¢ao é dividida em
duas partes diferentes, com base nos valores para a func¢ao §(r) previstos em (4.16). Para cada
caso, sao obtidos: o potencial de auto-interagao, as equagoes de primeira ordem e as condic¢oes
de contorno para os campos a(r) e A(r). A obtengao dessas informagoes sera de fundamental
importancia para a caracterizacao dos vortices BPS, incluindo o cdlculo de suas energias. Ao
final da sec@o, apresentamos as solu¢oes numéricas para «(r) e A(r), o campo magnético B(r)

e também a densidade de energia.

38



4.3.1 O caso B(r) = 3,

Iniciamos a construcao das solucoes BPS via
™
B(r)=p, = 1 +—k. (4.33)

a partir da qual cos?(23) = 0. Neste caso, a relagao (4.24) se reduz a

4 (hgcosa) = d% <\/W) , (4.34)

dr
cuja solucao é
g*h? 2
V(ia) = 5 cos (4.35)
ou
272
g°h
V(igal) = £ 104l (130)

na qual a constante de integragao foi adotada como C' = 0 com a finalidade de que as condic¢oes
de contorno (4.28) para o potencial sejam satisfeitas.
A expressao em (4.35) define o potencial BPS relacionado ao caso f(r) = ;. Neste cenério,

as equagoes (4.30) e (4.31) podem ser reesscritas como

1dA

2
- — 4.
b N h cos a, (4.37)
da sina (A
dr = r (5 - m) ’ (4.58)

na quais os sinais superiores (inferiores) correspondem aos valores negativos (positivos) da
vorticidade m.

No intuito de solucionarmos as equagoes de primeira ordem (4.37) e (4.38), além das
condigoes de contorno em r = 0 (4.12), precisamos também conhecer as condiges de contorno
no limite 7 — oo. Para isso, substituimos a solugao (4.33) e o potencial (4.35) na expressao

(4.18); assim, a densidade de energia efetiva resulta em

B2 da\?> Wy (A 2 2p2
5—7+h <%> +7(5—m> + 5 €08, (4.39)
onde
Wy =W(a, 8= 3;) =sina. (4.40)
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Neste caso, para que a condigao de energia finita (r — co) — 0 seja satisfeita, as fungoes

a(r) e A(r) devem satisfazer

a(r — oo) —

B

e Alr — o0) — 2m. (4.41)

Por conseguinte, tendo em mente as condigdes de contorno (4.12) e (4.41), e o pontencial

(4.35), o valor da energia total Ep,s (4.32) dos vértices BPS é entao dada por
Eyps = FAnhm. (4.42)

A partir deste ponto, é possivel calcular solugbes aproximadas para os campos «(r) e A(r)
via as equagoes (4.37) e (4.38), com o auxilio das condigoes de contorno (4.12) e (4.41). Para
isso, implementa-se novamente o processo de linearizacao ja detalhado nos capitulos anteriores.
Por simplicidade, adotemos apenas os sinais inferiores (i.e., os valores positivos para m) nas
expressoes de primeira ordem.

Assim, préximo da origem, obtemos as solugoes aproximadas:
alr) =~ Cir™ e A(r) = Ar? (4.43)

onde A = ¢g>h/2. De maneira analoga, no limite r — oo, calculamos

a(r) ~ g —Che ™Moo A(r) & 2m — 205V Are MaT, (4.44)

nas quais,

M, = My =V (4.45)

representam as massas dos bdsons escalar e de gauge. Neste caso, a relagio M, /M4 = 1 define
o limite de Bogomol’'nyi, i.e., o limite no qual é possivel a implementacao do formalismo BPS

de primeira ordem. Além disso, as constantes C; e Cy sao definidas reais e positivas.

4.3.2 O caso 3(r) =3,

Agora, passamos a investigacao da solucao

B(r) = By = Sk, (4.46)
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via a qual obtemos cos?(23) = 1. Neste contexto, a equacao (4.24) se reduz a

a (@ cos? a) _4a (@) ’ (4.47)

dr \ 2 dr
resultando em
g*n*
V(a) = cos”(2a) (4.48)
32
ou
272
g°h 2
V(igal) = =55~ (2165l = 1), (4.49)
onde a constante de integracao foi assumida como C' = —gh/4 com o intuito de que as condigoes

de contorno (4.28) para o potencial sejam satisfeitas.
Como antes, a equagao (4.48) representa o potencial BPS associado a B(r) = [,. Neste
caso, as equagoes (4.30) e (4.31) resultam em

1dA

—_— = 2

il N hcos(2a), (4.50)
dov sin (2a) (A
= — 4 — 4.51
dr 2r (2 m)’ (4:51)

onde, novamente, os sinais superiores (inferiores) correspondem a m < 0 (m > 0).
No intuito de determinar as condig¢oes de contorno assintéticas sobre as fungoes a(r) e A(r),

substituimos (4.46) e (4.48) em (4.18). Deste modo, obtemos

B2 do\> W, (A 2 2p2
_ A 9 4.52
5 2+h (dr) +7"2 (2 m) + 3 cos” (2a), (4.52)
com
Wy = W(a, B = ;) = sin® a cos® a. (4.53)

Para que ocorra uma energia total finita, a(r) e A(r) devem satisfazer

a(r — 00) — % e A(r— o0) = 2m, (4.54)

a partir das quais podemos ainda calcular o valor da energia Ej,, em (4.32) para os vortices
BPS correspondentes, i.e.,

Epps = Frhm. (4.55)

Em virtude destes resultados é possivel obter os perfis aproximados para a(r) e A(r) a partir
de (4.50) e (4.51), via (4.12) e (4.54). Novamente, utilizaremos m > 0 (i.e., os sinais inferiores

nas equagoes BPS).
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No presente caso, via o processo de linearizacao, obtemos, no entorno de » = 0, as solugoes
aproximadas
A

a(r)=Cir™ e A(r) = ZTQ, (4.56)

com \ = g?h/2. Por outro lado, para r — 0o, o processo de linearizacao fornece

a(r) ~ i Che ™M™ o A(r) m 2m — 20,V Are M7, (4.57)

nas quais,

My =My =VA/2 (4.58)

sao as massas dos boésons, escalar e real, respectivamente. Como antes, M, /M4 = 1 verifica o
limite de Bogomol'nyi, e as constantes C e (5 sao reais e positivas.

A partir da comparagao direta entre os resultados obtidos para os casos B(r) = 8, e f(r) =
B4, € possivel concluir que estes dois cendrios sdo equivalentes, ou seja, o potencial (4.48) e as
equagoes (4.50) e (4.51), construidas via 5(r) = 5, podem ser obtidas diretamente do potencial
(4.35) e das equagoes (4.37) e (4.38), obtidas a partir de B(r) = (,, via implementacao das
redefini¢oes : @ — 2a, A - A/4 e h — h/4 . De maneira andloga, também a energia (4.55)
podem ser obtida através de (4.42). Por conseguinte, estando os dois relacionados por uma
simples redefinicao de parametros, pode-se argumentar, pela ocorréncia de uma equivaléncia
entre eles, que hd, portanto, apenas um cendrio efetivo [32].

Na sequéncia, apresentamos as solugoes numéricas para as fungoes «a(r), A(r), o campo
magnético B(r) e a densidade de energia ey,,(r), obtidas através das equagoes de primeira
ordem (4.37) e (4.38) via as condigoes de contorno (4.12) e (4.41). Por conveniéncia, utilizamos

g=h=1.
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B(r)

Figura 4.2: Solugao numérica para o médulo do campo magnético B(r) para m = 1 (curva

preta sélida), m = 3 (curva azul ponto-tracejada) e m = 7 (curva vermelha tracejada).

A(r) 34

Figura 4.1: Solugdo numérica para «a(r) (curva preta sélida para m = 1 e curva vermelha
tracejada para m = 2) e para A(r) (curva azul ponto-tracejada para m = 1 e curva laranja

longo-tracejada para m = 2)

A Figura 4.1 apresenta a solugdo numérica para as fungoes () (curva preta sélida para m =
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Figura 4.3: Soluc¢ao numérica para a densidade de energia ep,s(r). As convengoes sendo as

mesmas da Figura 4.1.

1 e curva vermelha tracejada para m = 2) e para A(r) (curva azul ponto-tracejada para m = 1
e curva laranja longo-tracejada para m = 2). De modo geral, é possivel verificar a maneira
monotonica como estas solugoes atingem as condigoes de contorno, em conformidade com as
solucoes aproximadas, calculadas anteriormente via o processo de linearizagao das equacoes de
primeira ordem. Verifica-se também a validade da condi¢ao A(r — oco) — 2m.

Mostramos a solu¢do numérica para o campo magnético B(r) na Figura 4.2, construida a
partir da equagao (4.11), para m = 1 (curva preta sélida), m = 3 (curva azul ponto-tracejada)
e m = 7 (curva vermelha tracejada). A solugao satisfaz B(r — 0) — gh = 1 (vide a solucao
aproximada A(r) em (4.43)). Como se pode perceber, este limite independe do valor da vor-
ticidade m. Portanto, todos os perfis mostrados na figura atingem o mesmo valor maximo em
r = 0. Por outro lado, a medida que os valores de m aumentam, as solucoes se espalham por
maiores distancias (este comportamento estd relacionado a mediagao de interagoes de longo
alcance pelos bdésons do modelo). A solucao também satisfaz B(r — oo) — 0, verificando a
condi¢ao e(r — o0o) — 0 (energia total finita).

Para finalizar, a Figura 4.3 mostra a solu¢ao numérica para a densidade de energia epps(7),

com as mesmas convencoes visualizadas na Figura 4.1. Para m = 1, a solugao atinge o seu
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valor maximo em r — 0, decrescendo monotonicamente, até tornar-se nula em r — oo. Para
m # 1, as solugoes formam anéis centrados na origem, cujos raios (valor de r para o qual a

solucdo atinge seu valor maximo) e amplitudes (valor maximo da solugao), respectivamente,

aumentam e diminuem com a vorticidade m.
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Capitulo 5

Vortices BPS em um modelo CP(2) na

presenca do termo de Chern-Simons

5.1 O modelo CP(N — 1) na presenga do termo de Chern-
Simons

Iniciamos nossa investigacao apresentando a densidade de lagrangeana que define o modelo
de calibre CP(N — 1), em sua versao Abeliana, na presenca do termo de Chern-Simons e de

um potencial arbitrario, i.e.,
K o uv
L= 5 AaFy + (PuDyy) (PucD"0) = V |6, (5.1

onde k é o pardametro de Chern-Simons (com €’'? = +1), e V' |¢| é o potencial de auto-interagao
para o campo ¢,, a ser definido.

Além disso, assim como no capitulo anterior, Py, = 6.5—h~'¢, ¢, é um operador de projecio,
e D¢, = 0,0, —19A,Qud, representa a derivada covariante, na qual se faz presente a matriz
de carga ()., diagonal e real, expressa em (4.2). Do mesmo modo, o campo ¢, é constituido
pelo conjunto de N campos escalares complexos sujeitos a condigao (4.3).

Cabe ressaltar que os indices gregos representam uma soma de Einstein sobre as coordenadas
de espaco-tempo, enquanto que, para os indices latinos repetidos, essa soma se da sobre as

coordenadas espaciais apenas.
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As equacgoes de Euler-Lagrage para os campos de gauge e escalar obtidas a partir do modelo
(5.1) sao
SEWFW +J*=0, (5.2)
ov

P |2Py.D,(P.qD"¢,) — D, D" ¢, + ﬁ =0, (5.3)
b

onde J* representa o 4-vetor densidade de corrente definido em (4.6).

A componente temporal de (5.2) fornece a lei de Gauss do modelo CP(N — 1) (5.1). Para
configuragoes independentes do tempo essa equacao é escrita em termos do campo magnético
na forma

kB =p (5.4)

na qual p é a densidade de carga elétrica dada por (4.8).

Através de (5.4) e (4.8), notamos nao ser mais vélido o gauge temporal A” = 0, uma vez que
este nao mais satisfaz a propria lei de Gauss. Portanto, é possivel concluir que as configuracoes
estaticas resultantes exibirao nao somente o fluxo magnético nao nulo, como também carga
elétrica total nao nula.

Assim como o anterior, o objetivo deste capitulo é a obtencao de voértices de primeira
ordem em um cendrio C'P(2). Logo, considera-se N = 3 em (5.1). Desta maneira, obtém-se o
cenario efetivo, a partir do qual também buscaremos por solugoes rotacionalmente simétricas,
representadas pelo ansatz (4.9) e (4.10). Neste sentido, dado o ansatz (4.9), o campo magnético
para este caso também é escrito como em (4.11).

Do mesmo modo, as solugdes descritas por (4.9) e (4.10) também devem apresentar regula-
ridade em 7 — 0, sendo assim, as fungdes a(r) e A(r) também satisfazem (4.12).

Como afirmamos no capitulo 4, dentre as possiveis combinagoes entre as matrizes de carga
Qab € os valores de m; que aparecem em (4.10) existem dois cendrios particulares (ambos com
msz = 0): (i) Qs = X3/2em; = —my =m, e (ii) Qo = Ag/2 € my = my = m ; com A3
e A\g sendo as matrizes diagonais de Gell-Man, dadas por (4.13). Porém, estes dois casos sao
fenomenologicamente equivalentes, dessa maneira, continuamos a considerar o caso (i), i.e., o
caso definido por m; = —mg =m,m3 =0, e (4.14).

Levando em consideragao as convencoes introduzidas acima, podemos escrever uma equagao
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de Euler-Lagrange para a funcgao f(r), dada por

25 /1 da\ dj .
T2 T (; + 2 cot a%) i H(r)sin® asin(45) = 0, (5.5)
onde a funcao H(r) é definida como
1 AN’ 9°(Ao)® .
H(r) = 3 (m - 5) - s (5.6)
As solugoes para (5.5) sdo
T ow m
Bi(r) = 1 + 515 e fBy(r)= 5’@ (5.7)

com k € Z. Estas solugoes sdo as mesmas apresentadas em (4.33), obtidas para a equacao
(4.15). Posteriormente, iremos considera-las separadamente.

Além disso, substituindo o ansatz (4.10) na leia de Gauss (5.4), obtemos a relagao para A,

ie.,
2k B
0
=—— 5.8
92hw’ ( )
onde a fugao auxiliar W é definida como
W =W(a,8) =sin*a (1 — sin® acos*(28)) (5.9)
com [ sendo dado por uma das solugoes em (5.7).
Com o auxilio de (5.8), obtém-se a relagao para o campo elétrico, dada por
dA® 2k d (B
B(r) = 22 2% (2 5.10
) == = Phar (W) (5.10)

5.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo de calibre CP(2)

Busca-se agora a obtencao do conjunto de equagoes acopladas de primeira ordem (equagoes
BPS) para o modelo efetivo C'P(2) na presenca do termo de Chern-Simons. Obteremos estas
equagoes através do processo de minimizacao da energia total do sistema (formalismo BPS),
adotando mais uma vez como ponto de partida o tensor energia-momento. Para este caso, via

as relagoes (2.15) e (5.1) calculamos a expressao

T)\p = (PabD)\QSb) (Pachqbc) + (Pachqbc) (PabD)\Cbb) - n)\p*cntopa (5'11)
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onde

Lntop ( abDu¢b)( acD'qu) (|¢|) (5‘12)

representa a densidade de lagrangeana nao-topoldgica. Desta forma, a densidade de energia
(e = Tyo) € entdo dada por

e = (PuDody) (PacDod,) + (PurDjdy) (PacDj) + V (|6]).-

(5.13)
Utilizado o ansatz (4.9) e (4.10) podemos calcular os termos de (5.13), i.e.,
. hg® o2
(PabD0¢b) (PacD0¢c> = T (A ) VV7 (514)

(Pulsh) (PucDy6) = h [(‘fl—“) + 5 (5-m) ] , (5.15)

através dos quais reescrevemos (5.13) como
hg? do W (A 2
= — AO _—
e=—( )W+ h (dr>+r2(2 m)

+V. (5.16)

Agora, com o auxilio de (5.8), podemos escrever (5.16) em termos do campo magnético B(r)
Neste sentido, a densidade de energia (5.16) se reduz a

—KQBQ—i—h do 2+W A 2
6_hgzl/V dr 2\2 "

— +V,
onde a fun¢ao W é dada por (5.9)

(5.17)

No intuito de implementarmos o método de Bogmol'nyi, utilizaremos as seguintes identida-
des:

k2 B2 HB V
RATANNT y .
AT + (g T \/_>

5.18
Vi (518)
do® WA N o VIV é—m LYW A N (5
dr r2 \ 2 | dr + r 2 r 2 dr’ '
a partir das quais reescrevemos a expressao em (5.17) na forma
2
K dA da W (A
v Vv h AR e
= [ e B2 () 5
K V dA hvW da
2— —_— = A—2 5.20
TlPeVawar m)dr]’ (5:20)
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na qual utilizamos a relagao a rela¢do (4.11) para o campo magnético B(r).
O dltimo termo de (5.20) pode ser escrito como uma derivada total, desde que consideremos

a necessidade do seguinte vinculo para o potencial:

2 d |V do
) — = —hvVIV /. 21
¢>Vhdr V W Wdr (5:21)

Portanto, a densidade de energia (5.20) pode ser reescrita como

K dA 2 da VW [ A ’
EZEbps+|:—92— W%ZF\/V} —I—h[%q:T(E—m)] , (5.22)

onde
2k 1 d Vv

5bps::F\/—T92;% [( —2m) W

A integracao da densidade de energia sobre todo o espaco resulta na energia total do sistema,

2
> dA 2 “lda VW [A
E = Ebps—|—27r/ { i — F \/V} rdr+27rh/ [ a F (— - m)] rdr > Epps,
0 0

(5.23)

B 92\/ hWr dr % r 2
(5.24)
na qual
& 4k \%
By, =2 rdr = A—2 — 5.25
bp 7"/0 EppsTar :F\/EQQ ( m) W i ( )

O céculo explicito de (5.25) depende das condigoes de contorno a serem impostas sobre o
potencial V' |¢| e sobre as fung¢oes a(r) e A(r), na origem e no infinito, ji que a funcao W,
expressa em (5.9), possui dependéncia com essas fungoes. De modo geral, podemos mais uma

vez utilizar as condigoes (4.28) para o potencial e (4.12) para as funcoes a(r) e A(r) na origem,

8mmk | Vy
Eips = F—F——1/ o7 5.26
s = F Vhg? V Wo ( )

na qual supomos valores também constantes para a(r — c0) e A(— 00).

desse modo, obtemos

Assim, através de (5.24), podemos concluir que o valor em (5.26) representa um limite

inferior para o valor da energia total do sistema. Desta forma, quando a(r) e A(r) satisfazem

LA __g?

= F VRV, (5.27)
do VIV (A
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a energia total das configuracoes assumira o seu valor minimo, i.e.,

8mmkr | Vp
E=FEys=F—F——1\/ - 5.29
s = F Vhg? V W ( )

O valor desta energia minima resulta quantizado em termos dos valores inteiros da vortici-
dade m (m = £1,4+2,£3,...). Além disso, as equagoes de primeira ordem (5.27) e (5.28) sao as
equagoes BPS geradas pelo modelo (5.1). Estas equagoes, juntamente com o viculo para o po-
tencial (5.21), satisfazem as versoes rotacionalmente simétricas das equagoes de Euler-Lagrange
(5.2) e (5.3). Neste sentido, as solugoes obtidas via (5.27) e (5.28), denominadas estados BPS,

sao solugoes genuinas do modelo (5.1).

5.3 Solucoes BPS

Ap6s o desenvolvimento da estrutura de primeira ordem para o modelo C'P(2) na segao
anterior, investigaremos agora as solugoes propriamente ditas. Com esse intuito, dividimos esta
segao em duas subsegoes diferentes, com base nos dois valores para a fungao (r) apresentados
em (5.7). Para cada caso, obtemos: o potencial de auto-interagao, as equagoes de primeira or-
dem e as condigoes de contorno para as fungoes a(r) e A(r). Com essas informagoes poderemos
caracterizar os vortices BPS gerados pelo modelo, assim como calcular as suas energias. Ao
final da segao, apresentamos as solugoes numéricas para a(r) e A(r), o campo magnético B(r),

a densidade de energia &,,s, para o potencial elétrico A°(r) e campo elétrico E(r).

5.3.1 O caso 3(r) = 3,

Iniciamos a construcao das solucoes BPS via
Toow
=03, =—+ =k 5.30
B(r) =B 1 + 5 ( )
a partir da qual cos?(23,) = 0. Diante disso, a relacao (5.21) se reduz a
2% d (W ) d

el = h— 31
AV dr 7 cos (5.31)

r

sin «

cuja solucao ¢

h? sin® (2a) (5.32)



ou \

V(I63)) = 255 16 (h = 164, (5.33)
na qual a constante de integracao foi adotada com C' = 0 a fim de que as condigoes de contorno
para o potencial, dadas por (4.28), sejam satisfeitas.

As expressao em (5.32), ou (5.33), define o potencial BPS relacionado ao caso 3(r) = f;.

Neste contexto, as equagoes (5.27) e (5.28) podem ser reescritas como

1dA 4h?

S :Fg4,i sin(2a) sin «, (5.34)
do sina (A
do A_ 5.35
fo_jsin (2 m) | (5.35)

nas quais os sinais superiores (inferiores) correspondem aos valores negativos (positivos) da
vorticidade m.

Com a intenc@o de solucionarmos as equagoes de primeira ordem (5.34) e (5.35), além das
condigoes de contorno em r = 0 (4.12), precisamos também conhecer as condigdes de contorno
no limite r — oo. Para isto, substuimos a solu¢ao (5.30) e o potencial (5.32) na expressao

(5.17). Assim, a densidade de energia efetiva resulta em

k% B? g'‘hd ., do\?  sin’a (A 2
= in“ (2 h{{— - — V, 5.36
£(r) hg?sin? o * 1652 (20) + (dr) * 72 (2 m) +V (5:36)
da qual nés alcangamos e(r — 00) — 0 impondo
alr — 00) — g e A(r— o0) — 2m. (5.37)

Em vista das condigoes (4.12) e (5.37), e do potencial (5.32), o valor da energia total Ej,s

(5.29) dos vértices ¢ entao dada por
Eyps = Farhm. (5.38)

A partir de agora, é possivel calcular solugoes aproximadas para os campos «a(r) e A(r)
via as equagoes (5.34) e (5.35), com auxilio das condigoes de contorno (4.12) e (5.37). Para
isso, recorremos mais uma vez a implementacao do processo de linearizacao. Para simplificar,
adotemos apenas os sinais inferiores (m > 0) nas equagoes BPS.

Entao, préximo da origem, obtemos as solugoes aproximadas:

47202
a(r) = Cor e Alr) =~ prT—— —1—01)7"2( ), (5.39)
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Em contrapartida, para » — oo, calculamos

2hC
a(r) ~ g —Coe™em 0 A(r) =~ 2m — J X e Mar, (5.40)
K
nas quais
2
g°h
M, =My =" 5.41
A 2K ( )

correspondem as massas dos bdsons escalar e de gauge. A relacdo M, /M4 = 1 define o limite

de Bogomol'nyi. Além disso, as constantes Cy e Cy, sao definidas reais e positivas.

5.3.2 O caso 3(r) = 3,

Passamos agora a investigacao da solugao

B(r) =By = Sk, (5.42)

através a qual obtemos cos?(23,) = 1. Neste caso, a relagao (5.21) se reduz a

;—Hﬂ% (%) = %d% cos (2ar) (5.43)
da qual obtemos a solugao AN
Via) = 1gﬁ2 <Z> sin? (4ar) (5.44)
ou A
V(10sD) = gz 196l” (b = losl")(h = 215/, (545)

onde a constante de integracao foi tomada como C' = 0 para que as condigoes de contorno para
o potencial, dadas por (4.28), sejam satisfeitas.
A equagao (5.44), ou (5.45), representa o potencial BPS associado ao caso 3(r) = [3,, para

o qual as equagoes (5.27) e (5.28) resultam em

1dA gt (h\* . .

=T (Z) sin(4a) sin (2«) (5.46)
dao sin(2a) (A
%—i—af(E‘m) 547)

onde, novamente, os sinais superiores (inferiores) correspondem a m < 0 (m > 0).
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Agora, procedendo do mesmo modo como no caso anterior, i.e., substituindo (5.42) e (5.44)

em (5.17) obtemos a expressao:

e(r) =

4% B2 gt <h

3
e in2 (4
hg?sin® (2) | 162 4) sin” (4a) +

do 2+Sin2(2a) A 2
dr 4r2 2 "

que atende & exigéncia da energia finita e(r — 0o) — 0 desde que tenhamos

+h +V, (5.48)

alr — 00) — % e A(r— o0) — 2m. (5.49)

Em consequéncia das condigoes (4.12) e (5.49), e do potencial (5.44), o limite inferior da energia
total Epps (5.29) se reduz a
Eyps = Frehm. (5.50)

Vale a pena ressaltar que as equagoes (5.46) e (5.47) podem ser obtidas diretamente daquelas
em (5.34) e (5.35) via as redefini¢des o« — 2a e h — h/4. A energia total E,, e o potencial BPS
comportam-se de maneira similar. Portanto, podemos inferir que os dois cenarios apresentados
acima sao equivalentes. Deste modo, conclui-se que ha apenas um cenario efetivo. Neste
sentido, iremos nos focar apenas nas solugdes oriundas do cenério 5(r) = ;.

A seguir, apresentamos os resultados que obtivemos através da resolucao das equacoes BPS
(5.34) e (5.35), por meio do processo de linearizagdo destas equagodes, e de acordo com as
condicdes (4.12) e (5.37). Por questdo de simplicidade, utilizamos h = k = 1 e g = v/2.

Na Figuras 5.1 e 5.2 mostramos a solu¢do numérica para as fungdes a(r) e A(r), respec-
tivamente; para m = 1 (curva preta sélida), m = 2 (curva azul tracejada), e m = 3 (curva
vermelha ponto-tracejada ). De maneira geral, podemos observar a maneira monoténica como
estes campos atingem as condi¢oes de contorno (4.12) e (5.37). Em particular, verifica-se a

validade da condi¢do A(r — co) — 2m.
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A(r)

Figura 5.2: Soluc¢do numérica para A(r). As convengoes sao as mesmas da Figura 5.1. Os perfis

sa0 monotonicos.

Figura 5.1: Solu¢do numérica para «(r) obtida a partir de (5.34) e (5.35) via (4.12) e (5.37),
para h = k = 1 e g = /2. As vorticidade sao dadas por: m = 1 (curva preta solida), m = 2

(curva azul tracejada), e m = 3 (curva vermelha ponto-tracejada).

Apresentamos a solugdo numérica para o campo magnético B(r) na Figura 5.3. As confi-
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Figura 5.3: Solugdo numérica para o campo magnético B(r). As convengoes sao as mesmas da

Figura 5.1. Os perfis sao anéis centrados na origem.

Figura 5.4: Solugao numérica para a densidade de energia ep,s(r). As convengdes sao as mesmas

da Figura 5.1, gpps(r = 0) = 0 para m # 1.
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A%(r)

Figura 5.5: Solugao numérica para o potencial elétrico A°(r). As convengoes sdo as mesmas

da Figura 5.1.

guragoes resultantes formam anéis centrados na origem, cujos raios aumentam a medida que
vorticidade também aumenta. E interessante notar que o campo magnético desaparece no limite
r — 00, 0 que verifica a condi¢ao e(r — oo) — 0 para a energia total finita.

Na Figura 5.4 mostramos a solugdo numérica para a densidade de energia e,s(r) inerente as
configuragoes de primeira ordem; estas solugoes também engendram anéis centrados na origem,
cujos raios (amplitudes) crescem (decrescem) com o aumento da vorticidade m. Um ponto
relevante é que gpps(r = 0) = 0 para m # 1.

Nas Figuras 5.5 e 5.6 apresentamos as solugoes numéricas para o potencial elétrico A%(r) e
para o campo elétrico E(r), respectivamente. Este ultimo comportando-se da mesma maneira
que o campo magnético (i.e., produzindo anéis bem definidos). Em particular, temos E(r =

0)=0e E(r — o0) — 0.
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E(r)

Figura 5.6: Solu¢ao numérica para o elétrico campo elétrico E(r). As convengoes sao as mesmas

da Figura 5.1, E(r =0)=0e E(r — o) — 0.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertagao, estudamos as solugoes de vortices BPS (Bogomol'nyi, Prasad e Somerfeld)
inerentes ao modelo C'P(2) na presenca do termo de Chern-Simos. Este cenério efetivo origina-
se do modelo geral CP(N—1). O interesse pela investigagao deste modelo se d4, principalmente,
devido a estreita relagao fenomenoldgica entre tal teoria e a teoria quadridimensional de Yang-
Mills-Higgs, i.e., o primeiro mapeia algumas propriedades fenomenolégicas do segundo [27-30].

No segundo capitulo, apresentamos uma breve revisao sobre a obtengao de vértices BPS a
partir da eletrodinamica Maxwell-Higgs. Neste sentido, abordamos o modelo de Maxwell-Higgs
Abeliano, o qual é dotado de um acoplamento minimo entre os os campos de Higgs e gauge,
e sob a influéncia de um potencial do tipo A ]gb|4. A simplicidade desta teoria nos permitiu
introduzir alguns conceitos basicos, incluindo o método BPS, um formalismo que consiste no
processo de minimizacao da energia total do sistema, através do qual podemos obter equagoes
de primeira ordem (equagoes BPS), cujas solugbes satisfazem as equagdes de Euler-Lagrange,
sendo, portanto, solugoes genuinas do modelo. Em particular, as solugoes de vortices obtidas
a partir desta teoria representavam configuracgoes estaticas com carga elétrica total nula. Além
disso, a energia total destes vortices resultou quantizada conforme a vorticidade n.

Continuamos nossa revisao no terceiro capitulo, onde introduzimos o estudo sobre solucoes
de vértice BPS no contexto da eletrodinamica de Chern-Simons. Neste intuito, abordamos o
modelo de Chern-Simons-Higgs Abeliano, o qual também é dotado de um acoplamento minimo
entres os campo de Higgs e gauge, porém, sob a influéncia de um potencial do tipo A \¢|6. As

solugoes estaticas obtidas a partir da implementacao do método BPS a este modelo representa-
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vam configuracoes possuidoras de carga elétrica total nula, as energias correspondentes a essas
solugoes também resultou quantizada pela vorticidade n.

Seguindo a légica estabelecida, o capitulo quatro introduziu o modelo C'P(2), incluindo o
termo de Maxwell-Higgs, proposto em [31]. De inicio, detalhamos a densidade de Lagrangeana
do modelo geral CP(N — 1), a partir da qual verificamos que o modelo também suportava
solugoes estaticas representando configuragoes com carga elétrica total nula (possibilidade de
fixagao do gauge temporal A° = 0). Em seguida, buscamos por configuragoes radialmente
simétricas, com esse intuito, resumimos nosso cendrio efetivo para o modelo C'P(2) (conside-
ramos N = 3), e utilizamos o ansatz (4.9) e (4.10), juntamente com escolhas convenientes
envolvendo a matriz de carga Qg e os valores de m; que aparecem no ansatz (4.10). Através
disso, obtemos duas possiveis solugoes constantes para 3(r).

Ainda no capitulo quatro, desenvolvemos uma estrutura de primeira ordem via imple-
mentac¢do do método BPS (levando em consideracdo o vinculo para o potencial que permite
essa implementacao), da qual obtemos as equagoes BPS e o valor geral para o limite inferior
da energia total do sistema (limite de Bogomol’'nyi), que corresponde & energia das possiveis
solugoes de vértices. Por conseguinte, desenvolvemos as solugoes para esta estrutura de pri-
meira ordem, levando em consideragao os dois valores constantes de 5(r). Neste sentido, sao
desenvolvidos dois cendrios diferentes, porém, equivalentes. Ao final, obtém-se o potencial de
auto-interagao do modelo (definidor dos estados de vécuo), as solugoes BPS, assim como as suas
energias BPS, que resultam quantizadas pela vorticidade m. As solugoes numéricas obtidas sao
apresentadas ao final do capitulo.

Enfim, no capitulo cinco, investigamos as solucoes de vortices BPS geradas pelo modelo
C'P(2) na presenga do termo de Chern-Simons. Para este caso, utilizamos a mesma sistematica
descrita no capitulo quatro. Desta forma, iniciamos com a verificacao de solugoes estaticas,
porém, representando configuragoes possuidoras de fluxo magnético e carga elétrica total nao
nulos (nao hé possibilidade de fixacdo do gauge temporal A° = 0, esta trivialidade nao satisfaz
a lei de Gauss correspondente). Em seguida, buscamos por solugoes radialmente simétricas
dentro do cendrio do modelo C'P(2), desse modo, utilizamos mais uma vez o ansatz (4.9) e
(4.10), partir do qual também obtivemos duas possiveis solugoes constantes para ().

Continuando no capitulo cinco, construimos, via implementacao do formalismo BPS, uma
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estrutura de primeira ordem, da qual resultaram as equagoes BPS e o valor geral para a energia
que define o limite de Bogomol'nyi (energia total referente as solugoes BPS). Desenvolvemos
entdao as solugbes propriamente ditas do modelo C'P(2) oriundas da estrutura de primeira
ordem, levando-se consideracao os diferentes valores de (r). Neste sentido, abordamos dois
casos diferentes, porém, equivalentes. Em vista disso, concluimos pela existéncia de apenas um
cendrio efetivo. Ao final, obtém-se o potencial de autointeracao do modelo (através da restri¢ao
imposta durante a implementagao do formalismo BPS), as solugoes de vértices do tipo BPS,
e as energias dessas configuracoes, que resulta quantizada em termos da vorticidade m. As
solugoes numéricas obtidas para modelo sao apresentadas ao final do capitulo.

Dentre as perpectivas futuras podemos citar o estudo sobre vértices de primeira ordem no

modemo C'P(2) incluindo os termos de Maxwell e de Chern-Simons simultaneamente.
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