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“O calendario é intoleravel para
toda a sabedoria, o horror de toda
a astronomia, e objeto de riso do

ponto de vista do mateméatico”

Roger Bacon



Resumo

A presente dissertacao tem como objetivo apresentar a importancia das Fragoes Continuas
e explorar o contexto histérico de seu desenvolvimento. Para tanto, inicia-se uma discus-
sao sobre o algoritmo de Euclides, revisitam-se os estudos de varios matemaéticos, para
enfim chegarmos a composicao das fragoes como a conhecemos e utilizamos hoje. Con-
ceitos basicos de sequéncias numéricas serao igualmente abordados, pois sao de essencial
importancia para a compreensao das fracoes continuas. Em seguida, sera feito um estudo
acerca da teoria das Fracoes Continuas e seus principais resultados. Finalmente, numa
abordagem mais pratica, serd demonstrado uma aplicacao da teoria das fragoes continuas

na construcao de um calendario.

Palavras-chave: Fracoes continuas. Sequéncias numéricas. Calendario.



Abstract

This dissertation aims to present the importance of Continued Fractions and to explore the
historical context of their development. For this, a discussion about the Euclid algorithm
is initiated, the studies of several mathematicians are revisited, in order to arrive at the
composition of the fractions as we know them and use them today. Basic concepts of
numerical sequences will also be addressed, as they are of essential importance for the
understanding of continued fractions. Then, a study will be done about the Continued
Fractions theory and their main results. Finally, in a more practical approach, it will be
demonstrated an application of the continued fractions theory in the construction of a

calendar.

Keywords: Continued fractions. Numerical sequences. Calendar
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Introducao

As fragoes continuas desempenham um papel essencial na matematica atual.
Em principio, constituem uma ferramenta muito importante para novas descobertas na
teoria dos numeros, conhecidos como Anadlise Diofantina. Além disso, também existe a
importante generalizacao das fragoes continuas, a saber, a Teoria Analitica das Fracoes
Continuas, uma extensa area para pesquisa presente e futura. No campo computacional,
as fracoes continuas sao usadas para dar aproximagcoes a varias fungoes complicadas, e uma
vez codificadas para as maquinas eletronicas, fornecem resultados numéricos tao rapidos
quanto valiosos para os cientistas e para aqueles que trabalham em campos matematicos
aplicados.

O desenvolvimento do conceito de uma fragao continua tem base no algoritmo
euclidiano, um processo para se achar o Méximo Divisor Comum (M.D.C) de dois ntimeros
inteiros - que é essencialmente um método para converter uma fracao em uma fragao
continua. Possui tal nomenclatura porque se encontra no inicio do Livro VII dos Elementos
de Euclides, o “pai” da Geometria, embora o processo em si, sem duvida, fosse conhecido
muito tempo antes. Esse algoritmo, facilmente identificado nos fundamentos de varios
progressos da matematica moderna, enunciado em forma de regra exprime o seguinte:
Divida o maior dos dois niimeros inteiros positivos pelo menor e entao divida o divisor
pelo resto. Continue esse processo de dividir o ultimo divisor pelo tltimo resto, até que a
divisdo seja exata (CAJORI, 2007).

O ja citado procedimento de Euclides para encontrar o (M.D.C) de dois ni-
meros é, inquestionavelmente, um primeiro passo importante no desenvolvimento do con-
ceito de uma fracao continua. Seguido dele, vemos no trabalho do matematico indiano
Aryabhata (476-550) uma das primeiras tentativas na solugao geral de uma equagao in-
determinada linear pelo uso de fracoes continuas. No entanto, apesar de utilizar tais
referéncias para resolver Equacao Diofantina Linear, ou seja, encontrar as solugoes intei-

ras de equagbes com uma ou mais incognitas, Aryabhata descuidou em apresentar um



método geral.

Enquanto isso, Rafael Bombelli (1526-1572) insere em seu livro Algebra, por
volta de 1575, um capitulo sobre raizes quadradas. Bombelli utilizou este tipo de fragao
para aproximar raizes quadradas. Em nosso simbolismo moderno, ele demonstrou, por

exemplo, que

4 4
VI3=3+- -
T 6464

indicando que provavelmente ele conhecia a seguinte relagao
b b
Va2 +b0=a+— — .
2a + 2& 4+

Ja Pietro Antonio Cataldi (1548-1626), em um tratado sobre a teoria das raizes

expressou v/ 18, em meados de 1613, da seguinte forma:

Por conveniéncia ele modificou para:

2 2
1.&- &-
8. 8’

e atualmente a notacao é a seguinte:

2 2
VIR=44 - — .
+ 8184+

No século seguinte, ja em 1618, Daniel Schwenter (1585-1636), professor de
hebraico, linguas orientais e matematica na Universidade de Altdorf, na Alemanha, apre-
senta o estudo Geometria Prética. Ali ele obtém aproximagoes de 177/233 encontrando o
maximo divisor comum de 177 e 233. A partir desses calculos ele determinou os conver-
gentes para as seguintes fragoes: 79/104, 19/25, 3/4, 1/1 e 0/1.

Contemporaneo de Schwenter, John Wallis (1616-1703) publica alguns anos
mais tarde, mais precisamente em 1655, seu maior trabalho: Arithmetica Infinitorum.
Pela aplicacao da andlise ao método dos indivisiveis, ele aumentou amplamente o poder
deste instrumento para efetuar quadraturas. Criou a concepc¢ao aritmética de um limite
por considerar valores sucessivos de uma fragao, obtida no estudo de certas razoes. Esses

fatores fraciondrios aproximam-se monotonamente de um valor limite, de modo que a



diferenca se torne menor do que qualquer valor arbitrario e desaparece quando o processo
¢ levado ao infinito (CAJORI, 2007).

O simbolo do infinito é devido a Wallis. Estudando a quadratura do circulo
chegou a expressao para o valor de m . Procurando resolver uma questao em particular

por interpolacao, um método do qual foi precursor, chegou a seguinte expressao:

4_3><3><5><5><7><7><9><9-~

T 2X4AXAX6EX6X8X8x1---

Ele mesmo nao conseguiu fazer a interpolagao, porque nao empregou expoentes literais
ou gerais, e nao pode conceber uma série com mais do que um termo e menos do que dois;
0 que pareceu a ele possuir uma série interpolada.

Wallis mantinha relagoes com William Brouncker (1620-1684), um dos fun-
dadores e o primeiro presidente da Real Sociedade de Londres para o Melhoramento do
Conhecimento Natural. Lord Brouncker escreveu sobre a retificacao da pardbola e da
cicloide e usava séries infinitas para expressar quantidade que nao podia determinar de
outra maneira. Ele foi o primeiro britanico a investigar e usar propriedades das fragoes
continuas. Ele ainda converteu o resultado de Wallis, em relagao ao desenvolvimento de

4/, na seguinte e interessante fragao continua:

A expressao de Brouncker deu nascimento a Teoria das Fragoes Continuas (EVES, 2004).
O préximo escritor a lidar com fragoes continuas de maneira notavel foi o
grande matematico e fisico holandés Christiaan Huygens (1629-1695). Huygens, que tam-
bém exercia a funcao de mecanico, comecgou a desenvolver um Planetdrio mecanico para
a Academia Roial de Ciéncias. Para isso, valeu-se das fragoes continuas com o objetivo
de aproximar o design correto para as rodas dentadas desse planetario. Em seu tratado
“Descriptio Automati Planetarii”, ele detalha os métodos de usar convergéncias de fracoes
continuas para encontrar a melhor aproximacgao dos racionais para relacoes de engrena-
gem. Essas aproximacoes permitiram que ele escolhesse as engrenagens com o nimero
correto de dentes em 1682, quando ele finalmente concluiu este projeto (EVES 2004).
Seguindo a trajetoria do desenvolvimento da Teoria das Fracoes Continuas, é

importante destacar o grande livro de memdrias de Leonhard Euler (1707-1783), “Frac-
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tionibus Continius (1737)”, responséavel por lancar as bases para a teoria moderna. O
processo de redugao de Euler de a/b para uma fra¢do continua equivale ao mesmo que o
processo hindu de encontrar o maior divisor comum de a e b por divisao, chamado frequen-
temente de o método de Diofantina. Essas equagoes provavelmente surgiram de problemas
na astronomia. Elas foram aplicadas, por exemplo, para determinar o momento em que
uma certa constelacao dos planetas ocorreria nos céus (CAJORI, 2007).

Outro singular documento que merece mengao é de autoria de Johann Heinrich
Lambert (1728-1777). Nascido em Mulhouse, na Alsécia (antiga regiao administrativa da
Franga, localizada a leste do pais), era filho de um pobre alfaiate. Enquanto trabalhava
no negécio do pai, autodidata que era, adquiriu conhecimento acerca de matematica
elementar. Em 1764 estabeleceu-se em Berlim, onde se tornou membro da Academia.
Desfrutando da convivéncia com L. Euler e J. Lagrange e consequentemente influenciando
o trabalho destes, fez diversas pesquisas em matematica pura. Em 1761 encaminhou a
Academia de Berlim uma memdria - posteriormente publicada em 1768 - na qual ele
prova rigorosamente que 7 é um numero irracional. Esta prova é inclusive apresentada de
forma simplificada na nota IV da Géométrie, de autoria do matemético francés Adrien-
Marie Legendre. As demonstragoes de Lambert repousaram na expressao para o nimero
e como uma fracao continua dada por Euler, que em 1737 mostrou substancialmente a
irracionalidade de e (EVES, 2004).

Finalmente, mas nao menos importante, citamos a contribuicao de Joseph
Louis Lagrange (1736-1813), um dos maiores matematicos de todos os tempos, de origem
francesa assim como Lambert. Enriqueceu a Algebra pela pesquisa sobre a solucao de
equagoes. No seu Réflexions sur la résolution algébrique des équations (Reflexdes sobre
a resolugao algébrica das equagoes), publicado nas Memorias da Academia de Berlim
entre os anos de 1770 e 1771, Lagrange esbocou todas as solugoes conhecidas de equacoes
algébricas, usando o principio uniforme que consiste na formacao e solucao de equagoes de
grau menor cujas raizes sao fungoes lineares das raizes procuradas, e das raizes da unidade,
mostrando que a quintica nao pode ser reduzida deste modo, pois sua resolvente é do
sexto grau. Sua contribuicao foi além por meio do ensaio Sur la résolution des équations
numériques (Sobre a resolucao das equagdes numéricas), onde passa a desenvolver um
novo modo de obter valores aproximados para as raizes, ou seja, fracoes continuas; e com
seu Additions. Este ultimo apresenta maiores detalhes que o exercicio anterior, datado de
1767. Diferente dos métodos de aproximacao mais antigos, o de Lagrange nao apresentou

casos de falha do método. Ele demonstrou que as raizes irracionais de equagoes quadraticas
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tém expansdo periédica na forma de fracdo continua (CAJORI, 2007).

O que podemos notar até aqui é que a Teoria das Fragoes Continuas foi desen-
volvida ao longo dos tempos com a contribuicao de grandes matematicos até chegar como
a conhecemos hoje.

Atualmente, o tema se mostra essencial no campo da matemaética elementar,
tendo aplicacao tanto na Matematica Pura quanto nas chamadas Ciéncias Aplicadas.
Sao ferramentas essenciais, por exemplo, na teoria de aproximacao de nimeros reais por
numeros racionais. Além disso, fracoes continuas é um dos tépicos préprios da Educacao
Superior, mas que por possuir diferentes aplicacoes é possivel ser perfeitamente adaptado
e trabalhado no ensino médio, diminuindo assim a distancia que existe entre essas duas
modalidades de ensino.

Neste sentido, a tematica torna-se relevante devido ao fato de ser uma ferra-
menta muito versatil para resolver problemas relacionados com movimentos que envolvem
dois periodos distintos.

O presente trabalho tem como principal objetivo explorar a teoria das fracoes
continuas, suas propriedades e seu uso na construcao de um calendario moderno. O mesmo
estd organizado em trés capitulos como segue.

O Capitulo 1 é dedicado a um sucinto estudo das sequéncias numéricas, par-
tindo de seus conceitos e resultados fundamentais, tendo por objetivo a aplicacao desse
aprendizado na teoria das fra¢oes continuas.

No Capitulo 2, daremos énfase as fracoes racionais que podem ser expandidas
para as fragoes continuas, sendo gradativamente introduzida uma notagao mais geral,
bem como a exposicao de alguns teoremas que serao provados. Além disso, discorreremos
sobre a expansao de numeros irracionais em fragoes continuas infinitas que podem ser
utilizadas para propor melhores aproximagoes dos niimeros racionais aos irracionais e aos
convergentes.

Finalmente, no ultimo capitulo, deste trabalho, faremos uso da teoria de fra-
¢oes continuas para fins de uma aplicagao. Com isso, pretende-se mostrar a importancia
dessa ferramenta matematica na construcao do calendario ocidental moderno, sendo este

o objetivo final da pesquisa.



Capitulo 1

Sequéncias Numéricas

Neste capitulo, apresentamos de maneira objetiva os principais conceitos, de-
finicoes e resultados necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Os resultados
serao fornecidos sem demonstracoes, pois nao é o objetivo principal deste trabalho, mas

deixaremos as referéncias onde podem ser encontradas.

1.1 Conceitos preliminares

Definicao 1.1. Uma sequéncia ou sucessao de numeros reais € uma funcao f: N — R,

que associa a cada nimero natural n um nimero real f(n).

O valor da sequéncia f no nimero natural n é denominado n-ésimo termo ou
termo geral da sequéncia f e é representado genericamente por a,, b,, x, etc. Faremos
referéncia ao termo geral x,, como sendo a sequéncia f tal que f(n) = z,.

Assim, uma sequéncia numérica nada mais é do que uma lista ordenada infinita
de nimeros reais.

Utilizaremos a seguinte notagao para representarmos uma sequéncia numérica:
(x17 x27 I37 :’C47 M xn? "')
ou

(Tn)nen

ou simplesmente,

(zn)

em que x; € o primeiro termo e x,, € o termo de ordem n. Em se tratando de uma lista

12



CAPITULO 1. SEQUENCIAS NUMERICAS 13

infinita cada termo x,, tem um sucessor x, .1 e uma sequéncia pode ser representada pelo

seu termo geral ou explicitando-se seus primeiros termos.
Observacao 1.1. Na defini¢io 1.1 estamos considerando N = {1,2,3,...}.

Descreveremos uma sequéncia numérica, quando necessario, por meio da fér-
mula do termo geral z,,, quando houver.
A imagem da sequéncia numérica é formada pelo conjunto de todos os valores

Zn, € pode ser um conjunto finito ou infinito.

Exemplo 1.1. (2,4,6,...,2n,...) representa uma sequéncia numérica, com primeiro

termo x1 = 2, e termo geral dado por xz, = 2n.

Exemplo 1.2. (1,1/2,1/3,...,1/n,...) representa uma sequéncia numérica, com pri-

meiro termo x1 = 1, e termo geral dado por z, = 1/n.

No Ensino Médio nos deparamos com alguns exemplos importantes de sequén-
cias numéricas. Dentre elas podemos citar a Progressao Aritmética e a Progressao Geo-

métrica, definidas a seguir.

Definigao 1.2. Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia numérica na qual a
diferenca entre cada termo e o termo anterior ¢ constante. Essa diferenca constante é

chamada de razao da progressao e representada pela letra r.

Em uma progressao aritmética (x1,Zs,...,Ty,...), para avancar um termo,
basta somar a razao; para avancar dois termos, basta somar duas vezes a razao, e assim

por diante. O termo geral de uma progressao aritmética é dado por um polinomio em n,
Tp=x1+ (n—1)r=rn+ (x; —r).

Em virtude do termo geral de uma progressao aritmética ser um polinomio podemos levar

em consideracao dois casos:

1. Se r # 0, ou seja, se a progressao nao for estaciondria (constante), esse polinémio é

de grau 1.

2. Se r = 0, ou seja, se a progressao for estaciondria (constante), esse polinomio é de

grau menor que 1.
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Exemplo 1.3. As seguintes sequéncias (2,5,8,11,...) e (7,12,17,22,...) sdo progressoes

aritméticas cujas razoes valem, respectivamente, 3 e 5.

Exemplo 1.4. Hd dois tipos de anos bissextos: os que sao multiplos de 4 mas nao de
100 e os que sao maultiplos de 400. Quantos sao os anos bissextos entre 1582 e 24017
Sao maltiplos de 4 os anos (1600,1604, 1608, ...,2400), ou seja, temos uma progressao
aritmética em que o primeiro termo xr1 = 1600, o ultimo termo x, = 2400 e a razao
r = 4. Para sabermos quantos sao os anos multiplos de 4 entre 1582 e 2401 utilizamos a
sequinte erpressao:

T, =x1+ (n— 1)r.

Fazendo os cdlculos encontramos n = 201 que representa a quantidade de anos que sao
maultiplos de 4, mas os anos 1700, 1800, 1900, 2100, 2200, 2300 nao sao bissextos por serem

maltiplos de 100, mas nao de 400. Portanto, temos 195 anos bissextos.

Teorema 1.1. A soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética (xy, s, . ..,

Ty ..) €
(w1 an)n
Sn = 5 .
Demonstracao: Veja, MORGADO ¢ CARVALHO (2015). [

Exemplo 1.5. Qual é o valor da soma dos 20 primeiros termos da progressao aritmética
(2,6,10,...)7 Como a razao r da progressio aritmética € 4, o vigésimo termo da sequéncia
numérica € dado por

1320:$1+19T:2+76:78
Logo, pelo Teorema 1.1, a soma dos vinte primeiros termos é

(2 + 78)20

SQO = 9

= 800.

Defini¢ao 1.3. Uma progressio geométrica (PG) é uma sequéncia numérica em que o
quociente entre um termo e seu antecessor € constante. Esse quociente € uma constante

nao nula chamada razao.

Em uma progressao geométrica (zq,x2,...,2T,,...), para avancar um termo

basta multiplicar pela razao; para avancar dois termos, basta multiplicar duas vezes pela
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razao, e assim por diante. Considerando ¢ a razao, temos a seguinte relacao:

n—1
Tn = T19 .

Exemplo 1.6. As sequéncias (2,6,18,54,162,...) e (512,128,32,8,2,...) sao progressoes
geométricas cujas razoes valem, respectivamente, ¢y =3 e go = 1/4.

Teorema 1.2. A soma dos n primeiros termos de uma progressio geométrica (x,) de

razao q # 1, €

1— "
Demonstracao: Veja, MORGADO e CARVALHO (2015). |

Exemplo 1.7. Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa 1 grao de
trigo pela primeira casa, 2 graos pela sequnda, 4 graos pela terceira e assim por diante,
sempre dobrando a quantidade a cada casa nova. Sabendo que o tabuleiro de zadrez tem
64 casas, o numero de graos pedidos pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros
termos da progressao geométrica (1,2,4,8,...), onde o primeiro termo x1 = 1 e a razao
q = 2. Utilizando o Teorema 1.2, temos

1_qn_1_264

= =200 1.
T T 12

Sp =

264

Portanto, a recompensa foi de — 1 graos.

1.1.1 Sequéncias limitadas
Definigcao 1.4. Uma sequéncia (x,) € dita limitada superiormente quando existir um

numero real M, denominado cota superior da sequéncia, que atenda a sequinte condi¢ao:

Ty < M

- )

para todo e qualquer n € N.

Exemplo 1.8. A sequéncia de termo geral x,, = 1 — n? é limitada superiormente. Neste
caso, qualquer numero nao negativo € cota superior de {x,},>1 € a menor das cotas

superiores € M = 0.
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Definigcao 1.5. Uma sequéncia (x,) € dita limitada inferiormente quando existir um

numero real m, denominado cota inferior da sequéncia, que atende a sequinte condi¢do:
m < Tp,

para todo n € N.

Exemplo 1.9. A sequéncia de termo geral x,, = n nao € limitada superiormente, mas €
inferiormente, sendo 1, ou qualquer nimero menor que 1, uma cota inferior de {x,}n>1.

A maior das cotas inferiores de {x,}n>1 € m = 1.

Defini¢ao 1.6. Uma sequéncia (x,,) € dita limitada quando o for superior e inferiormente,

i1sto €, quando existir uma constante positiva C' tal que:

para todo e qualquer n € N.

Exemplo 1.10. A sequéncia de termo geral x, = (—1)" € limitada, visto que |x,| = 1,

para todo n € N.

1.1.2 Sequéncias mondtonas

Definigao 1.7. Uma sequéncia (x,) € denominada crescente quando x, < T,y1, para
todon € N, isto é, x1 < x9 < w3 < ... <z, < .... Sewvale v, < x,11 para todo n, a

sequéncia € chamada nao decrescente.

Exemplo 1.11. A sequéncia ( ) ¢ crescente. Jd a sequéncia (1,1,2,2,

123 n_
293040 gl
3,3,...) € crescente, mas nao estritamente crescente, isto €, € uma sequéncia ndo decres-

cente.

Defini¢ao 1.8. Uma sequéncia (x,) € denominada decrescente quando T,y1 < T,, para
todon € N, isto €, x1 > x9 > x3 > ... > 2, > .... Ela é chamada nao crescente quando

Tni1 < X, para todo n € N.

11 1 ) € decrescente. Por outro lado,a sequéncia

19930 o

Exemplo 1.12. A sequéncia (1

(1, 1, %, %, %, %, .. ) ¢ nao crescente jd que decresce, mas nao de forma estrita.
Observacao 1.2. As sequéncias crescentes, nao decrescentes, decrescentes e nao cres-

centes sao chamadas sequéncias mondtonas.
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1.2 Convergéncia de sequéncias

Definigao 1.9. Dizemos que uma sequéncia (x,),>1 converge para um nimero real
quando, fixado arbitrariamente um erro € > 0 para o valor de [, existir um indice ng € N

tal que |x, — 1| < €, para todo n > ny.

Alternadamente, se (z,),>1 convergir para [, diremos que a sequéncia é con-

vergente e que [ é o limite da mesma, fato que denotaremos escrevendo

lim z, =
n—oo

ou

T,— 1.
Uma sequéncia que nao converge para real algum serd dita divergente.
Exemplo 1.13. A sequéncia (x,)n>1, dada por x, =~/n+1—+/n, converge para 0. De

fato,

B B (S B n(vn+1+v%)_ 1
R v e ruv- Sty e sy S

Assim, dado € > 0, e tomando ny € N tal que ng > 1/4€*, temos
1
n>ng=>vVn+1l+vn>vng+14+/ng>2ng > —-.
€
Dai, usando (1.1), obtemos

n>ng = |z, — 0

1
=——— <€
Vn+1+4yn

Teorema 1.3. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao: Veja, MUNIZ NETO (2015). |

Exemplo 1.14. A sequéncia (1,2,3,4,...), onde x,, = n, ndo € convergente pois nao é

limitada.
Teorema 1.4. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstracao: Veja, MUNIZ NETO (2015). |
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Exemplo 1.15. A sequéncia cujo n-ésimo termo é x, = 1/n é mondtona decrescente, ja

que
1 1
T1=1>x9==>23=— > T, = —
3 n
e também limitada, pois |z,| = |1/n] = 1/n < 1, n = 1,2,3,.... Dessa forma, pelo

Teorema 1.4, x, = 1/n € convergente. Neste caso,

1
lim (—) =0.
n—oo n

Com efeito, dado € > 0, tomando nyg € N tal que ng > 1/€, temos

'1 ‘ 1 1
n>ng=>|——0=—-—<—<e
n n  ng



Capitulo 2

Fracoes Continuas

Neste capitulo, apresentamos os principais resultados referentes a teoria das
fracoes continuas. Para mais detalhes, sugerimos, por exemplo: ANDRADE e BRAC-
CIALI (2005), CHIHARA (1978), MORGADO e CARVALHO (2015), NIVEN (1990),
OLDS (1963), WALL (1948).

2.1 Conceitos preliminares

Quando nos deparamos com a equacao quadratica
2? — 5z —1=0, (2.1)
podemos desenvolvé-la dividindo toda equacao por x, isto €,
1
T =95+ —.
x

A quantidade desconhecida x ainda é encontrada no lado direito desta equacao

e, portanto, pode ser substituida por 5 + 1/z, resultando em

1 1
T=5+-=5+—1.
Xz

5+ —
Xz

19
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Repetindo esse processo, obtemos

r=95+ I
1

Considere a sucessao de fragoes

1
5, 545 5+ —
5+ < 5+ ——

g 54 <

Note que esta sucessao, que na sua forma decimal é equivalente a

5=5,0;
1
5+ = =5,2;
+5 Y )
5+ — = 5,1923;
5 —_
T3
1
5+ ———— = 5,19259;
.
5

se aproxima cada vez mais da raiz positiva da equagao quadrética (2.1), a saber

P
x:5+2—\/_9:5,19258... .

Esses calculos preliminares sugerem algumas questoes interessantes. Primeiro,

se calcularmos mais e mais sucessao de fracoes, continuaremos a obter melhores e melhores

aproximacoes para
5+ V29
r=y

Em segundo lugar, suponha que consideremos o processo usado anteriormente como sendo

infinito
1
5+

I
5+ —
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onde os trés pontos representam a palavra “e assim por diante”. Isso indica que as fragoes

sucessivas continuam sem fim?

Estas e outras questoes serao discutidas e respondidas neste trabalho.
Definicao 2.1. Uma expressao da forma

b

Qo + b 5 (22)
2
a + —
3
a2t
4

as + —

¢ chamada de fragao continua. Em geral, os numeros ag, a1, as, ..., 0p,...;b1,09, ... by, ...

podem ser reais ou complexos, e a quantidade de termos pode ser finita ou infinita.

Podemos também denotéa-la da seguinte forma:

bi by by,
a+— — =
onde b;/a;, 1 = 1,2,3,..., sdo chamados de quocientes parciais. Chamaremos a; e b;,

respectivamente, de denominador e numerador do quociente parcial b;/a;.

Observagao 2.1. Quando em (2.2) tivermos b, =1, n=1,2,..., isto ¢,
1
ap + 1 ) (23)
R
art
as + —
com a hipotese de que ay,as,as, ... sao numeros inteiros positivos e ag € um inteiro qual-

quer, a fragdo continua (2.3) € denominada de fra¢ao continua simples.

Para o casa finito, temos a seguinte notacao:

1
S
Ap,
ou, ainda,
1 1 1 1
ag+— — — — = [ag; a1, a2, ..., a]
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2.2 Expansao de numeros racionais em fracoes con-
tinuas

Um niimero racional é uma fragao da forma p/q onde p e ¢ sdo niimeros inteiros
com g # 0. Como veremos adiante, no Teorema 2.1, todo nimero racional pode ser
expresso como uma fracao continua simples finita. O exemplo abaixo ilustra um caso

particular dessa afirmacao.

Exemplo 2.1. Escrevendo o nimero 355/106 na forma de fra¢ao continua simples finita,

obtemos
355_3+ 1 _3+11111
106 5 1 N 241464242’
T 1
1+6—1
2
ou seja,
355
— =13:2,1,6,2,2|.
106 [ ) ) b b ) ]

O procedimento para obter esse resultado pode ser descrito da maneira como segue.

Primeiro dividimos 355 por 106 para obter o quociente 3 e resto 37, de modo

que
355 37 1
- R - 4
106~ >t 106 =3 106 (2:4)
37

O préximo passo ¢ dividir 106 por 37 para obter

106 32 1

) S Y 2.5

57 2ty it (2:5)
32

Continuando o processo de divisao agora com 37 e 32, temos

1
=14 — =14 — 2.
2 Txmo T 32 (26)
5
Dividindo 32 por 5, obtemos
32 1
—=6+_=6+ (2.7)
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Finalmente dividimos 5 por 2 para obter

5 1
S=24 - 2.8
5 =2+3 (2.8)

Agora, fazendo as devidas substitui¢oes, usando (2.4) a (2.8), obtemos

355 1 1 1
m = 3+m:3+2—1:3+2—1
37 3T T
32 T3
5)
1 1
) 3+2+ ! :3+2+ !
1 1
6+« 6+ —
= 24 =
2 "3

Exemplo 2.2. Analogamente ao procedimento descrito no exemplo anterior, pode-se mos-

trar que a fragao continua que representa o nimero racional 11/17 € dada por

11 1
=0+ : =1[0;1,1,1,5].

17
=

L+ —7

14 =
+5

Teorema 2.1. Qualquer fracdo continua simples finita representa uwm niumero racional.
Por outro lado, qualquer nimero racional p/q pode ser representado como uma fragdo

continua simples finita, com algumas exce¢oes, a representacao ou expansao € unica.

Demonstracao: Por se tratar de uma fracao continua simples finita, a primeira parte
neste teorema € imediata, pois se qualquer expansao terminar, podemos sempre transfor-
mar a expansao em uma fracao racional.

Reciprocamente, seja p/q, sem perda de generalidade, com ¢ > 0, uma fragao

racional. Pelo algoritmo da divisao, obtemos
r
B:ao‘f‘—, com 0<r <gq,
q

onde ag ¢ o inteiro exclusivo escolhido de modo a tornar o restante r; maior ou igual a 0

e menor que q.

Se r1 = 0, o processo termina e a expansao de fracdo continua para p/q é ay.
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Se 71 # 0 nés escrevemos

1
g =ao+ 4, com 0<r <gq, (2.9)
T

e repetimos o processo de divisao, dividindo ¢ por r; para obter

’
4 :a1+—2, com 0<ry<ry. (2.10)
™ ™

Observe agora que ¢/r; é uma fracdo positiva, de modo que a; é o tinico inteiro
positivo, fazendo com que r, esteja entre zero e ry.

Se ro = 0, 0 processo para e substituimos ¢/r = a; em (2.9) para obter

D 1
— :CLO+_ = [ao;al]
q aq

como a expansao de fracado continua para p/q. Se ry # 0, escrevemos (2.10) da seguinte

forma:
q 1
— = _— 2.11
r a1 + Ea ( )
T2

e repetimos novamente o processo de divisao usando r;/re. Observamos que os célculos
param quando o resto da divisao for igual a zero.

Assim, por divisdes sucessivas obtemos uma sequéncia de equacoes:

b T
- =ag+ —, com O0<ri<gqg
q
q T2
— =a; + —, com 0<ry<r
™ 1
A1 T3
— =ay + —, com 0<ry <ry
T2 T2 , (2.12)
T'n-3 T'n—1
= Qp_9 + , com 0O0<r,q1<r,_9
T'n—2 T'n—2
T'n—2
= ap_1+ , com r, =0
Tn—1 Tn—1

terminando, apds um certo nimero finito de divisdes, com a equacao em que o resto 7,
para algum n, é igual a zero, o que sempre ocorrerd ja que ¢ > r; > 19 > ... ¢ uma
sequéncia mondtona decrescente de inteiros positivos (veja Teorema 1.4). Agora podemos

representar p/q como uma fracdo continua simples finita. De fato, usando (2.9), (2.11) e
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a terceira equagao de (2.12), obtemos

E:ao—l— 1 :(10+
q ay + T3 CL1+—1

T 2"_7"_2

Usando as demais relagbes em (2.12), fazendo sucessivas substitui¢oes chega-

mos a expansao

= [a0§ ai,as. .. ,an_l],

As equagoes (2.12) sao precisamente as equagoes usadas em um procedimento
conhecido como algoritmo de Euclides para encontrar o maior divisor comum dos inteiros

p e q. Para isso, escrevemos as equagoes (2.12) na forma

p=apq+ 1, com 0<r <gq
q = airy + 7o, com O<ryg<mr
1 = Q9To + T3, com 0<ry <rg
Tpn—3 = Up—2Tp—2 + Tn—1, com 0<r, 1 <7,
Tp—2 = Gp_1Tp—1 + 0= ap—1Tp—1, COM 'n = 0

Exemplo 2.3. Utilizando o algoritmo de FEuclides para determinar o mdximo divisor

comum de p = 6381 e ¢ = 5163, temos

6381 = 1 x 5163+ 1218
5163 = 4 x 1218+ 291
1218 = 4 x 291 +54
291 = 5xd4+421
04 = 2x21+12
21 = 1x1249

(2.13)

12 = 1x9+3
9 = 3x3+0

Portanto, 3 (o iltimo resto nao nulo em (2.13)) é o mazximo divisor comum de 6381 e 5163.
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Podemos observar que 6381 = 32 x 709, onde 709 é um niimero primo, e 5163 = 3 x 1721,
onde 1721 também é um numero primo. Assim, 3 € o unico fator comum para esses dois

numeros e, portanto, € o mdximo divisor comum.

Exemplo 2.4. Encontrar a fra¢io continua que representa o nimero 201/87 usando o

algoritmo de Fuclides. Temos,

201 = 2x 874+ 27
87 = 3x27T+6
27 = 4x6+3

6 = 2x340
Dai, obtemos
201 1
— =2+ =12:3,4,2].
87 1
3+—1
44—
+2

2.3 Convergentes de fracoes continuas

Consideremos a sequéncia (¢, )5, construida da seguinte forma:

Co — Qo
by
c1 = a9+ —
a1
by b
Cy = Qo + —1 —2
aj 4 as : (2.14)
by Do by,
Cp = Qo —_— — —

ay + a9 4ot (07%

O termo geral ¢,, que é uma fracao continua finita, é chamado de n-ésimo

convergente da fracao continua

by by b
ag+— = = ... (2.15)

Observagao 2.2. E possivel que certos convergentes sejam indefinidos uma vez que
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tratam-se de fracoes continuas. Por exemplo,

bl bl
C3 = Qo + —b = Qo + b
! bs A
ag + — _—
as as
nao tem sentido se asas = —bs.

Defini¢ao 2.2. A fragao continua (2.15) converge para o valor k, sendo k finito, se no

maximo um numero finito de ¢, € indefinido e

lim ¢, = k.
n—oo

Caso contrdrio, diremos que a frag¢ao continua diverge.
Se a fragao continua converge para k, podemos escreve-la da seguinte maneira:

b
P

ai + a9 deet Qp, +..

(%}

Utilizando as relagoes em (2.14) podemos escrever ¢, = p,/qn, n = 0,1,2,..

*9

onde
Po = ao, G =1
p1 = apa; + by, q1 = a1

P2 = apaiaz + apby + bias, G2 = a1as + bo

Assim, obtemos o resultado a seguir que demonstraremos utilizando o principio

da indugao finita.

Teorema 2.2. Sejam as sequéncias (p,) € (q,) tais que
DPn = QnPn-1 + bnpan € (Qp = apQn-1 + ann727 n 2> 17 (216)

comp_1=1,po=ag,q-1=0,q =1¢ea, #0 paran > 1. Entdo, o n-ésimo convergente

Cn, dado por (2.14), satisfaz ¢, = pn/qn, n=0,1,2,....

Demonstragao: Para n =0 o resultado ¢ imediato. Para n = 1, temos

p1 = aipo + bip_1 = arag + by
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Consequentemente,

¢ = ai1qo + big—1 = ay.

bi  aia+bi  p
Cl = ao + _—_— —-—— = —
a1 ai q1

e o resultado também ¢ vélido para n = 1.

Suponhamos, por hipétese de indugao, que ¢, = p,/q, para todo n < k, onde

Pn € ¢, sdo dados por (2.16). Mostraremos que esse resultado serd védlido também para

n =k + 1. De fato, note que

bk
’ +1
onde a; = aj, +

Qk+1

b1 by br by
+1
4+ = = .
A1 4a2 .. Ak 4 Q11

by bo by /
D a k

Ck+1 = Qo

= Qo 7
1402 4.4+ Qg

/ /7 ’ . ~ .
e ¢, ¢ o k-ésimo convergente da fracao continua

bbb b

ag + 7 .
aq + Qo 4t ak + Ap4-2 4.

’ . s . ~ ’
Dal, usando a hipétese de indugao para ¢, obtemos

Ck+1

o que conclui a prova.

’ |:a/k; +
¢ = appr—1+brpr—2 k41

bit1

:|pk1 + bpr—2

' Qh1 + bpQr_s b
aLQk—1 + OpQr—2 {ak—l— k+1]qk_1—|—bqu_2

Ak+1
brt1 brt1
(akpr—1 + brpr—2) + Pk—1 Dk + Dk—1
Af+1 o Ag41
br41 N brs1 (2.17)
(akQr—1 + brqr—2) + k-1 Qx + Qr—1
Ap41 Ap41

1Pk + Dk y1Dk—1  Pri1

i1k + Ok1Qr—1 Qi1

Observacgao 2.3. As formulas dadas em (2.16) para p,, € g, sao conhecidas como férmula

de Wallis (veja, por ezemplo, CHIHARA - 1978) e p, e g, sao chamados, respectivamente,

n-ésimo numerador parcial e n-ésimo denominador parcial da fragao continua.

Como consequéncia imediata do Teorema 2.2 podemos enunciar o seguinte
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resultado:

Corolario 2.1. Os numeradores p,, e 0s denominadores q, dos convergentes ¢, da fra¢ao

continua simples [ag; ay,as, ..., an,...] satisfazem as equagoes

Pn=0uPn-1+Pn-2 € Qn=0nqn-1+qn-2, N > 17 (218)

com as sequintes condigoes iniciais: p_1 =1, pg = ag, ¢-1 =0 e o = 1.

Exemplo 2.5. De acordo com (2.14), pode-se mostrar que os convergentes da fra¢do

continua simples finita

290
—=13;1,1,2,1,1,1,1,2
81 [’ ) Y ) b ) ’]
sao dados por
00:3, 61:3+—:4,
1 7 1 18
62:3+—1:§7 C3:3+—1:€,
1+ 1+ —
1+ =
2
34 1 25 34 1 43
1 7’ 1 12’
+—1 + T
2+I 2—|——1
1+ -
1
1 68 1 111
1 19’ 1 31
1+1 1 1+1 1
+—1 + 1
1+I 1+—1
1+ -
1
3 1 290
Cg = = —.
1
1+ 1
R
1+—1
1+§

Como podemos observar, esse processo de encontrar os valores dos convergentes



CAPITULO 2. FRACOES CONTINUAS 30

pode ser muito trabalhoso. Uma maneira de obtermos tais valores mais rapidamente €

utilizarmos o Coroldrio 2.1. De fato, neste caso, temos

1 1
002@23’ clzzﬂzx—g_{_zzh
qo q1 1
D2 1X4+3 7 P3 2><7+4 18
Co—=— = ——"T—"7" = — Co == —— = —
T Ix1l+1 2 T 2x2+1 5
C_@_1X18+7_§ C_@_1X25+18_4_3
YT 1x5+2 T T ¢ 1xT+5 12
L _bs_1x43+25 68 P _1x68+43 111
0T Ix12+7 19 T 1x19+12 317

L ps 2x 111468 290

T s 2x31419 81

Um outro resultado importante envolvendo os numeradores e denominadores

de dois convergentes consecutivos é dado como segue.

Teorema 2.3. Os numeradores e denominadores dos convergentes de ordem n en — 1
da fracdo continua (2.15) satisfazem a sequinte relacao (conhecida como Formula do De-

terminante):

Pn an n
= PnQn—-1 — GnPn-1 = (—1) +lblbgbg ...b,, n>1

Pn-1 QGn-1

Demonstracao: Note que, pelo Teorema 2.2,

P1go — @1po = (apar + b))l — aga; = (—1)%b;

e o resultado é vélido para n = 1. Suponhamos, por hipdtese de inducao, que o resultado

seja valido para n = k, isto é,
PrGi-1 — Qepr—1 = (—=1)Fbibobs . . . by (2.19)

Mostraremos que este resultado também é vélido para n = k + 1. De fato, novamente
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Teorema 2.2, temos

Ph+1@k — QGer1Pe = (@hp1Pk + brp1Pe—1)qk — (ps1Gr + br1Gk—1) Pk
= 1Pk Gk + Okt 1Pk—1Qk — 196Dk — Dri1Qu—1Dk

= —(PrQr—1 — QPr—1)brt1-

Dai, utilizando a hipétese de indugao (2.19), obtemos

Pe1Ge — QriiPe = —[(= 1) b1bobs . . bilbryy = (—1)¥2b1bobs . . . bpbpyy,

o que conclui a prova.

Coroldrio 2.2. Se o n-ésimo convergente da fragcio continua simples [ag; a, . . .

¢ dado por ¢, = pp/qn, entao, para todo n > 1, vale a sequinte relagdo

Pn DPn—1 n
= Pun-1 — Pn—1qn = (1),
dn Q4n—1

31

yQpyy - -

(2.20)

Demonstracao: Segue diretamente do Teorema 2.3 ja que, neste caso, b, = 1 para todo

k> 1.

Proposicao 2.1. Se o n-ésimo convergente da fragao continua simples [ag; ay, . . .

€ C, = Pn/qn, entdao vale a sequinte relagdo

para todo numero natural n > 1.

Demonstragao: Para todo n > 1, temos

_ DPn Pn—1  PnQn-1 — Pn—14n
Cph —Cp—1 = — — = .

Gn Gn—1 gndn-1

yQpyy - -

(2.21)

Agora o resultado em (2.21) segue diretamente da igualdade (2.20) obtida no Corolario

2.2.
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Proposigao 2.2. Se o n-ésimo convergente da fra¢ao continua simples [ap; ay, ..., ap, .. .|

€ Cn = Pn/qn, entao vale a sequinte relagdo
Cp— Cpg = ——— (2.22)

para todo numero natural n > 1.

Demonstracao: Pelo Corolario 2.1, para todo n > 1, temos

_ Pn pn—2__ Prndn—2 — 4nPn—2

Cph —Chp—2 = — — —

dn n—2 qnGn—2

(anpnfl +pn72)Qn72 - (ananl + Qn72)pn72
gngn—2

(pn—lQn—? - pn—QQn—l)an

qngn—2

Mas, pelo Corolério 2.2, p,_1Gn—2 — Pn_2Gn—1 = (—1)", para todo n > 2. Consequente-

mente,

_1nn _1n+2n
B oV N o Vi
qndn—2 qndn—2

e isto conclui a prova de (2.22). [

2.4 Expansao de ntimeros irracionais em fracoes con-

tinuas

Nesta segao trataremos da expansao de numeros irracionais em fragoes con-
tinuas simples e também outro tipo de expansao em fracoes continuas para numeros
irracionais conhecidos como quadraticos.

Os numeros reias podem ser classificados como racionais e irracionais, mas
podemos classifica-los em duas outras categorias. Uma contém os chamados ntimeros al-
gébricos, isto é, nimeros que sao solugoes de equacoes algébricas com coeficientes inteiros,
e a outra contém todos os demais niimeros, sendo esses chamados transcendentes.

Alguns numeros algébricos sao racionais e outros irracionais, mas todos os
nimeros transcendentes sao irracionais.

Um nimero é racional se é da forma p/q, onde p € Z e g € N. Caso contrério,

o numero é chamado irracional.
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O procedimento para expandir um nimero irracional em fracao continua sim-
ples é fundamentalmente o mesmo que usamos para niimeros racionais, ou seja, substitui-
¢oes sucessivas.

Seja x um numero irracional qualquer. Podemos calcular ay, o maior nimero

inteiro inferior a x, e expressar x na forma

1 1
r=ayg+—, onde 0<—<1.
T X

Consequentemente,

1
T =——>1
T — Qg

¢ um numero irracional. Da mesma forma, podemos escrever

1 1
ry=a;+—, onde 0< — <1,
i) )

com a; > 1, sendo a; o maior inteiro inferior a ;. Neste caso, temos

To=—""—>1
Ty —a

que é, também, um nimero irracional.
Este processo pode ser repetido infinitamente, produzindo sucessivamente as

seguintes equagoes

T =ay+ —, r1>1
xy
1
Ty =a;+ —, ro>1, a1 21,
T2
1
To = Ao + —, T3 > 1, as > 1, (223)
T3
Ty = G, + y Tpy1 > 1, an > 1,
Tn+1
onde ag, a1, ..., Gy, ... sa0 todos nimeros inteiros e os numeros x, Ty, Ta, ... sao todos

irracionais.

Este processo nao termina, pois a tnica maneira que isso poderia acontecer
seria termos um numero inteiro igual a z,, ou seja, x,, = a, para algum n o que é
impossivel, pois x,, é um nimero irracional para todo n.

Fazendo as devidas substitui¢oes nas equagoes (2.23), podemos obter a fragao
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continua simples infinita

1 1
T =ap+—=ap+ T =G+ ———
x

1 a1+ — ap +
T2

ou, equivalentemente,

x = |ag; ay, az, . . ..
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Exemplo 2.6. Ezpandir v/2 em uma fragio continua simples e infinita.

Isto pode ser feito como descrito no processo acima. Note que, o maior numero

inteiro menor que /2 = 1,414 ... é ay = 1, entdo

1 1
V2=ap+—=1+—.
T T

Resolvendo esta equacgao para xq, obtemos

1 2+1
.\/_+ V241,
V2-1+V2+1

r =

Consequentemente,

1 1
V2=ag+—=1+——.
T V241

O maior nimero inteiro que é menor que ©1 = V2 +1=2.414. ..

onde

X2

o -2 (V2+1)—2
Portanto, de (2.24), (2.25) e (2.26), temos
1 1
V2=ap+—=1+—7—
T 2 +

=v2+1.

(2.24)

(2.25)

€a; = 2. Assim,

(2.26)

Além disso, como x5 = V241 é 0 mesmo que 1 = V2 + 1, os cdlculos de x5, x4,

produzirdo o mesmo resultado, ou seja, v2 + 1. Assim, todos os quocientes parciais
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subsequentes serdo iquais a 2 e a expansio infinita de \/2 serd

11
V2=1+- - - =[;2,2,...
2424

Exemplo 2.7. Podemos encontrar a expansdo em fracao continua simples e infinita do
numero x = (25 + v/53)/22 wutilizando (de modo andlogo) o mesmo processo descrito no
Exemplo 2.6. De fato, sabemos que /53 é um numero entre 7 e 8, e o maior inteiro

menor que x € ag = 1. Entado,

Isolando x1 no primeiro membro, temos

1 1
x = =
! r—1 2545
292
B 1 22
3+v563 3++63
292

Multiplicando numerador e denominador por 3 — /53, obtemos

V53 — 3

=2,14...
2

I =

que € um numero maior que 1. O maior numero inteiro menor que Ty € a; = 2, assim

.Tl—a1+——2+_,
T2 X2

onde
1 2 Vb3 + T

To =

-2 B3—-7 2

Agora, o maior niumero inteiro menor que Ty € as = 7. Dati,

1 1
Ty=ay+ —=7T+—,
XT3 I3
onde
1 2 V34T

T3 =714...

T -7 V-7 2

Uma vez que, r3 = x5, Se continuarmos o processo acima, encontraremos
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To = X3 =Ty = Ty = ... (Jd que o ultimo cdlculo vai se repetir). Portanto, a expansdo

serd dada por

1 1
r=l4+—=1+—=1+ — =
€
2 T+ —
T3
de onde concluimos que
254 v/53 11111
po2EVOS 22 22 = [1:2,7,7,7,.. ]
22 2474+ 7+7+7+

Os numeros da forma
P++D
Q Y
onde P, D, () sao inteiros, e onde D é um inteiro positivo, mas nao é um quadrado

perfeito, sao ntiimeros irracionais. Um ntimero desta forma é chamado de quadratico, uma

vez que € a raiz de uma equacao quadratica, do tipo.
Q*r* — 2PQx + (P* — D) = 0.
Se um numero real satisfaz alguma equacao da forma
A" + Ay 12" 4 Ay 4+ asr + aqx + ag = 0,

com coeficientes ag, a1, ao, ...,a,, sendo nimeros inteiros, dizemos que ele é um numero
algébrico.
Caso o numero real nao satisfaca nenhuma equacao desse tipo, dizemos que

ele ¢ um numero transcendente.

Observacao 2.4. Os numeros complexos também sao divididos em algébricos e transcen-

dentes.

Nos proximos dois exemplos, apresentamos as respectivas expansoes em fracoes
continuas de dois nimeros transcendentes bem conhecidos, a saber, o nimero 7 (pi) e o
nimero e (nimero de FEuler). Estas expansoes podem ser obtidas exatamente como nos

Exemplos 2.6 e 2.7.

Exemplo 2.8. O nimero transcendente m = 3,141592653589793238 . .. tem expansao em
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fragao continua dada por

Exemplo 2.9. O numero transcendente e = 2, 718281828459 . . ., tem expansao em fra¢ao

continua dada por

e=2+

1+
2+

1

1+ 1

14—
+4—|—‘

2.5 Fracoes continuas periddicas

Definicao 2.3. Chama-se fragcao continua periodica a toda fra¢do continua simples infi-
nita |agp; ay,as, ...] em que os inteiros a; se repetem periodicamente a partir de um certo

indice. Tal fragcao é denotada por

[(lo;al,ag,...7(lk,ak+1,...,(lk+n_1], n > 17

onde agi, = ay, para algum inteiro k > 0. Neste caso, os valores ay,agi1, ..., Qkin_1

formam o periodo da fracao continua.

Observagao 2.5. (i) Uma fragdo continua que € periddica desde o inicio, ou seja,

[@0; ay,Q, . .. 7%—1]

¢ chamada fragao continua puramente periodica.

(ii) Os nimeros representados por fragoes continuas puramente periddicas sao irracionais

quadrdticos de um tipo particular e podem ser diferentes de outros irracionais quadrdticos.

Exemplo 2.10. A ezpansdao do nimero /11 +3 em uma fracdo continua infinita, € dada
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por

V1I1+3=6+ T =[6:3,6,3,6,3,...] = [6,3],
3+

6+

1
St —1—

64+ ——
+3+,

que € uma fragcao continua puramente periodica.

Os teoremas de Leonhard Euler e Joseph Louis Lagrange sao resultados es-
senciais sobre fra¢oes continuas periddicas e nimeros irracionais quadraticos, motivo pelo

qual os demonstraremos, respectivamente, a seguir.

Teorema 2.4. Se x € uma fracao continua periodica, isto €, se

T = [ao;a17a27 cees Oy Q415 - - 7ak+n—1]7

entao x € um numero irracional quadrdtico.

Demonstragao: Seja x = [ag; a1, . .., a1, Tx], onde xy = [ay; agi1,-..|. Assim,
Tk = [ak; A1 -+ o5 Akdn—1, xk]
Dai, considerando p”/q" e p'/q’ os dois dltimos convergentes de [ax; agyi1,- - -, Qkin_1] €

usando o Corolario 2.1, temos que

_ap +p”
rrq + "
ou seja,
qwi + (¢" = p)ay —p" = 0. (2.27)
Mas, como = = [ag; ay, ..., ax_1, 2], novamente pelo Coroldrio 2.1, temos

. TpPk—1 + Pk—2
TpQr—1 + Qr—2

e, consequentemente,
_ Dk—2 — Qg2

T .
qk—1T — Pk—1

Agora, substituindo-se o valor de z; dado acima em (2.27) e fazendo as devidas



CAPITULO 2. FRACOES CONTINUAS 39

simplificagoes, obtemos

ar® 4+ bx +c =0,

onde

a=qq_5— (" — ¢ —2qk-1 — P"qG_1,

b=2(p"pr—1qk—1 — ¢Dk—2qi—2) + (¢" — D) (Pr—2Gk—1 + Qe—2Pk—1),
¢ =q'ph_y — (¢" = P)Dr—20k—1 — P'Pi_1-

Portanto, a, b e ¢ sdo nimeros inteiros. Como z é irracional, entao b* — 4ac > 0 e isto

conclui a prova. [ |

Para provar o préximo teorema faremos uso do seguinte lema cuja demonstra-

¢ao pode ser encontrada, por exemplo, em ANDRADE e BRACCIALI (2005).

Lema 2.1. Seja x um irracional qualquer e (¢,) a sequéncia dos convergentes da fra¢ao

continua simples associado a x. Entao,

1 1 1
< |z —el < < =, k>1.
20kqk+1 qrqk+1 dj

Demonstragao: Veja, por exemplo, ANDRADE e BRACCIALI (2005). [ |

Teorema 2.5. Qualquer niumero quadrdtico irracional x tem uma expansao em fra¢ao

continua que € periodica de certo ponto em diante.

Demonstracao: Um nimero quadratico irracional satisfaz a uma equacao quadratica

com coeficientes inteiros, que pode ser escrita como
ar® +bx +c=0. (2.28)
Seja x = [ag; a1, a9, . . ., ag, . ..]. Tomando-se xy = [ax; agy1 - . .|, temos
T = [Clo; ai, az, . .. ,ak—1>$k]-

Além disso, pelo Corolario 2.1,

v TgpPrk—1 T Pr—2
TrQr—1 1 Qr—2
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Substituindo-se o valor acima em (2.28), obtemos
Akfi + Brxp + Cp = 0, (2.29)
onde
A = api_y + bpr—1 @1 + cgi_y,

By, = 2app_1pr—2 + b(Pr—1qr—2 + Pr—2Gr—1) + 2¢qr—1qk—2, (2.30)

Cr = GPZ_Q + bpr—2qr—2 + qu%_z-

Note que, se A, = 0, obtemos

b+ b2 — 4acq
k

Pk—1 = %

—1-

Logo,
pe-1 _ —bE Vb —4ac

k-1 2a

Consequentemente, a equagao (2.28) tem um numero racional como raiz, o que é impos-

sivel, pois = é irracional. Portanto A, # 0 e a equacao quadratica
Aryi + Bryr + Cr, = 0,

tem x; como uma de suas raizes.
Agora, utilizando o Corolario 2.2 juntamente com os valores de Ay, By e Cy

(obtidos em (2.30)), ndo é dificil ver que

B} — 4A,Cy = b* — dac. (2.31)
Além disso, pelo Lema 2.1, temos

Tqr—1 — Pr—1 > —1/qp. (2.32)

Logo, existe um numero \,_1, com |A\;_1| < 1, tal que

Ak—1

Prk—1 = Xqr—1 + .
qk—1

Portanto, como consequéncia da equagao acima, da primeira igualdade em (2.30) e de
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(2.28), obtemos

2 )\2
Ay = (az® + bx + c)q,%_1 + 2axM,_1 +a 5_1 + bX\_1 = 2ax M1 +a 5_1 + b\r_1.
k—1 di._1
Dai,
|Ax| < 2|laz| + |a| + |0, (2.33)

visto que, pelo Lema 2.1 e por (2.32) |A2_,/q? || < 1. Mas, como Cy = Agy, temos
também que

ICh| < 2|az| + |a] + |b]- (2.34)

Finalmente, usando (2.31), (2.33) e (2.34), concluimos que

B} < 4|ALCy| + [b* — 4ac| < 4(2|az| + |b] + |c])? + |b* — 4ac]|.

Note que os valores absolutos A, B e C) sao menores do que os numeros
que nao dependem de k. Como A, B e C) sao nimeros inteiros, existe apenas um
numero finito de triplas Ay, By, C}, diferentes entre si. Logo, podemos encontrar uma
tripla (A, B, C') que ocorre pelo menos trés vezes, digamos (Ag,, B, Ck, ), (Aky, Br,Ck,) €

(Aks, By, Cky). Portanto, de (2.29), xy,, xx, ¢ ox, sdo raizes da equacao

Ay* + By +C = 0.

Obviamente, pelo menos duas das raizes acima sao iguais, por exemplo xy, e xg,. Conse-

quentemente,

Aky = Akyy Okg1 = Ay 415 Ako42 = Ak 42, - -

e, portanto, a fracdo continua x = [ag;a, as, . .., ax,...| é periddica. [ |

2.5.1 Sequéncia de Fibonacci

Leonardo de Pisa (1175 - 1250) também conhecido como Fibonacci, isto é, filho
de Bonaccio é a pessoa a quem devemos o renascimento da matematica no solo cristao.

Fibonacci, em 1202, publicou sua famosa obra intitulada Liber abaci. A obra
se ocupa de aritmética e algebra elementares. O livro enfatiza e defende a notacao indo-

arabica, muito se devendo a ele pela introdugao desses nimeros na Europa.
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Os quinze capitulos da obra explicam a leitura e a escrita dos novos niimeros,
métodos de calculo com inteiros e fracoes, o calculo de raizes quadradas e cubicas e a
resolucao de equagoes lineares e quadraticas, tanto pelo método de falsa posi¢ao como
por processos algébricos. O trabalho contém uma farta colecao de problemas dentre eles
podemos citar o da reproducao dos coelhos que deu origem a importante sequéncia de

Fibonacci.

Exemplo 2.11. Suponha que um casal de coelhos demore dois meses para procriar. A
partir dai, a cada més produz um novo casal de coelhos. Comegando no més 1 com um
unico casal, qual € o niumero de casal de coelhos no més n?

Seja (F,) A sequéncia que corresponde a quantidade de casal de coelhos no
mes n.

Os dois primeiros termos da sequéncia sao Fy =1 e Fy = 1, pois o casal nao
se reproduz até o sequndo mes.

No terceiro més temos dois casais de coelhos, um adulto e um jovem.

No quarto més temos trés casais de coelhos, dois adultos e wm jovem.

No quinto més temos cinco casais de coelhos, trés adultos e dois jovens.

No sexto mes temos oito casais de coelhos, cinco adultos e trés jovens.

No sétimo més temos treze casais de coelhos, oito adultos e cinco jovens.

No oitavo més temos vinte e um casais de coelhos, treze adultos e oito jovens.

No nono més temos trinta e quatro casais de coelhos, vinte e um adultos e
treze jovens.

No décimo més temos cinquenta e cinco casais de coelhos, trinta e quatro
adultos e vinte e um jovens.

No décimo primeiro meés temos oitenta e nove casais de coelhos, cinquenta e
cinco adultos e trinta e quatro jovens.

No décimo seqgundo més temos cento e quarenta e quatro casais de coelhos,
oitenta e nove adultos e cinquenta e cinco jovens.

De um modo geral, em cada més n, com n > 12, teremos os casais presentes
no meés anterior, mais um numero de novos filhotes correspondentes aos casais maduros,
mas estes jd estavam dois meses antes.

Logo, para n > 12,

F,=F,_1+F,
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ou, equivalentemente,

Fn+2:Fn+l+Fn7 nZl,
onde Iy = Fy, = 1.

Temos assim a sequéncia de Fibonacci que é a mais simples de todas as fracoes

continuas infinitas, onde podemos representar por

1
14 1 =[1;1,1,1,...]. (2.35)
1+ 1
1+ —
Fazendo x = [1;1,1,1,...], podemos ver que x satisfaz a equacao

2 —x—1=0,

ja que

1
r=1+—.
x

Como a fragao continua (2.35) produz um numero positivo, resolvendo a equagao acima,

obtemos
1 5
_ 1 VE ) 61803,
2
que é conhecido como nimero aureo e ¢ denotado por ® = 1,61803.... Os convergentes

para a raiz dessa equagao sao (veja Teorema 2.2 ou Corolario 2.1)

com numeradores e denominadores sendo formados a partir da sequéncia de nimeros
inteiros

1,1,2,3,5,8, ...

Cada um desses numeros, apos os dois primeiros, é igual a soma dos dois
anteriores; assim, 2 =1 4+ 1, 3 = 2 + 1 e assim por diante. Os nimeros (1,1,2,3,5,8,...)
sao conhecidos como os nimeros de Fibonacci, em homenagem ao grande matematico do

século XIII, Leonardo Fibonacci.



Capitulo 3

Uma Aplicacao da Teoria das

Fracoes Continuas

Neste capitulo, vamos contar a histéria dos calendarios através do tempo e
sua importancia na organizacao de uma sociedade, bem como a utilizacao de fragoes

continuas na sua construgao. As principais referéncias aqui utilizadas sao: ANDRADE e

BRACCIALI (2005), CAJORI (2007), DUNCAN (1999), EVES (2004), SILVA (2016).

3.1 Histdoria dos calendarios

Nos somos um povo do calendario. Observando nossa histéria, percebemos
que nos sentimos desconfortdaveis com o presente de uma forma que nossos ancestrais
que araram os campos e viveram e morreram segundo os grandes ciclos da natureza
jamais teriam compreendido. Medir o tempo e criar um calendério funcional se tornou
preocupacao e desafio para astronomos, matematicos, padres, reis, ou qualquer outrem
a partir do momento em que surgiu a real necessidade de contar os dias até a proxima
colheita, ou calcular quando os impostos precisavam ser pagos, e ainda resolver qual seria
o momento exato de fazer um sacrificio para pacificar um deus enfurecido. Quando afirma-
se que mensurar o tempo foi, de fato, um desafio, o termo nao esta sendo utilizado de
maneira arbitraria.

Sete séculos atras, um monge inglés de nome Roger Bacon, enviou uma carta
a Roma. Enderecada ao Papa Clemente IV, tratava-se de um apelo urgente para que
se determinasse o proprio tempo. Calculando que o ano do calendario era cerca de onze

minutos mais longo do que o ano solar de fato, Bacon informou ao supremo pontifice

44
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que isso implicava um erro a cada 125 anos. Tal excedente de tempo, com o passar dos
séculos, acumularia até a época nove dias. Se deixado como estava, o afastamento iria um
dia levar marco para o meio do inverno e agosto cairia na primavera no hemisfério norte.
Com essas declaragoes, em 1267, Bacon se arriscava a ser declarado herege por desafiar
a veracidade da Igreja Catodlica. Esse fato poderia vir a ser o fim da historia de Roger
Bacon, nao fosse pelo stbito interesse de um homem chamado Guy Le Gros Foulques.

Em 1265, este ex-advogado e conselheiro do Rei Luis IX da Franga, soube do
pensamento de Bacon e o contatou. Roger Bacon prometeu entao preparar um manuscrito
e envid-lo o mais rapido possivel. Por quase dois anos ele trabalhou ardilosamente, final-
mente enviando um tratado épico a Roma em 1267 chamado Opus Maius (Obra Maior).
Sua violenta critica acerca das falhas no calendario aparece em um longo e pouco objetivo
capitulo sobre matematica, em uma secao onde ele defende o uso da objetividade dos
niumeros e das ciéncias como forma de expor erros.

No entanto, somente em 1582, o Papa Gregério XIII (1502-1585) finalmente
fixou o calendario. Aquela época, novos apelos ja vinham abertamente pedindo a correcao
por varias décadas. Até mesmo Copérnico escreveu uma secao sobre a verdadeira duracao
do ano no seu Revolugoes das Esferas Celestiais, no ano de 1543, data de uma geracao antes
da corregao do Papa Gregério. A reforma de Gregorio veio depois que ele nomeou uma
comissao para estudar o calendario em 1572 ou 1574, liderado pelo matematico bavaro
Christopher Clavius (1537-1612), um de dois discretos herdis da corregao gregoriana. O
outro foi um médico italiano obscuro chamado Aloysius Lilius (1510-1576), que imaginou
a solugao que Gregério editou como bula papal em 24 de fevereiro de 1582.

Na construcao de determinacao do tempo, o Sol nao era a tinica deixa natural
utilizada pelos povos passados. Para rever eventos como o inverno, chuvas sazonais e a
colheita, a Lua também era tida como um “relégio”. Quase toda cultura antiga cultuavam
a Lua. Os antigos egipcios chamavam de Khonsu, seu deus Lua, enquanto os sumérios
a denominavam Nanna. Até hoje as pessoas celebram a Lua, fazendo festas, dancas e
rituais solenes para a Lua nova. A Lua deu a Hesiodo e aos gregos o seu ano, que eles
basearam em doze meses lunares com uma média proxima a 29 1/2 dias, equivalentes a
cerca de 354 dias.

A Lua tornou-se suprema, com variagoes neste mesmo ano de doze meses e 354
dias aparecendo por toda parte na medida em que a Idade da Pedra ia se transformando na
Era Neolitica e as pessoas comecavam a descobrir como construir cidades, irrigar campos,

estabelecer governos e organizar exércitos.



CAPITULO 3. UMA APLICACAO DA TEORIA DAS FRACOES CONTINUAS 46

O problema aparece no tempo que a Lua leva para passar através das suas
fases enquanto orbita da Terra, que nao d4 um numero bom para dividir em um ano de
aproximadamente 365 1/4 dias. De fato, um més lunar de verdade tem 29,5306 dias e
se medido por instrumentos modernos, o que a iguala a um ano lunar de precisos doze
meses - ou seja, 365,242199 dias -, pode-se entao compreender as frustagoes intensas dos
astronomos através dos séculos tentando estabelecer uma ligagao entre o Sol e a Lua.

O Egito foi a primeira civilizacao ancestral a corrigir o erro da Lua e seguir o
Sol. De forma notavel, eles o fizeram bem cedo - ha quase seis mil anos -, quando os povos
vivendo ao longo do Nilo imaginaram que um ano solar correspondia aproximadamente
a 365 dias. Isto levou a um calendario com doze meses de trinta dias cada e mais cinco
dias adicionais que a mitologia egipcia afirma terem sido acrescentados ao ano pelo deus
Tot. Trés milénios depois, os egipcios estabeleceram o que pode ter sido a primeira data
da histéria da humanidade, que os crondgrafos calcularam ser 4241 a.C.

Tudo que um fazendeiro do antigo Egito precisava fazer era plantar um junco
alto na lama ao longo da ribanceira do Nilo, fazer nele uma ranhura para medir o ponto alto
da enchente, e em seguida contar os dias até a proxima marca d’agua alta, que ocorreria
exatamente um ano mais tarde. Este mecanismo simples, chamado nilometro, era entao
o mais exato calendario do mundo, baseado nas estacoes como elas eram reguladas pela
orbita da Terra e pela inclinacao do seu eixo, e nao mais pelas fases da Lua.

A aparicao da estrela mais brilhante que pode ser observada no céu, nao le-
vando em conta o sol, é conhecida como Sirio e coincidia com a enchente anual do rio Nilo.
Ela também tornou-se o primeiro dia do més de Tot, o deus egipcio do ano novo, come-
morado anualmente com cerimonias elaboradas que comecavam quando o Sirio aparecia
no topo dos obeliscos precisamente alinhados como pontos de observacao no chao abaixo.
Registrando o momento da aparicao de Sirio com exatidao a cada ano, os astronomos
egipcios acabaram percebendo que o ano solar era um quarto de dia mais longo do que
365 dias. Os egipcios também usaram as piramides para medir as sombras e determinar
a chegada dos equindécios.

Acrescentar um quarto de dia ao ano egipcio foi uma descoberta revolucionaria.
Isto trouxe ao ano egipcio uma margem de 11 minutos e 24 segundos (com um segundo a
mais ou a menos) do verdadeiro ano solar pelo menos dois mil anos antes de Jilio César
adotar o calendario de 365 1/4 dias para Roma, e mais de trés milénios antes do apelo de
Roger Bacon ao Papa Clemente IV.

Em 238 a.C., Ptolomeu III ordenou um sistema para pular anos e acrescentar
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um dia extra a cada quatro anos. Mas ainda assim os sacerdotes resistiram ao édito
até o ano 30 a.C., quando Roma conquistou o Egito e Augusto forcou o povo do Nilo
a acrescentar um quarto de dia extra ao seu calendario para alinha-lo com o calendério
juliano. Isto estabilizou o calendério egipcio de forma que o primeiro dia de Tot sempre
cala no dia 29 de agosto.

Ninguém sabe ao certo, embora sua disposicao nao deixe duvida de que o
povo que o construiu era astronomicamente sofisticado o suficiente para construir um
mecanismo que medisse com exatidao o ano solar; mas evidéncias vém de pedras colocadas
em padroes ao redor de Stonehenge que se alinham com o Sol tanto nos solsticios quanto
nos equinocios, e com a Lua a medida que ela faz a sua orbita ao redor da Terra. Este
calendario gigante teria permitido a um antigo bretao antecipar ciclos astronomicos e
eventos com tanta exatidao quanto os egipcios observando Sirio - ou, até, um astronomo
moderno usando mapas solares ou estrelas solares ou estelares.

Os maias também desenvolveram seus sistemas de calendarios. Eram trés no
total e dentre eles citaremos o que tinha 365 dias, com dezoito meses de vinte dias, ao qual
eram acrescentados mais cinco dias. Ele era chamado de haab. Como para os egipcios,
estes cinco dias extras eram considerados especiais, embora os maias acreditassem que
eles eram de azar e evitassem todo tipo de atividade enquanto aguardavam ansiosamente
que eles passassem.

Cronologicamente, mais adiante, no século IV a.C.; o astronomo Euddxio de
Cnido concebeu uma teoria matematica envolvendo esferas que ele usava para tentar
explicar os movimentos dos planetas e da Lua, e o que parecia ser o movimento do Sol
em um universo centrado na Terra. Aristételes (384-322 a.C.), - trabalhando nos anos
imediatamente anteriores a fundacao de Alexandria - com seus escritos em astronomia,
expande o pensamento de Eudoxio sobre as esferas planetdrias ao sugerir que as estrelas,
os planetas e o Sol estao literalmente encaixados em esferas invisiveis que orbitam a Terra
em uma série de circulos concéntricos.

Ja em Alexandria, Aristarco (270 a.C.), um dos maiores entre os antigos as-
tronomos do local, construiu um relégio de Sol modificado chamado skaphe, uma espécie
de bacia esférica com um ponteiro no centro como um pequeno obelisco para lancar uma
sombra sobre as linhas marcadas na superficie da bacia. Usando este dispositivo ele podia
medir a altura e a direcao do Sol. Isto lhe permitia entender que o Sol langa luz contra
uma Lua crescente, como vista da Terra, a um angulo de 87 graus. A partir disto, ele

concluiu que o Sol tem muitas vezes o tamanho da Terra e deve estar muito longe. Aris-
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tarco também deduziu que a Terra gira em torno do Sol, uma teoria astronomica que vai
contra a ortodoxia aceita de que o Sol orbita uma Terra estacionaria. Ele argumentava
que o Sol parecia mover-se no céu porque a Terra girava em seu proprio eixo.

Uma geracao depois de Aristarco, um matematico, filésofo, gedgrafo e astro-
nomo, chamado Eratéstenes (276-194 a.C.), deduziu com uma margem de um décimo de
um grau a inclinacao do eixo de rotagao da Terra, que causa as estagoes. Ele também me-
diu a circunferéncia da Terra com um erro de cerca de quatrocentos quilometros. Alguns
anos depois, Ctesibius de Alexandria construiu um elaborado relégio d’agua usando béias,
um guincho de correntes, um cabo dentado, um dial e um sistema de relégio de Sol que
associava o caminho do Sol astrondmica e geometricamente com os niveis de sua sombra.
Embora estes observadores de estrelas tenham deixado sua contribuicao, nenhum deles foi
tao influente quanto o iltimo grande astronomo de Alexandria, Claudio Ptolomeu. Um
grego que era cidadao romano, com cerca de dois séculos depois da temporada de César do
Egito, Ptolomeu compilou uma enciclopédia macica sobre astronomia e geografia que se
tornou, juntamente com o elementos sobre matematica de Euclides, um texto largamente
reverenciado, embora nem sempre completamente entendido, na Idade Média.

O sistema ordenado por Ptolomeu III em 238 a.C. (um ano igual a 365 1/4
dias, com a fragao sendo considerada através de um sistema ciclico de trés anos de 365
dias seguidos por um ano bissexto de 366 dias) foi um dos muitos sistemas utilizados
para afinar as reformas com o intuito de acertar o calendério. Inclusive, César chamou os
melhores filésofos e matematicos da época, incluindo o astronomo Sosigenes, que parece
ter ido de Alexandria a Roma para afinar as reformas que ele e César tinham discutido
no Egito.

Para trazer o calendario de volta ao alinhamento com o equinécio da primavera,
que deveria ocorrer por tradicao em 25 de marco, César também ordenou dois meses
intercalares extras adicionados ao ano 46 a.C. - consistindo de 33 e 34 dias inseridos entre
novembro e dezembro. Combinados com um meés intercalar ja instalado em fevereiro, o
ano inteiro de 46 a.C. acabou sendo esticado até extraordinéarios 445 dias. César chamou
de “ultimus annus confusionis”. Para finalizar suas reformas do calendario, César mudou
o primeiro dia do ano de margo para janeiro, mais préximo do solsticio de inverno -
uma reforma anterior do calendario que nem sempre tinha recebido adesoes. Ele entao
reorganizou as duracoes dos meses para acrescentar os dez dias necessarios a trazer o
ano de 355 para 365 dias, arranjando-os de forma a criar um calendario de doze meses

alternando 30 e 31 dias, com a excecao de fevereiro, que sob o sistema de César tinha 29
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dias em um ano normal e de 30 em um ano bissexto.

Quando o novo dia amanheceu em primeiro de janeiro de 45 a.C., os romanos
acordaram com um novo calendario que estava entao entre os mais exatos do mundo.
Ainda assim, continuou sujeito a erros e manipulagoes por parte de sacerdotes e politicos.

Depois de varias reclamacoes, o calendario de César tornou-se um objeto de
orgulho para os romanos.

Escavacoes através do antigo império revelaram calendarios entalhados em pe-
dra e pintados em paredes, da mesma forma que nés penduramos os nossos calendarios
hoje em dia. O calendario de César também injetou um novo espirito em como as pessoas
pensavam a respeito do tempo. Antes, ele era pensado como um ciclo de eventos natu-
rais recorrentes, ou como instrumento de poder. Nao mais. Agora, o calendario estava
a disposicao de todos como uma ferramenta pratica e objetiva para organizar itinerarios
e horarios de navegacao, plantagoes, culto aos deuses, planejamento de casamentos, o
momento de enviar cartas aos amigos, etc.

Combinado com a crescente popularidade de relégios de Sol e de agua sofisti-
cados, o novo calendario juliano introduziu o conceito de seres humanos ordenando suas
proprias vidas individuais ao longo de uma progressao linear operando de forma indepen-
dente da Lua, das estagoes e dos deuses.

Inevitavelmente, a nova ordem de Constantino, assim como a de César trés
séculos e meio antes, conseguiu por seu selo no calendério, neste caso, ao criar um novo
sistema, religiosamente inspirado, de medir o tempo. Constantino fez isto deixando intacto
o calendario bésico de César de 365 1/4 dias e doze meses, enquanto operava trés grandes
mudancas dentro desta estrutura: a introducao do domingo como um dia santo em uma
nova semana de sete dias; o reconhecimento oficial dos feriados cristaos como o Natal com
datas fixas; e o enxerto no calendario da celebracao da Pascoa, que nao é uma data fixa,
sendo condicionada ao calendério lunar judeu em uso quando Cristo foi crucificado.

A primeira atitude do imperador no sentido de reordenar o calendério veio
em um édito divulgado em 321, nove anos apds a batalha da ponte Milvia, quando ele
estabeleceu o domingo como o primeiro dia da semana de sete dias. A segunda mudanca
importante do calendério introduzida por Constantino foi em relacao a quando celebrar a
Péascoa, um assunto nao tao facil de resolver quanto a questao do domingo. Isto porque a
Pascoa ¢é o dia mais sagrado para os cristaos. E o culto a Pascoa é ainda mais complicado
pelo fato de que a ressurreicao de Cristo ocorreu durante a Pascoa judaica, que é datada

segundo as fases da Lua no calendario judaico. Isso significa que a data da Pascoa judaica
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- e da Pascoa crista - se desvia do calendario solar, mudando todo ano.

O calendario de César continuaria a ser o calendério oficial no ocidente muito
tempo depois da queda do Império, embora mais e mais pessoas passassem a achar uma
lista organizada de dias, meses e anos uma coisa irrelevante. Até mesmo nos dias mais
negros que se seguiram a queda de Roma, uma progressao de monges e pensadores isolados
permaneceu inquisitivo, tanto quanto eles tinham capacidade, em relacao a natureza e
a ciéncia - inclusive em relacao a meios melhores de medir o que Agostinho dizia ser
imensuravel: o tempo.

Quando os sinos repicaram por toda a Europa nos momentos minguantes de
4 de outubro de 1582, o calendario fez algo que nao fazia desde a época de Julio César:
pulou dez dias, pelo menos nos paises que obedeciam a bula do papa. Qualquer pessoa
viva naquele que deveria ser 5 de outubro, instantaneamente perdeu dez dias de sua vida
segundo o novo calendario de Roma. Isto genuinamente aborreceu as pessoas, que acharam
que de alguma forma os dias tinham sido tomados delas. Em Frankfurt uma multidao
se revoltou contra o papa e os matematicos que, eles acreditavam, tinham conspirado
para cometer este roubo. Outros expressaram abertamente seu medo e desconforto em
aborrecer os santos para os quais rezavam e ver consequéncias disto na perda de tudo,
desde boas colheitas até a vida apds a morte no paraiso.

Os navegantes, muleteiros, teceloes, ferreiros e reis se preocupavam com im-
postos nao coletados, salarios nao recebidos e prazos que passariam a vencer dez dias
mais cedo. Banqueiros cogavam a cabeca para chegar a uma conclusao em relagao a como
calcular os juros durante um més de apenas 21 dias, e padres locais tentaram explicar
aos fiéis ansiosos que dias santos nao eram os unicos dias atropelados: o mesmo tinha
acontecido com outras datas, a exemplo os de aniversarios, de nascimentos e casamentos,
até feriados locais e cerimonias civis. Inclusive o aniversario do papa tinha mudado de 1
de janeiro de 1502 para 11 de janeiro de 1502.

Nagoes menos seguras no seio do Catolicismo, ou com menos pressa, nao con-
cordaram imediatamente. A Franca esperou até dezembro, quando o Rei Henrique III
ordenou a mudanca. A Bélgica e os estados catdlicos da Holanda também demoraram
até o final de 1582, com Flandres e partes da Bélgica fazendo o pulo no dia seguinte 21
de dezembro que passou a ser 1 de janeiro. Em 1584 o resto da Bélgica tinha feito a
mudanca. A Hungria obedeceu em 1587.

Mais tarde, em 1700, os protestantes na Alemanha e Dinamarca adotaram a

maioria das reformas gregorianas, inclusive a remocao dos dez dias do seu calendario solar
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e a regra do ano bissexto secular. Em 1775 Frederico, o Grande, finalmente supriu o
calendario da Péscoa protestante, fato depois do qual o calendario gregoriano completo
passou a ser a regra na Alemanha.

As igrejas orientais permaneceram inteiramente opostas ao calendario grego-
riano até pouco depois da Primeira Guerra Mundial, quando um congresso de igrejas
ortodoxas se reuniu em 1923 em Constantinopla. Durante todo o periodo da alteragao de
tempo gregoriano, poucas pessoas provavelmente focaram no papel da ciéncia, nao perce-
bendo que esta reforma era uma das primeiras instancias no inicio da era moderna quando
uma mudanga que afeta quase todas as pessoas é lancada menos pela religiosidade e mais
por um novo respeito pela exatidao cientifica - neste caso, para obter o tempo correto.

Em 10 de maio de 1750, um conde chamado George Parker (1697-1764) fez uma
palestra na Royal Society com o seguinte titulo: “Observacoes a respeito dos anos solar
e lunar, o ciclo dos dezenove anos, habitualmente chamado de O Numero de Dourado,
a epacta e o método para encontrar a época da Péscoa como sao observados hoje na
maior parte da Europa”. Parker, um astronomo amador bem relacionado com o circulo
newtoniano em Greenwich e Londres, comecou a sua fala fazendo uma atualizacao de
quando o calendario juliano tinha se afastado em relacao ao ano verdadeiro desde a época
de César e desde a reforma gregoriana. Como ponto de referéncia, ele usou o que era
entao talvez a medida mais exata do ano ja obtida: 365 dias, 5 horas 48 minutos e 55
segundos - calculado pelo falecido astronomo real Edmund Halley (1656-1742), o homem
que deu seu nome ao cometa Halley.

Paises e povos fora da Europa em sua maioria nao tiveram reagao ao novo
calendario nas décadas e séculos que se seguiram a 1582. A excecao foram as Américas,
onde a reforma foi imposta por Espanha e Portugal sobre os povos que conquistaram.
Entre estes estavam os astecas, incas e maias, cuja obra brilhante a respeito de astronomia
e calendarios ja estava na maior parte esquecida e apagada pelos europeus, embora até
hoje grupos isolados de maias, por exemplo, continuem a usar seu antigo calendario. Mais
tarde, Gra-Bretanha, Franca, Estados Unidos e outras poténcias coloniais impuseram seu
calendario as tribos indigenas no hemisfério ocidental. Na Asia, os japoneses adotaram
o calendario gregoriano em 1873, durante o periodo de ocidentalizacao dos imperadores
Meiji. A maioria dos paises e povos neste continente e na Africa preferiram manter seus
proprios calendéarios a nao ser que fossem forcados a mudar pelas poténcias coloniais
europeias. A China resistiu até 1912, embora o calendario gregoriano so tenha se firmado

por todo o pais com a vitéria do comunismo em 1949. Em 1 de outubro deste ano, um
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triunfante Mao Tsé-tung subiu em um palanque no topo do Portao da Paz Celestial, a
entrada principal do palacio imperial de Pequim, ordenando logo em seguida que aquela
cidade se tornasse a capital da China, que a bandeira vermelha com uma grande estrela
dourada e quatro pequenas se tornasse a bandeira oficial chinesa, e que o ano ficasse de
acordo com o calendario gregoriano.

Nesta época este calendario, langado dois mil anos antes por Julio César e
modificado mil e seiscentos anos depois por um papa, tinha se tornado o calendério do
mundo: um codigo para medir o tempo que hoje quase todos os povos usam como padrao
global. Hoje a questao continua na era do tempo atomico, o que nos leva, por fim, ao
prédio 78 do Observatério Naval norte - americano em Washington, onde o tempo ¢é agora
medido nao através da observacao da Lua ou do Sol, ou com um relégio de Sol ou de
agua, um péndulo, mola ou cristal de quartzo, mas sim com uma mintscula massa de um
elemento raro chamado césio. Ele também contribui para um sistema maior que mantém
o tempo para o mundo inteiro, com exatidao de um bilionésimo de segundo por ano, ou
0,00000000114079 de um ano.

Exceto pelo fato de que o tempo oficial nao é mais de fato medido desta forma,
usando antiquados segundos e anos. Desde 1972, quando a rede atomica comecgou a
funcionar, o Tempo Universal Coordenado (UTC) tem sido medido nao pelo movimento
da Terra no espaco mas sim pelas oscilacoes do nivel atomico de um metal raro, macio,
de cor azulada acinzentada, chamado césio. Em 1967 a taxa de pulso do césio estava
calibrada em 9.192.631.770 oscilacoes por segundo. Esta é agora a medida oficial do
tempo do mundo, substituindo o velho padrao baseado na rotacao e orbita da Terra,
que tinha usado como numero-base um segundo igual 1/31556925,9747 de um ano. Isso
significa que sob o novo regime do césio o ano nao é mais oficialmente medido como tendo
365,242199 dias, mas sim como tendo 290.091.200.500.000.000 oscilagdes de césio (Cs),
com uma aproximacao de um ano ou duas oscilacoes.

O que significa que finalmente foi criado um mecanismo que consegue medir um
ano verdadeiro e exato. Que era o objetivo de César, Aryabhata, al-Khwarizmi, Bacon,

Clavius e tantos outros.
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3.2 Utilizando fracoes continuas na construcao de um
calendario

Um ano consiste de aproximadamente 365 dias, 5 horas, 48 minutos e 46 segun-
dos que equivale a 365,242199 dias. As medidas do tempo e os calendarios, como vimos,
também sao baseadas nos movimentos de rotacao e translacao da Terra e pela dinamica

de translagao da Lua. A cada dia a Terra se desloca aproximadamente um grau, ou seja:

360°
365,24

dia = 0,986° dia

O periodo de rotagao da Terra é de 23h 56m 05s e o dia solar aparente cor-
responde entre 23h 45m a 24h 15m. Do dia solar aparente podemos tirar uma média que
chamamos de dia solar médio, que é de 24 horas, sendo essa a média anual dos dias solares
aparente.

O problema técnico do calendario é que, para ser pratico, deve definir um
periodo com um numero inteiro de dias. Para tanto, esse periodo deve manter sincronia
com um periodo astronomico que, geralmente, envolve uma parte fracionada do dia. A
solucao requer, de um lado, a determinacao cada vez mais precisa da parte fracionada; e
do outro, uma representagao aproximada, mas satisfatéria dessa parte fragmentada. Neste
contexto as fragoes continuas sao ferramentas esséncias visto que esta parte fragmentada
pode ser representada por meio de uma série finita de fracoes continuas. E essa série que
prescreve as regras de insercao de um dia inteiro no calendario para manter a sincronia;
ou seja, a parte decimal do ano 0,242199074 certamente, de tempos em tempos, deve ser

convertida em um dia que chamamos de ano bissexto.

3.2.1 Solugao utilizando fracoes continuas

Utilizando fracoes continuas, pode-se mostrar que

5h 48min 46seg  20926seg 1
1dia  86400seg 1

4+
7+

= [0;4,7,1,3,5,64].

1

3+

o+ !
64

A fragao continua [0; 4,7, 1, 3, 5, 64] fornece aproximagoes para o nimero 0, 2421
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99074. Portanto, temos aproximacoes que nos dao diversas alternativas de correcao do

problema. A primeira aproximacao desse ntimero é dada por:
1

O calendario Juliano utilizava essa aproximagcao, que fornece um ano bissexto
a cada 4 anos. Como podemos verificar no calendario Juliano, na média, um ano possui
365 dias e 6 horas ou o equivalente 365, 25 dias. Fazendo a subtracao entre a duragao do
ano baseado no calendério Juliano que é de 365, 25 dias e a duragao do ano real que é de
(aproximadamente 365 dias, 5 horas, 48 minutos e 46 segundos) obtemos um resultado
de 11 minutos e 14 segundos, sendo, portanto, esse o erro ao utilizarmos tal aproximacao.
Essa diferenca, no entanto, nao pode ser desprezada, pois ao longo do tempo esse erro
gera a cada 128 anos, um dia em avanco em relagao ao ano real.

O préximo convergente é dado por:

1 7
o =10;4,7 = —T = 59 =0,241379... .
P 29
7
Com essa aproximacao terfamos 7 anos bissextos a cada 29 anos. Contudo,
seria uma regra de dificil aplicabilidade. Podemos simplifica-la, multiplicando seu nume-

rador e denominador por 4. Entao:

4.7 28

Para fazermos uma comparagao com o calendario Juliano vamos multiplicar o
numerador e o denominador da fra¢do 1/4 por 29 obtendo 29/116.

Isto é, a cada 116 anos, teriamos somente 28 anos bissextos, em vez dos 29 anos
bissextos previstos pelo calendario Juliano. Se utilizassemos tal aproximagao, deveriamos
excluir um dos 29 anos que sao bissextos, e transformé-lo em um ano simples. A tnica
complexidade dessa regra seria a obtencao dos multiplos de 116. O erro ocasionado por
essa aproximacao seria de 1 minuto e 11 segundos a menos que a duracao de 1 ano, pois
a fragdo 7/29 de um dia, equivale a aproximadamente 5 horas, 47 minutos e 35 segundos,
transformando para segundos obtemos 20855 segundos, que é 71 segundos a menos do que
deveria ser. Esta diferenga de 20926 — 20855 = 71 segundos por ano gera a cada 1217

anos, um erro de um dia a menos no calendario em relagao ao ano real.
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Agora temos que:

1 8
¢ =[0:4,71) = ——— =55 = 0,242 .
4t —

7 _
1

Essa aproximagao é muito boa em termos de erro, pois a fragao 8/33 de um
dia, que corresponde a aproximadamente 5 horas, 49 minutos e 5 segundos, ou seja,
temos 20945 segundos, que é 19 segundos a mais do que o esperado. Isso ocasiona 1
dia a mais a cada 4547 anos. Seriam 8 anos bissextos em cada conjunto de 33 anos, mas
também teriamos dificuldade com a elaboracao de uma regra para sua aplicacao. Podemos

contornar tal problema, considerando que:

8 8.4 32

“ 7337334 132
Para fazermos uma comparacao dessa regra com a regra do calendario Juliano
vamos multiplicar o numerador e o denominador da seguinte fracao 1/4 por 33 onde
obtemos a seguinte fragdo 33/132. Entdo, se aplicdssemos tal regra, terfamos 32 anos
bissextos a cada 132 anos, ao invés dos 33 anos bissextos do calendério Juliano. Da mesma
forma do caso anterior, a principal dificuldade técnica seria a obtencao dos multiplos de

132.

O préximo convergente,

e =[4,7,1,3] = ! : = % =0, 2421875
At

T+ —1

1 —

T3

é extremamente préximo do esperado, pois a fragao 31/128 do dia corresponde a 5 horas,
48 minutos e 45 segundos, ou seja, diferindo apenas de 1 segundo da duragao média de 1
ano, que é de fato um erro muito pequeno. Assim, se utilizassemos tal regra, levariamos
86400 anos para termos um dia de diferenga entre o calendario e o ano real. E, a cada

128 anos, teriamos 31 anos bissextos, ao contrario dos 32 anos do calendério Juliano.
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O préximo convergente é o mais preciso:

1 163

¢ =[4,7,1,3,5] = - = o 2 0,2421001.. .
[

1+ ——

I

3 —

5

Nesse caso terfamos aproximadamente 5 horas, 48 minutos e 46,002 segundos, porém, o
tamanho do seu denominador o torna invidvel.

Podemos fazer novamente uma comparacao com o calendario Juliano. Para
isso, vamos multiplicando numerador e denominador da fragao 163/673 por 4, obtendo a

seguinte fracao equivalente
652

5 = 265"
Assim, se utilizdssemos esse convergente, teriamos a cada 2692 anos, 652 anos bissextos,
em oposicao aos 673 previstos pelo calendario Juliano. Essa regra, além de dificil aplica-
bilidade - pois teria um ciclo de 2692 anos - traria o problema da escolha dos 21 anos que

deveriam ser bissextos, contudo seriam transformados em anos simples. Isso poderia ser

resolvido, por exemplo, excluindo-se um ano bissexto, a cada 128 anos.



Conclusao

Nesta dissertacao realizou-se o estudo acerca da Teoria das Fragoes Continuas,
suas principais propriedades e uma das muitas de suas aplicacoes. Mostramos que é pos-
sivel utilizar fra¢oes continuas tanto em aplicagoes tedricas (na construgao de conceitos)
quanto em aplicagoes de ordem prética (por exemplo, na construgao de um calendério).

As fragoes continuas como vimos, podem ser utilizadas para aproximacoes, por
exemplo de niimeros irracionais por racionais, a qual envolve apenas operacoes elementa-
res com nimeros inteiros - motivo pelo qual pode ser utilizada (de maneira introdutéria)
inclusive no ensino fundamental e/ou médio, por exemplo, em feira de ciéncias e seminé-
rios.

Diante do exposto, observou-se as implicacoes desta teoria nos diferentes domi-

nios da matematica e ciéncias afins, ficando perceptivel sua importancia e aplicabilidade.
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