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RESUMO

Neste trabalho é apresentado o desenvolvimento das Fungoes Logaritmicas com aplicagoes.
Para a fundamentagao do desenvolvimento do tema sao enunciadas as defini¢oes de
nimeros reais, fungoes e sequéncias. E caracterizada a Funcao Logaritmica e suas pro-
priedades, seguida da definicao geométrica dos logaritmos e a apresentacao da base e,
formalizando a definicao do logaritmo natural. Justificando a pesquisa, sao desenvolvi-
das aplicacoes em diversas areas, ressaltando a necessidade e a importancia das fungoes

logaritmicas.

Palavras- chave: Fungoes reais, Funcoes Logaritmicas, Numero e, Aplicacoes



ABSTRACT

In this work the development of Logarithmic Functions with applications is presented.
Definitions of real numbers, functions and sequences are given for the development of
the theme. It is characterized the Logarithmic Function and its properties, followed by
the geometric definition of logarithms and the presentation of base e, formalizing the
definition of the natural logarithm. Justifying the research, applications are developed in

several areas, emphasizing the necessity and importance of the logarithmic functions.

Keywords: Real Functions, Logarithmic Functions, Number e, Applications
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1 Introducao

De acordo com o regimento do PROFMAT (ver [11]), tem se a orientagao para trabalhar
com assuntos do curriculo de Matematica da Educacao Basica e este é um dos motivos do
tema escolhido- Logaritmos. J& afirmava Lima (1996, [n.p.]) a importancia dos estudos
dos logaritmos, estes ”continuam, por motivos bem diversos, a merecer uma posi¢ao de
destaque no ensino da Matematica, devido a posicao central que ocupam nesta ciéncia e
em suas aplicagoes |...] a func@o logaritmica e a sua inversa, constituem a tinica maneira
de se descrever matematicamente a evolugao de uma grandeza cuja taxa de crescimento
(ou decrescimento) é proporcional a quantidade daquela grandeza existente num dado

momento”.

A partir deste ponto de vista, ou seja, da importancia do tema, e sabendo
através de relatos e experiéncias que a maneira como este conteudo é apresentado geral-
mente causa nos alunos uma aversao e uma indiferenca faz se a seguinte indagagao: Existe

outras possibilidades de desenvolvimento deste conteudo?

Sabe-se que os livros didaticos adotados no ensino médio definem logaritmos
a partir da exposicao sobre poténcias e a definicao das fungoes exponenciais. Esta apre-
sentagao didatica do conteido causa alguns inconvenientes, entre eles o surgimento ar-
tificial do ntimero e, uma base importante que surge naturalmente quando a definicao
do logaritmo natural é feita através de uma maneira geométrica, além da complicada

evolugao do conteudo embasado nos exponenciais.

Assim, o principal objetivo neste texto é definir a fun¢ao logaritmo natural
através da area de uma faixa de hipérbole, isto é, uma definicao mais simples pois depende
apenas do conhecimento de area de uma figura plana e a caracterizacao dos logaritmos.
Por isso para atingir este objetivo, inicia-se caracterizando as func¢oes logaritmicas, suas
propriedades e posteriormente, fazendo um estudo de areas limitadas sobre os graficos das

funcoes.

Pensando ainda no impacto na pratica didatica em sala de aula, tem se como
objetivo explanar alguns exemplos de aplicagoes, pois é de conhecimento que quando o

aluno consegue associar o assunto trabalhado com questoes praticas o aprendizado ¢ mais
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proficuo. Assim abordam-se aplicacoes de Fungoes Logaritmicas em diversas areas como

a Fisica, Quimica, Biologia, Geografia e Economia.

O trabalho esta dividido em cinco capitulos. No Capitulo 2 é explanado
os conteudos matematicos que constituem predefinicbes para uma melhor compreensao
da apresentacao do tema central da dissertacao, estas predefinicoes sao: nimeros reais,
funcoes e sequéncias. No Capitulo 3, serd caracterizado as funcoes logaritmicas, em se-
guida, é apresentado o calculo da area de uma faixa de hipérbole, a fundamentagao tedrica
que diferencia a maneira como os logaritmos serao definidos neste trabalho, ou seja, a de-
finicao geométrica dos logaritmos e por fim se dard a caracterizacao natural do nimero
e e a definicao de outras bases. No Capitulo 4 apresentam-se aplicacoes das funcoes

logaritmicas em diversas areas. Finaliza-se este trabalho com algumas consideracoes.
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2 Numeros e Funcoes Reais

Este capitulo é preliminar para o desenvolvimento do tema Funcgoes Logaritmicas e
Aplicagoes. As defini¢oes neste servirao de base para os capitulos seguintes. Inicialmente
sera caracterizado o conjunto dos niimeros reais, denotado por R, como um corpo ordenado
completo. Também definimos Funcoes Reais e por fim o limite de uma sequéncia e suas

propriedades. Para uma leitura mais detalhada ver [1], [2], [4], [7], [8], [12].

2.1 Corpos

Definicao 2.1. Um conjunto K sera considerado um corpo, se nele estao definidas duas
operacoes chamadas adicdo e multiplicacdo, que satisfazem algumas propriedades, deno-

minadas de axiomas.

A adigao associa cada par z,y € K a soma z + y, com os seguintes axiomas:

- Associatividade: Dados z,y, z € K tem-se
(x+y)+z=a+(y+2);

- Comutatividade: Dados z,y, 2z € K tem-se

rTHyYy=y-+x;
- Elemento neutro: Existe o elemento 0 € K tal que

x4+ 0 =z, para todo x € K
- Simétrico: Existe um elemento —x € K tal que,
x+ (—z) =0, para todo = € K.

A multiplicacao associa cada par x,y € K o produto z -y, com os seguintes
axiomas:

- Associatividade: Dados z,y, z € K tem-se
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(z-y)-z=x-(y-2);
- Comutatividade: Dados z,y, z € K tem-se
T Y=Y 2
- Elemento neutro: Existe o elemento 1 € K tal que
x-1=ux, para todo = € K
- Inverso: Existe o elemento 27! € K tal que,
x -2~ 1 =1, para todo x € K, com z # 0.

E da jungao das duas operagoes (adigdo e multiplicagdo), tem-se o ultimo
axioma

- Distributiva: Dados z,vy, 2z € K tem-se

r-(y+z2)+z=z-y+x- -z

2.2 Corpos ordenados

Definicao 2.2. Um corpo K é dito ordenado se contém um subconjunto S de K, chamado
de conjunto de elementos positivos, obedecendo as seguintes condigoes:

(I)- A soma e o produto dos elementos positivos sao positivos, ou seja, x,y € S tem-se
r+yeSex-yes.
(II)- Dado x € K, apenas uma das verdades ocorre
r=0ouxeSou—zelbs.

Se z € S, entao os elementos —z serao chamados de elementos negativos e o
conjunto desses elementos serda denotado por —S. Observe que K = S U (=S5) U0, com
cada conjunto dois a dois disjunto. Em K a notagdo < y (lé-se: & é menor do que y)
significa que y —x € S. Se x < y é equivalente a y > x, neste caso dizemos que y ¢ maior

do que z.

A relacao de ordem no corpo ordenado K, obedece as seguintes propriedades:

1-Transitividade: Se x <y e y < z entao x < z.
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Demonstracao. Sendox < yey < z,temosquey—x € Sez—y €5, logo pela condi¢ao

(I) temos que,(z —y) + (y—x) e S=z2—rx e S=>1< 2 O
2-Tricotomia: Dados x,y € K, uma das seguintes alternaticas ira ocorrer
r=youx<youzwr>y.

Demonstracao. Sendo z,y € K, temos que y —x = 0Qouy—x € Souy —x € —S5

consequentemente temos que r =y, x < y e x > y respectivamente. O
3-Monotocidade da adicao: Se x < y, entao para todo z € K, tem-se x + 2z < y + 2.
Demonstra¢ao. Sex < yentdoy—zx € S, masy—z = (y+2)—(x+2),logo x4z < y+z. O

4-Monotocidade da multiplicagao: Se x < y, entao para todo z > 0, tem-se xz < yz e

para todo z < 0, tem-se zz > yz.

Demonstragao. Se x < yez>0,entaoy —z € Se z € 5, assim (y — )z € S, como
(y—2x)z = yz—xz, temos que xz < yz. Caso z < 0, tem-se —z € 5, logo (y—z)(—=z) € S,

como (y — x)(—z) = xz — yz, temos que xz > yz. O

2.2.1 Intervalos

Seja k um corpo ordenado. Dados a,b € K, com a < b, denotaremos por:

(i) [a, b] e chamaremos de intervalo fechado de extremos a,b o conjunto
{r € K;a <z <b}.

(ii) [a, b) e chamaremos de intervalo fechado a esquerda de extremos a,b o conjunto
{r € K;a <z <b}.

(iii) (a, b] e chamaremos de intervalo fechado a direita de extremos a,b o conjunto
{z € K;a <z <b}.

(iv) (@, b) e chamaremos de intervalo aberto de extremos a,b o conjunto
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{z € K;a <z <b}.

(v) O conjunto {z € K;x < b} serd denotado por (—oo, b] e chamado de intervalo ilimitado
de extremo b fechado.

(vi) O conjunto {z € K;x < b} serd denotado por (—oo,b) e chamado de intervalo
ilimitado de extremo b aberto.

(vii) O conjunto {x € K;z > a} serd denotado por [a,+0o0) e chamado de intervalo
ilimitado de extremo a fechado.

(viii) O conjunto {z € K;z > a} serd denotado por (a,+o00) e chamado de intervalo
ilimitado de extremo a aberto.

(ix) O conjunto (—oo,400) = K serd denotado por intervalo ilimitado.

Quando a = b o intervalo fechado [a,b] se reduz a um tnico ponto e serd

chamado de intervalo degenerado.

2.2.2 Valor absoluto

Definigao 2.3. Dado z € K, o valor absoluto de z, indicado por |z| é:

x,sex >0
|| =
—z,sex < 0.

Observe que |z| = max{z, —x}, em que max{x, —x} significa o maximo entre

Tr e —xI.

Teorema 2.2.1. Sejam x,a € K. As sequintes sentencas sao equivalentes:
(i)—a <z <a;
(ii))r <ae—x<a;

(iii) |x| < a.

Demonstragao. ()=(ii)—a <z <a< —a<zrzerx<asa>-zrzex<aszr<ae
—x < a.
(i)=(li)z<ae—r<asSa>-rea>zs |z <a

(ii)=>(iil) |z| < a e sendo |z| = max{x, —x}, temos que —a < z < a. O

Corolario 2.1. Dados a,x,d € K. Tem- se |t—a| < § se, e somente se, a—06 < x < a+90.
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Demonstragao. Com efeito, pelo Teorema 2.2.1, temos que [r—a| < § <= —§ < z—a < 6.

Somando a a tultima sentenca temos a — 6 < x < a+ 9. O

Teorema 2.2.2. Seja x,y elementos de um corpo K. Entao:

Lo |z +y| < x|+ |yl;

2. |v -yl =l|z|- |yl

Demonstracao. 1. Sabendo que —|z| < z < |z| e —|y| < y < |y|, somando membro a

membro as desigualdades temos, —(|z|+|y|) < z+y < |z|+]|yl, logo |z +y| < |x[+|y|.

2. Sabendo que |2 - y* = (z-y)* = 2® - y* = [z* - [y]* = (|z[ - [y[)?. Como |z -y| e

|z| - |y| sdo ambos positivos, temos que |z - y| = |z| - |y|.

2.3 Corpo ordenado completo

Definicao 2.4. Um conjunto X C K é dito limitado superiormente quando existe
algum b € K tal que z < b para todo x € X. Se isso acontece, dizemos que b é uma cota
superior de X. De maneira andloga, um conjunto X C K ¢é dito limitado inferiormente
quando existe algum a € K tal que a < x para todo z € X e neste caso a é chamado de

cota inferior de X.

Quando X ¢é limitado superior e inferiormente ele sera dito apenas limitado.

Sejam K um corpo ordenado e X um subconjunto de K limitado superior-
mente. Um elemento b € K ¢é dito supremo de X, representado por b = supX, quando
b for a menor das cotas superiores de X, ou seja:

1- para todo x € X, tem-se x < b;

2-se c € K é tal que x < ¢ para todo x € X entao b < c.

De maneira andloga, seja X limitado inferiormente. Um elemento a € K é
dito infimo de X, representado por a = infX, quando a for a maior das cotas inferiores
de X, ou seja:

1- para todo x € X, tem-se a < x;

2- se c € K é tal que ¢ < x para todo = € X entao ¢ < a.
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Definicao 2.5. Um corpo ordenado K é dito completo quando todo subconjunto de K,

nao vazio, limitado superiormente, possui um supremo em K.

Assumiremos que R, com as operacoes usuais de adicao e multiplicacao, é um

corpo ordenado completo, chamado o corpo dos ntimeros reais.

Em termos de intervalo o corolario 2.1 diz que |z — a| < ¢ se, e somente se,
x pertence ao intervalo aberto (a — d,a + d). Sabendo que |z — a| é geometricamente a
distancia do ponto z ao ponto a, podemos dizer que o intervalo aberto (a — d,a + d) de

centro a e raio ¢ é formado por pontos cuja a distancia a é menor que 9.

Seja R, C R o conjunto dos ntimeros reais positivos. Observe que em R, vale
as seguintes propriedades:

- A soma e o produto dos elementos positivos sao positivos, ou seja, x,y € R, tem-se:
r+yeR ex-yeR,.
- Dado x € R, apenas uma das alternativas ocorre
r=0ouzx R, ou—zeR,.

Além disso x > y implica dizer que x —y € R,.

Dado x € R, , temos que 2 = x - x € R, pela propriedade acima. Se r ¢ R,
implica que —r € Ry, tendo 2? = (—z) - (—z) € R,, podemos concluir que todo niimero
real x # 0 tem quadrado positivo. Em particular, 1 ¢ um niimero positivo pois 1% = 1.
Note ainda que x € R, se e somente se x > 0. De fato,se z € R, ,entao x =2 —0 € R,
que implica que z > 0. Por outro lado, se x > 0, entao x — 0 € R, o que implica que

ZEER+

Sendo1>0,tem-sel <1+1<1+1+4+1<.. assimNCR,.

Convencionaremos o conjunto dos naturais por N = {1,2,3,...}.

2.4 Funcoes Reais

Definigao 2.6. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios de nimeros reais, uma corres-

podéncia que associa cada elemento x € A a um tnico elemento y € B é dita funcgao.
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O conjunto A é chamado de dominio da fungao, representado por Dy, o con-
junto B chamado contradominio da funcao e os elementos de B que estao associados pela

correspodeéncia aos elementos de A é chamado imagem da fungao, representado por Imy.

Notagao: f: A — B (1é-se: f de A em B)

vy = f(z).

Exemplo 2.1. f : R — R definida por f(z) = z? é uma fungao que a cada z € R,

transforma em outro nimero que é o quadrado de z, sendo o Dy =R ea Imy =R,

O grafico de uma funcao f : A — B é o subconjunto do conjunto de todos os

pares ordenados (x, f(x)) do produto cartesiano A x B, isto é,

Gr={(v,y) € AzB; y = f(2)}.

Definicao 2.7. Seja a funcao f definida no intervalo I. Diremos que f serd crescente em

I se,

x1 < o = f(x1) < f(x2), para todo z1, x5 € I.
Por outro lado, f sera decrescente em [ se,

x1 < x93 = f(x1) > f(22), para todo z1,x9 € I.

Podemos observar na Figura 2.1 o crescimento e decrescimento de uma fungao

de acordo com o intervalo analisado.

Figura 2.1: Grafico de crescimento e decrescimento da funcao

/ \decresce
|

V Cresce |V Cresce
|

P
Fonte:

http://www.dmm.im.ufrj.br/projeto/projetoc/precalculo/sala/conteudo/capitulos/cap61sl.html

X Cresce

Sejam as fungoes f: A — Beg: A — B, dizemos que f = g, se A = A/,
B = B'e f(z) = g(z) para todo x € A.
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Exemplo 2.2. As fungoes f,g : R — R, definidas por f(z) = va? e g(x) = |z|, sdo
iguais, pois vVa? = |z|,para todo = € R.

Definigao 2.8. Uma fungao f : A — B é dita limitada superiormente quando existir um
L € B tal que f(z) < L para todo z € A. De maneira andloga, uma fungao f: A — B é

dita limitada inferiormente quando existir um [ € B tal que | < f(z) para todo x € A.

Uma funcao f(z) é dita limitada no dominio de defini¢ao, quando for limitada
superiormente e inferiormente, isto é, quando existir [ e L pertencentes a imagem de f
tal que | < f(x) < L. Analogamente, uma fungao é dita ilimitada quando for ilimitada

superior e inferiormente. Como se pode observar graficamente nas Figuras 2.2 e 2.3

respectivamente
Figura 2.2: Funcao Limitada Figura 2.3: Funcao Ilimitada
y y
~\ r 1

- (

Fonte: http://slideplayer.com.br/slide/1717062/

2.4.1 Operacoes com fungoes

Dadas duas fungoes f e g, definimos:
-Soma de f e g por (f + g)(x) = f(z) + g(x), em que o dominio de f+ g é Dy N D, # 0.
-Produto de f e g por (f-g)(z) = f(z) - g(x), em que o dominio de f-g é Dy D, # 0.

-Quociente de f e g por (E)( z) = L2 em que o dominio de éx € DN D, +#0, sendo

g9(z)’
g(x) #0.
-Produto de f por uma constante k por (k- f)(z) = k- f(z), em que o dominio de
Dy = Dy.

Definigcao 2.9. Uma funcao f : A — B é dita injetiva quando
f(z) = f(y) = x = y para quaisquer z,y € A

outra maneira é se x # y = f(z) # f(y).
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Exemplo 2.3. A funcao f: R— {0} — R definida por f(z) = % ¢ injetiva pois para todo

x1, 22 € Dy sendo a1 # 29 = % £ é

Exemplo 2.4. A funcio g : R — R definida por g(z) = z? nao ¢ injetiva pois dado

71 € R, temos que 2% = (—z;)%.

Definicao 2.10. Uma funcao f : A — B é dita sobrejetiva quando para todo y € B

existe pelo menos um z € A tal que f(x) = v.

Exemplo 2.5. A fungao f : R — R, definida por f(x) = x? é sobrejetiva, pois para todo
y € Ry, existe x € R tal que y = 22, bastando tomar z = +/y.

Definicao 2.11. Uma funcao f : A — B é dita bijetiva quando for injetiva e sobrejetiva

ao mesmo tempo.

Definicao 2.12. Sejam as fungoes f : A — B e g : B — C, sendo o D, igual ao

contradominio de f. A func¢ao dada por
g(f(x)) =y para todo x € A

¢é chamada de funcao composta de g e f e denotada por gof.

Exemplo 2.6. Sejam as funcoes f : R — R, definida por f(z) = 22 eg: Ry — R
definida por g(x) = v/z, a fungdo composta gof é

(gof)(z) = g(f(z)) = g(2?) = Va2 = |z|,z € R

e a funcao composta fog é definida por

(fog)(z) = f(g(x)) = f(Vx) = (Va)* = 2,2 € R,
Definigao 2.13. Seja f : A — B uma fungao bijetiva. A funcao g : B — A definida
por g(y) = v & f(x) = y é chamada de fungao inversa de f, denotada por f~!, onde o
Dy, =1Imys e Img= Dy.
Uma funcao que admite inversa ¢é dita uma funcao inversivel.

Os graficos de f e da sua inversa g sao simétricos em relacao a reta y = x que

representa a bissetriz dos quadrantes impares. Temos assim que,

(z,y) €Gr e y=flz) e r=9gy) < (y,2) € G,
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Exemplo 2.7. A funcao f : R, — R, definida por f(x) = 22 é bijetiva, logo admite
inversa, f~!: Ry — R, definida por f~!(z) =y & f(y) = =, isto ¢,

fy)=zey=cey=1,
ou seja, f~(z) = v/z, conforme Figura 2.4

Figura 2.4: Gréfico da fungao f(x) e da sua inversa.

yAL

f(x)

Ly

Flx)

O 4

Fonte: https://www.infopedia.pt/funcao-inversa

2.5 Sequéncias

Definicao 2.14. Uma sequéncia de numeros reais ¢ uma funcao n — a,, definida no
conjunto dos nimeros naturais N a valores no conjunto dos nimeros reais R, sendo a,, a

imagem do numero natural n denominado o n-ésimo termo da sequéncia.

Os termos da sequéncia sao representados por ap, as, ..., Gy, ...

Exemplo 2.8. A sequéncia a, = 1/n para todo n € N, define os seguintes termos

1,1/2,1/3,...,1/n, ...
Exemplo 2.9. A sequéncia a,, = 1 para todo n € N define os seguintes termos 1,1, 1..., 1....

Definicao 2.15. Uma sequéncia a,, ¢ dita limitada superiormente quando existe um b € R
tal que a, < b para todo n € N. De maneira analoga, uma sequéncia a,, ¢ dita limitada
inferiormente quando existe um a € R tal que a < a,, para todo n € N. Uma sequéncia a,,
¢ dita limitada quando for limitada superiormente e inferiormente, isto é, quando existe

um ¢ > 0 tal que |a,| < ¢ para todo n € N.
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Definicao 2.16. Uma sequéncia a,, é dita nao decrescente quando a1 < as < ... < a, < ...
para todon € N, se a; < as < ... < a, < ... entao sera dita crescente, quando a; > ay >
... > a, > ... para todo n € N, a sequéncia serda nao crescente, se a; > as > ... > a, > ...

entao serd dita decrescente.

As sequéncias nao-decrescentes, crescentes, nao-crescentes e decrescentes sao
chamadas de mondtonas.
Obs: toda sequéncia nao decrescente é limitada inferiormente pelo seu primeiro termo,
assim como toda sequéncia nao crescente é limitada superiormente pelo seu primeiro

termo.
Exemplo 2.10. No exemplo 2.8, temos que a sequéncia é¢ monotona decrescente, limitada.

Exemplo 2.11. No exemplo 2.9, temos uma sequéncia simultaneamente monétona nao-

decrescente e nao-crescente, limitada.

Exemplo 2.12. A sequéncia a, =1+ 1+ % + ...+ % é crescente e limitada pois,

an <1+ 1+3+ 3 +...4+ 57 < 3, para todo n € N.

Exemplo 2.13. Considere a sequéncia b, = (1 +1/n)" = [(n + 1)/n|". Pela férmula do

binomio de Newton

1 nn-1)1 n(n—1)(n—2)..2-11

(1+n)1 j;nn+1 2 2anr j; Ly KA
n_

Tl (1o )b —(1m ) lm bt —(1—=)(1=2)(1— .

viepa-heta-bao Lo hoo2) aonh

A sequéncia b,, é crescente, pois € uma soma de parcelas positivas e cada parcela cresce com
n, assim como o nimero de parcelas.Temos também que b,, < a, (sendo a, a sequéncia

do exemplo 2.12) tendo assim b,, < 3 para n € N, logo b, é uma sequéncia limitada.

2.5.1 Limite de uma sequéncia

Definicao 2.17. O numero real a é limite da sequéncia a,, de nimeros reais quando dado
um numero real € > 0, obtém-se um ny € N tal que para todos os termos a,,, com n > ng

temos que |a, — a| < €.

Notacao: lima, =a ou lim a, = a.
n—-+o0o
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Assim lima, =a< Ve >03dn, € N;n >ng = la, —a| <e.

Uma sequeéencia que possui limite é chamada de convergente, caso ela nao possua
serd chamada de divergente. Quando lim a,, = a diremos que a sequéncia a,, converge (ou

tende) para a escrevendo a,, — a

Exemplo 2.14. A sequéncia a,, = 1/n é convergente e seu limite é zero, pois dado € > 0,
podemos obter ng € N tal que ng > 1/e. Assim n > ny = 1/n < 1/n, < &, ou seja,

n>n,=|1/n—0| <e. Portanto lim1/n = 0.
Exemplo 2.15. A sequéncia a,, = 1 é convergente e tem limite igual a 1, isto é, lim1 = 1.

Teorema 2.5.1. (Unicidade do limite) Uma sequéncia nao pode convergir para dois li-

mites diferentes.

Demonstracao. Seja lima, = a. Considere b # a e tomando € > 0 e os intervalos
(a—e,a+e)e (b—e,b+e) disjuntos. Como lima,, = a, entao existe um ny € N tal que
n > ng temos que |a, — a| < €, ou seja, a, € (a —e,a + ¢€) e portanto a,, & (b —¢e,b+¢€)

para todo n > ng, com lim a,, = a Unico. O

Teorema 2.5.2. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja lima, = a. Tomando ¢ = 1, entao existe um n, € N tal que
n > ngy temos que |a, — a| < €, ou seja, a, € (a — 1,a + 1). Considerando o conjunto
finito {ay, as, ..., any,a — 1,a + 1}, com ¢ e d sendo o menor e o maior (respectivamente)
elementos deste conjunto, logo todos os termos da sequéncia a,, estao contidos no intervalo

[, d], assim a sequéncia é limitada. ]

Teorema 2.5.3. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstracao. Considere a sequéncia a,, monotona nao-decrescente, ou seja, a; < as <
.. < a, < .. e limitada. Tome a como o supremo da sequéncia. Mostraremos que a,,
é convergente e que lima, = a. Com efeito, dado € > 0, como a — ¢ < a,entao a — ¢
nao é cota superior de a,. Logo existe ng € N tal que a — ¢ < a,. Como a sequéncia é
mondtona, n > ng = a,, < a, e portanto a —e < a,. Como a, < a para todo n € N,

vemos que n > ng = a — € < a, < a + ¢, logo lima,, = a. O

Exemplo 2.16. As sequéncias a, =1+ 14 5 + ...+ 4 e b, = (1 + 1/n)" como foi visto

nos exemplos 2.12 e 2.13 sao moénotonas limitadas, logo sao convergentes. Escrevemos
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lima, = e (0o ndmero e = 2, 7182, chamado de nimero de Euler, com aproximacao de
quatro algarismos decimais exatos). Afirmamos ainda que lim b,, = lim a,,. De fato, sendo

b, < a, para todo n, temos que lim b,, < lima,,. Por outro lado, para todo n > p, temos

by > 1414 51— D)+ (1= D1 =2)+ ..+ 51— (1= 2)..(1 - 23

n n n

Fixando arbitrariamente p € N e fazendo n tender para infinito, temos

lim b, >14+1+1/214+ ... +1/p! = a,,

n—o0
assim lim,,_, b, > lim,_,~ a, = ¢, para todo p € N. Concluimos que limb,, = lima,, = e.

Teorema 2.5.4. Se lima, = a > 0, existe ng € N tal que n > ng = a, > 0.

Demonstragao. Dado € > 0 existe ng € N tal que n > ng = |a, — a] < €. Tomando

e = a/2, temos que
a, € (a—¢e,a+¢)=(a/2,3a/2),
isto é, a, > a/2, logo n > nyg = a, > 0. ]

Corolario 2.2. Sejam a, e b, sequéncias convergentes. Se a, < b, para todo n € N

entdo lima, <limb,.

Demonstracao. Se lima, > limb,, entdo lima, — limb, = lim(a, — b,) > 0, tendo

a, — b, > 0. [

2.5.2 Propriedades Operatorias

Teorema 2.5.5. Selima, =0 eb, € uma sequéncia limitada (convergente ou ndo), entao

lima, - b, =0.

Demonstragao. Existe ¢ > 0 tal que |y,| < ¢ para todo n € N. Dado € > 0, como

lima, = 0, existe ng € N tal que n > ng = [a,| < £. Assim,
€
n > ng = |a, - byl = |an| - |bnl <E-C:5’
logo lim a,, - b, = 0. ]

Teorema 2.5.6. - Se lima,, = a elimb, = b, entdo:
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1. lim(a, £b,) =a+b;

2. lim(ay, - by,) = a-b;

a a
3. lim(==) = —, se b # 0.
3. =3 #
Demonstracao. 1. Dado € > 0, existem n; e ny pertencentes aos naturais tais que

n>ny = la, —al <5en>ny=|b, —bl <5.
Considere ng = maz{n,ns}, entdo n > ng = n > ny e n > ny, assim
n > ng = |(an+b,) — (a+0)| = |(an —a)+ (b, —D)| < |an —al+|by—b] < 5+5 =¢.

Logo lim(a, +b,) = a+b como se queria mostrar. De maneira andloga lim(a,,—b,) =

a—b.

2. Temos que,
anb, — ab = a,b, — a,b+ a,b — ab = a,(b, — b) + (a, — a)b.

Pelo Teorema 2.5.2, podemos concluir que a, é limitada, além disso lim(b, — b) =
lim(a,—a) = 0. Pelo Teorema 2.5.5, temos que lim|a, (b,—b)] = 0 e lim[(a,—a)b] =0

e por (1) temos que
lim(a,b, — ab) = lim|a, (b, — b) + (a, — a)b] = 0,

assim lim(a,, - b,) = a - b.

3. Como limb,b = b%, dado € > 0, existe ny € N tal que

b2
n>n0:>bnb>§,

m < 2 end sncia - limitada. T
asslm-— =, Sendo a sequencla —— limitada. €1110S que
bob B2 4 b.b d

a ba,, — ab 1
¢ _%n 7 @n —ab)— 1 _ —ab—ab —
2 oD (ban abn) oD € como 1m(ban abn) ab— ab =0,

Q

n

b,

pelo Teorema 2.5.5, podemos concluir que

lim(% - %) —0= lim(Z—n) - %
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3 Funcoes Logaritmicas

Iniciamos o Capitulo caracterizando os logaritmos e estabelecendo suas propriedades.
Expomos a area de uma faixa de hipérbole através dos métodos de aproximacao por
retangulos e aproximacao por trapézios, introduzindo assim a concepgao geométrica dos
logaritmos naturais. Apresentamos o nimero e e o Teorema que mostra o niimero e como

limite. Os contetdos abordados neste Capitulo podem ser vistos em [5], [6], [9], [10], [13]

Definig¢ao 3.1. Uma funcao L : Ry — R é denominada fungao logaritmica, se obedece
0s seguintes axiomas:
1- L é uma funcao crescente;

2- L(z -y) = L(x) + L(y), para todo z,y € R,.

A imagem de xz € R, por L, ou seja, L(x) é chamada de logaritmo de z.

Segue do axioma 2, que se x,y, 2z € R, , entao
L(x-y-z)=L((x-y)-2) = L(z-y) + L(z) = L(z) + L(y) + L(z),
consequentemente para o produto de n fatores, teremos,

L(zy-xg- ... - x,) = L(xq) + L(x3) + ... + L(z,) com 1,29, ..., 2, € Ry.

3.1 Propriedades

Como consequéncia dos axiomas que caracterizam as fungoes logaritmicas, temos as se-

guintes propriedades:

P1- Uma funcao logaritmica é sempre injetiva.

Demonstragao. Se x # y, com z,y € Ry, entdo = < y (ou y < x), por (1) podemos
concluir que L(z) < L(y) (ou L(y) < L(x)). Sendo assim, = # y = L(x) # L(y). O

P2- O logaritmo de 1 é zero.

Demonstracao. Temos que L(1) = L(1-1) por (2) temos que L(1-1) = L(1) + L(1),

consequentemente L(1) = 0. O
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P3- Os nimeros maiores que 1 tém logaritmos positivos e os ntimeros positivos menores

que 1 tém logaritmos negativos.

Demonstracao. Por 1, temos que se 0 < z < 1 < y, entdo L(z) < L(1) < L(y) e ainda

por P2, podemos concluir que L(x) < 0 < L(y). ]
P4- Para todo = > 0, temos que L(1/x) = —L(x).

Demonstragao. Note que z - (1/z) = 1. Entao por 1 e P2, temos

L(x-1/x)=L(1) = L(z) + L(1/x) = 0= L(1/x) = —L(x).

O
P5-Para quaisquer z,y € Ry, temos que L(z/y) = L(x) — L(y).
Demonstracao. Por 2 e P4 temos que
L(z/y) = L(z - 1/y) = L(z) + L(1/y) = L(z) = L(y)-
O

P6- Para todo = € R, e todo nimero racional r, temos que L(z") = rL(x).

Demonstragao. Considere inicialmente r = n, sendo n € N, temos entao L(z") = L(x -
T-..-x) = L(x)+ L(x) + ... + L(x) = nL(x). Para r = 0, temos que z° = 1, assim

L(z°) = L(1) = 0 = 0 L(x), para todo z € R,. Parar = —n, com n € N, temos

" - x7" =1, assim
L(z"-27")=L(1) = L(z")+ L(z™") = 0= L(z™™) = —L(a™).

Finalmente 7 = p/q com p € Z e q € N, temos (27)? = (2/9)? = 2P, assim L((27)?) =
q-L(z") e ainda L((z")?) = L(aP) = p- L(x), logo

q-L(z")=p-L(x) = L(2") = p/q - L(x) para todo x € R,.

P7-Uma funcao logaritmica L : R, — R ¢ ilimitada, superior e inferiormente.
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Demonstra¢ao. Suponha § € R. Tome um numero natural n tal que n > §/L(2) =
n - L(2) > [, (pois L(2) por P3 é positivo) e como n - L(2) = L(2"), logo L(2") >
f. Considerando = = 2", temos que, L(z) > [ e concluimos assim que L é ilimitada
superiormente.Por outro lado, dado a € R, como demonstrado na primeira parte, temos
que existe z € R, tal que L(z) > —a. Pondo y = 1/z, temos L(y) = L(1/x) = —L(x).

Assim —L(z) < a, logo L(y) < «, concluindo portanto que L ilimitada inferiormente. [

Teorema 3.1.1. Dadas as funcgoes logaritmicas L, M : Ry — R, existe wma constante

¢ >0 tal que M(x) = ¢ L(x), para todo x > 0.

Demonstragao. Supondo inicialmente que exista um ndmero a > 1 tal que L(a) = M(a).
Temos que, L(a") = r-L(a) = r- M(a) = M(a"), isto é, L(a") = M(a") para todo r
racional.

Supondo agora que exista b > 0 tal que L(b) < M(b). Escolhendo um n € N de modo
que n - [M(b) — L(b)] > L(a), tem-se

L(aw) = L. L(a) < M(b) — L(b).

Denotando L(a%) = ¢, temos que c,2¢, 3c... dividem R, em intervalos justapostos, de
mesmo comprimento c¢. Sendo ¢ < M(b) — L(b), entdao pelo menos um desses nimeros,
digamos me, pertence ao intervalo (L(b), M(b)). Como me = mL(an) = L(a* ), podemos
concluir que L(an) = M(a™)

Assim temos que
L(b) < me < M(b) = L(b) < L(aw) = M(a») < M(b).

Sendo L e M funcées crescentes, podemos concluir da primeira desigualdade que b < a '
e da segunda desigualdade que a» < b. Por essa contradicido temos que b nao existe, logo

L(z) = M(z), para todo > 0

Agora considere as funcoes logaritmicas L e M. Como 2 > 1, temos que
L(2) >0e M(2) > 0eseja N : R, — R a funcio logaritmica definida por N(x) = cL(z),
onde ¢ = M(2)/L(2). Temos que

N(2) = cL(2) = [M(2)/L(2)]L(2) = M(2).

Podemos generalizar que N(x) = M(x) para todo = > 0, isto é, cL(x) = M(x) para todo
x> 0. 0
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Lema 3.1.1. Seja a funcao logaritmica L : Ry — R. Dados dois numeros quaiquer

u,v € R, existe x > 0, tal que u < L(z) < v.

Este Lema significa que todo intervalo (u,v) contém ao menos um valor L(x)

da funcao L.

Teorema 3.1.2. Toda func¢ao logaritmica L € sobrejetiva.

Demonstracao. Devemos mostrar que dado qualquer nimero real b, existe um nimero
real positivo «, tal que L(a) = b. Iremos achar «, através da determinacao de cada

inteiro que compoem a sua representacao decimal, isto é,

T R LA
Q= ag,a109...0p... = Qg+ — + —= + . + — + ...,
o 10 ' 102 10m

onde a parte inteira ag ¢ um numero inteiro qualquer e os algarismos decimais a,,n > 1,

podem assumir os valores 0,1, 2, ..., 9.

Inicialmente determinaremos o ag. Sabendo que a funcao logaritmica é cres-
cente ilimitada, é sempre possivel achar niimeros inteiros k tais que L(k) > b. Seja ag + 1

o menor inteiro tal que L(ag + 1) > b. Entao L(ag) < b < L(ag+ 1).

Em seguida, considere os nimeros

+ L2 TR
Qg, Ao 10,@0 10,...,@0 10,&0 10

Como L(ag) < b < L(ap+ 1), devem existir dois elementos consecutivos a; e o + %o nessa
sequéncia, tais que L(ay) < b < L(ag + 1/10), isto é, deve existir a; inteiro, 0 < a3 < 9,

tal que, tendo

+
1 = Q a1 = Q _—
1 0, 1 0 10’
temos que, L(a;) < b < L(ay + 1/10).
Analogamente, sejam os niimeros

+ L2 D

aL, o+ —,00+ —, ..., Q1 + —, 1 + —

1, &1 1027 1 1027 , L1 1027 1 102

existe as, 0 < as <9, tal que,

i
a1 = ag, 109 = a9 + — + —
1 0,12 = Ao + 35 05
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temos que L(as) < b < L(ag + 1/10%).

Continuando este processo, obteremos a representacao decimal de um ntmero

real
a;  as n,
a = ag,a109...0y... = Ay + E + 1—02 + ...+ W + ...
de maneira que
a;  as an,

Q= Ao, A102...0y = Qg + E + 1_02 + Wa

temos que L(a,) < b < L(a, + 1/10") para todo n > 0.

Supondo L(a) < b, pelo Lema anterior temos que existe um z > 0 tal que
L(a) < L(z) < b. Sendo L crescente L(a) < L(z) < b= «a < x. Tomando n tao grande

de maneira que
r—a>1/10" = a+1/10" < z,
logo

o +1/10" < o +1/10" <, tendo b < L(a, + 157) < L(x)

o que é um absurdo.

De maneira andloga, para L(z) > b, chega-se ao absurdo. Logo podemos

concluir que L(a) = b O

Corolario 3.1. Toda func¢ao logaritmica L : Ry — R € bijetiva.

Sendo a funcao logaritmica L : Ry — R bijetiva, temos entao que existe um

tnico nimero @ > 0, chamado de base do sistema de logaritmos L tal que L(a) = 1.
L,(x) logaritmo de base a.

Seja L,(a) = Ly(b) = 1. Pelo Teorema 3.1.1, temos que existe uma constante
c > 0 tal que,
Ly(z) = ¢+ Lq(x), (3.1)

para todo x > 0.

Considerando = = a, em 3.1, entdo Ly(a) = ¢+ Ly(a) = Ly(a) = c. Assim
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Ly(x) = Ly(a) - Ly(x) para todo x > 0.

Esta sentenca é chamada de mudanca de base de logaritmos.

3.2 Area de uma faixa de hipérbole

Seja H o grafico da funcdao y = 1, com z > 0. Geometricamente H é o ramo da hipérbole

S

contido no primeiro quadrante, conforme Figura 3.1.

Figura 3.1: Ramo da hipérbole xy = 1

YN

vl

4

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

A regiao limitada pelo ramo da hipérbole H e pelas retas verticais x = a e x = b, sendo
a,b reais positivos com a < b, serd chamada de faixa de hipérbole (ver Figura 3.2) e

denotada por H?, isto é,
H) ={(z,y);a <z <b0<y<1i}
Para calcular a drea da faixa de hipérbole, denotada por A(H?), iremos definir
trés métodos através da decomposigao do intervalo [a, b] em intervalos justapostos.
3.2.1 Aproximacgao por retangulos

Considere inicialmente a decomposigao do intervalo [a, b], tome como referéncia um destes
intervalos [c, d], com ¢ < d e o retangulo formado de base d—c e altura igual a 1/d, com seu

vértice superior direito o ponto que toca o ramo da hipérbole H. Este retangulo construido
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Figura 3.2: Faixa de hipérbole H? - regido hachurada

1/a |

v

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

estd inscrito na faixa H? e a reunido de todos os retangulos inscritos representado na

Figura 3.3, sera denominado poligono retangular inscrito na faixa H.

Figura 3.3: Poligono retangular inscrito na faixa de hipérbole H?

v A

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

A 4rea do poligono retangular inscrito na faixa H? serd a soma das dreas dos retangulos

inscritos. Sendo a drea do poligono retangular um valor aproximado (por falta) da area

H?.

Exemplo 3.1. Seja a faixa H?. Decompondo o intervalo [1, 3] nos pontos 1,3/2,2,5/2, 3,

obtemos um poligono retangular inscrito,conforme Figura 3.4
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Figura 3.4: Aproximagao para a drea H; formado por 4 retangulos

v AN

N
@
X

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

Sendo a area igual a soma da area dos 4 retangulos justapostos formados, isto €,

G- J+1@-3 - 1+1G-2 H+B- 1=
G-D+G-D+ED+ED=driti+i=F=09

Exemplo 3.2. Seja a faixa H}, decompondo o intervalo [1, 3] nos pontos,
1,5/4,6/4,7/4,2,9/4,10/4,11/4,3

como feito na Figura 3.5, obtemos um poligono retangular inscrito,

Figura 3.5: Aproximacio para a area H; formado por 8 retangulos

A 4

1 54 64 74 2 oM 14 1M 3

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.
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Sendo a édrea igual a soma da area dos 8 retangulos justapostos formados, isto

1+1+1+1+1+1_%1+] _%&3§1m9
5 6 7 8 9 10 11 12 83160 7

Pelos exemplos acima podemos notar que quanto maior for a divisao do inter-

valo dado, melhor serd a aproximacao por falta da drea H?. Além disso, podemos obter
1i 1 jas & jam ta HXi da drea de H? t desej

poligonos regulares cujas areas sejam tao préoximas da area de H. quanto se deseje, ou

seja, dado o < H?, existe um poligono retangular inscrito em H? que chamaremos de P

tal que o <dreaP < H!.

A 4rea de H? é o extremo superior do conjunto de areas dos poligonos retan-
gulares inscritos em H?.
3.2.2 Propriedade fundamental
Teorema 3.2.1. As faivas H® e H possuem a mesma drea para qualquer real k > 0.

Demonstracao. Considere os retangulos inscritos em H, cuja as bases sao os segmentos

[c,d] e [ck,dk] pertecentes ao eixo das abcissas, conforme Figura 3.6 abaixo:

Figura 3.6: Retangulos hachurados
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Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

A area do primeiro retangulo hachurado sera:
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e a area do segundo retangulo hachurado seréa:

C

(dk —ck) - g =1— -

isto é, a area dos dois retangulos sao iguais.

Agora considere um poligono retangular P inscrito em H?, multiplicando por
k > 0 cada uma das abscissas obtidas da decomposicao do intervalo [a, b], obtemos uma
nova decomposicao agora para o intervalo [ak,bk| formando um poligono retangular P’
inscrito na faixa H%. Podemos afirmar que cada um dos retangulos que compdem o
poligono P’, tem a mesma area dos respectivos correspondentes poligonos de P. Assim
podemos concluir que P’ e P possuem a mesma area, isto é, para cada poligono retangular

inscrito em H?, existe um poligono retangular inscrito em H’ de mesma area. ]

Corolario 3.2. As faivas H® e HS, tem a mesma drea.

Demonstracao. Temos que,

S

b-

A(Hg) =A(H_ 1) = A(H{') = A(Hf), com ¢ = ¢.
O]
Por convencao temos que,
A(Hg) =0
A(H?) = -A(H}), isto é, considerar dreas negativas.
Temos ainda que,
A(HY) + A(Hf) = A(HS),coma < b < c. (3.2)

Tendo a = ¢,a = b,b = ¢, ou a = b = ¢, a afirmacao acima continua valido,

isto ¢, em 3.2 considere a = ¢, teremos

A(HY)+A(HE) =A(HE) = 0.
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3.2.3 Aproximacgao por trapézios secantes

Considere inicialmente a decomposi¢do do intervalo [a,b]. Tome como referéncia um
destes intervalos [c,d], com ¢ < d e o trapézio secante formado de base d — ¢, dois lados
verticais de medida 1/c e 1/d e com dois de seus vértices superiores pertecentes ao ramo
da hipérbole H. Este trapézio secante construfdo esté circunscrito a faixa H? e a reuniao
de todos os trapézios secantes circunscritos construidos desta maneira serd denominado

poligono trapezoidal secante circunscrito a faixa HP.

A 4rea do poligono trapezoidal secante circunscrito a faixa H? serd a soma das
areas dos trapézios. Sendo a area do poligono trapezoidal secante um valor aproximado

(por excesso) da area H?.

Exemplo 3.3. Seja a faixa H?, decompondo o intervalo [1, 3] nos pontos,
1,5/4,6/4,7/4,2,9/4,10/4,11/4,3

obtemos um poligono trapezoidal secante,conforme Figura 3.7, cujo a area sera igual a

soma da area dos 8 trapézios justapostos formados, isto é,

Figura 3.7: Aproximacio para a drea H; formado por 8 trapézios secantes
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Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

A+ 1 e+ B+ 1 el +[G+2) 1o+ G+ 1+ +g) a2l +1G+
)1l TG ) el TG )5 al=

1[1,8+1,4666 +1,2380+1,0714+0, 9444 +0, 8444+ 0, 7636 + 0, 6969] = 2222 — 1 1031.
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Comparando os resultados obtidos nos exemplos 3.2 e 3.3, podemos concluir
que as aproximacoes obtidas através do método da drea do trapézio sao melhores do
que método da area do retangulo, geometricamente podemos observar isto pois, lados
inclinados dos trapézios (lados secantes) se aproximam mais da hipérbole H do que as

bases superiores dos retangulos inscritos.

aproximacao de H; por retangulos< drea H? < aproximagao de H} por trapézios
secantes.

1,019 < H? < 1,1031.

3.2.4 Aproximagao por trapézios tangentes

Considere inicialmente a decomposi¢ao do intervalo [a,b]. Tome como referéncia um
destes intervalos [c, d], com ¢ < d e o trapézio tangente formado de base d — ¢, dois lados
verticais, neste caso irrelevantes, e o mais importante neste caso o lado inclinado tangente
a hipérbole H no ponto de abscissa , verificando esta construcao através da Figura

3.8.

Figura 3.8: Trapézio tangente e trapézio secante sobre a faixa H?

c (c+d)2 d

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

Sendo

e d — c respectivamente a base média e a altura do trapézio

d+c

tangente, assim sua area sera:

2(d—c¢)
d—+c
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A reuniao de todos os trapézios tangentes construidos desta maneira sera de-

nominado poligono trapezoidal tangente & faixa H®.

A drea do poligono trapezoidal tangente a faixa H® serd a soma das dreas dos
trapézios. Sendo a drea do poligono trapezoidal tangente um valor aproximado (por falta)

da 4rea H°.

Exemplo 3.4. Seja a faixa H}, decompondo o intervalo [1, 3] nos pontos,
1,5/4,6/4,7/4,2,9/4,10/4,11 /4,3

obtemos um poligono trapezoidal tangente, cujo a area serad igual a soma da area dos 8
trapézios justapostos formados, isto é,

5/4—1 | 6/4—5/4 | T/4—6/4 | 8/A—T/4 | 9/4—8/4 |, 10/4—9/4 , 11/4—10/4 |, 12/4—11/47
20571 T e/asa T Tarea T s T oarsa + Jlore/a T i/aroA T /Al =

of 4Lyl Lyl Ly 1y 963

Comparando os resultados obtidos nos exemplos 3.3 e 3.4, podemos concluir
que as aproximagcoes obtidas através do método da area do trapézio tangente sao melhores

do que método da area do trapézio secante.

aproximacao de H} por trapézio tangente< drea H; < aproximagao de H} por trapézios
secantes.

1,0963 < H? < 1,1031.

Geometricamente podemos observar isto, basta tomar a regiao compreendida
entre a reta tangente e a reta secante, tragar duas secantes AB e BC'conforme Figura

3.9.

Figura 3.9: Area compreendida entre a reta tangente e a secante

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.
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Temos que a soma das dreas dos triangulos hachurados ¢ igual a soma das areas dos

triangulos nao hachurados que é dado pelo segmento vertical médio multiplicado por

d—

c . . . ;s , .
, concluindo assim que a regiao do trapézio secante que excede tem area maior que

a regiao do trapézio tangente.

3.3 Logaritmos Naturais

O logaritmo natural de x, com x > 0 é a area da faixa H{. Geometricamente representada
pela Figura 3.10

Notacao: Inz.

Assim temos,

Inz = A(HY).

Figura 3.10: Faixa HY - 4drea hachurada

YN

A\ 4

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

Quando a A(HY}) < 0, teremos 0 < = < 1, como na Figura 3.11

Quando z = 1, temos que a Area(H}), sera igual zero, pois a faixa se reduz a

um segmento de reta, observe na Figura 3.12.
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Figura 3.11: Faixa H! - drea hachurada

N

A\ 4

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

Figura 3.12: x =1 - segmento de reta

YN

A\ 4

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

Assim,
Inl=0;
Inx >0sex>1;

Inz<0se0<z<l.

Exemplo 3.5. Calculando o valor aproximado para In 2.
Decompondo o intervalo [1,2] em 10 intervalos de mesmo comprimento 0, 1, obtemos os

seguintes pontos para x
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1;1,1;1,2;1,3;1,4;1,5;1,6;1,7;1,8;1,9; 2
Os valores de 1/z sao
1;0,909; 0, 833;0,769; 0, 714; 0, 666; 0, 625; 0, 588; 0, 555; 0, 526; 0, 500.

Pelo método da aproximacao dos retangulos, teremos um poligono retangular inscrito na
faixa (H?) cuja a drea serd igual a soma das dreas dos 10 retangulos de base 0, 1 e alturas

1/z ( a partir da segunda) determinadas acima, entdo a area serd,
0, 1[0,9094-0, 83340, 769+0, 71440, 66640, 625+0, 588+0, 55540, 526+0, 500] = 0, 6685.

Assim um valor aproximado (por falta) de In2 é 0, 6685.

Pelo método da aproximacao dos trapézios secantes, teremos um poligono tra-
pezoidal secante circunscrito na faixa (H?), cuja a drea serd igual a soma das areas dos

10 trapézios de altura 0, 1 e os lados verticais 1/x determinados acima, isto é, a drea seré,

0,1/2[(140,909) + (0,909 +0, 833) + (0, 833 +0, 769) + (0, 769+0, 714) + (0, 714 +0, 666) +
(0,666 40, 625) + (0, 625+0, 588) + (0, 58840, 555) + (0, 555 +0, 526) + (0, 52640, 500)] =
0, 6935.

Temos entdo um valor aproximado (por excesso) de In2 é 0,6935.

Pelo método da aproximacao dos trapézios tangentes, teremos um poligono
trapezoidal tangente & faixa (H?), cuja a drea serd igual a soma das dreas dos 10 trapézios
de altura 0, 1, sendo a area calculada pelo ponto médio de cada subintervalo, isto é,

1
0,1-2(z= + ==+ =—

1 1 1 1 1
b4 ) =0,6928.
2,1 2,3 z5+z7+z9+&1+&3+&5+&7+&9) ’

Assim um valor aproximado (por falta) de In2 é 0,6928.

3.3.1 Funcao logaritmo natural

Teorema 3.3.1. A funcao In : R, — R, que associa cada x € Ry ao logaritmo natural

Inx é uma funcdao logaritmica

Demonstra¢ao. Devemos mostrar que Inz é uma fungao crescente e que In(zy) = In(x) +

In(y) para quaisquer z,y € R..

Pelo Teorema 3.2.1 e por 3.2 , temos que
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A(HY)+ A(H;Y) =A(H") = A(HY)+ A(HY) =A(H."),

concluimos entao que In(zy) =Inz + Iny.

Ainda dados x,y € R, supomos que x < y, isto significa que existe um

nimero a > 1 tal que y = ax, aplicando In nesta ultima sentenca temos,
Iny =In(az) =Ina+Inz.

Como a > 1, temos que Ina > 0. Assim Iny > Inz, logo a fungao In é crescente. O]

Sendo Inx uma funcao logaritmica como foi demonstrado no Teorema 3.3.1,
ela cumpre as seguintes propriedades para quaisquer x,y € R, en € N:
In(}) =Inz —Iny;
In(;) = —Iny;
In(z") = nlnx;

Inz

In Vr =—.

n

Como foi definido no Capitulo 2, o grafico de uma funcao é o subconjunto
do conjunto de todos os pares ordenados (z, f(z)) do produto cartesiano formado pelos

conjuntos dominio e contradominio da funcao, isto é,
G ={(z,Inz);x > 0}.

Sendo In uma funcao logaritmica, entao podemos afirmar que ela é crescente, ilimitada
superior e inferiormente e ainda sobrejetiva. Assim obtemos uma curva, conforme Figura
3.13, pertencente ao primeiro e quarto quadrantes, inteceptando o eixo das abscissas no
ponto z = 1 ( coordenada (1,0)) e que quando x varia entre 0 e +00, o valor de y cresce

de —o0 a +00.
Figura 3.13: Grafico de Inxz

In x

o

Fonte:https: //www.calculat.org/pt /logaritmos /logaritmo-natural.html
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3.3.2 O numero ¢

Como defenido anteriormente o logaritmo natural ¢ uma funcao logaritmica, logo pelo
Corolario 3.1, podemos afirmar que é bijetiva, isto é, existe um tinico nimero real positivo
tal que o logaritmo natural é igual a 1, esse nimero sera representado pela letra e o mesmo

mencionado no exemplo 2.16, temos entao que,
hr=1zx=cec.

Geometricamente, ver figura 3.14, isto quer dizer que a A(Hf) = 1.

Como Inz > 0 temos que x > 1, como = = e, concluimos que e > 1. Como
visto nos exemplos das Segoes 3.2 e 3.3, temos que a faixa de H? tem aréa menor que 1 e

H3, tem drea maior que 1, ou seja, In2 <1 <In3 =In2<Ine <In3, logo 2 <e < 3.

Figura 3.14: Faixa (HY)

YN

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

Teorema 3.3.2. Seja r = p/q um namero racional. Tem-se y = e se, e somente se,

Iny =r.

Demonstracao. (=) Sey =¢€" entdo lny =Ine" =r-lne=r.
(<) Seja Iny = r, com y > 0. Sendo In uma funcado bijetiva , temos que Ine” =r = y =

e. O
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Vimos na Sec¢ao 2.5 sobre sequéncias que limb, = lima, = e, sendo a, =

1 1

1+1+ 51 +ot—eby=(1+ 1/n)"™. Mostraremos no teorema a seguir que este limite
! n!

¢ uma consequéncia do que foi dito acima sobre o nimero e.

Considere x = 1/n com n € N, temos que n = 1/x e x — 0 pois n — +00.

Teorema 3.3.3. Para x # 0, tem-se lir%(l +2)VT =e.
x>

Demonstracao. Suponha x > 0

Figura 3.15: Area da faixa (H!*™)
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Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

In(1+ ) é igual A(H; ™).
Na Figura 3.15, considere o retangulo de base x e altura 1, entao a sua area é

x. Como a faixa H{ 1" estd contida neste retangulo, podemos afirmar que,

In(1 + z)
T

In(l+z) <z= <l=h(l+2)*<1=0+2)"" <e (3.3)

Considere agora o retangulo de base x e altura 1+va sua area ¢ ;7. Como a faixa (H 1)

contém este retangulo, temos entao que,

T 1 1
—— < In(1 = < =.In(1 = <In(1+2)* = V/0+2) < (14 4)V/*,
e n(l+x) 72 <3 n(l+z) T2 n(l+x) e (1+x)
(3.4)

Comparando 3.3 e 3.4, temos

et/ (40 < (1 + 2)V/* < e para todo = > 0.
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Fazendo agora x — 0, temos que e'/0+%) — e, Assim,
lim,_,o(1 + )% = e, para = > 0.

Suponha agora x < 0.

Figura 3.16: Area da faixa (Hi,,)

A\

1+x 1

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

Como x — 0, podemos supor que x > —1 = x+ 1 > 0, assim podemos definir

In(1 + ). Sendo —1 < z < 0, entdo— In(1 + z) é igual A(H{,,).

Na figura 3.16, considere o retangulo de base positiva —z e altura 1, entao a

sua drea é —r. Como a faixa (H] L) contém este retangulo, podemos afirmar que,

In(1+ )

—r<—In(l+2z)=1< =1<Iln(l+z)/r=e<(1+2)/ (3.5)

. ~ . 1 , . —x
Considere agora o retangulo de base positiva —z e altura 15+ que tem drea igual a =%

Como a faixa (H{,,) estd contida neste retangulo, podemos afirmar que,

— In(1 1 1
z  nll+2) = In(1+2)/" < —— = (1+2)"" < e'/1+.

—In(1
n( +x><1—i—x:> T <1+x 1+z
(3.6)

Comparando 3.5 e 3.6, temos
e < (1+2)Y* < e/(+2) para todo = < 0.

Pelo mesmo fato concluido anteriormente temos que,
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lim, ,o(1 + 7)Y/ = ¢, para x < 0.

Concluimos entao que lir%(l + 2)Y* = e, para todo z, com z # 0. ]
T—

3.4 Outras Bases

Na Secao 3.2, foi definido a area de uma faixa de hipérbole de ramo da hipérbole H
1 k

definida por y = —. Considere agora a hipérbole H’ definida por y = —, com k > 0 para
x x

definirmos um novo sistema de logaritmos.

Seja a regiao limitada pelo ramo da hipérbole H' e pelas retas verticais ¢ = a
e r = b, sendo a,b reais positivos com a < b, conforme Figura 3.17. Esta regiao sera

chamada de faixa de hipérbole e denotada por H(k)®.

H(k)) ={(z,y);a <z <b0<y<E}

a

Figura 3.17: Area das faixas H(k)? e H?
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v

Fonte: elaborada pela autora usando o programa paint.

Teorema 3.4.1. A drea de H(k)" € igual a k vezes a drea de HY.

Demonstracao. Tome como referéncia para demonstracao do Teorema a Figura 3.17.

Entao seja [c,d] um intervalo contido em [a,b]. Tome os retangulos, um inscrito na
—c

e outro inscrito na hipérbole
k(d —¢)
d

hipérbole H, cuja a base é d — c e altura 1/d, de aréa

H' de mesma d — ¢ e altura k/d, sendo a &rea igual . Temos assim que a area
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do segundo retangulo é k vezes a area do primeiro retangulo. Considere os subintervalos
de [a, b], eles determinam dois poligonos retangulares, um inscrito na faixa H® e outro na

faixa H(k)?, logo podemos concluir que a drea do segundo é k vezes a drea do primeiro.

AH(R)) = k- A(HD).

a

O novo sistema de logaritmos ¢ definido por:

logz =AH (k)Y = k- AHY

= logr =k -Inz,com k >0ex>0.
A base do novo sistema de logaritmos é o nimero a > 0, tal que loga = 1.
Notacao: log, =.
Temos que

1
log,a=k-lna=1=k-lna=k=—.
na

Podemos entao reescrever a definicao do novo sistema de logaritmos, substituindo o valor

de k,

1 1
log,z=Fk -Inz=log,r = — -Inx = log, =z = e
Ina Ina

Teorema 3.4.2. A funcao log, : R, — R, que associa cada x € Ry ao logaritmo log, x,

para todo a > 1 é uma fung¢ao logaritmica.

Demonstracao. Com efeito,

In(zy) _ Inr+Iny Inz n Iny

log, (xy) = = log, = + log, y.

Ina Ina Ina  Ina

O

Como visto no final da Secao 3.1 , temos aqui a validade da férmula de mudanca de base,

ou seja,

log, = logy a - log, x para todoa > 1,0 >1ex > 0.
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Dados a > 0 e x € R, a poténcia a” é o inico numero real positivo cujo o

logaritmo natural é igual a xIna. Temos assim para b > 0,

o In(a®) Ina
logy(0") = 5 =% g

=z - log a.

Concluimos assim que a definicao de a® por logaritmo natural é verdadeira para qualquer

sistema de logarimo.
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4 Aplicacoes da Funcao Logaritmica

Neste Capitulo vamos trabalhar com a aplicacao das Fungoes Logaritmicas em diversas
areas como: Matematica Financeira, Fisica, Geografia, Biologia, Quimica e Medicina.
Entendendo assim o crescimento e o decrescimento de uma grandeza em determinada
situacao nas areas acima mencionadas como sendo proporcionais 4 quantidade daquela

grandeza em dado momento. Para uma leitura complementar ver [3], [6], [13].

4.1 Desintegracao radioativa

Algumas substancias, chamadas de radiotivas, se transformam espontaneamente em ou-
tras substancias por meio de emissao de particulas subatomicas. O nome dado a este
fenomeno de transformacao de um atomo em outro através da emissao de radiacao é

desintegragao ( ou decaimento) radiotiva.

Considere M, a massa no instante ¢ = 0 de um corpo formado por uma
substancia radioativa, temos que a medida que o tempo passa a quantidade de massa
da substancia inicial diminui, consequentemente aumentando a massa da nova substancia

transformada.

A quantidade de matéria que se desindegra é proporcional & massa da substancia
original presente no corpo naquele instante. Assim no instante ¢ = 1, teria uma perda de

aMy, sendo a a constante de proporcionalidade de desintegragao, ou seja,
M1 = M() - OZMO = M()(]_ - Oé),

sendo M; a massa restante apos o tempo t = 1

Para t = 2, a massa restante seria,
M2 = M1 — OéMl = M1(1 — Oé) = Mo(l — 06)2.
Generalizando, para t = n, a massa restante seria,

Mn = Mo(l - Oé)n.
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Para uma melhor aproximagao, considere agora o tempo [0, 1] fracionado, ou seja, cada

t =1/x, com z > 0. Assim apds a primeiro tempo 1/x, a massa restante seria,
My = My — 2My = My(1 - 2).
Apés x desintegracoes, a massa restante seria,
M, = My(1 —2)*.

Dividindo o intervalo em um ntimero cada vez maior de partes iguais, a massa do corpo
seria reduzida a,

lim My(1 — 2)® = My - e~
Xz

T—00

Generalizando para o intervalo de [0,¢], a massa do corpo seria,
M(t) = Mg . e_o‘t.

A meia vida de uma substancia radioativa é o tempo necessario para que a
massa seja reduzida a metade. Assim se uma substancia radioativa tem meia vida em
t', entao a massa dessa substancia se reduz a metade no tempo t’. Por esta informacao

podemos determinar a constante de desintegracao «,

In2

IMy=My-e ' =i=e=>hl)=-at' = -In2=-at = a= o

Exemplo 4.1. Num castelo inglés existe uma velha mesa redonda de madeira que muitos
afirmavam ser a famosa " Tavola Redonda do Rei Artur”, soberano que viveu no século V.
Uma ferramenta desenvolvida pelo quimico Willard Libby ( ganhador do Prémio Nobel
de Quimica em 1960) de grande utilidade para a arqueologia é a datagdo por carbono
radioativo. Sabe-se que os seres vivos absorvem e perdem carbono 14 - C* e quando
morre, a absorcao cessa, mas a perda continua. Assim é possivel determinar a idade de
um féssil ou de um objeto muito antigo feito de madeira, pela quantidade de C* existente.

Esta pratica é chamada de método do carbono 14.

Através de um aparelho chamado de contador Geiger descobriu-se que a massa
de C'*™ hoje existente na mesa é 0, 894 vezes a massa M, de C** que existe em um pedaco

de madeira viva com o mesmo peso da mesa.

Para determinar a taxa de desintegracao do C'*, basta saber que a meia vida

do elemento é de 5570 anos, assim
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In2
=—— = 1244.
« FE 0,000

Sabendo que
M(t)= My e = % = e,

[n0, 894
0,0001244

Logo conclui-se que a mesa nao seria a mesma da Tévola Redonda, pois esta

Assim, 0,894 = ¢~0:0001244¢ — 1) 894 = —(), 0001244t = t = — = 901 anos.

deveria ter mais de 1500 anos.

4.2 Resfriamento de um corpo

A lei do resfriamento de Newton afirma que quando um objeto aquecido é colocado em
um meio mais frio sem que sua temperatura seja alterada, a diferenga da temperatura (7')
entre o objeto e o meio que o contém, decresce com uma taxa de variagao proporcional a
essa propria diferenca. Similar ao caso da desintegracao radiotiva, temos que a férmula

da lei do resfriamento de Newton é dada por:
T(t) =Ty - e,

Sendo:
Ty - a diferenca de temperatura no instante ¢ = 0;
T(t)- a diferenca de temperatura no instante t;

a - a constante de resfriamento do objeto.

Exemplo 4.2. Num certo dia, a temperatura ambiente é de 30°. A dgua que fervia numa
panela, cinco minutos depois de apagado o fogo tem temperatura de 65°. Quanto tempo

depois de apagado o fogo a agua atingira a temperatura de 38°7

A agua que fervia na panela estava a uma temperatura de 100°, assim a dife-
renga da temperatura no instante ¢ = 0, momento em que o fogo foi apagado é dada por

Tp = 100 — 30 = 70.

A lei de resfriamento é dada por,
T(t)=70-e.

Ap6s 5 minutos temos 7'(5)= 65 - 30 = 35, assim
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T(B)=70-e?=35=¢ =2 =21

Aplicando o logaritmo para determinar a constante de resfriamento «,
Ine® =In(}) == —5a = —In2 = a =22 =0,1386.
Para determinar o instante ¢, devemos considerar que T'(t) = 38 — 30 = 8. Assim

70 - e O1B0E = 8 = 70186 — B I OIS0 — In(B) = —0,1386t = —In 2 =t =
In(%2)

8

— =1 i .
0.1386 =1 5, 65 minutos

4.3 Juros continuos

Um capital ¢, aplicado a uma taxa anual de i% rende ao final de um ano, juros no valor

de 11_000' Assim o montante M ao final do ano sera de

M =c+ic=c(l+1)
ao final do segundo ano o montante sera
M=[c(14+14)] - (14+i)=c-(1+1)?
ao final do terceiro ano o montante sera
M=[c(1+i)% - (1+i)=c-(1+1)3

Assim transcorrido ¢ anos, podemos dizer que o montante serd dado por M = ¢- (14 1i)".

Porém na maioria das vezes nas transagoes os juros sao calculados mais de
uma vez ao ano, fracionando assim o ano, ou seja, se os juros sao calculados n vezes ao

ano, o montante para o primeiro periodo sera,

M=c+2i.c=c(l+1)

ao final do segundo periodo teremos o seguinte montante,
M=cl+4)(14+L)=c(1+ L)

ao final do terceiro periodo
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M=c(1+LP?(1+2L)=c(1+21)

Continuando assim até o n-ésimo periodo, que equivalerd a um ano se tera o montante
— \n
M =c(1+4 )"
Para determinar os juros capitalizados n vezes ao ano durante ¢ anos, teremos

que considerar o montante ao final do primeiro ano que é
M = c(1+ L)
assim ao final do segundo ano teremos o montante
M=cl+4)m1+L)m =c(1+ L)
ao final do terceiro ano o montante sera
M=c(l+21)(1+ L) =c(1+ L)%

Apés ¢ anos o montante serd M = ¢(1 4 £)™.

Caso os juros sejam capitalizados continuamente, ou seja, juros continuos, ao

final do ano o montante sera,

. i 1, . 1
i el g) = Jig el )" = Jim e+ 3)

E apés t anos teremos o montante,

lim ¢(1+ l)t" =c-e.
n—oo n

Exemplo 4.3. Em quanto tempo um capital ¢ aplicado a juros continuos de 20% ao ano

dobrara? Temos que,
M = c- e, logo 2¢ = ¢ - %% = 2 = %2,
Aplicando o logaritmo a tltima igualdade,
In2=mne" =1n2=0,2t=1t= Bn—g = 3, 46.

Y

Logo o capital dobrard apds aproximadamente 3 anos e meio.
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4.4 Crescimento populacional

Considere F, uma determinada populacgao inicial, ou seja, no instante t = 0. Quando

afirmamos que esta populacao cresce a uma taxa de 1% ao ano, significa que a cada ano,

o nimero de individuos aumenta em 155 com relagao ao seu valor inicial. Entao ao final

de t anos teremos que a populagao sera dada por,
P(t) = Py(1 +4)". (4.1)

Como a populagao se refere a um nimero grande de individuos, sejam eles de uma pais
ou de uma colénia de bactérias, entdo podemos considerar que a funcao P(t) varia con-
tinuamente com o tempo e que a populacao é proporcional a prépria populacgao. Assim

baseado na segao anterior podemos reescrever a equagao 4.1, ou seja,

P(t) = Pgeit.

Exemplo 4.4. Suponha que uma cultura de 100 bactérias se reproduz em condigoes
favoraveis. Apos 12 horas identificou-se 500 bactérias nesta cultura. Determine a taxa de

crescimento dessa cultura.

Temos que Py = 100 e que P(12) = 500, logo
P(12) = 100e'? = 500 = 100¢'? = 5 = ¢!%.

Aplicando o logaritmo na tltima igualdade, teremos

| 1
In5=Ine? = 12 = In5 = i = 111—25 — 0,134,

Assim a taxa de crescimento desta cultura de bactérias serd de 13, 4%.

4.5 Terremotos- escala Richter

Terremotos ou abalos sismicos sao ondas que se propagam através da terra desencade-
adas pelo encontro de placas tectonicas, atividades vulcanicas ou falhas geolégicas. A
quantidade de energia liberada no foco do terremoto é denominada magnitude e pode ser
medida através da Escala Richter, nome dado em homenagem ao norte americano Charles
Richter. E uma escala desenvolvida utilizando logaritmos de base dez, mais conhecidos
como logaritmos decimais (log,;, ou apenas log) e se inicia no grau zero e teoricamente vai

até o infinito.
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M = log(Aio).

Sendo:
M- a magnitude do terremoto;
A - a amplitude do terremoto;

Ap- a amplitude de parametro (referéncia).

Assim, comparamos o terremoto em questao com o terremoto referéncia, cal-

culando o logaritmo da razao entre suas amplitudes.

Temos que um aumento na escala Richter equivale a um aumento de dez ve-
zes na magnitude do terremoto, ou seja, considere um terremoto 7T de amplitude = e
um terremoto 75 de amplitude 10z, temos entao que a magnitude do terremoto 75 que

denotaremos por Ms é dada por,
M, = log(f—:) =1log 10 +log(4>) = 1+ M,

sendo M; a magnitude do terremoto 77.

Exemplo 4.5. Um dos piores terremotos da histéria, ocorrido em Téquio, em 1923,
atingiu 8,3 na escala Richeter.Um outro terremoto ocorrido na Califérnia em 1989, atingiu
7,2 na mesma escala. Qual a razao entre as intensidades dos dois terremotos, medidas

através de amplitudes das ondas sismicas correspondentes?

Magnitude em Toquio

My =log(4L) = 8,3 = log(4L) = 10%3 = (42).

Magnitude na Califérnia

Mo = log() = 7.2= g ) = 107 = ().

Assim a razao sera dada por,

Ap 1089
L= g = 100 12,50,
C I’

Logo o terremoto de Toquio foi aproximadamente 12,59 vezes mais intenso que o terremoto

da Califérnia.
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4.6 Intensidade sonora

Intenside sonora é o fluxo de energia por unidade de area, medida em watt por metro
quadrado (WW/m?). O nivel de intensidade sonora N ¢ definido em escala logaritmica e
dado em decibéis (dB) em homenagem a Alexander Graham Bell. Assim como na escala
Richter, toma-se uma onda sonora como referéncia, que adotaremos por I. Geralmente
se utiliza Iy = 10712W/m? que é a intensidade sonora mais baixa da faixa audivel para

um ser humano.

O nivel de intensidade sonora é dado por:

N = 10log(%).

Exemplo 4.6. Um estudante, apds assistir a uma aula de Fisica sobre intensidade sonora,
resolveu descobrir qual era o nivel sonoro marcado na sala de sua casa quando o horério de
trafego de veiculos na regiao onde mora era intenso. Um aplicativo de celular que simula
um decibelimetro revelou que o nivel sonoro era de 90dB. Sabendo que a intensidade
minima que corresponde ao limiar da audigao humana corresponde a 10712W/m?, qual a

intensidade sonora referente a medida feita pelo garoto?

Sabendo que N = 90dB e Iy = 10712W/m?, temos que,

90 = 10log(t55z) = 9 = log(15tm) = 9 =log I —log 1072 = 9 =log I + 12 = log I =
—3=1=103.

Logo a intensidade sonora referente a medida ¢ de 10731//m?.

4.7 Escala pH

O pH - potencial hidrogenionico- é uma escala utilizada para medir a acidez ou alcalinidade
(basicidade) de uma determinada solucao. Este valor depende da concentracao de fons
de hidrogénio por litro da solugdo, representada por [HT]. Assim quanto menor o pH
de uma substancia, maior a concentragao de fons [H ] consequentemente mais dcido a
solucao sera. A escala pH varia de 0 a 14, sendo que as solucées de pH menores de 7,
sao consideradas acidas, assim quanto mais proximo de zero mais acida é a solugao. As

solugoes de pH maiores que 7 sao consideradas bésicas, ou seja, quanto mais distante de
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7 mais bésica é a solu¢ao. A agua pura apresenta pH neutro, possuindo um valor de pH

igual a 7 em 25°C.

Uma das areas de aplicacao do pH é sua utilizacao na medicina, sendo o mesmo
um indicador de vérios alteragoes bioldgicas, por exemplo, o pH do sangue humano, este
deve permanecer entre 7,38 a 7,42 para que a pessoa esteja saudavel, assim qualquer mu-
danca, menor que seja, fora deste intervalo, indica um distirbio no metabolismo resultado

do surgimento de diferentes doencas.

A expressao usada para calcular o pH é

pH = —log[HT].

Exemplo 4.7. Qual é a razao entre a concentracao de ions de hidrogénio no suco de

limao, que tem pH de 2,2, e a concentracao de fons de hidrogénio na agua pura?

Como o pH da agua pura é 7, temos que
7=—log[H"| = [Ht]=10"".
E como o pH do suco de limao é 2, 2, temos que

2,2 = —log[H*] = [H*] = 10722,

—2,2

10-7
fons de hidrogénio estao (aproximadamente) 63096 mais concentrados no suco de laranja

Assim a razao entre as concentragoes é = 10*® 22 63096 , ou seja, os

que na agua pura.
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho foi realizado um estudo das Funcgoes logaritmicas, com uma abordagem
diferente, apesar do apelo tradicional a definicao que ¢é adotada nos livros didaticos em
geral, foi escolhida a definicao geométrica dos logaritmos. Somando-se a este diferencial

temos as aplicacoes em diferentes contextos que vao além da disciplina Matematica.

Acreditamos que a caracterizacao do logaritmo natural através de uma abor-
dagem geométrica venha ajudar no entendimento do mesmo. Temos convic¢ao que essa
nao é uma abordagem tnica sobre o assunto e que a decisao de usa-la em sala de aula

sera do professor.

Embora tratando-se de uma Dissertagao de Mestrado, tentamos dar um carater
didatico ao nosso texto para facilitar o entendimento do leitor. Procuramos na medida
do possivel, provar de maneira mais compreensivel a maioria das proposicoes e teoremas,

usando conceitos matematicos basicos.

Este trabalho vem contribir e auxiliar aos professores e alunos da Educagao
Basica pela aplicabilidade das Fungoes Logaritmicas, um diferencial no ensino da Ma-
tematica, pois o aluno vai entender como aplicar o contetiido que esta sendo ensinado,

tornando assim a disciplina mais interessante e motivadora no processo de aprendizagem.
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