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RESUMO

Nesta dissertagdo, o controle .77, baseado na equagado de Riccati dependente de estado (SDRE
- state-dependent Riccati equation) é apresentado e aplicado em sistemas nao lineares. Inicial-
mente sdo apresentados os fundamentos da teoria de controle 6timo em seu contexto tradicional,
utilizando as solucdes baseadas na equacao de Riccati. Em seguida, sdo apresentadas as técni-
cas de controle sub6timo FPRE (forward-propagating Riccati equation) e FTRE (frozen-time
Riccati equation), ambas adequadas para lidar com sistemas lineares e variantes no tempo e nao
lineares. A técnica FTRE, em particular, € utilizada como base na formulacao da técnica de con-
trole 7%%,. O presente trabalho também propoe a extensdo do FTRE para o caso rastreador. Com
respeito ao projeto de controle .77, uma matriz de ponderacdo sobre a energia da varidvel de
saida a ser controlada é considerada na funcéo custo do problema de controle .77,. Antecedendo
o projeto do controlador %, a modelagem da planta bem como a estrutura com coeficientes
dependentes de estado (SDC - state-dependent coefficients) sdo desenvolvidas. Através de resul-

tados de simulacgdo, a eficdcia das técnicas apresentadas € avaliada em todo o texto.

Palavras-chave: Teoria de controle 7,. Sistemas ndo lineares. Coeficientes dependentes de

estado. Equacgdo de Riccati Dependente de Estado. Técnicas de controle FPRE e FTRE.



ABSTRACT

In this dissertation, the .77, control based on the state-dependent Riccati equation (SDRE) is
presented and applied in nonlinear systems. Initially, the control theory fundamentals are pre-
sented in their traditional context, with solutions based on the Riccati equation. Then, FPRE
(forward-propagating Riccati equation) and FTRE (frozen-time Riccati equation) techniques are
presented as suitable solutions for dealing with linear time varying and nonlinear systems. The
FTRE technique, in particular, is used as a basis in the 7%, control technique formulation. The
present work also proposes an extension of the FTRE for the tracker case. With respect to the
%, control design, a weighting matrix over the energy of the output variable to be controlled is
considered in the 77, control cost function. Preceding the .77, controller design, a plant model
as well as a structure with state dependent coefficients (SDC) are developed. Through simulation

results, an efficacy of the techniques presented and evaluated throughout the text.

Keywords: .77, control theory. Nonlinear systems. State-dependent coeflicients. State-dependent

Riccati equation. FPRE and FTRE control techniques.
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1 INTRODUCAO

O projeto de sistemas de controle é geralmente baseado em um conjunto de equacdes
diferenciais lineares (o modelo nominal), as quais se constituem numa aproximacgao da dinamica
do sistema real. Este € ndo linear na maioria das vezes. Vdrios sistemas reais possuem dinamicas
que sao importantes em altas frequéncias, as quais sd@o por muitas vezes desprezadas no modelo
nominal. Assim, essas dinamicas de alta frequéncia ndao modeladas podem desestabilizar um
sistema de controle que tem um comportamento satisfatério quando considerado somente o mo-
delo nominal (LEWIS; VRABIE; SYRMOS, 2012, p. 355). Assim, € importante projetar um
controlador capaz de garantir um desempenho satisfatorio e manter a estabilidade ndo obstante
os erros de modelagem em virtude das dinamicas de alta frequéncia nao modeladas e variagdes
paramétricas da planta. Um controlador com tal caracteristica € dito robusto. Nesse contexto,
Cruz (1996, p. 16) afirma:

A robustez € uma caracteristica desejavel por pelo menos duas razdes. Em pri-
meiro lugar, deve ser preocupagdo permanente de todo projetista que os siste-
mas de controle funcionem satisfatoriamente, ainda que as condicdes de ope-
racdo sejam distintas daquelas consideradas no modelo de projeto (nominal).
Em segundo lugar, as condi¢des de robustez podem ser utilizadas com o obje-
tivo de se adotar um modelo de projeto intencionalmente simplificado, ndo sé
para facilitar a andlise, como também por seu impacto no controlador resultante
(CRUZ, 1996, p. 16).

A temética do estudo da robustez dos sistemas de controle em malha fechada comecou
a despertar o interesse da comunidade académica, principalmente a partir da década de 1970.
Segundo Safonov (2012), consideracdes sobre robustez estao implicitas nos métodos cldssicos
de projeto de controle com realimentacao baseados em lugar das raizes e resposta em frequéncia.
Contudo, antes de 1970, a questao da robustez frente a grandes incertezas de modelagem nao era
geralmente reconhecida pelos matemadticos tedricos de controle e o préprio termo robustez ainda
nao tinha sido empregado na literatura da drea. O inicio da década de 1970 foi marcado por fa-
lhas de projeto de controladores multivaridveis com realimentag@o para controle de aeronaves e
submarinos militares. As técnicas de projeto utilizadas eram principalmente baseadas em otimi-
zacdo matemadtica. Considerou-se que a falta de atengdo para a questao da robustez foi um fator
preponderante para essas falhas, e assim, em meio a essa turbuléncia, nascia o moderno campo
da teoria de controle robusto (SAFONOV, 2012). No inicio da década de 1980, surgiu um inte-
resse no tratamento do problema da incerteza da planta. Quase que simultaneamente surgiram
alguns resultados significativos na andlise de sistemas multivaridveis no dominio da frequéncia.
Assim, o periodo do controle robusto moderno (de 1975 até a atualidade) € definido a partir da
confluéncia de interesse na andalise de incerteza e analise de sistemas multivariaveis (DORATO,
1987). Dorato (1987) considera ainda que dois artigos publicados na primeira metade dos anos
de 1960 foram importantes contribui¢des para a teoria de controle robusto moderno: o artigo
que introduziu o conceito do principio do “ganho pequeno” (ZAMES, 1963), conceito este que

desempenha um papel essencial nos critérios de estabilidade robusta; e o artigo que mostra as



Capitulo 1. Introducdo 15

propriedades de robustez (margem de ganho infinita e margem de fase de 60°) apresentada pela
lei de controle de realimentacdo de estado linear quadratico (LQ) 6timo para sistemas SISO
(KALMAN, 1964). Posteriormente, os conceitos de margem de ganho e margem de fase foram
estendidos para sistemas multivaridveis (SAFONOV; ATHANS, 1977).

A partir dos anos de 1980, uma técnica que se destaca no contexto de projeto de contro-
ladores robustos € a otimizagao .77, a qual consiste de um método para projetar controladores
robustos considerando o pior caso da perturbacdo de entrada, isto €, um procedimento de atenu-
acao dos sinais de perturbacao no pior caso formulado como um problema de minimizacao da
norma .7, do sistema em malha fechada (LEWIS; VRABIE; SYRMOS, 2012, p. 430), (STO-
ORVOGEL, 1990), (TADMOR, 1990). Zames (1981) introduziu o método .77, com a princi-
pal motivacdo de enfatizar a incerteza da planta (DOYLE, 1996). Como afirma Doyle (1996),
a norma 7%, foi considerada apropriada para especificar tanto o nivel de incerteza da planta
quanto o ganho da entrada de perturbacdo para o erro de saida no sistema controlado. Embora a
proposta original do problema de controle .77, tenha sido formulada no dominio da frequéncia,
sua abordagem no dominio do tempo ganhou seu espago principalmente a partir dos artigos de
Doyle et al. (1989) e Doyle e Glover (1989). Orlov e Aguilar (2014, p. 1) afirmam que a deriva-
cdo das solucdes em espago de estados dos problemas de controle 6timo 7%, apresentada por
Doyle et al. (1989), foi verdadeiramente um avanco na teoria de controle linear. Basicamente, a
derivacgdo apresentada mostra a solu¢ao do problema de controle .77, a partir da solu¢ao de duas
equacoes algébricas de Riccati. Gahinet e Apakarian (1994), por sua vez, mostraram a solucao
do problema de controle .77, pela reducdo a uma desigualdade matricial linear (LMI). Entre
outros avangos de destaque no contexto de solu¢des do problema de controle .77, estdo a sua
extensdo para sistemas nao lineares proposta por Helton e James (1999) e a sintese .75, nao
suave proposta por Apkarian e Noll (2006).

A importancia da teoria de controle .7, no cendrio atual da teoria de controle robusto
¢ ainda corroborada pelas recentes publicacdes em periddicos especializados: Xu et al. (2016)
apresenta uma sintese de controle robusto 7%, para controle de veiculos aéreos ndo tripulados
em miniatura para melhoria de sua capacidade de voo na presenga de perturbacdes do vento;
Babazadeh e Nobakhti (2015) apresentam o projeto de controladores .77, de ordem fixa com
realimentacdo de saida para sistemas lineares e invariantes no tempo; Wang et al. (2016) apre-
senta uma estratégia de controle robusto .75, com realimentacio de estado para rastreamento
de trajetéria de veiculos terrestres autdnomos. Resultados de simulacdo evidenciam a robustez
da abordagem apresentada. Vdrias dessas propostas, entretanto, sao aplicadas em sistemas line-
ares. Entretanto, muitos sistemas fisicos do mundo real s@o, por natureza, ndo lineares (CHEN,
1999). Apesar disso, tais sistemas sdo geralmente tratados com o emprego de modelos e estru-
turas de controle lineares. Isto se deve ao fato da faixa de operacdo a que o sistema est4 restrito
possuir caracteristicas lineares. Todavia, se a faixa de operacado do sistema for muito larga, as ca-
racteristicas ndo lineares tornam-se acentuadas. Nesse caso, o emprego de técnicas de controle
puramente lineares poderd levar a um desempenho pobre (SLOTINE; LI, 1991; LEIGH, 1983).
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Considerando esse fato, uma alternativa para a extensao do controle .7, ao contexto nio linear
¢é proposta por Cloutier, D’Souza e Mracek (1996): a técnica consiste em usar uma parametri-
zacdo direta para trazer o sistema nao linear para uma estrutura pseudo-linear com coeficientes
dependentes do estado (SDC - state-dependent coefficients). A obtencdo de tal modelo permite,
por conseguinte, a determinacao de uma equacdo de Riccati dependente do estado (SDRE - state-
dependent Riccati equation), a qual € resolvida para cada ponto da trajetoria de estado. A teoria
da equacdo de Riccati dependente de estado surge no contexto de controle 6timo para lidar com

sistema nao lineares, como explica Cimen (2008):

O método implica na fatoragdo (isto €, a parametrizagdo) da dindmica nao li-
near no vetor de estado e o produto de uma fung¢do matricial que depende do
proprio estado. Ao fazé-lo, o algoritmo SDRE capta completamente as nao li-
nearidades do sistema, trazendo o sistema nao linear para uma estrutura linear
(ndo dnica) com matrizes de coeficiente dependentes do estado (SDC) e mini-
mizando um fndice de desempenho nio linear com estrutura quadratica. Uma
equacdo algébrica de Riccati (ARE) usando as matrizes SDC € entao resolvida
online para dar a lei de controle sub-6timo (CIMEN, 2008, p. 3761, traducdo
nossa).

Assim, a presente dissertacdo apresenta a derivaco e aplica¢do da teoria de controle 77,
baseado em SDRE para sistemas nao lineares considerando uma ponderacao sobre a energia da
varidvel de saida a ser controlada. Também sdo apresentadas duas técnicas de controle sub-6timo
aplicadas ao contexto de sistemas lineares e variantes no tempo (LVT) como também ndo line-
ares: o FPRE (forward-propagating Riccati equation) e o FTRE (frozen-time Riccati equation),
ambas propostas por Prach, Tekinalp e Bernstein (2014), (PRACH; TEKINALP; BERNSTEIN,
2015). O FTRE, em particular, serd utilizado como base para obtenc¢do do controle 7%, para sis-
temas ndo lineares apresentado. Adicionalmente, o presente trabalho propde a extensdo do FTRE
para o caso rastreador. Exemplos com resultados de simulacdo sdo empregados para ilustrar a

aplicacao de cada umas das técnicas estudadas.

A seguir, resultados principais das teorias e técnicas de controle apresentadas neste tra-

balho sdo apresentas de forma sucinta.

1.1 Teoria de controle 6timo

A teoria de controle 6timo trata, essencialmente, com métodos de determinagdo dos si-
nais de controle que fardo com que um processo satisfaga as restri¢des fisicas e a0 mesmo tempo
minimize (ou maximize) um critério ou indice de desempenho pré-estabelecido. Um indice de
desempenho comumente empregado em problemas de controle 6timo € o indice de desempenho

quadratico, dado por:

J (to) = %xT (T)S(T)x (T) + %/t (x"(1)Qx(t) + u’ (t)Ru(t)) dt (1.1)
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onde x(t) é o vetor de estado e u(t) é vetor de controle do sistema, respectivamente. As matrizes
Q e R sdo matrizes de ponderagao sobre a energia associada ao estado e ao controle, respectiva-
mente. Tais matrizes sdo parametros de entrada do projeto para influenciar comportamento do
sistema em termos de energia. A dinamica do sistema a ser controlado, por sua vez, € tratada
como uma restricdo de igualdade imposta ao problema de otimizagdo. Tal dindmica € regida

pelo modelo em espaco de estados dado por

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.2)

O indice dado em (1.1) € empregado no problema do regulador linear quadratico (LQR),

cuja solugdo determina o controle 6timo por realimentacdo de estados da forma:
u(t) = —K(t)x(t) (1.3)

onde o ganho K(t) é dado por:
K(t) = R'BTS(¢t) (1.4)

A matriz S(t) na equagdo (1.4) deriva diretamente da chamada equacdo de Riccati, dada por
—S(t) = ATS(t) + S(H)A — S(t)B(t)RBT(1)S(t) + Q t < T, dado S (T) (1.5)

A equagdo diferencial matricial (1.5) é resolvida por retro-integracao (para trds no tempo) a
partir da condigdo final S (7). O controle u(¢) em (1.3) regula os estados a0 mesmo tempo que

minimiza o indice de desempenho dado em (1.1), caracterizando o controle 6timo.

A teoria de controle 6timo fundamenta a teoria de controle robusto .7%,. Na problema
de controle .77, apresentado neste trabalho, serd empregada a solucdo baseada em uma equagio

de Riccati similar a equagao (1.5).

1.2 As técnicas FPRE e FTRE

Essas duas técnicas de controle sdo técnicas sub-6timas, de modo que nao minimizam
estritamente o indice dado em (1.1). A técnica de controle FPRE (forward-propagating Riccati
equation) é caracterizada pela integracdo em avanco da equagdo de Riccati e utilizagdo de con-
dicdo inicial em vez de condicao final. Desse modo, a equagao de Riccati para o controle FPRE

¢ da forma:

S(t) = ATS(t) + S(H)A — S(H)B(t)R'BY(t)S(t) + Q, t < T, dadoS(0)  (1.6)

A inspiracdo para a proposta da técnica FPRE por Prach, Tekinalp e Bernstein (2015)
deriva do fato de que a teoria de controle 6timo tem como um de seus principios fundamentais
que as leis de controle 6timo se propagam para trds no tempo. Assim, para o controle linear

quadrético, a solu¢do da equacdo de Riccati deve ser obtida por uma retro-integracdo a partir
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de uma condi¢do em um instante final. A propagacao para trds no tempo se constitui uma des-
vantagem principalmente no controle de sistemas lineares e variantes no tempo (LVT), uma vez
que implica na necessidade do conhecimento da dindmica futura da planta. Alternativamente é
proposta a lei de controle FPRE, caracterizada pela integragao em avango da equacao de Riccati
e utilizacao de condi¢do inicial. Os demais resultados resultados como o ganho de controle em

(1.4) permanecem os mesmos para o FPRE.

A técnica de controle FTRE (frozen-time Riccati equation), proposta por Prach, Teki-
nalp e Bernstein (2014), € também adequada para lidar com sistemas LVT e com sistemas nao
lineares. Essa técnica estd essencialmente baseada no emprego da chamada equagdo de Riccati
dependente de estado (SDRE'). Na SDRE, os pardmetros da planta sdo dependentes do estado
x(t), isto é, ttm-se A(x(t)) e B(x(t)).

T

AT (x(1))S(x())+S (x(t)) A(x(t)) =S (x(t))B(x(t)) R™'B(x(t)) S(x(t))+Q = 0. (1.7)

Eventualmente, as matrizes de ponderacido da fun¢do de custo quadratica também po-
dem ser dependentes de estado. No FTRE, a equacdo de Riccati dependente de estado (SDRE)
é resolvida para cada instante ¢; da trajetéria do estado x(t;). Assim, o estado é fixado (“conge-
lado”) a cada instante ¢;. A solucdo obtida ao longo da trajetdria do estado € entdo utilizada para
determinar a acdo de controle por realimentacdo de estados a cada instante ¢;. No contexto da
teoria do regulador linear quadrético (LQR), o objetivo € determinar a lei de controle por rea-
limentagdo de estados na forma u(t) = —K (x(t))x(¢) que minimiza o indice de desempenho
quadrético associado. Observe que essa abordagem € bastante adequada para lidar com sistemas
ndo lineares, uma vez que exatamente no instante ¢; o sistema € representado por uma estrutura

linear.

1.3 Objetivos

Os principais objetivos deste trabalho sdo apresentados a seguir.

1.3.1 Objetivo Geral

Apresentar a técnica de controle 77, aplicada a sistemas dindmicos multivaridveis ndo

lineares utilizando a equac¢do de Riccati dependente de estado (SDRE).

1.3.2 Objetivos Especificos

e Apresentar a teoria de controle 6timo de sistemas lineares, destacando o controle linear

quadrético e utilizando exemplos de simulagdo computacional;

' SDRE deriva do inglés state-dependent Riccati equation.
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e Apresentar as técnicas de controle sub-6timo FTRE (frozen-time Riccati equation) e FPRE
(forward-propagating Riccati equation) como ferramentas valiosas para a extensao da teo-
ria de controle 6timo ao contexto de sistemas lineares e variantes no tempo como também

de sistemas ndo lineares;

e Apresentar a técnica de controle .77, para sistemas lineares e invariantes no tempo e a sua

extensao ao contexto de sistemas ndo lineares.

1.4 Trabalho Publicado

A pesquisa apresentada neste trabalho propiciou a publicacdo do seguinte artigo cienti-
fico no Simpdsio Brasileiro de Automacao Inteligente (SBAI), realizado em 2017 na cidade de
Porto Alegre - RS:

SANTOS, R. J. M.; SOUZA, F. C. Controle /7, Baseado na Equagdo de Riccati Dependente
das Varidveis de Estado Aplicado a um Sistema Carro-Péndulo Invertido. Anais do XIII
Simpdsio Brasileiro de Automacao Inteligente (SBAI 2017). Porto Alegre, RS, Out., 2017.

O artigo propde a aplicacdo do controle .7, baseado na equacao de Riccati dependente de estado
(SDRE - state-dependent Riccati equation) em um sistema nao linear carro-péndulo invertido.
Uma matriz de ponderacao sobre a energia da varidvel de saida a ser controlada € considerada
na funcdo custo do problema de controle J77,. A modelagem da planta bem como a estrutura
com coeficientes dependentes de estado (SDC - state-dependent coefficients) sdo desenvolvidas
em detalhes. Através de resultados de simulacdo, a eficacia da técnica de controle .75, baseada
em SDRE ¢ avaliada (SANTOS; SOUZA, 2017).

1.5 Organizacao da Dissertacao

Este trabalho de dissertagcdo apresenta a seguinte estrutura:

o Capitulo 2: trata dos aspectos fundamentais da teoria de controle 6timo. Os conceitos inici-
ais sdo apresentados e por conseguinte € apresentada a solucdo do problema de otimizacao.
A teoria do regulador linear quadrético tanto para o tempo continuo quanto para o discreto
¢ tratada no capitulo. A abordagem feita € essencialmente baseada na equagdo de Riccati.
Simula¢des computacionais do controle de sistemas sdo utilizadas para exemplificar a te-

oria apresentada;

e Capitulo 3: apresenta as técnicas de controle sub-6timo FPRE (forward-propagating Ric-
cati equation) e FTRE (frozen-time Riccati equation). Tais técnicas sdo mais adequadas
para lidar com sistemas LVT e nao lineares, tendo a vantagem de tratar com um horizonte

de tempo infinito. Neste capitulo também se propde a extensao da técnica FTRE para o
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caso rastreador, com exemplo de aplicacdo em um motor sincrono. Também sao apresen-

tados resultados de simulacao em exemplos que ilustram a aplicac@o das técnicas;

e Capitulo 4: apresenta a teoria de controle .72, baseada na equagao de Riccati dependente
de estado (SDRE) para sistemas nao lineares. Inicialmente, sdo derivados os principais
resultados da teoria de controle .77, para sistemas lineares no contexto do dominio do
tempo, utilizando a equacao de Riccati. Em seguida, a extensao para o contexto ndo linear
é feita com o auxilio da técnica FTRE. Adicionalmente, emprega-se uma matriz de ponde-
racdo na fungdo de custo, a qual atua sobre a energia da varidvel de saida a ser controlada.
Exemplos de aplicacdo em sistemas ndo lineares sdo apresentados para ilustrar a eficicia

da técnica;

e Capitulo 5: apresenta as conclusdes do trabalho.
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2 TEORIA DE CONTROLE OTIMO

A teoria de controle 6timo possui raizes em diversos campos dentre os quais se desta-
cam: teoria de célculo de variacoes, teoria de controle cldssico, teoria de processos aleatérios
e também programacao linear e ndo linear (BRYSON, 1996). A teoria de controle 6timo € con-
siderada uma da vdrias aplicagdes e extensdo do cdlculo de variacOes. Este, por sua vez, tem
sua origem por volta de 1697 com a publicacdo da solucio do problema da Braquistécrona por
Johann Bernoulli (SUSSMANN; WILLEMS, 1997). Considera-se que a teoria controle 6timo
tem seu ponto de partida convencionalmente atribuido a proposi¢ao do “principio do méximo de
Pontryagin”, pelo matematico russo Lev S. Pontryagin e seu grupo em 1956 (BOLTYANSKII;
GAMKRELIDZE; PONTRYAGIN, 1964; SUSSMANN; WILLEMS, 1997).

A crescente aplicacdo da teoria de controle 6timo desde seu surgimento foi possivel, so-
bretudo, em virtude do advento do computador digital, que se tornou disponivel comercialmente
na década de 1950 (BRYSON, 1996, p. 28, 32). Essa dependéncia de recursos computacionais
para a aplicacdo da teoria de controle 6timo se deve a necessidade de implementagdo dos algo-
ritmos de soluc@o do problema de controle. Outra explicagdo para tal dependéncia € que a teoria
de controle 6timo se ocupa da solucdo de problemas de controle envolvendo sistemas complexos
e multivaridveis, buscando a satisfacdo de algum critério de desempenho. Nesse contexto, Kirk
(1998) afirma:

O objetivo da teoria de controle 6timo € determinar os sinais de controle que
fardo com que um processo satisfaca as restri¢oes fisicas e ao mesmo tempo
minimize (ou maximize) algum critério de desempenho (KIRK, 1998, p. 3, tra-
dugdo nossa).

Assim, o chamado problema de controle 6timo pode ser definido como a formulagdo, em
linguagem matematica, dos objetivos de projeto do sistema de controle 6timo; isto €, minimizar
ou maximizar o indice de desempenho predefinido, satisfazendo, simultaneamente, as restri¢des
impostas. Desse modo, a formulacdo do problema de controle 6timo requer alguns elementos
essenciais (KIRK, 1998, p. 4),(ATHANS; FALB, 2007, p. 3):

e Um modelo matemdtico do processo a ser controlado;

e Uma declaracao das restri¢des fisicas;

e A especificacdo de um indice de desempenho que mensura a eficicia da a¢ao de controle.

A seguir serdo apresentados cada um desses elementos.
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2.1 Modelo Matematico do Processo

O objetivo desta etapa de modelagem matemédtica do processo € a obten¢cdao de uma
descri¢ao matematica (o modelo) que represente como o sistema responde a uma dada entrada
ou conjunto de entradas. Considere, portanto, sistemas que podem ser descritos por equagdes
diferenciais ordindrias na forma de varidveis de estado. Assim, se x1(t), xo(t), -, x,(t) sdo
as varidveis de estados (ou estados) do processo no instante ¢, e u(t), ua(t),- -, uy,(t) sdo as
entradas de controle do processo no instante ¢, entdo o sistema pode ser descrito por n equagdes

diferenciais de primeira ordem (KIRK, 1998, p. 4):

i(t) = fi(zi(t), zo(t), - @), ur(t), us(t), - -, um(t)) 2.1)
ZE2<t) = fl(l’l(t),xg(t),'” ,In(t),ul(t),UQ(t),"' ,um(t)) (22)
in(t) = fa(zi(t),22(t), - @alt), ui(t), ua(t), - -+, um(t)) (2.3)

O vetor de estado do sistema, por sua vez, € definido como:

T (t)
x(t) = x2:(t) (2.4)

T (1)

Ul (t)

u(t) = u2:<t> (2.5)

| Um (t)
é o vetor de controle. Desse modo, as equacoes de estado de (2.1) a (2.3) podem ser representadas

de forma geral por
x(t) = f(x, u) (2.6)

Algumas defini¢des uteis dadas por Kirk (1998, p. 6) sdo:

e Trajetéria de estado: o histérico dos valores de estado no intervalo [t(, ¢¢], denotada por

X5

e Controle ou historico de controle: o histérico dos valores das entradas de controle du-

rante o intervalo [ty, ¢;], denotada por u;
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2.2 Restricoes Fisicas

Restri¢des fisicas correspondem as restricoes nos valores dos estados e do controle. Con-
sidere, por exemplo, o problema de levar um carro de um ponto a outro em um tempo minimo.
Observe que se a acelaracdo do carro € uma entrada de controle, claramente ela tem um limite
superior que depende da capacidade do motor do carro. Trata-se de uma restri¢ao fisica imposta
ao controle. Certamente uma das varidveis de estado serd a posi¢c@o do carro. Para esta também se
podem estabelecer limites superior e inferior, os quais estdo relacionados aos pontos de partida

e chegada do carro.

2.3 Indice de Desempenho

O indice de desempenho é empregado para avaliar quantitativamente o desempenho de
um sistema. Por conseguinte, o controle 6timo € definido como aquele que minimiza (ou maxi-
miza) essa medida de desempenho (KIRK, 1998, p. 10). O indice de desempenho a ser utilizado
para um dado sistema € uma escolha do especialista e estd relacionada ao tipo de problema com
o qual se estd lidando. Como exemplo, Kirk (1998, p. 10) afirma que a declaragdo “Transferir um
sistema de um ponto A para um ponto B tio rapidamente quanto possivel” indica claramente que
o tempo decorrido € a medida de desempenho a ser minimizada. Sobre o problema da escolha

do indice de desempenho adequado, Athans e Falb (2007, p. 4) comentam:

A escolha de um funcional de desempenho matematico é uma questao alta-
mente subjetiva, uma vez que a escolha de um engenheiro de projeto nao precisa
ser a escolha de outro. A experiéncia e a intui¢cdo do engenheiro desempenham
um importante papel na determina¢do de um funcional de custo adequado para
o problema (ATHANS; FALB, 2007, p. 4, traducio nossa).

A seguir sdo listados alguns problemas comuns em controle 6timo e possiveis indices

de desempenho utilizados.

¢ Problemas de tempo minimo

Suponha que se deseja encontrar o controle wu; que leva o sistema de um dado estado
inicial z( até um estado final desejado x € R" em tempo minimo. Assim, um indice de

desempenho adequado a esse problema seria

z
L

J=N=5 1, 2.7)
0

i

com a condi¢do de contorno x = x. No dominio do tempo continuo, o equivalente seria:

J=t;—ty (2.8)

Em um problema desse tipo nao € levado em conta o gasto de controle nem a trajetdria a

ser seguida.
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e Problemas de esforco de controle minimo

Nesse caso o objetivo € encontrar o controle u, que leva o sistema do estado xy ao estado

final desejado x em um tempo fixo /N, com esforco de controle minimo. Assim
N-1
7=l (2.9)
k=0

e Problemas de energia minima

Suponha que se deseja encontrar o controle u, que minimiza a energia do estado final e
de todos os estados intermedidrios. Um indice adequado a esse objetivo é dado por

1 N-1

1
J = §stTVxN + 5 Z (qx;ka + ru;‘fuk) (2.10)
k=0

onde ¢, r e s sdo fatores de ponderacao. Pela equagdo, conclui-se que minimizar a ener-
gia corresponde a manter o estado e o controle proximos de zero. Se, por exemplo, é
mais importante que o estado intermedidrio x; seja pequeno, faz-se ¢ grande de modo a
pondera-lo fortemente em J, o qual serd minimizado. Se, por outro lado, deseja-se tornar
o estado final pequeno, seleciona-se um grande valor para s. De modo equivalente, sendo

o interesse em um valor pequeno da energia de controle, faz-se r grande.

De modo geral, um indice de desempenho € uma escolha do especialista para atingir a
resposta desejada de um dado sistema, de modo que, para atingir diferentes objetivos de controle,
sao selecionados indices de desempenho diversos. Assim, o problema de controle 6timo € carac-
terizado por compromissos e custo-beneficio, com diferentes fatores de ponderacdo no indice J
resultando em diferentes compensagdes entre a conformidade entre os objetivos de desempenho

e a magnitude do controle 6timo necessdrio.

O controle u* que faz com que um dado sistema x(¢) = f (x, u) siga por uma trajetdria
x* de modo a minimizar um indice de desempenho J é chamado de controle étimo. A trajetria

de estado x* €, por sua vez, a trajetéria 6tima.

A seguir, o problema de controle 6timo serd apresentado. A primeira abordagem serd no
dominio do tempo discreto. Por conseguinte, o desenvolvimento no dominio do tempo continuo

sera considerado.

2.4 Solucao do Problema de Otimizacao Discreta Geral

Suponha uma planta descrita por uma equagao dindmica nao linear geral, no dominio do
tempo discreto, dada por:
Xk+1 = fk (Xk, uk) (211)

com condicdo inicial xy. O sobrescrito na funcdo f € R" significa que ela pode, em geral, ser

variante no tempo. O estado x; € um vetor de dimensao n e o controle u; € um vetor de dimensao
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m. Uma vez que a equacdo (2.11) determina o estado no instante £+ 1 dado o estado e o controle

no instante k, ela serd considerada a restri¢do a ser adotada.

O indice de desempenho associado € dado pela forma geral:

N-1

Ji=¢(N,xn) + Y LF (xp, ) (2.12)

k=i

onde ¢ (N, xy) é uma funcio do instante final N e do estado no instante final e L* (xy, u;,) é uma
funcdo variante no tempo de estado e do controle em cada instante k. O intervalo de interesse

para andlise € [i, N|. Assim, o problema de controle 6timo pode ser anunciado como segue:
Determinar o controle uj, no intervalo [i, N| que leva o sistema descrito na equagdo

(2.11) ao longo da trajetoria x;, de forma que o indice de desempenho descrito pela equagdo

(2.12) seja minimizado.

2.4.1 Solucao do Problema

Considere a solu¢do do problema de controle 6timo para o sistema nao linear geral dado

por
X1 = [* (xp, ug) (2.13)
associado ao indice de desempenho
N-1
Ji=¢ (N, xy)+ > LF(x, ) (2.14)
k=i
Para determinar a sequéncia de controle 6timo u;, uy, ;,--- ,uy_; que minimiza .J, uma po-

derosa ferramenta € a abordagem baseada nos multiplicadores de Lagrange, uma vez que existe

uma funcio de restricio f* (x;, u;) especificada em cada instante k no intervalo de interesse
(i, N].

2.4.1.1 Multiplicadores de Lagrange

Quando um problema de otimizagdo possui um conjunto de restricdes, este conjunto, em
geral, € representado sob a forma de restri¢des de igualdade e desigualdade. Os multiplicadores
de Lagrange sdo varidveis auxiliares que permitem lidar com problemas de otimizagdo com
restricoes, facilitando a caracterizagao de solucdes 6timas (BERTSEKAS, 1999, p. 282). Nesse
sentido, os multiplicadores de Lagrange permitem transformar um problema de otimizacdo com

restricdo em um problema de otimizagao irrestrita.
Considere, portanto, problemas de otimizacdo com restricoes de igualdade da forma:
minimizar f(x)

. (2.15)
sujeitoa h;(x) =0, i=1,--- ,m.
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onde f : R" — Reh; : R" — R sdo fun¢des continuamente diferenciaveis. Considere, por

simplifica¢do de notacdo, o uso da func¢do de restricao h : R" — R™, com
h=(hy, -, hn) (2.16)
Por conseguinte, as restri¢cdes podem ser escritas na forma
h(x) =0 (2.17)

Basicamente, o teorema do multiplicador de Lagrange estabelece que para um dado minimo

local x*, existem escalares A1, - - - , \,,, chamados multiplicadores de Lagrange, tais que
V) + ) AVhi(x") =0 (2.18)
i=1

Observe que a quantidade de multiplicadores de Lagrange € igual a quantidade de restricoes de
igualdade do problema de otimizacdo (2.15). De maneira mais formal, Bertsekas (1999, p. 284)
enuncia o teorema do multiplicador de Lagrange como segue:

Seja x™ um minimo local de f sujeito a h(x) = 0, e considere que os gradientes
das restrigdes Vhi(x*), -+, Vh,,(x*) séo linearmente independentes. Entdo
existe um dnico vetor A\* = (A1, - -, A, ), chamado de vetor multiplicador de
Lagrange, tal que

V) + D NVhi(x*) =0 (2.19)
=1
(BERTSEKAS, 1999, p. 284).

Uma abordagem alternativa consiste de utilizar a funcdo Lagrangeana L, : R"™™ — R

definida por
La(x,A) = f(x) + ) Mihi(x). (2.20)
=1

Entdo, se x* € um minimo local, as condi¢des do teorema do multiplicador de Lagrange podem

ser reescritas em termos da fun¢@o Lagrangeana como:

(2.21)

V,L(x*,A\*) =0
=0 (2.22)

V)\L(X*, A )

2.4.1.2 Aplicacao dos Multiplicadores de Lagrange na Solucdo do Problema de Otimiza-
cao
Retomando o custo dado na equacdo (2.14), o qual se deseja minimizar, tem-se

N-1

Ji= ¢ (N,xn) + Y LF (xr, ) (2.23)

k=i
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Observe, entretanto, que a minimizacdo de .J; estd sujeita a propria dindmica do sistema ndo

linear dado por
Xps1 = f7 (xp, up) (2.24)

Assim, este problema pode ser formulado como um problema de otimizacdo com restricao da

seguinte forma:
N-1
minimizar J; = ¢ (N, xy) + Z L* (x5, uy)
k=i
sujeitoa  h(x) = f* (xg, ug) — Xpp1 = 0

(2.25)

Desse modo, utilizando a abordagem da func¢io Lagrangeana definida em (2.20), consi-
dere A; € R" um vetor multiplicador de Lagrange associado a restri¢ao i(x) dadaem (2.25) e o
problema de minimizar o indice de desempenho J;. Portanto, define-se o indice de desempenho

!
aumentado J como

=2

-1

J =¢(N,xy)+ > [LF (i, w) + Ay (FF (wy wr) — Xpgr)] (2.26)

)

£
I

Por conseguinte define-se a fun¢cdo Hamiltoniana
H* (xp,uy) = LF (xp, wg) + Af o f* (x0, wp) (2.27)

Desenvolvendo a equagdo (2.26):

N-1
J= (N, xy)+ Y [LF (e we) + A fF (ke we) = AL X
N1 N1
= ¢(N,xy)+ [Lk (X, ug) + >‘£+1fk (X, Uk)} - Z [)‘Z+1Xk+1}
Py - (2.28)
N-1
= Qb (]\[7 XN) + H (Xi, ul) + Z Hk (Xk, Uk)+
k=i+1
— ()\;ﬂrlXi.H + -+ )\7]\},1XN—1) — ANXN
Obtém-se
N-1
J =6 (N,xy) = Aixy + H (xi,w) + > [H* (xp, ) — Afxy] (2.29)
k=i+1
O diferencial do indice J’ poder ser obtido:
dJ = (dey — An) dxy + (HL) dx; + (H)  du
N-1
Eo_ T k\T
3 (k= ) T+ () g 030)

k;z_Jrll
Y| %) T

k=i+1
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onde e
HF £ (2.31)

Xk 8Xk

As condi¢des necessdrias para um minimo com restricdo sao dadas por

OH*
— k=i, ---.N—1 2.32
Xk+1 a)\k+1’ 1, 9 ( )
ch
Ak:a—, k=i, N—1 (2.33)
8xk
Hk
0 = 0, k=i, ,N—1 (2.34)
8uk

as quais derivam dos termos dentro dos somatérios e do coeficiente de du;, e também

T
(@_¢’ - )\N) dxcy = 0 (2.35)
8XN
iN T
(aH ) dx; =0 (2.36)
8XZ'

Nesse contexto, o multiplicador de Lagrange € também chamado de co-estado do sistema.
A Tabela 1 resume as principais equagdes do problema de controle 6timo para o sistema nao

linear geral com base na abordagem dos multiplicadores de Lagrange:

A seguir, considere um exemplo de aplicacdo da solugcdo geral apresentada na Tabela 1

em um sistema dinamico escalar, o qual € apresentado por Lewis, Vrabie e Syrmos (2012, p. 25).

24.1.3 Exemplo1
Considere o sistema dinamico linear escalar dado por
Tpr1 = axy + bug (2.37)

com condi¢do inicial x, e o indice de desempenho associado

N-1
.
=1 ; w2 (2.38)

onde € um fator de ponderagao escalar.

Esse problema serd tratado a seguir sob duas perspectivas: a primeira considerando o
estado final z fixo e a segunda considerando o estado final livre.

o Estado Final Fixo:

Considerando que se deseja levar o sistema descrito por (2.37) em um instante k = N

para exatamente um estado particular (referéncia) ry, pode-se escrever

IN =TN (239)
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Tabela 1 — Controlador Otimo Nio Linear Discreto

Modelo do sistema:

Xpe1 = fP(xpug), k>

Indice de desempenho:

N-1

Ji=¢(N,xyn) + Z L (x4, u)

k=i

Hamiltoniano:
H* = L* + Agﬂfk

Controlador étimo

Equacado de estado:

OHF
Xk+1 = m = fr (Xkauk>

Equacdo de co-estado

OH* afF\ T oLk
(0

B Ox}, Ox}, ox,

Condigdo de estacionariedade:

OH aff\ T OLF
()—_k:(i) >\k+1+_

0%y Oxy, ox,

oL [of\” !
. I e )\i+1 dXi =0

T
(ﬁ—)\]\[) dXNIO

8XN

Condigoes de contorno:

Para encontrar a sequéncia de controle 6timo u, uj, - - - , w5 _; que leva o sistema de dado

estado z ao estado desejado z = ry, minimizando (2.38), serd aplicada a Tabela 1.

O Hamiltoniano é dado por

r

Hf =LF + N fF = §u§ + Aes1 (azy + bug) (2.40)
e as condi¢des sao

OH*
= = b 2.41
Tht1 Do axy + buy (2.41)

OHF
)\k = = = &)\k+1 (242)

8:(:k

OH*

=ru + b1 =0 (2.43)

Ouk
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Resolvendo a condicdo de estacionariedade (2.43) para u; em termos do co-estado tém-se

b
Substituindo (2.44) em (2.41):
b2
Tyl = AT| — ?)\kﬂ = ATk — YAptr1 (2.45)
onde
b2
S (2.46)
r

A equagdo (2.42) € uma equacdo a diferencas homogénea, cuja solucdo geral é dada por
e =aV Ay (2.47)

Para encontrar Ay serd utilizado o procedimento a seguir. Primeiramente, a partir de (2.45)
e (2.47) obtém-se

Thil = AT} — yaN_k_l)\N (2.48)
Resolvendo a equacao (2.48):
k—1
- akxo _ Z aF—i1 (VANGN_Z_l)
=0 o1 (2.49)
_ akxo _ /VANGN-F’C—? Z a2
=0

Utilizando a férmula do somatério da série geométrica:

1— —2k
T = a'zg— ’Y)\NCLN+k_2—((1 ¢ _2))
—a
- (1 v azk) (2.50)
= a x9g— ’7)\]\[& m
O estado final x pode entdo ser obtido a partir da equacao (2.50):
1 — 2N
xN:aNxo—%xN:aNmo—)\/\N (2.51)
—a
onde 2N 2 2N
1-— b (1 —
yo r=att) B (1-a™) (2.52)
(1 —a?) r (1 —a?)
Utilizando as equagdes (2.39), (2.51) e (2.52), t€ém-se
)\N:—l(r — aMy) (2.53)
A N 0 .
Combinado (2.47) e (2.53) determina-se o co-estado
1
A, = —— (TN — aNxo) aNk (2.54)

A
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Por conseguinte determina-se o controle 6timo utilizando (2.44)

b
uy, = ry —aNzg) a™ Rl 2.55
k — r /\ ( N 0) ( )
Esta € a solugdo procurada, e u;, leva o sistema de z( até x = 7y enquanto minimiza
(2.38). O controle u,, pode ainda ser reescrito como
(1—a?)

* N N—k-1
Up = m (TN —a fﬂo) a (256)

Nesse formato, € possivel observar que para o caso do estado final fixo, o controle 6timo
nao depende da ponderagdo sobre o controle 7. Substitui-se (2.56) em (2.37) com o obje-

tivo de determinar a trajetdria de estado 6tima:

(1—a?)

vy (v —azo) a7 @.57)

Resolvendo a equagdo a diferencas dada em (2.57):

* . *
Thy1 = ar, +

* * l—a i1 N—i—1
xk:am0+((1_a2]\2) ry —a” ZL‘O Z k=i—lg (2.58)

Aplicando a férmula de convergéncia da série geométrica:

1— 2k
xj = azhy+ (ry — aVao) %cﬂv_k (2.59)

O indice de desempenho 6timo, por sua vez, é encontrado substituindo (2.56) em (2.38):

2 N-1
« T (1 - (12’“) N, \2 2(N—k—1)
[P ——— (TN —a 350) a (2.60)
202 (1 — a?V) P
Desenvolvendo (2.60) e simplificando:
* 1 N 2
Jy = ﬁ(rN —a xo) (2.61)

e Estado Final Livre:

Agora, suponha que se deseja levar o sistema descrito por (2.37) a um estado 7y em um
tempo N, sem que xy seja exatamente igual a 7y, mas apenas proximo. Assim, uma
abordagem possivel € inserir a diferenca z — 7y no indice de desempenho dado em
(2.38):

i

1

Jo= 5oy — rn)? + ul (2.62)

N | 3
o~
I
o

Nesse caso .
¢ =5(n - ry)’ (2.63)
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O Hamiltoniano também ¢é dado por (2.40), e as condi¢des (2.41) a (2.43) s@o mantidas.

O co-estado final deve ser dado por

0
/\N:—QS:ZEN—T‘N (264)
8ZL'N
O estado final, por sua vez:
(Arn + aV o)
=~ - 7 2.65
o 1+ A (2.63)
Utilizando (2.64) e (2.65):
N
— (TN — a ZE())
AN = 2.66
N 1+ (2.66)
Com auxilio da equagdo (2.47) obtém-se o co-estado:
N
— (TN —a .2?0)
P 2.67
g 1+ A (=-67)
O controle 6timo € obtido a partir de (2.44):
* b —k—
i = iy (= o) o 269
Substituindo (2.68) em (2.37):
T, = ar; + P (ry — aMNwg) ™! (2.69)
+ r(1+A)
Resolvendo a equacgdo a diferengas em (2.69), t€ém-se a trajetdria de estado 6tima:
{G_j ) n (1 _ a2(N—k)):| aF g + (1 _ a2k) aN—kpN
Ty, = — (2.70)
(lv ) + (1 — a?V)
O estado final 6timo é dado por:
—a?
|:(1’y—):| CLNZL'O + (1 _ CL2N) 7,,N
Ty = — (2.71)
(17 ) + (1 —a2V)
Utilizando (2.69) e (2.38) obtém-se o custo 6timo
)\ N 2
= ————(ry—a’'x 2.72
0 2(1+/\)2(N 0) (272)

Simulac¢ao computacional

A seguir € apresentado o cddigo fonte de uma fungdo em MATLAB para determinar o
estado e o controle 6timo do sistema dinamico escalar dado pela equagao (2.37) sujeito ao indice

de desempenho dado por (2.38), considerando o caso do estado final fixo.
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% Fungdo scoptcon_fixed
function [x,u] = scoptcon_fixed(a,b,r,N,x0,rN)
% Simulacdo de controle dtimo com estado final fixo

% de sistema escalar

x(1) = x0; % condig8o inicial

alam = (1-a~(2%N))/(1-a~2); alam = (alam*x(b~2))/r;
u(l) = (bx(rN-x(1)*a~N)*a~N)/(r*alam) ;
u(l) = u(1)/a;

% Vetores de estado e de controle
for k = 1:N
x(k+1) = axx(k)+b*u(k);
u(k+1) = u(k)/a;

end

Para o caso da simulagd@o de controle 6timo com estado final livre, para 0 mesmo sistema,

considere a fun¢ao abaixo:

% Funcdo scoptcon_freeb

function [x,u,txtr] = scoptcon_freeb(a,b,r,rN,x0,N)

% Simulagdo de controle 6timo com estado final livre

% de sistema escalar

% 0 argumento de entrada $r$ pode ser um vetor linha ou coluna

[nl, nc] = size(r);

% Legenda automatica

if nl>nc

r=r’;

txtr = [repmat([’r = ’],nl,1) num2str(r(:))];
else

txtr = [repmat([’r = ’],nc,1) num2str(r(:))];
end

X(:,1) = {x0Oxones(length(r),1)};

alam(:,1) = {(1-a~(2%xN))/(1-a~2)};

alam(:,1) {[(cell2mat(alam(:,1))*(b"2))./r]’};
U(:,1) = {[(bx(rN-cell2mat(X(:,1))*a"N)*a~N)./ ...
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((r’) .*(cell2mat(alam(:,1))+1))1%};
U(:,1) = {[cell2mat(U(:,1))/al};

% Vetores de estado e de controle

for k = 1:N
X(:,k+1) = {[a*cell2mat(X(:,k))+bxcell2mat(U(:,k))1};
UC: ,k+1) = {[cell2mat(U(:,k))/al};

end

x = cell2mat(X);

cell2mat (U);

e
1]

Na Figura 2.1 sd3o mostrados alguns resultados de simulagdo computacional das traje-
térias 6timas de estado e controle considerando os seguintes pardmetros: a = 0.99, b = 0.1,

N = 100 para diversos valores de 7.

(a) Graéfico das trajetérias de estado. (b) Gréfico das trajetdrias de controle.
35 - 0.8 . . . .
r=5 —r=5
3 r=4 r=4 L N 1
r=3 . Nl r=3 J():i(x\vfr,w)2+52'ltf.
r=2 Jo= = (xx — 73\")2 + T w? 0.6 r=2 k=0
2.5 =1 2 24 k r=1
2 L

—_
(4]

—_
T

trajetéria de estado 6tima x;
o
N

entrada de controle 6timo u,
o
»

I
o

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
iteracdo numero k iteracdo numero k

Figura 2.1 — Trajetdrias de estado e de controle para o problema do estado final livre conside-
rando diversos valores de 7.

Observe, pela Figura 2.1(b) que a medida que a ponderacdo r aumenta, a energia asso-
ciada ao controle diminue e vice-versa. O efeito sobre a energia do estado € direto: ela aumenta

com o aumento de r.

O script utilizado para gerar os graficos da Figuras 2.1 € mostrado abaixo:

% Script compsimu.m
clear all
close all

clc
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% Sintaxe
% [x,u,txtr] = scoptcon_freeb(a,b,r,rN,x0,N)
[x,u,txtr] = scoptcon_freeb(.99,.1,[5 4 3 2 11,10,0,100);

% Vetor de tempo
k = 0:1:(length(x)-1);

% Graficos

figure(1)

plot(k,x,’LineWidth’,1.5)

xlabel(’iteracdo ntimero k’,’FontSize’,12)

ylabel(’trajetoria de estado o6tima x_k~*’,’FontSize’,12)

legend (txtr)

posfigl = get(figure(l),’Position’);

gtext ([?$$J_{0}=\frac{1}{2} (x_N-r_N)~2+’...
’Nfrac{r}{2*\sum_{k=0}~{N-1}u_k~2$$°]1, ...

>Interpreter’,’latex’,’FontSize’,12)

figure(2)

set(figure(2),’Position’, [(posfigl(1)+posfigl(3))
posfigl(2) posfigl(3) posfigl(4)]);

plot(k,u,’LineWidth’,1.5)

xlabel(’iterag8o nimero k’,’FontSize’,12)

ylabel (’entrada de controle 6timo u_k~*’,’FontSize’,12)

legend (txtr)

gtext ([’$$J_{0}=\frac{1}H2}(x_N-r_N)~2+7 ...

‘Nfrac{r}{2}\sum_{k=0}"{N-1}u_k~2$$°1, ...

’Interpreter’,’latex’,’FontSize’,12)

2.5 Regulador Linear Quadratico no Tempo Discreto

A solucgdo apresentada na se¢do 2.4 e resumida na Tabela 1 lida com indices muito gerais.
E bastante dificil, entretanto, a deducdo de expressdes explicitas de controle 6timo. Um caso es-
pecial e bastante importante € o que trata com sistemas lineares com indices de desempenho qua-
drético. Tais indices podem ser considerados como superficies quadraticas (n+m)-dimensionais,
onde n e m sao as dimensdes do vetor de estado e do vetor de controle, respectivamente (LEWIS;
VRABIE; SYRMOS, 2012, p. 32).

Assim, considere a planta a ser controlada descrita pela equacdo linear

X = Aka + Bkuk (273)
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com x; € R" e uy € R™. O indice de desempenho associado € a fun¢do quadratica dada por

N—-1
1
Ji= xS+ Y (< Qo+ ul Re) @74
k=1

definida no intervalo de interesse [i, N],onde Sy > 0, Qx > 0e Ry, > 0 sfo matrizes simétricas.
Para resolver este problema do regulador linear quadratico (LQ), primeiramente se determina

a funcdo Hamiltoniana

Hk = (XszXk + unguk) + Aerl (Akxk + Bkuk) (275)

N

A Tabela 1 fornece as equagdes de estado e co-estado:

0H,
Xg+1 = b — Apx + Bruy, (2.76)
Ok 41
0H,
e = = = Quxp, + Af A (2.77)
8xk
e a condi¢do de estacionariedade
0H
8uk
Da equacao (2.78) t€m-se
u, = —R,'B{ (2.79)

Mas a sequéncia de controle 6timo s6 € determinada se antes for determinada a sequéncia do

co-estado. Substituindo a equagdo (2.79) na equacgdo (2.76)
X1 = Apxy — BiRy 'Bf Apa (2.80)

As equacodes de estado e co-estado podem ser escritas na forma de um unico sistema como:

X1 | | A —BRT'B"
A Q AT

Xk ] 2.81)

Akl

Se a matriz A possuir inversa, entdo a equagao (2.80) pode ser reescrita como:
X, = A% + AT'BRTIBT A (2.82)

Utilizando as equagoes (2.77), (2.81) e (2.82) pode-se escrever

xp | | AT A"'BR™'B”
X | | QAT AT+ QA'BR'B”

Xt (2.83)
Ak+1

A seguir, o problema do regulador linear quadratico serd apresentado sob as perspectivas

de estado final fixo e estado final livre.
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2.5.1 Estado Final Fixo e Controle em Malha Aberta

Considerando novamente o problema de estado final fixo, faz-se xy = ry. Considere

ainda o indice de desempenho dado por:

As equacdes de estado e co-estado sdo

Xk+1 = AXk — BR_IBTAk+1

Ak = AT
Resolvendo a equacgao (2.86) obtém-se
A = (AT Ay
Combinando (2.85) e (2.87):
N—k—1

Xk+1 = AXk - BR_lBT (AT) )\N

Resolvendo a equagao a diferencas (2.88):

k—1
X}, = AkXU o Z Ak—i—lBR—lBT (AT) N—z—l)\N
i=0
Fazendo k£ = N na equacdo (2.89):
N-1 4
Xy = ANX() o Z AN—i—lBR—lBT (AT)N—l—lAN
i=0

Desta dltima equagdo pode ser obtido o co-estado final:
Ay = =Gyl (ry — AVx)

onde
N-1

GO,N _ Z AN—i—lBR—lBT<AT)

=0

N—i—1

Utilizando (2.87), o co-estado é
N—k ~_
Ak = —(AT) G07]1V (I‘N — ANXQ)
A partir de (2.79) determina-se a sequéncia de controle 6timo

N—-k—-1__1

u; = R'B"(A") Gy (rv — AVx)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)
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Esta € a solucao da energia de controle minima para o problemas do regulador LQ de estado final
fixo. Portanto, estd obtida a solucdao do problema. Pode-se demonstrar que o controle obtido em
(2.94) realmente leva o estado de xy a Xy = ry. Da solucdo de (2.73) determina-se o estado:

k—1
x, = AFxy + Z AF1By, (2.95)

1=0

Fazendo k = N e utilizando o controle 6timo u; obtido, tém-se

N-—1
xy = AVxo + Y AV IBROIBT(AT)Y TG (v — AVx)  (2.96)
i=0
Desenvolvendo:
XN = ANXQ + GO,NG’(;,]lV (I‘N - ANXQ) =TIy (297)

Ora, x = ry era de fato desejado.

A matriz G y recebe o nome de matriz de controlabilidade de Gram. Ela pode ser escrita

como
R! ... 0

Gony = Uy : : Ul (2.98)

onde U, = [B AB --- A" 'B].

2.5.2 Estado Final Livre e Controle em Malha Fechada

Retomando as equagdes de estado e co-estado, tem-se:

Xk+1 — Aka — BlelegAlﬁ_l (299)
0H
Ae = = Quxi+ A Apn (2.100)
an
O controle é dado por
u, = —R,'B{ )\, (2.101)

A condicao inicial € dada como x; e o estado final x, € livre. Logo, x pode ser variado na
determinacdo do minimo restrito. Consequentemente, dxy # 0. Dai, analisando a condi¢io

dada na equacdo (2.35), tem-se:

0
Ay = 22 2.102)
8xN
1
A funcao de ponderagao do estado final é ¢ = ixﬁs NXn. Assim, de (2.102):
)\N = SNXN (2103)

A relacdo dada na equacgdo (2.103) entre o co-estado final e o estado final € a nova condicao final
para o problema de estado final livre. Considerando que essa relacdo se mantém para todos os
instantes k < N, escreve-se:

Ak = SpXp (2.104)
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Substituindo A; de (2.104) (com o acréscimo do indice) na equacdo de estado (2.99)

X1 = ApXy — BlelegSkﬂka (2.105)
Resolvendo (2.105) para xj 1, tem-se

xpi1 = (I+ ByRy'BLSpi1) " Arxy, (2.106)

Agora, substituindo Ay de (2.104) na equacdo de co-estado (2.100):

oI
Spxy = aTk = Quxs + AT S 1 X1 (2.107)
k

Por conseguinte, substituindo x;; da equacao (2.106) na equagdo (2.107), resulta:

0H
Skxk = 67: = Qka + AfSkH (I + BlelegSk_H)_lAka (2108)
De (2.108):
0H,
S, = aT: = Qrxi + AZS]C_H (I + BleleZSk_H)_lAk (2.109)

Aplicando o lema da matriz inversa, obtém-se:
T T —1lnT
Si = A7 Syt — Si1Bi(BYS, 1By + Ry,) B,Cskﬂ} Ax+ Qs (2.110)

A equagdo quadratica matricial (2.110) € a chamada equagdo de Riccati, a qual se desenvolve
para trds no tempo. Sua solucdo de forma iterativa permite a determinag@o da matriz de ganho

de realimentacdo de estado a cada iteragdo:
-1
Ky = (BiSi1Br + Ry) BiSp1Ay (2.111)
Por conseguinte, obtém-se o controle 6timo:

up — —Kka (2112)

A Tabela 2 retne as etapas do projeto do Regulador Linear Quadratico Discreto para o

caso do estado final livre:

A equagdo (2.110) pode ser reescrita como:

St = AlSia1 [Ax — By(BSiiBi + Ri)  BISinAd] + Qu (2.113)

Combinando as equagdes (2.111) e (2.113) € possivel reescrever Sy como:

Sr = ALSii1 (Ar — BiKy) + Qp (2.114)

Considere agora algumas operacdes na equacdo (2.111). Pré-multiplicando ambos os

membros por (B}S;1B; + Ry,), tém-se:

(Bl Sk+1Bi + Ry,) Ki = IB[ Si11 A (2.115)
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Tabela 2 — Regulador Linear Quadrético Discreto (estado final livre)

Modelo do sistema:
Xkl = Apx; + B,u,, k>1
Indice de desempenho:

N-1
1
J; = §X%SNXN + Z (XszXk + ukauk)
k=i
Requisitos:
Sy >0, Qr >0, R: > 0, e todas trés sdo simétricas

Controle com realimentagdo 6timo:
Sk = Az Sk—H — Sk+1Bk (BfSkHBk + ka)ilBZSk_H] Ak ol Qk, k< N, SN dado
K, = (stk—&-lBk + Rk)ilBgSk_HAk, k<N

u, = —Kjxyg
1
Ji* = EX;FSZXZ
Dai:
Bi Sk (BiKy, — Ay) + Ry Ky =0 (2.116)

Pré-multiplicando ambos os membros da equagio (2.116) por K :

~K{B]S; 1 (A, —BKi) + KiR K, =0 (2.117)

Adicionando o primeiro membro da equacdo (2.117) ao segundo membro da equagdo
(2.114):

Sk = AL Sk (Ap — ByKy) — KiB{Sy1 (A — BiKy) + KiR:K + Qy
= (ALSks1 — K/ B[ Si11) (Ay — BiKy) + K Ry Ky + Qi (2.118)
= (A} —K/B]) Sit1 (A — BiKy) + KRy Ky, + Qi

A partir de (2.118) se obtém a chamada versdo estabilizada de Joseph da equacdo de
Riccati:
Sk = (Ax — BeKy) " Sii1 (A — BiKy) + KFR K, + Qp (2.119)

Em termos de implementacdo computacional, a equacdo (2.119) tem melhores proprie-

dades numéricas. Observe ainda a seguinte relagdo:

N-1
1 1 1
5 (X;;F+1Sk+1xk+1 — stkxk) — §X7]\}SNXN + EX;TFSZ-Xi =0 (2.120)
k=i
Considere a equagdo que define o custo:
1 N-1
J; = 5ngNxN + Z (%t Quxx + ui Ryuy) (2.121)

k=i
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Adicionando o primeiro membro da equagdo (2.120) ao segundo membro da equagao
(2.121):

N-1
1
Ji = §xiTSixi + Z (k1 1Skr1Xkp1 + X5, (Qr — Sk) X + uy Rypuy,) (2.122)
i

A seguir o cédigo fonte de uma funcdo em MATLAB para implementar o algoritmo da
Tabela 2:

% Algoritmo do Regulador Linear Quadratico

function [x,u,X,S,k,p] = scaoptmdemo(A,B,Q,R,Sf,x0,N,tipo)
% A: matriz de estado

% B: matriz de entrada

% Q, R: matrizes de ponderacdo

% S: solugdo da equagio de Riccati

% xo0: estado inicial

% N: instante final

% tipo: ’s’ para controle subdtimo

% valida o nuimero de argumentos de entrada (no minimo 5 e no maximo 7):

error (nargchk(5, 8, nargin,’struct’))

[n,m]=size(A);

if (n"=m)

error (’A matriz de estados deve ser quadrada.’)
end
if (nargin==7 || nargin==8)

[nlxo,ncxo] = size(xo);

elseif (nargin==6)
[nlxo,ncxo] = size(xo);
N = 100;

else
x0 = zeros(m,1);
[nlxo,ncxo] = size(xo);
N = 100;

end

Sk(:,:,N+1) = Sf;

Kk(:,:,N) = zeros(1,m);
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% Solugdo da equagdo de Riccati e calculos dos ganhos Kk
for cont = N:-1:1
Kk(:,:,cont) = (((B?)*(Sk(:,:,cont+1))*x(B)+R))\...
((B?)*(Sk(:,:,cont+1))*(A));
Sk(:,:,cont) = (A’)*(Sk(:,:,cont+1)-(Sk(:,:,cont+1))*...
(B)*(inv((B?)*(Sk(:,:,cont+1))*(B)+R))*(B’)*(Sk(:,:,cont+1)))*(A)+Q;
end

clear cont

if (nlxo~=m)
X(:y:,1)

else
X(:,:,1)

[x0;zeros(m-nlxo,1)];

[xo];

end

U(:,:,N) = 0;
X(:,:,N) = zeros(m,1);

% Simulagdo do sistema
if (nargin==8)
if (tipo==’s’)
for cont=1:(N)
U(:,:,cont)=(-Kk(:,:,1))*(X(:,:,cont));
if (cont < N+1)
X(:,:,cont+1) = (A)*(X(:,:,cont))+(B)*(U(:,:,cont));

end
p(:,:,cont) = eig(A-BxKk(:,:,1));
end
x = X;
u = U;
K = (Kk(:,:,1))*ones(size(Kk));
S = Sk;
k = 0:(size(x,3)-1);

else
error(’Caracter invéalido! Digite s para controle subdtimo.’)
end
elseif (nargin<8)
for cont=1:(N)
U(:,:,cont)=(-Kk(:,:,cont))*(X(:,:,cont));
if (cont < N+1)
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X(:,:,cont+1) = (A)*(X(:,:,cont))+(B)*(U(:,:,cont));

end
p(:,:,cont) = eig(A-BxKk(:,:,cont));

end

x = X;

u = U;

K = Kk;

S = Sk;

k = 0:(size(x,3)-1);

end

2.5.2.1 Simulacio Computacional

Considere a planta dada por

X - X u .

T
onde x;, = [ di v ] , com dj, e v sendo as k-ésimas amostras de posicao e velocidade. O

periodo de amostragem € 7" = 0.5 segundos. Assim

1 0.5 0.125
X = X, + u 2.124
k1 01 k 05 k ( )

Para simulacdo foi utilizado uma ponderagdo sobre o estado final de Sy = 0.1I, onde I € a

matriz identidade. A ponderacdo sobre o controle foi R = 1 e a ponderagdo sobre o estado
T

intermedidrio Q = I. As condicdes iniciais do sistema sdo xq, = [ 10 10 ] . O script a seguir

foi utilizado para obten¢do das curvas de resposta para os dados em questao:

% Script compsimu2.m
clear all
close all

clc

% Simulag8o de sistema de segunda ordem

% [x,u,K,S,k,p] = scaoptmdemo(A,B,Q,R,Sf,xo0,N);
[1.0 0.5; 0 1.0]; B = [0.125;0.5];

Sf = [.1 0;0 .1]; N = 50; xo = [10;10];

1.0;

diag([1.0 0]);

[0;0];

=
1]

I
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Q = diag([1.0 1.0]);

[x,u,K,S,k,p] = scaoptmdemo(A,B,Q,R,Sf,x0,N);

% Graficos

figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(k,x(1,:),’-k’,’LineWidth’,2.0)
set(gca, ’FontSize’,14)

hold on
plot(k,x(2,:),’-b’,’LineWidth’,2.0)
xlabel (’iteragdo ntimero k’,’FontSize’,14)
ylabel(’estado x(k)’,’FontSize’,14)
set(gca, ’FontSize’,14)

legend (’x_1(k)’,’x_2(k)’)

grid

subplot(2,1,2)
plot(k(1:end-1),u(:,:),’-k’,’LineWidth’,2.0)
set(gca, ’FontSize’,14)

xlabel (’iterag8o ntmero k’,’FontSize’,14)
ylabel (’controle u(k)’,’FontSize’,14)
grid

figure(2)
plot(p(:,:),’xk’,’LineWidth’,2.0)
set(gca, ’FontSize’,14)

xlabel (’Eixo real’,’FontSize’,14)
ylabel (’Eixo imaginirio’,’FontSize’,14)

zgrid

A Figura 2.2 mostra as trajetdrias de estado e de controle para os valores de ponderacao

das matrizes Q ¢ R dados no enunciado.

Como o a matriz de ganho de realimentacao de estado K; muda a cada iteragao, os p6los
de malha fechada também o fazem, como se pode observar na Figura 2.2b. O gréfico do custo

6timo € mostrado na Figura 2.2a.

Para os dados utilizados, o valor de regime da solucdo da equacdo de Riccati foi igual a

4.0350 2.0616
Sec = (2.125)
2.0616 4.1438
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(a) Gréfico da trajetéria de estado 6timo. (b) Grifico da trajetdria de controle 6timo.
15 w w w 5
x,(K)
- = =%,(K)
10 ; of 1
n
1
— 1 <
% 5 " 1 5 57 1
o \ o
© o
£ ! £
g or e §-107 1
\ , s
\ . ’
5 Su- J 15 H J
-10 -20 : : :
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
iteragdo numero k iteracdo nimero k
Figura 2.2 — Trajetdrias de estado e de controle 6timo para o sistema dado em (2.124).
(b) Polos de malha fechada para o sistema dado em
(a) Grifico do custo 6timo. (2.124).
700 : : : : 1
600 1
500 ] 05
*_, k)
g 400} | £
5 2 o
2 3001 ] E
= o
O X
200 1 w
-0.5
100 1 o
0 ‘ ‘ ‘ » ‘ 0.6ﬂ6?é#ﬁ:47'r/1" :
1015 20 25 4 05 0 05 ]
iteracdo numero k Eixo real

Figura 2.3 — Gréfico de custo e p6los de malha fechada.

O correspondente ganho de regime permanente foi

K., = [ 0.6514 1.3142 ] (2.126)

Claramente, se o interesse € diminuir a energia associada ao estado intermedidrio, faz-se
a matriz de ponderacdo QQ grande. As Figuras a seguir mostram o efeito a simulacdo para os
seguintes valores de Q: Q; = 0.5I, Q; = 1.0I, Q3 = 10.0I e Q, = 30.0I. R e Sy foram
mantidos fixos.

Na Figura 2.4, observa-se que o aumento da ponderacdo QQ tem um efeito de diminui¢ao

da energia associada ao estado intermedidrio x (k):

Observa-se na Figura 2.4a que o aumento da matriz de ponderacdo ) provoca também
o aumento da energia associada ao controle intermedidrio u (k). A Figura 2.4b ilustra o efeito

da matriz QQ sobre o custo 6timo.
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(a) Trajetéria de estado x1 (k). (b) Trajetéria de estado x2 (k).
15 ——Q, =05 ——Qq, =03l
——Q, =10l —Q, =10l
10 Q, =100l Q, =10.0l
——Q, =300l ——Q, =300l
=
= 5 1
x
o L
5 . . . -10 : : :
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

iteracdo numero k

iteracdo numero k

Figura 2.4 — Trajetdrias de estado considerando diversos valores de Q para o sistema dado em

(2.124).

(a) Trajetdria de controle u(k).

10
—
0 L
10}
<
5
201
—Q1 =0.51
.30 —Q2 =1.0l
QS= 10.01
—Q, =30.0l
-40 : : u
0 5 10 15 20

iteracdo numero k

Custo 6timo J;

10000

8000

6000 |

4000

2000 |

(b) Griéficos do custo 6timo.

—01 =0.5l
_02= 1.0

Q3: 10.01
—04:30.0I

0 5 10 15
iteracdo numero k

20

Figura 2.5 — Trajetorias de controle e grificos do custo 6timo considerando diversos valores de

Q para o sistema dado em (2.124).

O script utilizado para gerar os gréaficos das Figuras 2.4 e 2.4a é dado a seguir:

clear all
close all

clc

A=11.00.5; 01.0]; B=1[0.125;0.5];

st = [.1 050

R=1.0;

[0;0];

diag([1.0 01);

.11; N = 20; xo =

[10;10];
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QC:,:,1) = .5xdiag([1.0 1.01);
Q(:,:,2) = 1.0*diag([1.0 1.01);
Q(:,:,3) = 10.0*diag([1.0 1.01);
Q(:,:,4) = 30.0*diag([1.0 1.01);

[xQ1,uQ1,KQ1,SQ1,k,pQ1]
[xQ2,uQ2,KQ2,5Q2,k,pQ2]
[xQ3,uQ3,KQ3,5Q3,k,pq3]
[xQ4,uQ4,KQ4,SQ4 ,k,pQ4]

scaoptmdemo (A,B,Q(:,:,1),R,Sf,x0,N);
scaoptmdemo (A,B,Q(:,:,2),R,Sf,x0,N);
scaoptmdemo (A,B,Q(:,:,3),R,Sf,x0,N);
scaoptmdemo (A,B,Q(:,:,4),R,Sf,x0,N);

figure(1)
plot(k,xQ1(1,:),k,xQ2(1,:),k,xQ3(1,:),k,xQ4(1,:), ’LineWidth’,2.0)
xlabel(’iteracdo ntimero k’,’FontSize’,14)

ylabel (’x_1(k)’,’FontSize’,14)

set(gca, ’FontSize’,14)

grid

legend(’Q_1 = 0.5I’,°’Q_2 = 1.0I’,°Q_3 = 10.0I’,°Q_4 = 30.0I°)

figure(2)
plot(k,xQ1(2,:),k,xQ2(2,:),k,xQ3(2,:),k,xQ4(2,:),’LineWidth’,2.0)
xlabel(’iteragdo ntmero k’,’FontSize’,14)

ylabel (’x_2(k)’,’FontSize’,14)

set(gca, ’FontSize’,14)

grid

legend(’Q_1 = 0.5I’,°Q_2 = 1.0I’,°Q_3 = 10.0I’,°Q_4 = 30.0I)

figure(3)

plot (k(1:end-1),uQ1(:,:),k(1:end-1),uQ2(:,:),k(1:end-1),uQ3(:,:), ...
k(1:end-1),uQ4(:,:),’LineWidth’,2.0)

xlabel(’iteracdo ntimero k’,’FontSize’,14)

ylabel (’u(k)’,’FontSize’,14)

set(gca, ’FontSize’,14)

grid

legend(’Q_1 = 0.5I’,°’Q_2 = 1.0I’,°Q_3 = 10.0I’,°Q_4 = 30.0I°)

2.5.3 Regime Permanente do Controle em Malha Fechada e Realimentacdo Sub-6tima

Considere que a solucdo para o problema de controle 6timo LQ € a realimentacdo de
estado da forma
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onde a sequéncia de ganho K, é dada em fun¢do da sequéncia de solugcdo S, da equacdo de

Riccati como

Sk = AT [Ske1 = Skt (BfSpuiBe + Re) B Sint | Ay + Q (2.128)

K; = (BYSi11Bi + Ry) ' BSiiA, (2.129)

Para o caso invariante no tempo (com respeito a planta), o sistema em malha fechada € dado por:

Xip1 = (A — BK}) x; (2.130)

A equagdo (2.130) € variante no tempo, uma vez que K; também € variante no tempo. Em geral,
esta realimentacdo variante no tempo ndo € conveniente para ser implementada; ela requer o
armazenamento de uma sequéncia completa de matrizes m x n. Em face disto, surge o interesse
em utilizar um ganho de realimentacdo de estado sub-6timo que n3o minimiza exatamente o

indice de desempenho, mas € um ganho constante tal que
u, = —Kxy (2.131)

A realimentacdo mostrada na equagdo (2.131) € de facil implementagdao. Um candidato a ganho
de realimentacdo constante que pode ser considerado € o limite do ganho Kj; quando o tempo
final N tende a infinito (LEWIS; VRABIE; SYRMOS, 2012, p. 65).

2.5.3.1 Ganhos de Realimentacao Sub-6timos

Considere a planta invariante no tempo cuja representacdo em espago de estados € dada
por:
Xk+1 = AXk + Buk (2132)
Com o indice de desempenho associado

N-1

1 1
J; = §xgsNxN +3 > (xrQxy, + uf Ruy) (2.133)
k=i
Tal indice pode ser reescrito como
1 | Nl
Ji = x{Sixi+ 5 > [xEaSkexen + x4 (Q — SiK{RK},) x;] (2.134)
k=i

Levando em conta as equacdes que definem o espaco de estado do sistema (2.132) e o
controle (2.131), tém-se

N-1

1 1
Ji = §XZTSZXZ + 5 Z Xz [(A - BKk)TSk+1 (A - BKk) + Q + K}Z;RKI@ — Sk] Xk
k=1

(2.135)
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E o custo resultante em [k, N]| é dado por

1
Jy = §x{skxk (2.136)

onde o ntcleo € a solucao de
Sy = (A —BK;)"S;11 (A — BK;) + KI'RK,, + Q (2.137)

com condi¢@o de contorno Sy . Uma escolha particular de K;, pode ser uma matriz de ganho de
realimentacao constante. Se K ndo € o ganho 6timo, entdo .J, em (2.136) €, em geral, maior

que o custo 6timo J;.
2.5.3.2 Exemplo 2: controle com realimentacao sub-6timo de um sistema escalar
Considere a planta dada por
Tyl = axg + buy (2.138)

com indice de desempenho

=

1 1
Jo = ésNx?\, +5 (g + ruk) (2.139)
0

i

O controle 6timo € a realimentagdo de estado variante no tempo dada por

Com ganho determinado pela equacdo de Riccati como

a’rspp
_ @Sk 2.141
Sk b28k+1 +r ( )
K, = sk (2.142)
B b28k+1 +r '

Para os parametros a = 1.05, b = 0.01, ¢ = r = sy = 5, com tempo final N = 100. O valor de

regime do ganho de Kalman é K, = 9.808. O custo 6timo €
Jp = —spay, (2.143)
Para uma realimentacdo de estado constante (sub-6tima), t€ém-se
up = — Koz = —9.808x, (2.144)

com custo
Jr = =81} (2.145)
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onde s; € a solugdo para a equacao de Lyapunov (2.137), resultando em:
Sk = spa1(a — DK +1K% +¢ (2.146)

com condi¢do de contorno sy .

Comparando os custos, tem-se:

Ji = =star < —spai = Jy, (2.147)

1
2

N | —

O sistema em malha fechada € dado por

Tpe1 = (a — bKy) z = 0.952x; (2.148)

E a trajetdria sub-6tima, por sua vez, é dada por

2, = (0.952) ) = 10(0.952)" (2.149)

2.6 Solucao do Problema de Otimizacio Continua Geral

Suponha uma planta descrita por uma equacao dindmica no tempo continuo nao-linear
geral dada por:
x(t) = f(x,u,t) (2.150)

com estado x (t) € R" e a entrada de controle u (¢) € R™. Considere que este sistema estd

associado ao indice de desempenho:

J(to):d)(x(T),T)Jr/ L(x(t),u(t),t)dt 2.151)

to

onde [ty, 7] é o intervalo de tempo de interesse. A fun¢do de ponderagdo final ¢ (x (7"),T)
depende do estado final e do tempo final, e a fung¢@o de ponderacdo L (x, u, t) depende do estado
e da entrada em instantes intermedidrios em [to, T']. O indice de desempenho € selecionado de

maneira que a planta apresente o desempenho desejado.

O problema de controle 6timo consiste em determinar o controle u* (¢) no intervalo

[to, T'| que leva a planta (2.150) ao longo da trajetéria x* (¢) tal que a fung@o de custo (2.151) é
minimizada, e tal que a funcdo

Y (x(T),T)=0 (2.152)

para uma dada func¢do ¢» € R”. Esta func¢do é chamada de funcio de estado final fixo. A equagao
(2.152) juntamente com a equagao (2.150) sdo restricdes adjuntas ao indice de desempenho dado
em (2.151). Este problema de controle 6timo pode ser resolvido com o auxilio dos multiplicado-
res de Lagrange. Uma vez que (2.150) se mantém em cada instante ¢ € [to, T'], € necessdrio um

multiplicador associado A (t) € R", que é uma funcgdo do tempo. Como a equagdo (2.152) se
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mantém somente em um instante, € necessdrio somente um multiplicador constante associado

v € RP. O indice de desempenho aumentado é, portanto,

J :¢(X(T),T)+UT2/J(X(T),T)+/ [L(x(t),u(t),t)+)\T(t) (f(x,u,t)—)'()] dt

to

(2.153)
Definindo a fun¢ao Hamiltoniana como
H(x,u,t) = L(x,u,t) + AT (t) f (x,u,?) (2.154)
entdo (2.153) pode ser reescrita como
J = ¢ ((x(T),T)+vIy(x(T),T)+ /T [H (x,u,t) — A'x] dt (2.155)
to

IR K . . . ! ~ .
Utilizando a regra de Leibniz, pode-se escrever o incremento em JJ como uma func¢ao do incre-

mento em X, A\, u € t:
dJ = (¢e+0Tv)" dalyp+ (¢ +0Tv)" dtly + 97 |y dv + (H — ATX) dt|, +
T
— (H = X"#) dt],, + / [HQ{ b + HIdu — ANox + (Hy — X)TaA} dt

to
(2.156)
Para eliminar a variacdo em x, integra-se por partes para ver que
T T
- / Xoxdt = —ATox|p + MTox|,, + / M 5xdt (2.157)

to to
A substitui¢ao de (2.26) em (2.14) resulta em termos em ¢t = 7' dependentes tanto em
dx (t) quanto em dz (7). Pode-se expressar dz (1) em termos de dx (t) e dT utilizando uma
medida variacional. Apds essas substitui¢des, tém-se
dJ = (¢p+0Tv =N dalr + (¢ + IV + H — %+ ATX) dt| g + o7 |pdo+
+ (H = X"%) dt|p — (H — \"% + AT%) dt|s, + AT dx|ig+
T T
+/ [(H + A) du + HT + (Hy — x)"o)| dt
t
i (2.158)
Conforme a teoria Lagrangeana, o minimo com restri¢cao de J € alcancado em um minimo sem
restricao de J . Este é alcancado quando dJ =0 para todos os incrementos independentes

em seus argumentos. A Tabela 3 condensa as principais etapas do problema de controle 6timo

continuo.

Para ilustrar o cardcter genérico da Tabela 3, o exemplo a seguir apresentar a solu¢ao do
problema de otimizac@o para um caso em que o sistema ndo € um sistema dindmico.
2.6.1 Exemplo 3: menor distincia entre dois pontos

O comprimento de uma curva z (¢) dependente de um pardmetro tentre t = aet =bé

dada por

b
J:/ V1 + @2(t)dt (2.159)
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Tabela 3 — Controlador Otimo Néo Linear Continuo com fungio de estado final fixo

Modelo do sistema:
x(t) = f(x,u,t), t>ty, tofixo

Indice de desempenho:

Restrigao de estado final

Hamiltoniano:

Controlador 6timo
Equacdo de estado:

Equacado de co-estado
. OH ofT oL

A= =2 — t<T
A ox ox * ox’ -
Condigao de estacionariedade:
OH oL OfF
"= %u " ou " n
Condigoes de contorno:
x (tp) dado

(6 + TV = A)" |rdz (T) + (¢4 + TV + H) |7dT = 0

De modo a especificar que a curva une dois pontos (a, A) e (b, B) no plano, é necesséario impor

duas condi¢des de contorno:
z(a)=A (2.160)

v(b) =B (2.161)

Deseja-se encontrar a curva z (t) que une (a, A) e (b, B) e minimiza (2.159). Reescrevendo isso

na forma de um problema de controle 6timo, define-se a entrada como
T=u (2.162)

A equacdo (2.162) designa a “planta”. Assim, a equagdo (2.159) se torna

b
J = / V14 u?dt (2.163)
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O Hamiltoniano é

H=+vV1+u?>+\u (2.164)

Da Tabela 3 sdo obtidas as seguintes condicoes

i=Hy,=u (2.165)
“A=H,=0 (2.166)

u
0=H,=\+ — (2.167)

V14 u?

Para resolver estas condicdes para a curva 6tima u, observa-se que por (2.167)

U= —L (2.168)

Viox

mas de acordo com (2.166), A é constante. Assim
u = const (2.169)
€ o “controle” 6timo. Agora, utiliza-se (2.165) para obter

z(t) =cit+ ¢ (2.170)

Para determinar os valores de ¢; e ¢ sdo utilizadas as condicdes de contorno (2.160) e

(2.161). Assim
v (t) = (A_B)Zt(ZB_bA) (2.171)

A trajetéria 6tima (2.171) entre dois pontos €, portanto, uma linha reta.

O exemplo a seguir trata da aplica¢ao da Tabela 3 para o caso de otimizacao envolvendo

um sistema dindmico.

2.6.2 Exemplo 4: controle de temperatura em uma sala

Considere que deseja-se aquecer uma sala usando o minimo possivel de energia. Seja
0 (t) a temperatura na sala, 6, a temperatura ambiente do ar do lado de fora (uma constante) e

u (t) a taxa de calor fornecida a sala. Ento, as dindmicas sao dadas por

0=—a(f—0,) +bu (2.172)

para as constantes a e b, que dependem do isolamento da sala. Definindo o estado como

z(t)20(t) -0, (2.173)
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pode-se escrever a equacado de estado como
T =—ax+bu (2.174)

De modo a controlar a temperatura em um intervalo de tempo fixo [0,7"] com o minimo de

energia possivel, define-se o seguinte indice de desempenho

1 T
J(0) = 3 / u?(t)dt (2.175)
0
O Hamiltoniano é )
H= % + M—az + bu) (2.176)

Da Tabela 3, o controle 6timo « (t) é determinado pela solugio de

T =H,=—ax+ bu (2.177)
A= —H, =a) (2.178)
0= H, =u+ b\ (2.179)

A condig¢do de estacionariedade (2.179) fornece que o controle 6timo € dado por
u(t) = —bA(t) (2.180)

Assim, para determinar u* () é necessdrio somente determinar o co-estado 6timo A* (¢). Subs-

tituindo (2.180) em (2.177) obtém-se as equacdes de estado e co-estado

@(t) = —ax(t) — b>\(t) (2.181)

At) = a(t) (2.182)

Ainda ndo se conhece o valor do co-estado final A (7), mas considere a solugdo de (2.181) e

(2.182) como se ele fosse conhecido. As solugdo de (2.182) fornece
A(t) = e ®T=ON\(T) (2.183)
Usando (2.183) em (2.181):
i(t) = ax(t) — X (T) e~ (2.184)

Aplicando a transformada de Laplace em (2.184), tém-se

_z(0) VA (T) e T
X (s) = s+a (s+a)(s

“h e mer ()

(2.185)
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de modo que
b2
z(t)=z(0)e ™ — —\(T)e “"sinhat (2.186)
a
As equagdes (2.183) e (2.186) fornecem o co-estado 6timo A* (¢) e o estado ™ (¢) em termos do

ainda desconhecido co-estado final A (7°). O estado inicial x (0) é dado.

Neste ponto considere dois possiveis objetivos de controle: o caso com estado final fixo
e o caso com estado final livre. Estes estabelecem duas formas de encontrar A (7"), como sera

visto a seguir.

o Estado final fixo

Suponha que a temperatura inicial da sala € igual a 6, = 60°. Entdo
z (0) =0° (2.187)

Considere que o objetivo de controle seja levar a temperatura final § (T') exatamente a 70°
em um instante final de 7' segundos. Assim, o estado final dever ser tomado como um
valor fixo de

xz(T) =10° (2.188)
Se o instante final e o estado final sdo ambos fixos, entdo d7" e dx (1') sdo ambos nulos,

satisfazendo a ultima equacdo da Tabela 3.

Usando as equagdes (2.187) e (2.188), deve-se determinar A (7); dai pode-se determinar
A (t) utilizando (2.183) e o controle 6timo utilizando (2.180). Para encontrar A (7°), utiliza-

se (2.186) para escrever

b2
z(T)=x(0)e " — 2—/\ (T)(1—e") (2.189)
a
Levando em conta (2.187) e (2.188), obtém-se o co-estado final
20a
AMT) = 59— 2.190
(T) b2 (1 — e—247) ( )
e a trajetdria de co-estado 6tima é
10ae™
AN(t) = ———"—"7+— 2.191
(t) b2sinh (aT) ( )
E a taxa de calor 6tima fornecida a sala é dada por (2.180)
10ae™
e 0<t<T (2.192)

wr(t) = bsinh (aT)’

De modo a verificar a resposta obtida, pode-se aplicar u” (t) ao sistema (2.174). Resol-
vendo para a trajetéria de estado, t€ém-se
sinh (at)

" (t) = 10W

(2.193)

Assim, " (T") = 10° como desejado.
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e Estado final livre

Considere agora que o objetivo de controle ndo seja que o estado final = (7") seja exata-
mente 10°, mas apenas préximos. Assim, um possivel indice de desempenho a ser mini-

mizado € dado por
1 S B
J(0) = §S(I (T) —10)" 4+ 5 u”(t)dt (2.194)
0

onde a variavel s (real) pondera a diferenca entre o estado final e 10°. Se s € grande, entao
a solucd@o 6tima terd x (7') préximo de 10°. Para esta nova andlise sdo vélidas ainda as
equacoes de estado (2.181) e co-estado (2.182), a de controle 6timo (2.180), bem como
(2.183) e (2.186). A condig¢do inicial (2.187) € também vélida, mas a condi¢ao final deve

ser determinada a partir da dltima equag@o da Tabela 3. Dai

ANT) = ?—i = s(z(T) — 10) (2.195)
T
Note que
z(T) = @ +10 (2.196)

Utilizando (2.196), (2.187) e (2.189), resolvendo para o co-estado final, tém-se
20as

AMT)=— 2.197
(T) 2a + b%s (1 — e=2aT) ( )
A equacdo (2.183) fornece a trajetéria de co-estado 6tima
10ase™
N (t) = — 2.198
®) ae?T 4+ sbsinh (aT) ( )
A equacdo (2.180) fornece o controle 6timo
10abse™
“(t) = 2.199
wr (t) aes™ + sb?sinh (aT') ( )
Aplicando u* (t) ao sistema e resolvendo para a trajetéria de estado 6tima, tém-se
10sb%sinh (at)
*(t) = 2.200
" (1) ae?™ + sb?sinh (aT") ( )
No instante final L0sb2sinly (aT
2+ (1) = —0stsinh (aT) (2.201)

~ aesT + sb%sinh (aT)
2.7 Regulador Linear Quadratico no Tempo Continuo

A Tabela 3 fornece o controlador 6timo para sistemas ndo lineares gerais, mas expres-
soes explicitas da lei de controle sdo dificeis de calcular. Nesta secdo, considere planta linear e

variante no tempo dada por

x(t) = A (t)x(t) + B () u(t) (2.202)
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onde x(t) € R", u(t) € R™ com o indice de desempenho quadratico associado

T(to) = 5x" (T)8 (T)x (T) + 5 / (x"(HQ () x(t) + W' R () u(n) di  (2.203)

com intervalo de interesse [t(, 7.

Neste problema deseja-se determinar o controle 6timo u* (¢) em [to, 7] que minimiza
J para dois casos a serem considerados: estado final fixo e estado final livre. No primeiro caso,
o controle serd em malha aberta; no segundo caso, o controle serd em malha fechada. Como
premissa nesta secao, o instante final 7" € fixo e conhecido e que nenhuma fun¢ao de estado final
1 € especificada. O estado inicial da planta x (¢y) é dado. As matrizes de ponderagdo S (7') e
Q (T) sdo simétricas e semi-definidas positivas, e R (t) € simétrica e definida positiva, para todo
t € [to, T).

Com o auxilio da Tabela 3 serd estabelecida a solu¢do do problema do regulador linear

quadratico.
As equacoes de estado e de co-estado
A funcdo Hamiltoniana € dada por

H(t) = % (x"®)QM)x(t) + u" ()R(t)u(t)) + AT (t) (A(H)x(t) + B(t)u(t))  (2.204)

onde A (¢) € R" é um multiplicador a ser determinado. As equacdes de estado e co-estado sdo

OH

x(t) = 0] = A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.205)
~Al) = gy = QUIX() + ATOAL) (2:200
e a condicao de estacionarieadade é
OH T
0= u(t) = R(t)u(t) + B (t)A(¢) (2.207)

Resolvendo (2.207), obtém-se o controle 6timo em termos do co-estado

u(t) = R BT (t)A (1) (2.208)

Utilizando (2.208) nas equacdes de estado e co-estado, obtém-se o sistema Hamiltoniano

[ x(1) ] (2.209)

homogéneo

A —Q(t) —AT(t)

[x<t> ] _ [ A(t) -BORT@®)B(¢)
A

Custo para entrada nula e equacio de Lyapunov
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Uma anélise interessante consiste em determinar o valor do indice de desempenho J
quando a entrada de controle da planta é zero. Suponha a matriz S (¢) é definida como solugdo

da equacao diferencial de Lyapunov continua
—S(t) = AT()S(t)+S(H)A() +Q(t), t<T (2.210)

com condicdo final S (7") como dada em (2.203). Esta equacdo ¢ integrada no tempo pra trds a

partir de t = T Dai, o custo em um determinado intervalo [t, T'| é dado por

1

J@>=:§XT@)S@)@)x(ﬂ 2.211)
Note que
%l;%@J@&mwnﬁz%ﬂkmanqun—%ﬂﬁ@mmxmg (2.212)

Utilizando a expressao (2.212), o custo (2.203) pode ser modificado para

T = ¥ @S0 ()x(w) + 5 [ {(FOS00 T OSO0+5

+x"(1)S()%(t) +x" (t)Q(t)x(t)) } dt

Levando em conta a equacao de estado (2.202), t€ém-se

_ Lo
) = GOS0 ) / o@osos
+8(t) + S(HA() + Q¢ >)
A solucdo de (2.210) € dada por
T
S(t) = A T8 (T) AT 4 / AT QeAT =0y (2.215)
t

Segundo a teoria de estabilidade de Lyapunov, S (t) converge para o valor de regime permanente
com (T'—t) — oo de

S, = / AT TQeAdr (2.216)
0

se a planta € assintoticamente estdvel. No caso do regime permanente, S = 0, de modo que

(2.210) se torna na equagdo de Lyapunov algébrica

0=AT(#)S(t) + S(t)A(t) + Q(t) (2.217)

Exemplo: propagacao do custo de um sistema escalar nao controlado

Seja o sistema escalar dado por

(t) = ax(t) (2.218)
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com o custo em [¢, T'] definido por

1 T
J(t) = =s(t) (T) z*(t) (T) + 5/ qx?(t) (1) dr (2.219)
t
A equacdo diferencial de Lyapunov é
—5(t) = 2as(t) + ¢ (2.220)
cuja solugdo € dada por
T
s(t) =T s (T) + / T gdr (2.221)
t
ou
_ a9\ oar-ty 4
= (s(1)+-) -4 2022
s () s(T)+ 2a ¢ 2a ( )
Se a < 0, entdo quando (T' — t) — oo, s (t) converge para o valor de regime permanente de
s =—2L 5 (2.223)
2a

Este valor € a mesma solu¢do da equagdo e Lyapunov algébrica dada por
0=as+gq (2.224)

O custo de regime permanente em [0, co] sem a aplicagdo da entrada de controle a planta (2.218)
é

1 2 q o
- - - _ 1 2.22
J 28001‘ (0) 2a$ (0) ( 5)

quando a < 0. Do contrério, o custo tende ao infinito.
Estado final fixo e controle em malha aberta

Considere novamente o problema de determinar o controle necessario em (2.202) para
minimizar o custo em (2.203). As equacdes de estado e co-estado sao dadas em (2.205) e (2.206).
Supondo o estado inicial conhecido, x (¢y) e que o objetivo de controle é levar o estado exata-

mente a um valor de referéncia fixado de r (7') em um tempo final, entdo a condigdo final &

x(T)=r(T) (2.226)

Uma vez que dz (T') = 0 e dT" = 0, a dltima equagdo da Tabela 3 é automaticamente satisfeita.
Uma vez que x (T") é fixada em r (7'), é redundante incluir uma ponderag@o de estado final no
indice de desempenho, entdo S (7") = 0. Para permitir uma solugdo analitica, se tomard Q = 0

também. Assim a fungdo de custo é
1 /7
T
J (to) = 5/ u’ rudt (2.227)
to

Assim, o interesse é encontrar um controle que leva o estado x (to) para x (7)) = r (T") usando

a minima energia de controle.
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As equagoes de estado e co-estado sao

%(t) = Ax(t) — BR™'BTA(t) (2.228)

A(t) = —ATA(1) (2.229)
A solucdo da equacdo de co-estado € dada por
A(t) = A TOX(T) (2.230)
onde A (T") € ainda desconhecido. Utilizando esta expressdo na equagio de estado tém-se
x = Ax — BR™'BTeA " T-0X(T) (2.231)

cuja solugdo é

t
x () = eAlt)x (1) = / ACTIBRTIBT A TON (T dr (2.232)

to

Para encontrar A (T'), avalia-se a equagdo (2.232) em ¢ = T para obter
x (T) = eAT0)x (tg) — G(to, T)A(T) (2.233)
onde o gramiano de controlabilidade continuo ponderado é dado por

t
G (to, T) = / ATIBRIBT A T dr (2.234)

to

Conforme a condic¢ao final (2.226) entao
A(T)=—-G ' (to,T) [t (T) — 2T 0x (t)] (2.235)
Por fim, o controle 6timo pode ser escrito usando (2.208), (2.230) e (2.235) como
u (1) = RTBTeA T0G (1), T) [r (T) — AT ~x (1)] (2.236)

Esta é a energia minima que leva o estado inicial x (¢() para o valor de referéncia final desejado
dex(T)=r(T).

Note que
x (T) = AT =0)x (1) (2.237)

¢ o estado final na auséncia de uma entrada e o controle 6timo € proporcional a diferenca entre

esta solucdo homogénea e o estado final desejado.
Exemplo: controle em malha aberta de um sistema escalar

Seja a planta escalar dada por

#(t) = azx(t) + bult), t>0 (2.238)
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com custo

1 T
J(0) = 3 / ru? (t)dt (2.239)
0
A equacgdo de Lyapunov é
b2
p(t) = 2ap(t) + D) p(0)=0 (2.240)
O gramiano de controlabilidade no intervalo [0, t] é
b2 t
G(0,t)=p(t)=— / =" dr (2.241)
rJo
ou
b (et 1 2.242
G(0,t) = —(e™ — .

Conforme a equag@o (2.236), o controle 6timo que leva x (0) para x (T') = r (T) é

b 2ar
T = _p
u(t) = Te E)Qt(e%T —1) (T (1) —e"a <O)) (2.243)

— ez (0))

Exemplo: Controle em malha aberta de movimento obedecendo as leis de Newton

Uma particula obedecendo as leis de Newton satisfaz a seguinte equag¢do em espaco de

W[

estados

0

x(t) + [ X ] u(t) (2.244)
T

onde x(t) = [ d(t) v(t) ] com d (t) a posicao, v (t) a velocidade, e u (t) uma aceleragdo de

entrada. O custo a ser minimizado € dado por

1,
J(0) = 3 /0 ru?(t)dt (2.245)

Para encontrar o gramiano de controlabilidade, resolve-se a equagao de Lyapunov. Seja

P(1) — pi(t) ps(t) (2.246)
p2(t) pa2(t)
Entdo a equacgdo de Lyapunov serd
. 01 0 0 0 0
P(t) = P P 2.247
(t) [00 (t) +P(1) 10]+[01/r] (2.247)

A qual fornece as equacdes escalares

p1(t) = 2ps(t) (2.248)
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ps(t) = 1/r (2.250)
Integrando as equagdes (2.248) a (2.250) com P (0) = 0, tém-se
t
ps(t) = . (2.251)
t2
t)=— 2.252
p2(t) o ( )
t3
t) = — 2.253
pi(t) 3 ( )
12
G(0,t)=P(t)=| 3 2r (2.254)
t t
o
A matriz de transicao de estado é
1t
e = (2.255)
01
Para determinar o controle 6timo, utiliza-se a equacao (2.236), que fornece
127 67
1 T3 T2 1T
B _ T3 T2 _
u(t) = - [ Tt 1 } sz (x @], | (0)) (2.256)
™ T
ou
67 — 12t —2T6t LT
u(t) = x(T) — x (0 2.257
= T2}(<> o <>> 2.257)

Estado final livre e controle em malha fechada

E possivel determinar uma lei de controle 6timo na forma de realimentacio de estado
pela mudanga dos objetivos de controle para a planta (2.202). As equagdes de estado e de co-

estado sao dadas
x(t) = Ax(t) - BR™'B" A (2.258)

—A(t) = Qx(t) + ATA(t) (2.259)

A entrada de controle é
u(t) = -R'B"A(t) (2.260)
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Um dado estado inicial é x (), e o estado final x (7") é livre. Portanto dx (T') # 0 e dT' = 0. O
coeficiente de dx (T") dever ser zero:

A(T) = ——| =S(T)x(T) (2.261)

Portanto, supondo que x (¢) e A (t) satisfazem a relago linear (2.261) para todo ¢ € [ty, T'] para

alguma ainda desconhecida fungdo S ():
A(t) = S(t)x(t) (2.262)
Para determinar a fungdo S (), diferencia-se o co-estado para obter
A(t) = S(t)x(t) + S(H)%(t) = S(t)x(t) + S(t) (Ax(t) - BR'BYS(t)x(t))  (2.263)
Considerando a equagdo de co-estado, deve-se ter
—S(t)x(t) = (ATS(t) + S(t)A — S(t)BR'BTS(t) + Q)x(t) (2.264)

para todo t. Uma vez que isto fixa para todas as trajetérias de estado dado um x (%), € necessério
que
—S(t) = ATS(t) + S(tH)A — S(t)BR'BTS(t) + Q, t<T (2.265)

Esta é a equacdo de Riccati. Sua solugdo e as equacdes (2.260) e (2.262) permitem obter o
controle 6timo como
u(t) = -R'B'S(t)x (t) (2.266)

Definindo o ganho de Kalman como
K (t) =R'B'S (t) (2.267)

tém-se
u(t) = —K(t)x(t) (2.268)

Em termos do ganho de Kalman, a equagdo de Riccati pode ser reescrita como
—S(t) = ATS(t) + S(H)A — KT (H)R'K + Q (2.269)

O controle em (2.268) é uma realimentagdo de estado variante no tempo. Se A, B, Q e R sdo

variantes no tempo, entdo K também o é. A planta em malha fechada é

x(t) = (A — BK)x(t) (2.270)

A Tabela 4 apresenta sumariamente o regulador linear quadratico (LQ) 6timo continuo.
Implementacao em Software do Regulador LQ

No caso discreto, a equacdo de Riccati € facilmente programada como uma recursao no tempo

para tras. No caso continuo, contudo, a equagdo deve ser uma integracao no tempo para tras. Os
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Tabela 4 — Regulador Linear Quadratico Continuo (Estado final livre)

Modelo do sistema:
x(t) = Ax(t) + Bu(t), t >t

Indice de desempenho:

J (to) = L (T)S(T)x (T) + = /t (x"(t)Qx(t) + u" (H)Ru(t)) dt

2

Premissas
S(T)>0, Q>0, R=>0, comtodasas trés simétricas
Hamiltoniana:
H(x,u,t) = L(x,u,t) + X" (¢) f(x,u,t)

Controle com realimentagdo otimo:
—S(t) = ATS(t) + S(t)A —S()B()R'BT(1)S(t) + Q, t<T, dadoS(T)
K(t) =R 'B'S(?)
(lﬁ)1 K(#)x(t)
T (o) = 5x T (to) S (to) x (to)

métodos de integracdo, como o de Runge-Kutta sdo executados em avanco no tempo. Assim,
¢ interessante converter a equacao de Riccati em uma equacdo que € integrada em avango no

tempo. Trocando varidveis por

=T _t¢ (2.271)
obtém-se que dT = —dt e a equacgdo de Riccati (para o caso invariante no tempo) se torna
Sy(1) = ATSy(7) + Su(7)A — Sy(7)BR'BTS,(7) + Q (2.272)
onde
S (t) = Sp(7) =S (T — 1) (2.273)

Assim, o esquema na Tabela 4 ocorre em duas partes. A primeira contempla a integracdo da
equagdo da equacdo de Riccati para obter S (¢) e consequentemente K (). A segunda parte
consiste da simulacéo da lei de controle 6timo aplicando u(t) = —K (¢) x(t) a planta. Isto é

acompanhado da integra¢do em avango da equagio de estado x(t) = Ax(t) + Bu(t).

2.7.1 Exemplo 5

Os cddigos a seguir, escritos no software Matlab, correspondem a implementacdo da

equacdo de Riccati na forma (2.272):

% Function mRiccati.m

% A equacdo diferencial matricial de Riccati:
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b

% dX/dt = A’X + XA - XBR"{-1}B’X + Q

% pode ser solucionada por meio das fungdes da ’0DE suite’.%
% "X": matriz "n"-por-"n".

% "A", "B", e "Q": matrizes "n"-por-"n".

% 0 seguinte cddigo & utilizada na resolugdo da ED de Riccati

function dXdt = mRiccati(t, X, A, B, Q, R)

X = reshape(X, size(A)); % Converte de "n"2"-por-1 para "n"-por-"n"
dXdt = A’xX + X*A - XxBxinv(R)*B’*X + Q; % EDO

dXdt = dXdt(:); % Converte de "n"-por-"n" para "n~2"-por-1

Como exemplo, considere a simulag@o do sistema dado pela seguinte representacao em

espaco de estados
0 1.0000 0
x(t) = T+ u(t) (2.274)
—0.6400 —0.1600 1

O script a seguir foi utilizado para a simulagdo do sistema (2.274):

% Script testmyRiccati.m
clear

close all

clc

% Sistema:

del = 0.1; om = 0.8; b =1.0;
[0 1.0;-om"2 -2%del*om];
(0;b];

% Matrizes de Ponderacdo:
1.0xeye(length(A));

1.0;

o =
] 1]

=]
1] 1]

% Condig&o Inicial:

X0 = Oxones(4,1);

% You can use the following command to solve the system

% of differential equations:

options = odeset(’RelTol’,le-2,’AbsTol’,le-1, ’MaxStep’,1);

[T X] = ode45(@(t,X)mRiccati(t, X, A, B, Q, R), [0 10], XO,options)
% ODE45 returns "X" as a vector at each time step. You may use the
% following code to reshape each row of "X" to get the matrix and

% store it in a cell array:
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Dot

[m n] = size(X);

XX = mat2cell(X, ones(m,1), n);

fh_reshape = @(w)reshape(w,size(A));

XX = cellfun(fh_reshape,XX, ’UniformOutput’,false);

for cont=1:1:length(XX)
Kt(:,:,cont) = -(inv(R))*(B’)*(cell2mat (XX(length(XX)-cont+1)));

end

x(:,:,1) = [10.0;10.0]
u(l) = Kt(:,:,D*x(:,:,1);

for contl=1:length(Kt)-1
x(:,:,contl+1l) = expm((A+B*xKt(:,:,contl))*(T(contl+1)-T(contl)))*...
x(:,:,contl);
u(conti1+1) = Kt(:,:,contl+1)*x(:,:,contl+1);

end

% squeeze
% The results of this can be verified by the LQR function:
[K,S,E] = 1qr(A, B, Q, R);

figure(1)

set (gcf, ’PaperPositionMode’, ’auto’);
plot(T,flipud(X),’LineWidth’,1.5)

grid

set(gca, ’FontSize’,12)

xlabel(’Tempo (segundos)’,’FontSize’,12)
ylabel(’Solugdes da EDR - S(t)’,’FontSize’,12)
% print(figure(1),’-depsc’,’-r300’, ’soluSt.eps’)

figure(2)

plot(T,squeeze(x),’LineWidth’,1.5)

grid

set(gca, ’FontSize’,12)

xlabel (’Tempo (segundos)’,’FontSize’,12)

ylabel (’Estado x(t)’,’FontSize’,12)

% print(figure(2),’-depsc’,’-r300’,’soluxt.eps’)
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Observe que a equagdo diferencial de Riccati é solucionada a partir da rotina ode45 do
Matlab (linha 19 do script).

As curvas do estado x(t) sdo apresentadas na Figura 2.6

15

X,

-10

0 2 4 6 8 10
tempo (segundos)

Figura 2.6 — Resposta do estado x(¢) para o sistema dado em (2.274).

2.8 Problema do Rastreador LQ

Neste problema, deseja-se determinar uma lei de controle 6timo que faz com que a planta
rastreie uma trajetéria de referéncia desejada r(¢) em um horizonte de tempo especificado [tq, T'.

Assim, busca-se manter proxima da referéncia r(¢) uma combinag@o linear dos estados dada por

y(t) = Cx(t) (2.275)

Um possivel indice de desempenho quadratico a ser definido para o problema é

T() = 5 (Cx(T) ~x(T))" P (Cx(T) ~ x(T))

1

+§/t [(Cx(t) —r(t))" Q(Cx(T) —x(T)) + uT(t)Ru(t)] i@t

(2.276)

onde P > 0,Q > 0e R > 0 sdo matrizes simétricas. Observe que a matriz Q pondera a energia

do erro de rastreamento.

A Tabela 5 traz da solug@o do problema do rastreador linear quadratico. Observe que o

controle agora € uma realimentacgdo de estado afim.

Uma observacgao adicional € que as duas equacdes diferenciais mostradas na Tabela sdo

resolvidas por retro-integracdo a partir de uma condicao final dada.
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Tabela 5 — Rastreador Linear Quadratico Continuo

Modelo do sistema:
x(t) = Ax(t) + Bu(t), t >+t
Indice de desempenho:

J (tO) = % (CX(T) = I‘(T))T P (CX(T) _ I‘(T))
+%[ [(CX(t) = r(t))T Q (CX(T) . I‘(T)) + uT(t)Ru(t) dt
Consideragoes:

P>0, Q>0, R>0, comtodasas tréssimétricas

Controle otimo afim:
—S(t) = ATS(t) + S(t)A — S(t)B(t)R'BY(t)S(t) + CT'QC, S(T)=C'PC
K(t) = R'B”S(t)
—v(t) = (A —BK)" v+ CTQr(t), v(T)=C"Pr(T)
u(t) = -K@)x(t) + R'BT(t)v(t)
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3 CONTROLE SUB-OTIMO BASEADO EM FPRE E FTRE

Como afirmam Prach, Tekinalp e Bernstein (2015, p. 78), a teoria de controle 6timo tem
como um de seus principios fundamentais que as leis de controle 6timo se propagam para trds
no tempo. Para o controle linear quadrético, por exemplo, a solu¢do da equacdo de Riccati deve
ser obtida por uma retro-integracao a partir de uma condicdo em um instante final. A propaga-
¢do para trds no tempo se constitui uma desvantagem principalmente no controle de sistemas
lineares e variantes no tempo (LVT), uma vez que implica na necessidade do conhecimento da
dinamica futura da planta. Assim, Prach, Tekinalp e Bernstein (2015, p. 78) denominam a abor-
dagem feita no capitulo 2 de BPRE (backward-propagating Riccati equation), caracterizada pela
retro-integracdo da equacdo diferencial de Riccati, no caso continuo, a qual se desenvolve num
horizonte de tempo finito. Como alternativa, eles propdem a lei de controle FPRE (forward-
propagating Riccati equation), caracterizada pela integracdo em avanco da equagdo de Riccati e
utilizacdo de condicdo inicial em vez de condic¢ao final. Observe que se trata de uma abordagem

essencialmente no dominio do tempo continuo.

No contexto de aplicagdes de controle 6timo baseado na solucdo da equagdo de Riccati
ao controle de sistemas LVT e também de sistemas ndo lineares, Prach, Tekinalp e Bernstein
(2014) propdem a técnica FTRE (frozen-time Riccati equation), a qual estd essencialmente base-
ada no emprego da chamada equacio de Riccati dependente de estado (SDRE'). Na SDRE, os
parAmetros da planta s3o dependentes do estado x(t), isto &, tém-se A (x(¢)) e B(x(t)). Eventual-
mente, as matrizes de ponderacao da funcao de custo quadratica também podem ser dependentes
de estado. As matrizes A (x(¢)) e B(x(t)) sdo obtidas através da fatoracdo de um sistema nio
linear na forma de coeficientes dependentes de estado (SDC?). Uma vez obtido o modelo SDC,
a técnica FTRE estabelece a fixacdo ou “congelamento” das matrizes de estado e entrada a cada
instante de tempo de modo a tratd-las como matrizes com entradas constantes. Por conseguinte,
a matriz de Riccati algébrica dependente de estado com instante de tempo fixo € obtida e soluci-
onada. Tal solug@o permite a determinacao do ganho do controlador para aquele instante fixado
(PRACH; TEKINALP; BERNSTEIN, 2014).

A seguir, serd apresentada a formulacdo de cada uma dessas técnicas, bem como exem-
plos de aplicagdo em sistemas variantes no tempo e ndo lineares. A técnica FTRE, em particular,
serd empregada na formulag¢do da proposta de controle .77, para sistemas nao lineares apresen-
tada no capitulo 4.

1
2

SDRE deriva do inglés state-dependent Riccati equation.
SDC deriva do inglés state-dependent coefficient.
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3.1 Técnica de Controle FPRE

Conforme apresentado no capitulo 2, o controle 6timo de sistemas em tempo continuo,
em sua abordagem tradicional, estd baseado na retro-integracao da equacao diferencial de Riccati.

Assim, considere a planta linear e invariante no tempo dada por

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) =xo (3.1
onde x(t) € R", u(t) € R™, A € R"", B € R"*™ e o intervalo de interesse é [ty, T]. O custo
quadrético associado € dado por

J=-x"(T)S(T)x(T) + %/t (x"(0)Q (t)x(t) + u" (R (¢)u(t)) dt (3.2)

com S(7'),Q € R"*", ambas semi-definida positivae R € R™*™ definida positiva. O controle

por realimentacdo de estado que minimiza o indice J definido em (3.2) é obtido como
u(t) = -K(t)x(t) (3.3)

onde
K (t) =R '(#)BT(t)S(t) (3.4)

A matriz S(t) é obtida pela solugdo da equagao diferencial de Riccati dada por
—S(t) = ATS(t) + S(HA —S(H)B(O)R'BY(1)S(t) + Q, ¢ < T, dadoS(T) (3.5)

A técnica de controle FPRE, por sua vez, € similar a técnica BPRE exceto pela equacao de

Riccati, a qual € dada por
S(t) = ATS(t) + S(t)A — S(t)B(t) R™'B(t)S(t) + Q,  dado S(0) (3.6)

onde S(0) > 0. Observe que a equagdo (3.6) se distingue da equacéo (3.5) por um sinal de menos
e pelo fato de ser dada a condi¢@o inicial de S(¢) em vez da condi¢@o final. Adicionalmente, o
BPRE trata com um horizonte de tempo finito, enquanto que o FPRE pode ser estendido até o
infinito. E embora as equagdes (3.3) e (3.4) se mantenham as mesmas, a lei de controle FPRE
nao garante minimizar o indice dado em (3.2), conferindo o cardter sub-6timo dessa técnica com
relacdo ao BPRE.

3.1.1 Exemplo 1: Controle FPRE de um Sistema Carro-péndulo Invertido

Considere o exemplo de aplicag¢do da técnica FPRE apresentado por Prach, Tekinalp e
Bernstein (2015), o qual considera o modelo linearizado de um sistema carro-péndulo invertido.
O controle é desempenhado pela aplicacdo de uma for¢a o carro. O vetor de estado € definido

como x(t) = [x.(t) .(t) 0(t) 6(t)]7, onde as varidveis designam posicdo do carro, velocidade
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do carro, posi¢ao angular do péndulo e velocidade angular do péndulo, respectivamente. Assim,

o modelo linearizado em espaco de estados que descreve a dinamica do sistema € dado por
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.7)

onde as matrizes de estado e controle sao dadas por

0 1 0 0
—(I +myl)b mggl®
0 5 5 0
A— I(m.+my,) +memypl?  I(m.+m,) +memyl (3.8)
0 0 0 1
—myplb mygl
I(m. +m,) + mempl?  I(m.+m,) +mempl? |

0
I+ myl?
B | {(m.+ mpg + memyl? (3.9)

myl

| T0met my) + momy ® |

Os parametros do modelo sdo com seus respectivos valores sdo dados na Tabela 6 (PRACH;
TEKINALP; BERNSTEIN, 2015, p. 88):

Tabela 6 — Pardmetros do sistema carro-péndulo invertido para modelo linearizado.

Parimetro | Grandeza | Valor | Unidade
me massa do carro 0,5 kg
my massa do péndulo 0,2 kg

l distancia do centro de massa ao pivd | 0,3 m
B, coeficiente de atrito do carro 0,1 | Nms/rad
1 momento de inércia do péndulo 0,006 | kg-m?

g aceleragdo da gravidade 9,8 m/s*

As condigdes iniciais para o vetor de estado sdo x(0) = 0.1 m, 2(0) = 0 m/s, #(0) =
0.2618 rad e 6(0) = 0 rad/s. A solucio S da equagdo algébrica de Riccati (ARE) é

1.8348  1.1782 —4.3601 —0.6913
1.1782  1.8091 —7.3085 —1.1493

S = (3.10)
—4.3601 —7.3085 60.3960 9.0051

—0.6913 —1.1493 9.0051  1.4189

considerando as matrizes de ponderagdo Q = Ie R = 1.

As Figuras 3.1 e 3.2 mostram as trajetdrias de estado do sistema carro-péndulo invertido

descrito por (3.7) para duas condigdes finais distintas (S(7") = 0 e S(T") = I) utilizando a lei de
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(a) Estados z1(t) e za(t). (b) Estados x5(t) e xz4(t).
0.4 ‘ ‘ ‘ 0 0.5 ' ' ' —
- - —ilt) alalell(0)
0\ JabE
1
= 1
et ]
x 1
= 0.5,
2 n
(]
I
1
I I I I 15 I I I I
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (segundos) tempo (segundos)

Figura 3.1 — Trajetdrias de estado para o controle BPRE do sistema carro-péndulo invertido para

S(T) = 0.
(a) Estados z1(t) e za(t). (b) Estados x3(t) e z4(t).
0.4 T T T D) 0.5 T T T T—m)
S 0 - = =0t
Ofr S o=
1
= 1
= ]
x ]
= 0.5,
¥
]
U
1
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (segundos) tempo (segundos)

Figura 3.2 — Trajetdrias de estado para o controle BPRE do sistema carro-péndulo invertido para
S(T) =1

controle BPRE para o intervalo de tempo [0 10]. A Figura 3.3 mostra as trajetérias de controle

u(t) para os casos em que S(0) = 0e S(0) = L.

Analisando as curvas de resposta nas Figuras 3.1 e 3.2, observa-se que a mudanca na
condi¢do inicial de S(7") = 0 para S(7') = 0 praticamente nao influencia o comportamento
dindmico dos estados. O mesmo procedimento de simulagdo foi realizado para o controle FPRE

do sistema carro-péndulo invertido.

A Figura 3.4 mostra as curvas das trajetdrias de estado considerando a condi¢do inicial
S(0) = 0. e a Figura 3.5 corresponde a condig¢do inicial S(0) = I. Nesse caso, o horizonte de
tempo € infinito ([0 oo]). Observa-se, ao analisar as curvas, a forte influéncia que mudanca da
condic¢do inicial causou sobre a dindmica dos estados. Como se pode observar na Figura 3.5,

a condicao inicial S(0) = I permitiu uma resposta mais satisfatoria com respeito a amplitude
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(a) Controle u(t) para S(T") = 0. (b) Controle u(t) para S(T') = L
2 : : : , 2 ‘ :
0 0
-2 -2
=1 =1
-4 -4
-6 -6
-8 : : : : -8 : : : :
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (segundos) tempo (segundos)

Figura 3.3 — Trajetdrias de controle para o controle BPRE do sistema carro-péndulo invertido
paraS(7T) =0e S(T) = 1.

das oscilac¢des dos estados durante o transitorio. Com relacdo a energia associada aos estados,
observa-se também a sub-otimalidade do FPRE em relacdo ao BPRE. A Figura 3.6 mostra as

trajetérias de controle u(t) para os casos em que S(0) = 0e S(0) = L.

(a) Estados 1 (t) e z2(t). (b) Estados x3(t) e x4(t).

4 T T ‘ P0) ' —0(t)

- - - (1) == -0
s <=
< ?’

- 1 1 1 1 -3 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (segundos) tempo (segundos)

Figura 3.4 — Trajetdrias de estado para o controle FPRE do sistema carro-péndulo invertido para
S(0) = 0.

A partir das curvas de controle mostradas nas Figuras 3.3 e 3.6 € possivel observar que

o controle FPRE ¢ mais sensivel a inicializacdo da matriz S(t).

Na se¢do a seguir serd apresentado um exemplo de aplicagcdo da técnica de controle FPRE

a um sistema linear e variante no tempo. Este exemplo também € proposto por Prach, Tekinalp
e Bernstein (2015).
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(a) Estados z1(t) e za(t). (b) Estados x5(t) e xz4(t).

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (segundos) tempo (segundos)

Figura 3.5 — Trajetdrias de estado para o controle FPRE do sistema carro-péndulo invertido para

S(0) = L.
(a) Controle u(t) para S(T") = 0. (b) Controle u(t) para S(T') = L
5 T T T 2 T T
1t
0 ol
. -1
g s g
-2
10} , -3
4H
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

tempo (segundos) tempo (segundos)

Figura 3.6 — Trajetdrias de controle para o controle FPRE do sistema carro-péndulo invertido
paraS(T)=0eS(T)=1.

3.1.2 Exemplo 2: Controle FPRE aplicado a equacao de Mathieu

A equagdo de Mathieu descreve uma dindmica LVT periddica, sendo definida pela se-

guinte equacdo diferencial ordindria de segunda ordem (PRACH; TEKINALP; BERNSTEIN,
2015):

G(t) + (a+ B cos (wt)) q(t) = bu(t) (3.11)
onde a, 3,w,b € R. Considere o vetor de estado x(t) definido por x(t) = [¢(t) ¢(t)]". Assim,

a equacao (3.11) pode ser descrita sob a forma

x(t) = A(t)x(t) + Bu(t) (3.12)
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onde

0 1 0
At) = , B= (3.13)
— (a4 Bcos(wt)) 0 b
Para a simulag@o, serdo considerados os valores para os parAmetros: . = 1,5 =1,b=1
e w = 2. A condicio inicial é x(0) = [3 2]”. Considere ainda as matrizes de ponderacio Q = I
e R = 1. As Figuras 3.7, 3.8 e 3.9 mostram os graficos das trajetdrias de estado e de controle

para as condigdes iniciais S(0) = 0, S(0) = 10I e S(0) = 1001, respectivamente.

(a) Trajetdrias de estado.

(b) Trajetoérias de controle.
4 . . . . 2
3
1t
2f
€ [\
N |l
< ' =
s ' 50
~ 1
x 1
0 [
1
\ At
At
1
\‘ /
-2 > - - - 2 ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (segundos)

tempo (segundos)

Figura 3.7 — Trajetdrias de estado e de controle do sistema LVT descrito por (3.12) para a con-
di¢do S(0) = 0.

(a) Trajetdrias de estado.

(b) Trajetorias de controle.
4 . . . . o) 5
-=-=q(t)
0 r/\
-5
=1

-10

-15
: -20 ‘ ‘ ‘
6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (segundos)

tempo (segundos)

Figura 3.8 — Trajetdrias de estado e de controle do sistema LVT descrito por (3.12) para a con-
di¢do S(0) = 10I.

Fazendo um comparativo entre as curvas de resposta, observa-se que a mudanga na condi-
¢do inicial influenciou diretamente o tempo de regulacdo dos estados, cuja diminui¢dao implicou

no aumento da amplitude de oscilagdo de ¢(t) durante o transitério. A Figura 3.10 apresenta o
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(a) Trajetdrias de estado. (b) Trajetorias de controle.
4 T—® 10
-=-=4(t)
0 -
= -
= 5-10
=
-20
-6 | | | | -30 L I I L
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tempo (segundos) tempo (segundos)

Figura 3.9 — Trajetérias de estado e de controle do sistema LVT descrito por (3.12) para a con-
di¢do S(0) = 1001I.

plano de fase do sistema para o controle FPRE considerando as trés condi¢des iniciais mencio-
nadas para a equagdo de Riccati. Veja que nos trés casos os estados partem da condicao inicial
x(0) = [3 2]" e convergem para x(c0) = [0 0] (sdo regulados). Note, pelo plano de fase, que a
menor amplitude alcangada pelos estados ocorre para S(0) = 0 e a maior amplitude de oscilag@o
ocorre para S(0) = 1001.

4

q(t)
Figura 3.10 — Plano de fase do sistema LVT descrito por (3.12) comparando as condi¢oes S(0) =
0, S(0) = 10I e S(0) = 100I.

O script utilizado para a obten¢ao dos resultados de simulagao acima € mostrado a seguir:

1 clear
2 close all

3 clc
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h = 0.001; 7% step size

alpha = 1.0;
beta = 1.0;
b=1.0;

omega = 2.0;

x0 = [3 2],

B = [0;b];

Q = eye(2,2);
R=1.0;

hte

S0 = [0 0 0 0];

% S0 = [10 0 0 10];
% S0 = [100 0 0 100];

[T S] = rkdsys(@(t,S)edriccati(t, S, [0 1;-(alpha+beta*cos(omegaxt)) O],...

B, Q, R),[0 10], SO, h);
% ODE45 returns "X" as a vector at each time step. You may use the
% following code to reshape each row of "X" to get the matrix and

% store it in a cell array:

A = [0 1;-(alphatbeta*cos(omega*x1l)) 0];

[m n] = size(S);

SS = mat2cell(S, ones(m,1), n);

fh_reshape = @(w)reshape(w,size(A));

SS = cellfun(fh_reshape,SS, ’UniformQutput’,false);

for cont=1:1:1ength(SS)
% Kt(:,:,cont) = -(inv(R))*(B’)*(cell2mat (SS(length(SS)-cont+1))) ;%bpre
Kt(:,:,cont) = -(inv(R))*(B’)*(cell2mat (SS(cont))) ;%fpre

end

x(:,:,1) = x0;
u(l) = Ke(:,:, D*x(, 0, 1),

for contl=1:length(XKt)-1
x(:,:,contl+1) = expm(([0 1;-(alphatbetaxcos(omega*T(contl))) 0]+...
BxKt(:,:,cont1))*(T(contl1+1)-T(cont1)))*x(:,:,contl);
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u(contl+1l) = Kt(:,:,contl+1)*x(:,:,contl+1);

end

figure(1)

xt = squeeze(x);
plot(T,xt(1,:),’-k’,’LineWidth’,2.0)
set(gca, ’FontSize’,14)

hold on
plot(T,xt(2,:),’--k’,’LineWidth’,2.0)
hold off

xlabel(’tempo (segundos)’,’FontSize’,14)
ylabel (°x_1(t), x_2(t)’,’FontSize’,14)
grid

hlLeg = legend(’$$q(t)$$’, $$\dot{q}(t)$$°);
set (hLeg, ’Interpreter’,’latex’);

figure(2)

plot(T,u’,’-k’,’LineWidth’,2.0)

axis([0 10 -20 5])

xlabel(’tempo (segundos)’,’FontSize’,14), ylabel(’u(t)’,’FontSize’,14)
set(gca, ’FontSize’,14)

grid

figure(3)
plot(xt(1,:)’,xt(2,:)’,’-.k’,’LineWidth’,2.0)
hLegO=x1label (’$3$q(t)$$’, FontSize’,16);
hLeg=ylabel(’$$\dot{q}(t)$$’, FontSize’,16);
set (hlLeg, ’Interpreter’,’latex’)

set (hLeg0, ’Interpreter’,’latex’)

set(gca, ’FontSize’,14)

%hold on

%hLegl = legend(’$$\mathbf{S}(0)=\mathbf{0}$$’,’$$\mathbf{S}(0)=10\mathbf{I}$$’,...

% ’$$\mathbf{S} (0)=100\mathbf{I}$$’);
%set (hLegl,’Interpreter’,’latex’);

3.2 Técnica de Controle FTRE

A técnica de controle FTRE proposta por Prach, Tekinalp e Bernstein (2014), como
ja foi mencionado, estd essencialmente baseada na equacdo de Riccati dependente de estado

(SDRE), a qual, por sua vez, tem por base a parametrizacdo do sistema na forma de coeficientes
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dependentes de estado (SDC). A seguir serdo apresentados cada um desses itens.

3.2.1 Parametrizaciao por Coeficientes Dependentes de Estado (SDC)

Considere o sistema dinamico ndo linear dado por
x(t) = f(x(t),u(t)), x(0)=xo. (3.14)

A funcio f (x(t), u(t)) representa genericamente um conjunto de equagdes diferenciais ndo line-
ares. Agora, fazendo a fatorag@o do sistema (3.14) na forma SDC (State-Dependent Coefficients)
resulta em

x(t) = A(x(t), u(t))x(t) + B(x(t), u(t))u(?). (3.15)

Observe que para um determinado instante de tempo ¢;, as matrizes A(x(t), u(t)) e
B (x(t), u(t)) tornam-se constantes. Desse modo, para o instante ¢;, a equagdo (3.15) representa

um modelo linear e invariante no tempo.

3.2.2 [Equacao de Riccati Dependente de Estado (SDRE)

Uma vez feita a parametrizag¢ao do sistema na forma SDC e a consequente obtengdo das
matrizes de estado e entrada em fun¢do do estado x(¢), a equacdo algébrica de Riccati depen-

dente de estado € estabelecida como

AT (x(1))S(x(t)) + S(x(t)) A(x(t)) — S(X(t))B(X(t))R’lB(x(t))TS(x(t)) +Q=0.
(3.16)

A seguir serd abordada a forma como a técnica de controle FTRE se utiliza da equagdo

de Riccati dependente de estado.

3.3 Controle FTRE baseado em SDRE

A técnica de controle FTRE baseado SDRE consiste em primeiramente fazer uma para-
metrizacao direta das equagdes nao lineares de um sistema dindmico para representd-lo por uma
estrutura pseudo-linear com coeficientes dependentes de estado, isto €, um modelo SDC. Como
consequéncia, a equacao de Riccati resultante da solu¢do do problema de controle 6timo € para-
metricamente dependente das varidveis de estado. Em seguida, a equacao de Riccati dependente
de estado (SDRE) € resolvida para cada instante ¢; da trajetdria do estado x(t;). Assim, o estado
¢ fixado (“congelado”) a cada instante ¢;. A solug¢do obtida ao longo da trajetéria do estado é
entdo utilizada para determinar a acdo de controle por realimentacdo de estados a cada instante
t;. No contexto da teoria do regulador linear quadrético (LQR), o objetivo € determinar a lei de
controle por realimentagdo de estados na forma u(t) = —K(x(t))x(t) que minimiza o indice

de desempenho dado por

J= % /O T KT Qx() + uT (1) Ru(t)] di (3.17)
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onde Q € R™*" é semidefinida positiva e R € R™*™ é definida positiva. A matriz de ganho de
controle K (x(t)) para o LQR sub-6timo (LEWIS; VRABIE; SYRMOS, 2012) € obtida através
da expressao

K(x(t)) = R'B(x(t)) S(x(t)) (3.18)

onde S (x(t)) ¢ a solugdo da equacdo algébrica de Riccati dependente de estado. Desse modo,
uma vez fixado o instante de tempo ?;, as matrizes do modelo SDC tornam-se constantes para
tal instante. Em seguida soluciona-se a equagdo algébrica de Riccati dependente de estado para

t; fixado, a qual € dada por:

T

(3.19)

A solugdo obtida permite determinar o ganho de controle a partir da equacao (3.18).

3.3.1 Proposta do controle FTRE rastreador

O controle FTRE para o caso em que hd uma trajetéria de referéncia r(¢) a ser seguida
pela saida do sistema ndo linear utiliza diretamente os resultados da Tabela 5. Assim, primeira-
mente procede-se com a determinac¢do do modelo SDC do sistema nio linear para obtenc¢ao das

matrizes A (x(t)) e B(x(¢)). Em seguida, determina-se SDRE para o caso rastreador, dada por:

S (x()) = AT(x(t))S(x(x(t))) + S(x(t)) A(x(t)) — S(x(t))B(x(t)) R 'B" (x(t))S(x(t))
+C"QC, S(x(ty)) = C"PC
(3.20)
Observe alguns aspectos como a auséncia do sinal negativo e o fato da solugdo partir de uma

condicao inicial. Obtida a solu¢do S (X(t)), determina-se o ganho de controle:
K(x(t)) = R™'B"S(x(t)) (3.21)
Por conseguinte, soluciona-se a equacgdo diferencial auxiliar dada por
—v(x(t)) = (A(x(t)) — B(x(t))K(x(t)))T v+CTQr(t), v(x(T)) =C"Pr(T) (3.22)
Por fim, determina-se o controle

u(x(t)) = —K(x(t))x(t) + R™'BT(t)v(x(t)) (3.23)
A seguir, € apresentado um exemplo de aplicacdo em um motor sincrono.

3.3.2 Exemplo: controle FTRE de um motor sincrono

O conjunto de equagdes diferenciais ndo lineares a seguir representa a dinamica de um
motor sincrono bifdsico a ima permanente (SIMON, 2006, p. 25), (AHMED; MOINUDDIN;
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AL-SAGGAF, 2014):

W) = —%z’a(t) 4 ?A sen 6(t) “Cf) (3.24)
W) = —%b(t) + w(?A cos (1) “”L(t> (3.25)
w(t) = —%za( t)sen O(t) + %ib(t) cosO(t) + uaét) - Ew(t) — TLJ(t) (3.26)
0(t) = w(t) (3.27)

onde i,(t) e i,(t) sdo as correntes através dos enrolamentos do motor, R € a resisténcia dos
enrolamentos, L designa a indutincia dos enrolamentos, ./ € o momento de inércia do eixo do
rotor e F' € o atrito viscoso do rotor. A varidvel 6(t) representa a posi¢do angular do rotor e w(t)
¢ a velocidade angular; u,(t) e uy(t) sdo as tensdes aplicadas nos dois enrolamentos. O modelo

também considera um torque de carga sobre o eixo do rotor designado por T (¢).

Considere o vetor de estados definido por:

T
x(t) = [z’a(t) iw(t) w(t) 00) (3.28)
Desse modo, a representacdo do sistema na forma de varidveis de estado se torna:
R A alt
) R x3(t)A up(t
in(t) = —Fm(t) + 3(L) cos z4(t) + (’L ) (3.30)
, 3\ 3\ ug(t) F Ty (t
r3(t) = —ﬁxl( ) sen w4(t) + gﬂtg( ) cos x4(t) + IE ) _ 7x3(t) — # (3.31)
T4(t) = w(t) (3.32)

O primeiro passo consiste em determinar o modelo SDC a partir das equacdes diferenciais ndo

lineares, na forma

ol
(1) = A (x(t). u(®)x(1) + B(x(t). u(t) [“ Et;] (3.33)
Uy
onde uma possivel escolha para a matriz de estado dependente de estado é dada por
_ \ -
—% 0 T sen x4(t) 0
R A
0 e —— coswy(t) 0
A(x(t), u(t)) = L L (3.34)
0 3A cos x4(t) _E 3\ x1(t) sen xy(t)
2J ! J 2J14(t) !
| 0 0 1 0 |

Consequentemente a matriz de entrada é

B(x(t),u(t)) = (3.35)

o O O N

o o~ o
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Observe que o torque de carga 77 (t) estd sendo desconsiderado neste exemplo.

O resultado das operacOes matriciais na equacgao (3.33) resulta nas equagdes diferenciais
nao lineares que representam a dindmica do motor sincrono. Fixando o instante ¢;, a estrutura
em (3.33) torna-se linear para aquele instante, possibilitando a aplicacdo da metodologia. Os
dados de simulacdo utilizados podem ser encontrados em Dhaouadi, Mohan e Norum (1991),
os quais sao: R = 0.7, L = 5mH, A = 0.193 Vs/rad, J = 9 X 107° kg/m2 e ' = 0.001.
A condigio inicial considerada é x(0) = [1 3 0.5 0.1]". As matrizes de entrada do projeto sdo

dadas a seguir:

150 0 0 0

0 180 0 0
= 3.36
Q 0 0 1300 O (5:30)

0 0 0 130.0

0.001 0 0 0
0 0001 O 0

P- (3.37)
0 0 001 O

0 0 0 0.01

R = [0'1 0] (3.38)
0 0.5

O seguinte script foi utilizado para a realiza¢do da simulagdo:

clear
close all

clc

=
1]

0.0001; % passo de tempo para integrag&o
f=1.0;

R
L = 0.005; % indutancia dos enrolamentos (Henry)

lambda = 0.193; % constante do motor (Vs/rad)

0.7; % resistencia dos enrolamentos (Ohm)

J = 9e-5; % Momento of inercia (kg/m2)

F = 0.001; % coeficiente de atrito viscoso

x(:,1) = [1 3 0.5 0.1]’; Y%condigdo inicial

C = eye(4,4);
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qQ =

Rp =
P=

[150 0 0 0;
0 180 0 0;
0 0 130.0 O;
0 0 0 130.0];
[0.1 0;0 0.5];
[0.001 0 0 0;
0 0.001 0 0;
0.01 0;
0 0 0.01]1;

Akm = [-R/L O (lambda*sin(x(4,1)))/L

0o -

0 (3%lambda*cos(x(4,1)))/(2xJ) -F/J -(3*lambda*x(1,1)*sin(x(4,1)))/(2*J*x(4,1));...

0
Bkm

Bk =

S(:,:

Skm

t:
% r
refw

r =

V(:,:

Vkm

K(:,:

% x(

u(:,:

R/L -(lambda*cos(x(4,1)))/L O0;...

0 1 01;
= [1/L 0;
1/L;
0;
01;
Bkm;

o O O

,1) = (C?)*PxC;

= S8(:,:,1);

0:h:10.0;

= 1.0*ones(4,length(t));

= -10.0;

[refw* (2%F/(-3*lambda)) *sin(refw*(t));
refw* (2*F/(3*lambda) ) *cos (refw*x(t));
refwxones(1,length(t));

refux(t)];

,1) = (C?)*P*xr(:,1);

= V(:’:’l);
,1) = inv(Rp)*(Bkm’)*S(:,:,1);
:,1) = [1 3 0.5 2]7%;
,1) = Ky, D*x (G, D) +inv(Rp) *(Bkm? ) *V (:, :,1);

0;...
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60 for k = 2:length(t)

61 Akm = [-R/L 0 (lambda*sin(x(4,k-1)))/L 0;...
62 0 -R/L -(lambda*cos(x(4,k-1)))/L  0;...
63 0 (3*lambda*cos(x(4,k-1)))/(2%J) -F/J .

64 -(3*lambda*x(1,k-1)*sin(x(4,k-1)))/(2*xJ*x(4,k-1));

65 0O 0 1 0];

66 Sdot = (Akm’)*Skm+Skm*Akm-Skm*Bkm*inv (Rp) * (Bkm’ ) *Skm+(C?) *Q* (C) ;
67 S(:,:,k) = 8(:,:,k-1)+Sdot*h;

68 Sk = S(:,:,k);

69 xdota = Akm*x(:,k-1)+Bkm*u(:,:,k-1);

70 x(:,k) = x(:,k-1)+xdotax*h;

71 Ak = [-R/L 0 (lambda*sin(x(4,k))) /L 0;...

72 0 -R/L -(lambda*cos(x(4,k)))/L 0;...

73 0 (3*xlambdaxcos(x(4,k)))/(2xJ) -F/J ...

74 -(3*lambda*x(1,k)*sin(x(4,k)))/(2xJ*x(4,k));

75 0O 0 1 0];

76 Sdot_trap = (Ak’)*Sk+Sk*Ak-Sk*Bk*inv(Rp)* (Bk’)*Sk+(C’)*Q*(C);
77 S(:,:,k) = 8(:,:,k-1)+(Sdot+Sdot_trap)*h*0.5;

78 Skm = S(:,:,k);

79 K(:,:,k) = inv(Rp)*(Bk’)*S(:,:,k);

80 A

81 Vdot = ((Akm-Bkm*K(:,:,k-1))’)*Vkm+(C’)*Q*r(:,k-1);
82 V(:,:,k) = V(:,:,k-1)+Vdot*h;

83 Vk = V(:,:,k);

84 Vdot_trap = ((Ak-Bk*K(:,:,k))’?)*Vk+(C’)*Q*r(:,k);
85 V(:,:,k) = V(:,:,k-1)+(Vdot+Vdot_trap)*h*0.5;

86 Vkm = V(:,:,k);

87 u(:,:,k) = -K(:,:,k)*x(:,k)+inv(Rp) * (Bk’>)*V(:,:,k);
88 xdotatrap = Ak*x(:,k)+Bk*u(:,:,k);

89 x(:,k) = x(:,k-1)+(xdota+xdotatrap)*h*0.5;

90 end

91

92

93 figure

04 plot(t,x(1,:),’-k’, LineWidth’,2.0)

95 xlabel(’tempo (segundos)’,’FontSize’,14)
96 ylabel(’i_a(t)’,’FontSize’,14)

97 set(gca,’FontSize’,14)

98 hold on

99 plot(t,r(1,:),’--r’,’LineWidth’,2.0)

100 legend(’i_a(t)’,’r(t)?)

101 hold off
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grid

figure
plot(t,x(2,:),’-k’,’LineWidth’,2.0)
xlabel(’tempo (segundos)’,’FontSize’,14)
ylabel(’i_b(t)’,’FontSize’,14)

set(gca, ’FontSize’,14)

hold on
plot(t,r(2,:),’--r’,’LineWidth’,2.0)
legend(’i_b(t)’,’r(t)?)

grid

figure
plot(t,x(3,:),’-k’,’LineWidth’,2.0)
xlabel (’tempo (segundos)’,’FontSize’,14)
ylabel (’\omega(t)’,’FontSize’,14)
set(gca, ’FontSize’,14)

hold on
plot(t,r(3,:),’--r’,’LineWidth’,2.0)
legend (’\omega(t)’,’r(t)’)

grid

figure
plot(t,x(4,:),’-k’,’LineWidth’,2.0)
xlabel (’tempo (segundos)’,’FontSize’,14)
ylabel (’\theta(t)’,’FontSize’,14)
set(gca, ’FontSize’,14)

hold on
plot(t,r(4,:),’--r’,’LineWidth’,2.0)
legend(’\theta(t)’,’r(t)’)

grid

figure
plot(t,squeeze(u),’LineWidth’,2.0)
xlabel (’tempo (segundos)’,’FontSize’,14)
ylabel (’u(t)’,’FontSize’,14)

set(gca, ’FontSize’,14)

grid

legend(Cu_1(t)’,’u_2(t)?)

Os gréficos com as curvas de resposta para cada um dos estados sd@o dados nas Figuras
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de 3.11 a 3.14. O grafico do sinal de controle € mostrado na Figura 3.15. Observe que para as
correntes i,(t) e i,(t) foram designadas trajetérias de referéncia senoidais, enquanto que para a
a velocidade w(t) foi atribuida uma referéncia fixa em —10 rad/s. Tais escolhas estdo baseadas

na dindmica do motor sincrono.

1 ——
— i

- - 1)

0.8}

0.6

VIVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

-0.2 ' ; : '
0 2 4 6 8 10
tempo (segundos)

Figura 3.11 — Trajetdria do estado x4 (t) = i,(t).

0 2 4 6 8 10
tempo (segundos)

Figura 3.12 — Trajetdria do estado xo(t) = i,(¢).
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w(t)
-~ )

-15

tempo (segundos)

Figura 3.13 — Trajetéria do estado x3(t) = w(t).

20 T—0

- - =)

0 2 4 6 8 10
tempo (segundos)

Figura 3.14 — Trajetdria do estado x4(t) = 0(¢).

40

u, (1)
u,(t)

20

0 ot e P R OVNONININONINININA

0 2 4 6 8 10
tempo (segundos)

Figura 3.15 — Trajetdria do controle u(?).
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4 CONTROLE /%, BASEADO NA EQUACAO DE RICCATI DEPENDENTE DE ES-
TADO

A teoria de controle .7, € um campo que emergiu dentro da teoria de controle robusto
principalmente a partir dos anos de 1980. No contexto de controle robusto, a otimizagdo 775,
¢ uma maneira de projetar controladores robustos considerando o pior caso da perturbacao de
entrada (LEWIS; VRABIE; SYRMOS, 2012, p.430). Como ji mencionado, a formulagado ori-
ginal do problema de controle .7, foi elaborada no dominio da frequéncia por Zames (1981),
mas a abordagem no dominio do tempo logrou grande éxito principalmente a partir dos artigos
de Doyle et al. (1989) e Doyle e Glover (1989).

Vdrias das propostas de controle 777, feitas na literatura sdo direcionadas para aplicacdes
em sistemas lineares. Uma alternativa para a extensao do controle .7, ao contexto nao linear €
proposta por Cloutier, D’Souza e Mracek (1996), a qual utiliza uma parametrizacao direta para
trazer o sistema nao linear para uma estrutura pseudo-linear com coeficientes dependentes do
estado (SDC - state-dependent coefficients); em seguida, a equagdo de Riccati, cujos parametros
dependem das varidveis de estado, € resolvida para cada ponto da trajetéria dessas varidveis.
Tal equacdo € denominada equagao de Riccati dependente do estado (SDRE - state-dependent

Riccati equation).

Alguns conceitos sdo fundamentais antes da proposi¢do do problema de controle 77,

0s quais sdo apresentados a seguir.

4.1 Decomposiciao em Valores Singulares - SVD

Dada uma matriz G, a sua decomposicdo em valores singulares (SVD) pode ser escrita

como
G =Uxv?T 4.1)

onde U e V sdo matrizes ortogonais e

01
02

S0
Y= o, :{ 0 01 4.2)

0

com 7 igual ao posto da matriz G. Os valores singulares de G sdo as raizes quadradas dos

autovalores ndo nulos de GT G, isto é:

0i(G) = /N(GTG)  i=1,2--- 1 4.3)
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onde \;(-) denota o i-ésimo autovalor de (-).

Considere que o maior dentre todos os valores singulares de G serd denotado por o, (G)
e o menor deles serd denotado por ,,(G). Assim, a Figura 4.1 ilustra o produto de uma matriz

por um vetor e a relacdo com os valores singulares:

AY2

AT2 y = Gx

/\ G'm(G) O’]\,{(G)

Figura 4.1 — Operacdo de uma matriz sobre um vetor e seus valores singulares mdximo e mi-
nimo.

Como exemplo numérico, considere a matriz G dada por

0.3125 0.9375
G = (4.4)

1.2500 0.6250

cujos autovalores sao A\; = —0.6250 e Ay = 1.5625. Assim:

1.5

GX1 = )\1X1

X
Gx

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 4.2 — Operacdo da matriz dada em (4.4) sobre os vetores de raio unitdrio.



Capitulo 4. Controle 7, Baseado na equacdo de Riccati Dependente de Estado 90

4.2 Diagrama de valores singulares: grafico de Bode MIMO

O conceito de valores singulares € aplicdvel as matrizes de transferéncia de sistemas mul-
tivaridveis (MIMO). Os diagramas de Bode para sistemas multivaridveis consistem nos gréaficos

de oy (G(jw)) € 0 (G(jw)) em fungdo da frequéncia angular w.

Como exemplo, considere a matriz de transferéncia dada por

3s

G(s) = s+ s+10 (4.5)
s+1 2
s+5 s+6

O grafico dos valores singulares para este sistema € mostrado na Figura 4.3.

10

of O_M(G(M\/

Valores Singulares (dB)

10 10 10° 10' 107
Frequéncia (rad/sec)

Figura 4.3 — Diagrama de Bode do sistema dado em (4.5).

4.3 Definicao da Norma 7, — Sistemas MIMO
A norma .7, de uma matriz de transferéncia G(s) € definida como:
IG(5)]loe = sup oar (G (5w)) (4.6)

Assim, para o sistema dado em (4.5), o diagrama de valores singulares permite determinar a
norma 745, do sistema, como ilustra a Figura 4.4:

Assim, considerando que a norma 75, € o valor de pico (pior caso) na resposta em
frequéncia no diagrama de valores singulares de funcao de transferéncia, pode-se concluir que
a sua minimizagdo implica em atenuar a relagdo entrada-saida, isto €, o efeito da entrada de
perturbacdo na saida controlada. Assim, o problema de controle .7, pode ser interpretado

como consistindo de determinar o controlador que minimiza a relag@o de pior caso entrada-saida
(perturbagdo-saida controlada).
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20

10b. NGl = 9.5857dB_ = 3.0150

Valores Singulares (dB)

=70

10° 10 10
Frequéncia (rad/sec)

Figura 4.4 — Diagrama de Bode do sistema dado em (4.5) destacando a norma .777.

4.4 Problema de Controle /77,

Considere o sistema linear ilustrado na Figura 4.5, cuja representacdo em espaco de
estados € dada por

-
—~
~
SN—
I

Ax(t) + Byw(t) + Bou(t) 4.7)
z(t) = Cix(t) + Dyu(t) (4.8)

onde x(t) € R" é o vetor de estados, u(t) € R™ € a entrada de controle, w(t) € R" € a
perturbacio (desconhecida) e z(t) € R’ é a saida a ser controlada. As matrizes A, By, By, C,

e D1, possuem dimensdes apropriadas.

O problema de controle 777, € classificado em dois tipos (ZHOU; DOYLE, 1999, p. 269):

e Problema de controle 77, é6timo: encontrar todos os controladores admissiveis K tais
que T.,, € minimizada, onde T,,, € a matriz de transferéncia em malha fechada da pertur-

bacdo para a saida a ser controlada;

e Problema de controle 77, sub-6timo: Dado v > 0, encontrar todos os controladores
admissiveis tais que

ITowll <7, 7>0 (4.9)

onde T,,, € a matriz de transferéncia em malha fechada da perturbagdo para a saida a ser
controlada e vy ¢ um limitante superior da norma %, a qual ¢ definida por || T, =
max, (1z]l,/|lwll,). sendo [|-||, a norma %, no espago de Hilbert das fungdes quadrati-
camente integrdveis no intervalo (—oo, 00).

A abordagem apresentada neste trabalho corresponde ao problema de controle 77, sub-
6timo, no qual ndo pretende minimizar efetivamente a norma ||T,, ||, mas apenas restringi-

la por um limitante superior v. Considerando isto, o critério dado na equacdo (4.9) pode ser
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Figura 4.5 — Diagrama em blocos do sistema dado pelas equagdes (4.7) e (4.8).

w(t)
B,
) )
u(t) B, (¥ YU LUNEEN YN (¥ 0
G / Ny
A <
D12

Fonte: o autor

especificado no dominio do tempo como (LEWIS; VRABIE; SYRMOS, 2012, p.433)

I(t)115

2
z(t)eL
A W)

<7 & z®)ll; =+ [lw(@)ll; <o. (4.10)

Assim, minimizando o termo ||z(t)||; —v* || w(t)||3, determina-se o controle u(t) que atende ao
critério || T, ||, < < para a perturbagdo de pior caso. Dessa forma, considerando a equagdo

(4.10), tem-se a seguinte funcao custo a ser minimizada:

J = 3 /0 b 2" (t)Qz(t) — v*w' (t)w(t)] dt (4.11)

onde uma matriz simétrica Q € R'*! é aqui empregada para ponderar a energia da varidvel de

saida a ser controlada. Agora, define-se

L=-[z"(t)Qaz(t) — W  (t)w(t)]. (4.12)

N —

Por conseguinte, a fungdo hamiltoniana para o problema de minimizar (4.11) sujeito a (4.7) e
(4.8) € dada como
n =L+ X" ()[Ax(t) + Byw(t) + Byu(t)] (4.13)

onde A € R" denota o multiplicador de Lagrange associado ao problema de otimizacao.
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Agora, aplicando as condicdes de otimalidade, obtém-se:

0
x(t) = a)\—”t) — Ax(t) + Biw(t) + Bou(t) (4.14)
~Alt) = s = CTQOX() + CTQDyu(e) + A™A() 4.15)

0
0= 8u7(7t) - D1T2chx(t) + D?QQDHu(t) + Bg)‘(t) (4.16)

/I 2
0= Iw(l) By A(t) — v w(t). (4.17)
Da equagao (4.16), tem-se

u(t) = —Diy [D1,QCix(t) + By A(t)] (4.18)

onde Dy = (D{QQDlz) ' Eda equacdo (4.17)

w(t) =7 2Bl A(t). (4.19)

Note que substituindo as equacdes (4.18) e (4.19) na equacdo (4.14), tem-se a equagao
de estado

x(t) = [A — BoD1,D1,QC] x(t) + [y °B:B] — BaD1:B; | A(¢). (4.20)
Por conseguinte, substituindo a equacao (4.18) na equacgao (4.15), resulta a equacao de co-estado

A(t) = [-CTQC, + CTQD1;D1,D},QC1 ] x(t) + [-AT + CTQD 12D 1,B | A(t). (4.21)

As equagdes (4.20) e (4.21) podem ser escritas na forma matricial [veja equagdo (4.22)],

onde H denota a matriz hamiltoniana.

X t)] A — B2512D'1I‘2QC1 ’7_2B1B;F - Bgﬁlng

x(t)
At

(4.22)

-C!QC, +CTQDh;D;,DL,QC, —AT 4+ CTQD;,D,B;]

H

A condigdo ||T.,||., < v ocorre se e somente se a matriz H ndo possui autovalores no

eixo imagindrio (DOYLE et al., 1989). Dessa forma, o valor de « € determinado como segue:

(P1) Escolher um valor positivo para .
(P2) Calcular os autovalores de H e verificar se 0s mesmos estdo sobre o eixo imagindrio.

(P3) Caso H nao tenha autovalores sobre o eixo imagindrio, diminuir v e voltar para o passo
(P2); caso contrdrio, aumentar v e voltar para (P2). O processo deve continuar até ser

obtido o menor valor de v para o qual H nao tenha autovalores sobre o eixo imagindrio.
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Para solucionar completamente o problema de minimizagao da fungao custo estabelecida

em (4.13) € ainda necessdria a condi¢do final
AT) =S(T)x(T) (4.23)

onde a matriz S(T") é simétrica e semidefinida positiva. Considerando que x(¢) e A(t) satisfazem

a relagdo linear dada em (4.23) para todo t € [to, 7], entdo
A(t) = S(t)x(t). (4.24)
Diferenciando (4.24) com relagao a t, tem-se
A(t) = S(t)x(t) + S(t)x(t). (4.25)

Agora, substituindo em (4.25) o valor de x(t) obtido em (4.20) e o valor de A(t) obtido em
(4.21), resulta

[-CTQC; + C{D;:D1:D,QCH] x(t) + [-AT + CTQD1:D 1B | At)

X _ _ (4.26)
S(t)x(t) + S(t) {[A — B:D1:D},QC4 | x(t) + [y °B1B] — BoD1oB3 | A(t)}.
Substituindo (4.24) em (4.26), tem-se a seguinte equacao diferencial de Riccati:
-S(t)=[A - BQEQDITQQQ}T S(t) + S(t) [A — BsD12D},QC;] wan

+S(t) [y ?B:B} — B:D1:B; | S(t) + [CTQC; — C{QD1>,D1,D},QC; |

onde S(t) é a solugio desta equacio com condicio final S(T'). Se S(t) converge, entdo S(t) = 0
e S(t) = S. Assim, (4.27) resulta na equagdo algébrica de Riccati para o problema de controle
. Dessa forma, usando a solug@o S e substituindo (4.24) em (4.18), pode-se obter u(t) para
o problema de controle 7

u(t) = —-K.x(t) (4.28)

onde K. é o ganho do controlador dado por

K. = (DL,QD:) ' [DLQC, + BJS]. (4.29)

4.4.1 Controle /7., baseado em SDRE

O problema de controle 77, baseado em SDRE ¢ caracterizado como segue: inicial-
mente, emprega-se um modelo SDC com a mesma estrutura dada nas equacdes (4.7) e (4.8),
isto ¢, fazendo A = A (x(t)), By = By (x(t)) e By = By(x(t)). Assim, a matriz Hamiltoniana
dada na equacdo (4.22), bem como a equagdo de Riccati para o controle .7, tornam-se depen-
dentes do estado. Em seguida, determina-se a solu¢do da SDRE S (x(t,)) para cada instante ¢;,

conforme a técnica FTRE, que resulta no seguinte ganho para o controlador:

K. (x(t;)) = D12 [D1,QC: + B; (x(t:))S(x(%:))] - (4.30)
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4.4.2 Exemplo 1

4.4.3 Modelagem da Planta

Considere o sistema carro-péndulo invertido representado na Figura 4.6, onde

Figura 4.6 — Representagdo do sistema carro-péndulo invertido.

0 posicado angular do péndulo

. posicao linear do carro

massa do carro

massa do péndulo

distancia do centro de massa ao pivo
aceleracdo da gravidade
momento de inércia do péndulo
forca de perturbagao

forca aplicada ao carro
coeficiente de atrito do carro
coeficiente de atrito do pé€ndulo

B

E

g

e}

Ssliee e ico Bl

bS]

Do diagrama de corpo livre do péndulo, mostrado na Figura 4.7, sdo obtidas as equagdes

da lei de Newton aplicada a horizontal e a vertical, respectivamente:

Te€m-se que

d2
My [z.(t) + IsenO(t)] = Fy
mpji [LcosO(t)] = Fy — myg
O ino(0)] = ~°(1) sin (1) + (1) cos ()
d2

) [cos@(t)] = —92(t) cos O(t) — 9@) sin 0(t)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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Figura 4.7 — Diagrama de corpo livre do péndulo invertido. Fy e Fy sdo as forcas de reacao
vertical e horizontal no pivo, respectivamente.

Das equacgdes (4.31) e (4.32), obtém-se as for¢as de reacao vertical (Fy,) e horizontal (F):

Fy =myl [—9‘2@) cos O(t) — 6(t) sen e@}

(4.35)
+myg
F :ml[—QQt sen 0(t) + 0(¢ cos@t}
H =y (t) sen 6(t) + 0(t) cos 0(t) (4.36)
+my,Ze(1).
Agora, aplicando a equagdo de torque ao centro de gravidade do péndulo, tem-se
T = 16(t)
= [Fy, — Fi, + Fu,]1 — BA(t
[ Vi Hy 1] D ( ) (4.37)

= [Fy sen 0(t) + (F,(t) — Fy) cos0(t)]
—B,A(t).

Substituindo Fy e Fy das equacdes (4.35) e (4.36) na equacgdo (4.37), obtém-se
10(t) = myl? [—QQ(t) sin 0(t) cos O(t) — 6(t) sin® Q(t)] + myglsinO(t) + F,(t) cos 6(t)!

—m, 12 [—9’2(15) sin (1) cos O(t) + (1) cos? e(t)] — myli(t) cosO(t) — B,0(t)
(4.38)
Dai

I6(t) = —myl%0(t) [sin® 0(t) + cos® 0(t)] + myglsin6(t) — myli.(t) cos O(t)

. (4.39)
+F,(t) cosO(t)l — B,o(t)

Rearranjando os termos:

(I +myl?) 0(t) + B,0(t) + mylie(t) cos O(t) — mylg sen B(t) — Fy(t)l cos (t) = 0. (4.40)

Considerando o diagrama de corpo livre do carro mostrado na Figura 4.8, obtém-se a

partir das leis de Newton, a seguinte relagao:

meii, = F(t) — Fy — Bei.. (4.41)
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Entdo, substituindo Fy da equacdo (4.36) em (4.41), tem-se

(e + ) Zo(t) + Beio(t) +mylf(t) cos O(t) — myl0%(t) sen O(t) = F(t). (4.42)

FH Bc:tc

Figura 4.8 — Diagrama de corpo livre do carro. F' € a for¢a aplicada ao carro, B,z € a forca de
atrito e Fy € a for¢a de reacdo horizontal no pivo.

Assim, as equacgdes (4.40) e (4.42) descrevem a dindmica ndo linear do sistema carro-

péndulo invertido. Agora, considere o vetor de estados x(¢) definido por:

z1(t) z(t)
o m() || Ee()
x(t) = nty |~ | o) | (4.43)
z4(t) (t)
Dai,
(me +my) ia(t) + Bewo(t) + mylia(t) cos z3(t) — mylai(t) sinzs(t) = F(t) (4.44)
e

(I +myl?) &4(t)+ Bpwa(t)+myplio(t) cos zs(t) —mylg sin z5(t)— F, (t)l cos z3(t) = 0 (4.45)

Fazendo m, = m.+m,, my = I+ mp12, substituindo as variaveis de estado definidas em (4.43)

e combinando as equacdes (4.40) e (4.42), resulta

B, IB 1
To(t) = — T 2(t Mx4(t) cos x3(t) — ™" 9 cen x3(t) cos z3(t)
s ma s (4.46)
mylms myl* m
£) — D, () + 2 F(t /
S 0) — " cos g (1)Fu (1) + 2 F () sen 1)
e
B,m, myl B, m2[?
i4(t) = ——2—my(t) P2 20(t) cos w3(t) — —2—22(t) sen a3(t) cos z3(t)
M; ms mg (4.47)
l l l ’
mpngml sen z3(t) + %31 cos z3(t) Fy(t) — WT;—Z cos z3(t)F(t)

onde ms = myms — mfyl2 cos® z3(t).
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Assim, sendo &1 (t) = xo(t), ©3(t) = 4(t), a perturbagdo w(t) = F,(t) e o controle

u(t) = F(t), obteve-se a matriz A (x(t)), dada na equag@o (4.48), para a estrutura SDC.

[ 0 1 0 0
B, ml? IB l
0 Bl _ 9 en 223(t) Mk i IS z3(t) + Te m2x4(t) sen x3(t)
A - ms 2m3m3(t) ms ms
(x(8)) =
0 0 0 1
mpyl B, mylgm B,m m2l?
0 ;3C%3@)7£i@¥mmﬁw —7%f—2;fmﬂ%n%ﬁw
(4.48)
Consequentemente, as matrizes By (x(t)) e By(x(t)) sdo dadas por
_ 0 -
l2
T o2 x3(t)
Bl(x(t)) = ms . (4.49)
— t
L cos x3(t) |
e — -
0
ma
B, (x(t)) = ”83 . (4.50)
myp
e /
o~ cos x3( )_

As simulacdes de controle do sistema carro-péndulo invertido foram realizadas utili-
zando os parametros dados na Tabela 7, os quais se baseiam em Kumar e Jerome (2013); para

B, e B,, utilizou-se valores tipicos da literatura.

Tabela 7 — Parametros do carro-pé€ndulo invertido.

Parametro | Valor | Unidade

M 0,94 kg
myp 0,23 kg
l 0,33 m
B, 0,44 | Nms/rad
B, 0,05 | Nms/rad
I 0,0083 | kg-m?
g 9,81 m/s?

4.4.4 Controle /7, baseado em SDRE

As Figuras 4.9 a 4.12 mostram as curvas de resposta do estado x(t) para o controle .75,

baseado em SDRE, com estado inicial x, = [0 0 140° 0]". A perturbagdo aplicada ao sistema
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€ mostrada na Figura 4.13. Visando manipular a energia associada aos estados, considerou-se

trés distintos cendrios para a matriz Q. Note que, em comparativo com o LQR, o controle 777,

baseado em SDRE apresenta um desempenho superior com respeito a energia associada aos

estados.
20 w
_Q1---Qz....Q3 LQR
10t 1
E
s O ]
S e e e -
A0 \Eworva 1
-20 : : ‘
0 5 10 15 20
Tempo (segundos)
Figura 4.9 — Estado x(¢).
20 ‘
’_Q1---Q2....Q3 LQR
Q
£
8§
-20 ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20
Tempo (segundos)
Figura 4.10 — Estado x5 (t).
150 w
_Q1---Q2....Q3 LQR
100 1
8
]
2 50 1
I
of N
_50 L L L
5 10 15 20

Tempo (segundos)

Figura 4.11 — Estado x3(t).

O codigo fonte do script utilizado na simulagdo € mostrado a seguir:

1 clear



10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

21
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close all

clc

gammaO = 100.0;
gammaN = 0.10;

mc = 0.94; % kg
mp = 0.23; 7% kg

1
I
Bc = 0.44; %
Bp = 0.05; %
g = 9.81; b
M1 = mc+mp;

M2 = I+mp*1-2;

0.33; % m

Tf = 20; %
h = 0.01; %
t =0:h:Tf; Y%

(1/3) *mp*1~

LQR
Q)
©
g
5
-10
-15 1 I |
0 5 10 15 20
Tempo (segundos)
Figura 4.12 — Estado x4(t).
o
St —
S
208}
g
S 0,6
o
S 0,4}
&
=02}
3 0 ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20
Tempo (segundos)
Figura 4.13 — Perturbagdo w;t).
2; % kg-m2
Nms/rad
Nms/rad
m/s2

final time
step size

time vector
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steppoint = 0.3;
7.0;
8.0;

steppointwl

steppointw2

% F = 1.0%[ones(1,length(0:h:steppoint)) zeros(l,length(steppoint+h:h:Tf))]; % input (N)
Fw = 1.0%[zeros(1,length(0:h:steppointwl)) ones(l,length(steppointwl+h:h:steppointw2)) zer

w = Fw;

x(:,1) = [0;0;140%(pi/180);0]; % initial condition

M3km = M1#M2-(mp~2)*(1~2)*cos(x(3,1))"2;
Akm = [0 1 0 O;
0 -Bc*M2/M3km - (g*(mp~2)*(1~2)*0.5%sin(2*x(3,1)))/(x(3,1)*M3km)
(mp*1*Bp*cos (x(3,1)) ) /M3km+ (M2*mp*1*(x(4,1) ) *sin(x(3,1)))/M3knm;
000 1;
0 mp*1l*xBcxcos(x(3,1))/M3km Mlxmp*gxl*sin(x(3,1))/(x(3,1)*M3km)
-M1*Bp/M3km- (mp~2) * (1~2) *0.5*%sin (2*x(3,1) ) *x(4,1) /M3km] ;
Bikm = [0;-mp*(1~2)*(cos(x(3,1))~2)/M3km;0;M1*1*cos(x(3,1))/M3km] ;
B2km = [0;M2/M3km;0;-mp*1l*cos(x(3,1))/M3km] ;
Bkm = [Blkm,B2km];

%#ClL=1[1000;0010];
% C1 = [0.00001 1 1 0];
% C1 = [0.00001 0 0 O;
% 0 01 0];
% C1 = [0.00001 0 0 O;
% 0 01 0];

Cl = eye(4,4);

Q = diag([0.00001 1 1 11);

% C1 = [0.0001 0 15 0];

% Cl1 = diag([0.0001 O 1.0 0]);
C2 = eye(4,4);

Cc = [C1;C2];

% D12 = [1 0];

% D12 = [1 0];

% D21 = [1 0 0 0]°;

% D = [zeros(4,1),D12;D21,zeros(4,1)];
% D12t = inv(D12’%D12);

% Abar = Akm-0%B2km*D12t*D12’*C1;

mlx = size(Blkm,2);

m2x = size(B2km,2);

% m3x = size(D12t,2);
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Qbar = C1’*Qx*C1;

% Qbar = C1’xC1-0%C1’*D12+¥D12t*D12’*C1;

% Gsysa = [Akm,Bkm;C,D];

% Gsys = pck(Akm,Bkm,C,D);

% [gopt,Kcen,x1,x2,y1,y2,Preg]l = hinfric(Gsys, [4 1],gammaN,gamma0)

% [Kmat, Tzw, gamasub,AX,AY] = hinfsyn(Gsys,1,1,0,10,1e-4,1,1e-10,1e-6,1);
% M = [Akm,Blkm;C2,D21];

for gamma=gammaO:-0.1:gammaN % lago para diminuig¢8o progressiva de gama
Rbar = [-(gamma~2)*eye(mlx) zeros(mlx,m2x); zeros(m2x,mlx) eye(m2x)];
% Ham = [Abar, (gamma~(-2))*B1lkm*Blkm’-B2km*D12t*B2km’ ;
% -Qbar,-Abar’];
[S,auxl,aux2,report] = care(Akm,Bkm,Qbar,Rbar);
% disp(’0i?),
A pause
if report==-1 || report==-2;
while (report==-1 || report==-2 || sum(real(eig(S))<0)>0)
gamma = gamma+0.1;
Rbar = [-(gamma~2)*eye(mlx) zeros(mlx,m2x); zeros(m2x,mlx) eye(m2x)];

[S,auxl,aux2,report] = care(Akm,Bkm,Qbar,Rbar);

end
break;
end

end

disp(’0i?)
pause (1)

% K(:,:,1) = D12t*(D12°*C1+B2km’*S) ;
K(:,:,1) = B2km’*S;

u(1,1) = -K(C:,:,D*x(:,1);
if u(1,1)>200

u(1,1) = 200.0;
elseif u(1,1)<-200

u(1,1) = -200.0;

end

for k = 2:length(t)’ trapezoidal method to solve ode’s
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) k
% pause
M3km = M1xM2-(mp~2)*(1~2)*cos(x(3,k-1))"2;

Akm = [0 1 0 O;
0 -Bc*M2/M3km - (g*x(mp~2)*(1~2)*0.5%sin(2*x(3,k-1)))/(x(3,k-1)*M3km)
(mp*1*Bp*cos (x(3,k-1)) ) /M3km+ (M2*mp*1* (x(4,k-1))*sin(x(3,k-1))) /M3km;
000 1;
0 mp*1*Bc*cos(x(3,k-1))/M3km Mlxmp*g*l*sin(x(3,k-1))/(x(3,k-1)*M3km)
-M1*Bp/M3km- (mp~2) * (1~2) *0.5*sin (2*x(3,k-1) ) *x (4,k-1) /M3km] ;
Blkm = [0;-mp*(1~2)*(cos(x(3,k-1))"~2)/M3km;0;M1*1*cos(x(3,k-1))/M3km] ;
B2km = [0;M2/M3km;0;-mp*1l*cos(x(3,k-1))/M3km];

postokm(k) = rank(ctrb(Akm, [Blkm,B2km]));
xdota = Akm*x(:,k-1)+Bilkm*w(1,k-1)+B2km*u(1,k-1);
x(:,k) = x(:,k-1)+xdotaxh;
M3k = M1*M2-(mp~2)*(1~2)*cos(x(3,k))"2;
Ak = [0 10 0;
0 -Bc#M2/M3k - (gx(mp~2)*(1°2)*0.5%sin(2*x(3,k)))/(x(3,k)*M3k)
(mp*1#*Bp*cos (x(3,k)) ) /M3k+(M2*mp*1*(x(4,k))*sin(x(3,k))) /M3k;
000 1;
0 mp*1*Bc*cos(x(3,k))/M3k Mi*mp*gxl*sin(x(3,k))/(x(3,k)*M3k)
-M1*Bp/M3k- (mp~2) * (1~2) *0.5*sin(2*x(3,k) ) *x (4,k) /M3k] ;
Blk = [0;-mp*(1~2)*(cos(x(3,k))"~2)/M3k;0;Mi*1lxcos(x(3,k))/M3k];
B2k = [0;M2/M3k;0;-mpxl*cos(x(3,k))/M3k];

% postok(k) = rank(ctrb(Ak, [Blk,B2k]));

Bk = [B1k,B2k];

postok(k) = rank([Bk Ak*Bk Ak~2*Bk]);
postokB(k) = rank(Bk);

% Abar = Ak-B2k*D12t*D12°*C1;

yA

for gamma=gammaO:-0.1:gammaN J lago para diminuigdo progressiva de gama

Rbar = [-(gamma~2)*eye(mlx) zeros(mlx,m2x); zeros(m2x,mlix) eye(m2x)];
% Ham = [Abar, (gamma~(-2))*Blkm*Blkm’-B2km*D12t*B2km’ ;
% -Qbar, -Abar] ;
[S,auxl,aux2,report] = care(Ak,Bk,Qbar,Rbar);
if report==-1 || report==-2;
while (report==-1 || report==-2 || sum(real(eig(S))<0)>0)
gamma = gamma+1l.1;
Rbar = [-(gamma~2)*eye(mlx) zeros(mlx,m2x); zeros(m2x,mix) eye(m2x)];
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[S,auxl,aux2,report] = care(Ak,Bk,Qbar,Rbar);
end
break;
end

end

% K(:,:,k) = D12t*(D12°*C1+B2k’*S) ;
K(:,:,k) = B2k’x*S;
u(lyk) = —K(: H : ,k)*X(: )k);

if u(1,k)>200
u(1l,k) = 200.0;

elseif u(1,k)<-200
u(l,k) = -200.0;

end

xdotatrap = Ak*x(:,k)+Blk*w(1,k)+B2k*u(l,k);
x(:,k) = x(:,k-1)+(xdota+xdotatrap)*h*0.5;

end
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho apresentou a técnica de controle .77, baseado na equagdo de Ric-
cati dependente de estado (SDRE), a qual € tem como principal caracteristica a extensao do
problema de controle /7, para o contexto ndo linear. Inicialmente, os fundamentos da teoria
de controle 6timo para sistemas lineares sdo apresentados considerando a abordagem tanto em
tempo discreto quanto em tempo continuo. A solug¢do apresentada para problema de controle
6timo € essencialmente baseada na equacdo de Riccati. Esta abordagem inicial fundamenta a
estrutura das técnicas de controle sub-6timo apresentadas na sequéncia: a técnica FTRE (frozen-
time Riccati equation), a qual estd essencialmente baseada no emprego da chamada equacgao de
Riccati dependente de estado (SDRE) e a técnica FPRE (forward-propagating Riccati equation),
caracterizada pela integracdo em avanco da equacgdo de Riccati e utilizacdo de condicao inicial
em vez de condicao final. Ambas essas técnicas se apresentam como uma extensao para a aplica-
¢do da teoria de controle 6timo no contexto de sistemas lineares e variantes no tempo e sistemas
ndo lineares. Nesse aspecto, uma contribui¢do do presente trabalho € a proposta do controle

FTRE rastreador, no qual se estabelece uma referéncia para a saida do sistema nao linear.

Na parte final do trabalho € apresentado o controle .77, baseado na equacao de Riccati
dependente de estado para sistemas ndo lineares. A abordagem feita se baseia essencialmente nas
estruturas das técnicas FPRE e FTRE apresentadas. Resultados de simulagao foram apresentados

em cada uma das técnicas apresentadas para avaliacdo da aplicagdo e eficicia das mesmas.
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