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RESUMO

O filtro de Kalman € um estimador de minima variancia que € solucdo para o problema de
estimacdo de estados em sistemas lineares. No caso de sistemas ndo lineares, ndo € possivel
definir um método de estimagdo genérico. A técnica mais famosa de estimagao ndo linear tem
sido o filtro de Kalman estendido, o qual vem sendo a primeira op¢do de aplicagdao em diversos
sistemas. Na década de 1990, o filtro de particulas ganhou destaque, pois o avango tecnoldgico
tornou possivel sua implementagdo. O filtro de particulas tem se mostrado uma 6tima técnica que
apresenta bons resultados na estimacgdo de estados em sistemas nao lineares. Nesta dissertagao,
€ proposto um filtro de particulas com amostragem e reamostragem por importancia aliado ao
filtro de Kalman estendido iterativo (FPA-FKEI) para estimacdo de estados em sistemas nao
lineares. A eficdcia do método proposto é comprovada através de realizagdes de Monte Carlo
aplicada em 3 sistemas, um monovaridvel, um carro péndulo-invertido e um sistema elétrico de

poténcia de 4 geradores.

Palavras-chave: Estimacao de estados, filtro de Kalman, filtro de particulas.



ABSTRACT

About the century of 1900, control systems techniques using states feedback began to get on the
highlights. Such techniques need the state vector to be avaliable, what is not always possible to
do with measurement equipments. So, techniques which implement state estimation became the
center of attention of researchers. These state estimators use the system dynamic information and
the input and output signals to estimate the states. The state estimator known as Kalman filter is
the most acceptable and useful solution to linear systems and it is acknowledged as the solution to
linear systems state estimation problem. Nonlinear systems, however, have no generic estimation
method defined. The most famous nonlinear technique has been the extended Kalman filter, which
is the first choice of application to many systems. On 1990s, another technique called particle
filter got the spotlights, because the technological improvement allowed its implementation.
The particle filter has been a technique which has shown good results on nonlinear systems
state estimation. In this dissertation, it is proposed a particle filter with sampling importance
resampling allied to iterated extended Kalman filter (FPA-FKEI) to nonlinear systems state
estimation. The efficiency of the proposed method is proven through Monte Carlo realizations
in 3 systems, a monovariable, a inverted-pendulum car and an electrical power system with 4

generators.

Keywords: State estimation, Kalman filter, particle filter.
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1 INTRODUCAO

Um sistema € basicamente composto por entradas, um conjunto de regras, as quais
modificam as entradas para gerar sinais de saida, e as proprias saidas (LATHI, 1998, p. 51). Na
atualidade, a defini¢do de sistema € aplicdvel em todas as dreas, desde engenharia, até medicina
e economia. No contexto dos sistemas, existem os sistemas dinamicos (LUENBERGER, 1979, p.

90-95), os quais podem ser modelados através da representagdo em espacgo de estados dada por

x(t) = £(x(t), u(t)) (1.1)
y(t) = h(x(t), u(t)) (1.2)

dx(t)
dt

as informacdes passadas do sistema (SIMON, 2006, p. XXI). Os estados em conjunto com a

onde X(t) = e u(t) é a entrada. A varidvel x(¢) é denominada vetor de estados e carrega

entrada formam a saida através da fungdo h(-).

O vetor de estados € muito util para monitoramento dos sistemas e também para im-
plementar técnicas de controle, como controle por realimentacdo de estados, por exemplo
(LUENBERGER, 1979, p. 300). A equacgdo (1.1) torna possivel encontrar os valores dos estados
para qualquer ¢ caso o estado inicial x(0) esteja disponivel, entretanto, isto nem sempre ocorre
(LUENBERGER, 1979, p. 302-303). Outra possivel solu¢do é realizar a medi¢ao destes estados
através de equipamentos de instrumentac¢do. Porém, mais uma vez, novos problemas podem
surgir, como, por exemplo (LUENBERGER, 1979, p. 300):

e a ndo disponibilidade dos estados para medi¢ao por serem grandezas sem sentido fisico;

e 0 custo dos equipamentos de medicao podem ser elevados, tornando invidvel sua aplicagdo.

Quando nem a equacdo (1.1) e nem as medi¢des podem ser utilizadas para obtencao dos

estados, resta uma terceira alternativa: os estimadores de estados.

1.1 Histérico da Estimacao

Em 1795, surgiu o método de minimos quadrados, atribuido a Carl Friedrich Gauss,
sendo utilizado primeiramente na drea de astronomia para realizar a estimacao de Orbitas de
planetas. Este foi o primeiro método de estimagao que satisfazia uma condi¢do de otimalidade
(GREWAL, 2011, p. 6-7).

Em 1940, em meio a segunda guerra mundial, devido a alta velocidade dos avides, as
armas antiaéreas necessitavam prever a trajetoria das aeronaves para acerta-las. Nesta época,
Norbert Wiener desenvolveu o filtro de Wiener, o qual trata-se de um estimador baseado em

minimos quadrados, que funciona em termos da fun¢do de autocorrela¢ao do sinal e do ruido.
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Sua solucdo € obtida na forma de um operador integrador, o qual pode ser implementado
através de um filtro analdgico. Seu trabalho foi publicado com a nomenclatura Extrapolation,
Interpolation, and Smoothing of Stationary Time Series (WIENER, 1949), o qual ficou conhecido
posteriormente como Time Series (GREWAL, 2011, p. 13).

Em 1958, Rudolf Emil Kalman foi chamado para trabalhar para o Departamento de Forca
Aérea em uma pesquisa cuja problemdtica era semelhante a ja trabalhada por Wiener. A partir
da ideia de Kalman de juntar o filtro de Wiener a teoria de espaco de estados, surgiu o filtro
de Kalman (KALMAN et al., 1960), o qual é considerado uma solu¢do para a problematica de
estimagdo de estados (SIMON, 2006, p. 130). O filtro de Kalman € considerado uma das grandes
contribui¢des na teoria de estimacao do século XX e recebeu substancial aceitagdo por parte da
comunidade devido a simplicidade de implementacdo (GREWAL, 2011, p. 14-17). O filtro de
Kalman foi utilizado no projeto Apollo, quando Stanley F. Schmidt trabalhou juntamente com
Kalman na Ames Research Center of NASA, em meados da década de 1960.

1.2 Problematica

Dado um sistema modelado através das equagdes (1.1) e (1.2) e com condig¢des iniciais
desconhecidas, deseja-se estimar os estados do sistema. Além disso, pode-se ter um ruido de
processo w(t) que influéncia os estados, e portanto é argumento de f(-), e um ruido de medigdo
v(t) que influéncia a saida, e é argumento de h(-). O esquema desta problematica é dado na

Figura 1.1. Nesta problematica, deseja-se obter os estados estimados X(¢) de tal forma que
v(t)

w(t) sistema
(2)
f(-) h(.) Z

ay| 0

Estimador de EstadosF——> )A((t)

Figura 1.1 — Problematica do estimador de estados dada em diagrama de blocos. Nesta problematica, as tnicas
informagdes acessiveis sdo a entrada u(t) e a saida y(t).

x(t) — x(t). Os tnicos dados acessiveis sdo a entrada u(t) e a saida y(¢). As informagdes sobre
o sistema sdo dadas através de f(-) e h(-). Os ruidos w(t) e v(¢) sdo ruidos gaussianos brancos e
apenas suas estatisticas sdo conhecidas. Portanto, o estimador utilizara os sinais u(¢) e y(¢) em

conjunto com as informagdes das estatisticas dos ruidos e do sistema para realizar a medicao.



Capitulo 1. Introdugdo 19

1.3 Motivacao

O filtro de Kalman é um estimador de estados, o qual resulta na estimag¢do 6tima dos
estados caso o sistema seja linear e o ruido, gaussiano. Ele é considerado a melhor solu¢do para
o problema de estimacdo de estados (SIMON, 2006, p. 130). Entretanto, um outro espectro dos
sistemas permanece sem solugdo. Este espectro abrange os sistemas nao lineares. Um sistema
ndo linear possui fungdes f(-) e/ou h(-) ndo lineares. E, uma vez que o sistema é néo linear, a

teoria de sistemas lineares ndo € mais aplicavel, tal como o filtro de Kalman.

As primeiras solucdes para a problematica ndo linear ocorrem através de derivacdes do
filtro de Kalman. A mais comum delas € o filtro de Kalman estendido, o qual foi desenvolvido
por Kalman e Schimidt na Ames Research Center of NASA. Esta técnica consiste em utilizar
a série de Taylor para realizar a linearizagcao do sistema (ARULAMPALAM et al., 2002) e se
tornou a ferramenta de estimacao de estados para sistemas nao lineares mais utilizada nas tltimas
décadas (BONNABEL; SLOTINE, 2015).

O filtro de Kalman estendido é conhecido por apresentar bons resultados caso o estado
inicial do filtro esteja proximo o suficiente do estado inicial do sistema e também € um dos
melhores estimadores para sistemas que sao levemente nio lineares (BONNABEL; SLOTINE,
2015). Esta varia¢do do filtro de Kalman também tem recebido destaque na drea de sistemas
de poténcia, realizando a estimac¢ado dos fasores de tensio (GHAHREMANI; KAMWA, 2011),
de frequéncia (CHEN et al., 2010), além da velocidade e posicdo das maquinas sincronas do
sistema de geracdo (ZHOU et al., 2015).

Outras variagdes do filtro de Kalman estendido também foram desenvolvidas, entretanto,
tais derivagdes sdo geralmente formuladas apenas para um seleto grupo de sistemas ndo lineares
(DAUM, 2005).

A principal desvantagem do filtro de Kalman estendido € que, uma vez que ele é baseado
em métodos de linearizacao local, ele nao obtém bons resultados em caso de nao linearidades
considerdveis. Além disso, ele trabalha apenas até o segundo momento estatistico, o que resultaria
em boa estimativa apenas para ruidos gaussianos (SARKKA, 2013, p. 72). Outra desvantagem
deste filtro € que ele requer que as funcdes de transi¢ao de estados e medicao do sistema sejam

diferenciaveis.

Além do filtro de Kalman estendido, outra técnica que vem sendo estudada recentemente
€ o filtro de particulas. O nome filtro de particulas se refere a uma classe de filtros ndo lineares
que implementam numericamente o filtro bayesiano (CHEN et al., 2003, p. 25). Um filtro de
particulas aproxima a fun¢do de distribuicdo de probabilidade do vetor de estados condicionada
as medicdes. A integracdo multidimensional dos estados € realizada através da técnica sequéncial
de Monte Carlo (DAUM, 2005). Ao contrario do filtro de Kalman estendido, o filtro de particulas
¢ uma técnica que apresenta boas estimativas mesmo com alto niveis de nado linearidade e é

também uma solugd@o para os casos em que os ruidos sdo ndo gaussianos (CUI; KAVASSERI,
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2015).

Apesar de todas as vantagens do filtro de particulas, este depende fortemente da escolha
da funcao densidade de importancia (ZUO et al., 2013).

Como serd visto na secdo 4.2.5, a funcdo densidade de importancia pode ser escolhida
como sendo a func¢do de transi¢do dos estados, o que facilita o cdlculo da ponderacdo das parti-
culas. Alguns pesquisadores propdem melhorar a performance do filtro de particulas utilizando
outras func¢des densidade de importancia, como Merwe et al. (2001), que propdem a utilizacao
do filtro de Kalman unscented para geracao da funcdo de importancia. Li e Yang (2010) propdem
um filtro de Kalman unscented square root iterativo para gerar tal funcao de importancia. Zuo
e Jia (2013) propdem um filtro de particulas em que metade das particulas sdo amostradas da
fun¢do de propagacdo dos estados e a outra metade, da funcio densidade obtida pelo filtro de
Kalman estendido iterativo, possuindo duas fungdes de importancia. Neste ambito, propde-se um
filtro de particulas com amostragem e reamostragem por importancia aliado ao filtro de Kalman

estendido iterativo (FPA-FKEI) para estimagdo de estados em sistemas ndo lineares.

1.4 Objetivos da Pesquisa

Os objetivos deste projeto de pesquisa estdo listados a seguir:

Apresentar técnicas lineares de estimagdo de estados;

Considerar ambientes com ruidos gaussianos;

Considerar sistemas nio lineares;

Avaliar técnicas de estimacao de estados de sistemas nao lineares comuns na literatura;

Propor técnicas de estimacdo de estados aplicadas a sistemas ndo lineares com ruido

gaussiano;

e Comparar técnicas propostas com técnicas j4 existentes na literatura.

1.5 Trabalho Publicado

O desenvolvimento desta pesquisa resultou na publica¢do do seguinte trabalho:

e Prohmann, Eric A. V. e de Souza, Francisco C. Desenvolvimento de um Filtro de Particulas
Aliado ao Filtro de Kalman Estendido Iterativo para Estimagdo de Estados de Sistemas Nao
Lineares com Ruido Gaussiano, apresentado no XIII Simpésio Brasileiro de Automagao
Inteligente (SBAI), paginas 809 - 814, em 2017.

(link de acesso - https://www.ufrgs.br/sbail 7/papers/paper_238.pdf).
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1.6 Organizaciao da Dissertacao

Esta dissertacdo estd organizada em 6 capitulos:

e Capitulo 2 - Este capitulo tem por objetivo recordar o leitor sobre assuntos que fundamen-
tam este trabalho, por esta razdo, o capitulo foi chamado de generalidades. Ele abrange os
assuntos bdasicos da drea de automacgdo, como sistemas em espaco de estados, até assuntos
mais complexos, como processos estocdsticos. Além disso, ele aborda uma das técnicas
mais simples em estimagdo: o observador de estados. Para avaliacdo das técnicas apresen-
tadas no decorrer desta dissertacdo, métricas baseadas no valor absoluto sdo apresentadas

neste capitulo.

e Capitulo 3 - O terceiro capitulo remete o leitor a primeira técnica de estimacdo de estados
que inovou a area, por ser um método pratico e simples, o filtro de Kalman. Tal método
soluciona o problema para sistemas lineares com ruido gaussiano e, portanto, sua forma
discreta e continua sdo apresentadas. Sua eficdcia é comprovada ao ser comparado ao

observador de estados em dois exemplos.

e Capitulo 4 - O capitulo 4 traz duas técnicas muito utilizadas para a solu¢@o da problematica
da estimag@o em sistemas ndo lineares. Estas duas técnicas sdo o filtro de Kalman estendido,
o qual consiste da linearizacio em série de Taylor do sistema para obtencao de um sistema
linear para, entdo, aplicar as equacdes do filtro de Kalman; e o filtro de particulas, o qual

consiste da implementacdo do estimador Bayesiano numericamente.

e Capitulo 5 - O quinto capitulo traz, inicialmente, a problematica da estimacio ndo linear e
do fato de ndo haver solugdes genéricas para estes casos. Com base nesta problemadtica, uma
variacdo do filtro de particulas, denominada filtro de particulas aliado ao filtro de Kalman
estendido iterativo € formulada. Para comprovacao da eficacia do método, 3 sistemas sdao
utilizados e a metodologia proposta é comparada ao filtro de Kalman estendido e ao filtro

de particulas através das métricas de performance.

e Capitulo 6 - O capitulo 6 contém conclusdes gerais sobre os resultados e sobre trabalhos

futuros e expansdes da técnica proposta nesta dissertacao sdo realizadas.
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2 GENERALIDADES

Neste capitulo, defini¢Ges e teorias basicas sdo fornecidas ao leitor a fim de facilitar o
compreendimento dos capitulos consecutivos. Dentre os itens presentes neste capitulo estio: a
classificacdo de sistemas dindmicos, representacao em espago de estados, métodos de discretiza-
¢do e linearizacdo de sistemas, processos estocasticos, ruido branco, estimadores de estados e,

além disso, a teoria basica dos observadores de estados.

2.1 Representacio de Sistemas em Espaco de Estados

Em engenharia, os sinais correspondem a um conjunto de informagdes ou dados. Estes
sinais podem ser processados pelos sistemas a fim de modificd-los ou obter algumas informacdes.
Tais sistemas consistem em componentes fisicos ou algoritmos que calculam o sinal de saida
a partir do sinal de entrada (LATHI, 1998, p. 51). Desta forma, os sistemas sao caracterizados
pelas entradas, saidas e pelas regras de operagdo que regem o sistema (LATHI, 1998, p. 77).
Estas regras podem ser expressas através de equacdes matemadticas, as quais sdo construidas com
base no conhecimento em dreas especificas e em algumas medi¢des (CHEN, 1999, p. 2-3). Um

diagrama simplificado de um sistema pode ser observado na Figura 2.1.

20 Sistema 0y

Figura 2.1 — Representagéo simplificada em diagrama de blocos de um sistema. u(t) corresponde ao sinal de
entrada do sistema. Por consequéncia, hd um sinal y(¢) gerado na saida.

Uma forma de representacdo matematica das regras de um sistema € denominada espago
de estados. Esta representacdo utiliza equacdes diferenciais lineares ou ndo lineares de primeira
ordem para representar sistemas dinadmicos (sistemas em que suas saidas atuais dependem
de valores passados da entrada (LUENBERGER, 1979, p. 90-95)(LATHI, 1998, p. 84)). A
representacio de um sistema em espacgo de estados € apresentada nas subsecdes a seguir. Nesta
dissertacao, € considerado que os modelos matemaéticos dos sistemas ja estdo disponiveis em

espaco de estados.
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2.1.1 Sistemas Lineares

A representacdo de um sistema linear dindmico em espago de estados é dada por

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.1)
¥(t) = C(t)x(t) + D(H)u(?) 22)
onde x(t) = dti—(tﬂ x(t) é denominado o vetor de estados do sistema, a matriz A (t) é denomi-

nada matriz de realimentac@o dos estados, B(t) é a matriz de entrada, u(t) é o vetor de entrada,
y(t) é a saida do sistema, C(t) é a matriz de saida do sistema, D(¢) é a matriz de transmissao
direta e ¢ € o indice de tempo. As equacdes em (2.1) sdo um conjunto de equagdes diferenciais
de primeira ordem denominadas equagdes de estado (LUENBERGER, 1979, p.90-95). Segundo
Chen (1999, p. 6), o estado x(ty) de um sistema no instante ¢, é a informag@o que, juntamente
com a entrada u(t), t > t,, determina unicamente a saida, y(¢) para todo t > ty. O vetor de
entrada consiste de grandezas fisicas, como tensdo, corrente ou forca, por exemplo. A saida, da
mesma forma, corresponde a grandezas fisicas. Em um carro, por exemplo, a entrada poderia ser
o fluxo de gasolina que € injetado no motor e, a saida, a velocidade do veiculo. O estado, por sua
vez, € um vetor que armazena toda a informacao do sistema até o instante atual. Outra definicdo
menos formal para o estado € dada por Simon (2006, p. XXI), em que caracteriza o estado como
varidveis que provém uma completa representacdo das condi¢des internas do sistema em um
determinado instante de tempo. Algumas dos estados podem representar valores de grandezas
fisicas, como tensdo em um capacitor ou corrente em um indutor. Os estados de um satélite em
orbita podem incluir a posi¢do, velocidade e orientacdo angular. Em um sistema econdmico,
os estados podem ser a renda per capita, taxa de imposto, o nimero de desempregados e o
crescimento da economia. Em biologia, os estados podem incluir o nivel de agicar no sangue,
taxa cardiaca, taxa de respiracio e temperatura corpdérea (SIMON, 2006, p. XXII). Dessa forma,

a utilizacao dos sistemas e, também dos estados, ¢ ampla em diversas dreas cientificas.

Um sistema linear modelado em espaco de estados possui sua representacdo em diagrama
de blocos como na Figura 2.2 (LUENBERGER, 1979, p. 98).

u(t) x(t) x(t) y(t)
—> B0 —> / > () ——>

A(t)

Figura 2.2 — Representagdo em diagramas de blocos de um sistema linear qualquer em espaco de estados continuo.

Quando as entradas e saidas do sistema sdo sinais continuos, o sistema é considerado um
sistema continuo. As equacdes (2.1) e (2.2) s@o utilizadas para representar sistemas continuos.

Quando as entradas e saidas do sistema sao sinais discretos, o sistema é discreto (LATHI, 1998,
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p. 87). A representagdo de sistemas discretos € levemente diferente da utilizada para sistemas

continuos, e é dada por

X1 = Apxy + Brug (2.3)
Vi = Cipxy + Dyuy 2.4)

onde o indice £ indica o instante de tempo. A representacdo de um sistema em espago de estados

discreto pode ser visualizado na Figura 2.3.

uy Xkt 1 Xk Yi

%Bk% 27! >Ck%

Ay

Figura 2.3 — Representagdo em diagramas de blocos de um sistema qualquer em espago de estados discreto.

Outra forma de se classificar um sistema esta relacionada a quantidade de entradas e

saidas, a qual é dada da seguinte forma:

e SISO - Uma entrada e uma saida (single input single output);
e MISO - Muiltiplas entradas e uma saida (multiple input single output);
e SIMO - Uma entrada e multiplas saidas (single input multiple output);

e MIMO - Muiltiplas entradas e multiplas saidas (multiple input multiple output).

Outra classificagdo ocorre em relacdo a concentragdo dos parametros. Se todos os
elementos existentes no sistema tiverem uma representacao que independa da condi¢do espacial
do préprio elemento, o sistema € dito a pardmetros concentrados. Isto implica que o sistema
possuird uma quantidade de estados finita. Por outro lado, se qualquer elemento for funcao
de suas dimensdes, o sistema passa a ser classificado como sistema a parametros distribuidos
e o sistema possuird uma quantidade infinita de estados (LATHI, 1998, p. 87) (CHEN, 1999,
p. 7). Para citar um exemplo, em um circuito elétrico, a corrente é funcdo também do espaco.
Entretanto, se as dimensdes dos componentes do sistema forem menores que o comprimento
de onda da corrente, os efeitos espaciais sobre a corrente sdo despreziveis, e 0 sistema pode
ser considerado a parametros concentrados (LATHI, 1998, p. 87). Para o caso de sistemas a
parametros distribuidos, a teoria de espaco de estados vista nesta secao ndo pode ser aplicada.
Uma consulta sobre sistemas distribuidos pode ser realizada em Kailath (1980, p. 633-636).

Além das classificacdes apresentadas nesta se¢do, hd varias outras formas de classificacao
de sistemas, as quais podem ser estudadas em Chen (1999, p. 5-17) e Lathi (1998, p. 79).



Capitulo 2. Generalidades 25

2.1.2 Sistemas Nao Lineares

Apesar de toda a formulacio a respeito de sistemas lineares, tais sistemas ndo existem na
pratica. Todo sistema € ndo linear. Por outro lado, muitos sistemas nao lineares sdo préximos o
suficiente da teoria linear, tornando-a aplicdvel para tais sistemas. Para os sistemas restantes, essa
proximidade com a teoria linear nao € verdadeira, sendo necessario uma representacio diferente
da apresentada na se¢do 2.1.1 (SIMON, 2006, p. 395).

A representacio de um sistema ndo linear ndo é mais apresentada de forma matricial, ao
invés disso, ela corresponde a um conjunto de equacdes e € dada por (LUENBERGER, 1964, p.
316-317) (KAILATH, 1980, p. 59)

x(t) = f(x(t),u(t),t) (2.5)
y(t) = h(x(t),u(t),?) (2:6)

onde f corresponde ao conjunto de fungdes ndo lineares de estado e h corresponde ao conjunto

de equacdes ndo lineares de saida. A representacdo para o caso discreto € semelhante e dada por

Xk+1 — f(Xk,llk,k‘) (27)
ye = h(xg, ug, k). (2.8)

2.1.3 Sistemas Nao Lineares com Ruido Aditivo

Em alguns casos, os sinais utilizados no sistema podem ter caracteristica estatistica', o
que leva a necessidade de empregar varidveis estocdsticas nas representacdes em espacgos de
estados. Para tais casos, o0 modelo do sistema € dado por (LEWIS; XIE; POPA, 2007, p. 263)

x(t) = f(x(t),u(t),t) + w(t) 2.9)

y(t) = h(x(t),u(t),t) +v(t). (2.10)

O ruido w(t) é denominado ruido de processo enquanto que o ruido v(t) é denominado ruido de
medic¢do.

Para o caso discreto, as equacdes t€ém o indice ¢ alterado para o indice discreto k,

resultando em

Xg+1 = f(xk,uk,k)+wk (211)
i = h(xp, ug, k) + v (2.12)

Na maioria das vezes, os sinais nao siao realmente estocasticos. Nestes casos, os ruidos

sdo utilizados para representar as incertezas da modelagem do sistema (SARKKA, 2013, p. 1).

quando os valores do sinal ndo podem ser preditos precisamente, mas sdo conhecidos através de descri¢des
probabilisticas (LATHI, 1998, p. 60)
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2.2 Linearizacao de Sistemas Nao Lineares

A maioria dos sistemas fisicos podem ser descritos através de equagdes diferenciais nao
lineares na forma das equacdes (2.5) e (2.6). Sabendo que a maioria dos sistemas nao lineares €
aproximadamente linear, realizar a linearizacdo das equacdes do sistema pode ser uma alternativa
(CHEN, 1999, p. 17).

Dado um vetor de entrada inicial, uy(¢), e um vetor de estados iniciais, x,(t), tem-se que
a solucdo de (2.5) é dada por
Xo(t) = £(xo(t), up(t), ). (2.13)

Se houver uma pequena perturbacdo no estado x(¢) + Ax(¢) e na entrada uy(t) + Au(t), a
solugdo de (2.13) difere de x(t) levemente? (CHEN, 1999, p. 17). Portanto, pode-se representar

esta solugdo como
Xo(t) + Ax(t) = f(xo(t) + Ax(t), ug(t) + Au(t), t). (2.14)
Desta forma, a equacao (2.14) pode ser expandida em série de Taylor até a primeira ordem em

torno de x,(t) e ug(t) (KAILATH, 1980, p. 59-60), resultando em

%o(t) + Ax(t) = f(x0(t),uo(t),t) + g_i

of
Ax(t) + —
x=xXo(t) X( ) + ou

Au(t) (2.15)

x=x0(t)

of .. . .
onde x e a sdo chamados de matrizes jacobianas. Pode-se representar este sistema através de
x Ou

equagdes matriciais lineares ao fazer A(t) = &£ . eB(t) =% o Isto resultard em
x=Xq(t x=Xo(t

um sistema linear dado por
Ax(t) = A(t)Ax(t) + B(t)Au(t). (2.16)

A equacgdo de medicao dada por (2.6) também pode ser linearizada da mesma forma.

E importante ressaltar que a linearizacio de sistemas nio lineares invariantes no tempo
geralmente resultam em sistemas linearizados variantes no tempo. Esta € uma das principais
formas nas quais sistemas variantes no tempo sao encontrados em andlise de sistemas (KAILATH,
1980, p. 60).

2.3 Discretizacao de Sistemas Nao Lineares
Em posse de um sistema nao linear descrito por

x(t) = f(x(t),u(t),t) (2.17)
y(t) = h(x(t),u(t),t) (2.18)

Isto é verdade para sistemas em que o nivel de ndo linearidade nao € elevado.
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a discretizagdo deste sistema continuo pode ser feita através da aproximacdo da derivada de X ()
dada por (CHEN, 1999, p. 90)

(t) = X(t—i—TT)—x(t) .19

onde 7' € o periodo de amostragem. Substituindo (2.19) em (2.17), obtém-se

x(t+T) — x(t)
T
x(t+1T)

= f(x(?),u(t),?)
x(t) + TE(x(), u(t), ). (2.20)

Dessa forma, a representagdo do sistema se torna uma fungdo de k7" ao invés de ¢, onde k € Z
determina o instante de tempo e Z, € o conjunto dos numeros inteiros positivos. Assim, a

representacdo de (2.20) é dada por

Xg4+1 — Xk + Tf(Xk, Uy, k)) (221)

Uma outra forma de realizar a discretizagdo é possivel ao se considerar que a entrada
u(t) é gerada por um computador digital e levada a um conversor digital/analégico, entdo, u(t)
sera constante por partes (CHEN, 1999, p. 91-92). Tal situagdo é comum quando o controle é

realizado através de um computador digital. Para esta situacdo, o sistema resultante é dado por

Xgp+1 = Axk—l—Buk (222)
Ye = ka—i—Duk (223)

onde as matrizes A, B, C e D sdo dadas por
T
A =exp(A,uT) B= (/ €Z’p(AcontT)aT> B C=C..: D=D_.. (2.24)
0

onde A onis Ceont € Deont 830 as matrizes de realimentacao de estados, saida e realimentagao
direta do sistema linear continuo, respectivamente. Neste método de discretiza¢do nao ha qualquer
aproximacdo envolvida, como no caso anterior, € provém a solu¢do exata do sistema (CHEN,
1999, p. 92).

2.4 Processos Estocasticos

Para a compreensdo sobre processos estocdsticos, € necessdrio o conhecimento sobre
probabilidade e varidveis aleatdrias. Alguns dos autores que abordam estes assuntos sao: Papoulis
e Pillai (2002), Bertsekas e Tsitsiklis (2002), Manolakis, Ingle e Kogon (2000), Therrien (1992),
Lindsey (2004) e Jazwinski (2007).

Um processo estocdstico (processo aleatério) {z(t),t € .7} é uma familia de varia-
veis aleatdrias indexadas pelo parametro ¢ (MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 97)
(JAZWINSKI, 2007, p. 47). Se .7 for um conjunto de valores continuos, entdo o processo é
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chamado a parametros continuos. Se .7 for um conjunto de valores discretos, o processo &
denominado a parametros discretos. Nas aplicacdes deste trabalho, o parametro ¢ refere-se ao
tempo, portanto, o conjunto de pardmetros .7 pode ser dado por 7 = {t € R : ¢ > 0} para
o caso continuo ou .7 = {t € N : ¢ > 0} para o caso discreto (JAZWINSKI, 2007, p. 47-48)
(PAPOULIS; PILLAL 2002, p. 373).

Além da classificagdo quanto aos parametros, o processo também € classificado em
relacdo ao seu conjunto de varidveis aleatdrias. Se estas varidveis forem continuas, o processo é
denominado a estados continuos. Se forem discretas, a estados discretos (JAZWINSKI, 2007, p.
47-48) (PAPOULIS; PILLAI, 2002, p. 373).

Para facilitar o compreendimento, podem ser observados trés processos estocdsticos
escalares nas Figuras 2.4, 2.5 e 2.6, em que constam um processo estocastico a parametros
continuos e a estados continuos, um processo estocdstico a parametros discretos e a estados
continuos e um processo estocdstico a parametros discretos e a estados discretos, respectivamente.
O 1ltimo caso, que seria um processo estocdstico a parametros continuos e a estados discretos é

de dificil representacdo grafica e ndo foi possivel exibi-lo graficamente.

Figura 2.4 — Processo estocdstico continuo de estado continuo.

Sobre um processo estocdstico € possivel obter as seguintes interpretacdes (PAPOULIS;
PILLALI 2002, p. 373) (MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 98):

1. O processo z(t) consiste em um conjunto de fungdes x(t, ¢). Nesta interpretacdo, ¢ e ( sdo

variaveis.
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Figura 2.5 — Processo estocdstico discreto de estado continuo.
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Figura 2.6 — Processo estocdstico discreto de estado discreto.

2. Se t é variavel e ( for fixada, tem-se uma fun¢do temporal dada por z(t,() (ou uma

realizacdo do processo).
3. Set for fixado e ( € varidvel, entdo x(t) é uma varidvel aleatéria.

4. Set e ¢ forem fixadas, z(¢) € um nimero.
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Na prética, sdo obtidas amostras de um processo estocdstico ao longo do tempo (PAPOU-
LIS; PILLAI 2002, p. 374). Cada vez que o processo € reiniciado, um novo conjunto de amostras
€ obtido. A este conjunto de amostras, dd-se o nome de realizacdo (MANOLAKIS; INGLE;
KOGON, 2000, p. 98). Um conjunto de 4 realiza¢des de um processo estocastico qualquer pode

ser observado na Figura 2.7.

{(t,@) \// o~

Figura 2.7 — Conjunto de 4 realizagdes de um processo estocdstico qualquer.

2.4.1 Distribuicoes em Processos Estocasticos

No instante ¢ = tg, x(fp) é uma varidavel aleatdria, a qual possui uma distribuicdo de
probabilidade de primeira ordem, que pode ser definida por F(x; (). De forma similar, z(¢;) e
x(t) também sdo varidveis aleatdrias estabelecidas nos instantes ¢, e ¢,. Portanto, existe uma
distribui¢do conjunta denominada F, (X1, Xo; t1, t2), a qual é denominada distribui¢do de segunda
ordem (MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 99-100) (PAPOULIS; PILLAI, 2002, p.

375-376). Ao obter n varidveis aleatdrias, a distribui¢do de n-ésima ordem € representada por

Fm(Xl,Xg,...,Xn;tl,tg,...,tn). (225)

Mais informacdes sobre distribui¢cdes podem ser encontrada em Papoulis e Pillai (2002,

p. 73-83) e Manolakis, Ingle e Kogon (2000, p. 75-77).

2.4.2 Estatisticas de Primeira e Segunda Ordem

Na pritica, € desejdvel resumir alguns aspectos chave de uma distribui¢ao de probabili-
dade utilizando apenas alguns nimeros no lugar de todos os valores presentes nas distribuicoes.
Estes niimeros sao denominados médias estatisticas ou momentos e sao calculados utilizando
a formula de valor esperado (MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 77) (BERTSEKAS;
TSITSIKLIS, 2002, p.81-82), a qual é dada por

E[x] = /OO xf(x)dx (2.26)

—00
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onde f(x) é a fungdo densidade de probabilidade e corresponde a

OFy(x)

Além disso, a maioria das propriedades estatisticas de um processo estocdstico po-

dem ser descritas através das médias associadas as distribui¢des de primeira e segunda ordem
(MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 100).

Em relacao as distribui¢des de primeira ordem, é possivel calcular o valor esperado ou
valor médio por
z(t) = E[z(t)]. (2.28)

Uma interpreta¢do possivel para a média de x(¢) é que esta pode ser considerada como a
"localiza¢@o"ou o "centro de gravidade"de x(t) (MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 77).

Relacionado as distribuicoes de segunda ordem, € possivel calcular a correlagdo e a

covaridncia. A correlagio é dada por
corr(z(t), 2(ts)) = Elz(t)z(ta)]. (2.29)
A covariancia € dada por
cov(x(tr), x(t2)) = E[(x(t1) — 2(t1))(2(t2) — 2(t2))]. (2.30)

Através da covariancia, € possivel encontrar o desvio padrao através de

desvio(x(ty), x(t2)) = \/cov(z(ty), z(ts)) (2.31)

o qual é uma medida da dispersdo dos valores observados em torno da média de z(t) (MANO-
LAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 79).

E possivel construir a matriz de correlagdo de um processo fazendo

corr(xz(ty),z(t1)) corr(z(ty),x(ta)) ... corr(z(ty),x(ts))
CORR — corr(xz(te), x(ty)) corr(z(ta), x(ta)) ... corr(z(ts),z(t,)) 232
_corr(m(tn), x(ty)) corr(z(t,),z(ts)) ... corr(xz(t,), x(tn))_

e a matriz de covariancia por

cov(z(ty), x(t1)) cov(x(ty),x(ta)) ... cov(x(ty),z(tz))
p— cov(z(ta), x(t1)) cov(x(ta), x(ts)) ... cov(x(ts),x(t,)) | 233)

cov(x(ty,), xz(t1)) cov(x(t,),z(tz)) ... cov(x(t,),x(t,))
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2.4.3 Ortogonalidade e Descorrelacao

Dois processos sao denominados mutuamente ortogonais se (PAPOULIS; PILLAI, 2002,
p. 385)(MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 101)

corr(z(ty),z(t)) =0 ¥V t1 e ty (2.34)

e descorrelacionados se
cov(z(ty),x(ta)) =0 ¥V t1 e to. (2.35)

Se ambos os processos tiverem média nula, a descorrelacdo implica também na ortogonalidade
(MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 86).

2.4.4 Estacionariedade

As duas principais formas de estacionariedades sao (PAPOULIS; PILLAI, 2002, p.
391-392)(LINDSEY, 2004, p. 8)(MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 102):

1. Estaciondrio no sentido estrito - Quando as propriedades estatisticas do processo sao
invariantes para qualquer avango no tempo, ou seja, x(t) tem as mesmas estatisticas que

x(t + ¢) para todo c.

2. Estaciondrio no sentido amplo - Quando a média do processo é sempre constante e sua

autocorrelagdo depende apenas de 7 = t; — to, ou seja, E[x(t1)x(t2)] = corr(t) Vi, e to.

A classificac@o de estaciondrio no sentido amplo possui menores restrigdes, por este motivo € a
condi¢do mais averiguada para constatar a estacionariedade de um processo (MANOLAKIS;
INGLE; KOGON, 2000, p. 102).

2.4.5 Ergodicidade

O teorema da ergodicidade promove identidade entre médias probabilisticas, tal como
o valor médio, e médias temporais obtidas a partir de uma unica realizagdo de um processo
(LINDSEY, 2004, p. 8-9).

Para se estimar o valor médio de um processo estocdstico no instante ¢, ¢ comum utilizar

um valor aproximado dado pela média de N, realizacdes através de

1 &
B(t) = - > a(t) (2.36)
" or=1

onde N, é o nimero total de realizacdes disponiveis. Entretanto, em algumas aplicacdes, apenas
uma realizacdo do processo z(t) pode ser obtida. Para tais casos, avaliar as condi¢des de
ergodicidade € interessante, pois, uma vez que o processo possa ser considerado ergédico, o
valor médio do processo tende para a média temporal (MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000,
p.- 105-106).
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Para que um processo estocdstico seja ergdédico, é necessdrio primeiramente checar se
o processo € estaciondrio. Uma vez constatada a estacionariedade, € preciso avaliar se quando
t — 00, a variancia do processo tende para zero. Se estas duas condi¢des forem constatadas, o
processo pode ser considerado ergddico e a média temporal tem probabilidade préxima de 1 de
equivaler ao valor esperado (PAPOULIS; PILLAI, 2002, p. 523-524).

2.5 Ruido Branco

Ruido branco é um termo aplicado para qualquer processo aleatério em que a densidade
espectral de poténcia € uma constante (THERRIEN, 1992, p. 198). Uma vez que esta densidade é
uma constante, a funcao de correlacdo € um impulso, conforme a Figura 2.8. Em outras palavras,
as amostras de processos de um ruido branco sdo descorrelacionadas. Matematicamente falando,
um processo x(t) é um ruido branco se x(t;) e x(t2) sdo descorrelacionados para todo ¢, e t5, ou
seja, (PAPOULIS; PILLALI, 2002, p. 385) (MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 110)

Clty,ts) =0 Vi, %ty (2.37)

Se as amostras xz(t;) e x(ty) forem independentes V t; # t5, entdo x(t) é denominado ruido

estritamente branco. A média do ruido branco sera considerada nula no decorrer deste trabalho.

O termo ruido branco € utilizado para enfatizar que todas as frequéncias contribuem com
a mesma poténcia, tal como no caso da luz branca, a qual € obtida ao se misturar todas as cores
possiveis na mesma quantidade (MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000, p. 110).

O ruido branco continuo é um tipo de processo aleatorio idealizado, pois ele possui
poténcia infinita, uma vez que a poténcia é constante de —oo até oo, conforme a Figura 2.9. Se
um sinal estd corrompido por um ruido branco, utiliza-se um filtro para limitar a banda do sinal
de entrada e, consequentemente, do ruido em uma largura igual a largura de banda do sistema
(THERRIEN, 1992, p. 198). A utilizacdo do filtro ndo afetarrd as andlises sobre o ruido devido

as préprias limitacdes de banda do sistema.

Se, adicionalmente, as fun¢des densidades de probabilidade de um ruido branco xz(t)
para todo ¢ forem gaussianas, o processo € chamado de ruido branco gaussiano (MANOLAKIS;
INGLE; KOGON, 2000, p. 110).

2.6 Estimadores de Estados

O conhecimento dos estados de um sistema pode ser utilizado tanto para monitoramento,
como € o caso em sistemas de poténcia (BEIDES; HEYDT, 1991), (MA; GIRGIS, 1996),
(ZHANG et al., 2014), quanto para utilizac@o de técnicas de controle por realimentacdo de esta-
dos, em que a entrada se torna uma fungao estdtica dos estados reais do sistema (LUENBERGER,
1979, p. 300). Uma forma de se obter o valor destes estados € através de medi¢ao (observagao).

Entretanto, nem sempre o acesso a estes estados estd disponivel. Além disso, a utilizagdo de
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Figura 2.8 — Poténcia média de um ruido branco.
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Figura 2.9 — Poténcia média de um ruido branco.

sensores para medicao dos estados pode gerar um custo adicional invidvel (LUENBERGER,
1979, p. 300). Como exemplo, para obter os estados do circuito da Figura 2.10, os quais sdo
as tensdes nos capacitores C; e Cs, e correntes nos indutores L; e Lo, seriam necessarios 2
amperimetros e 2 voltimetros, ou seja, 4 sensores. Desta forma, o circuito resultaria na Figura
2.11. A inser¢do deste sensores para tal aplicacao € invidvel, uma vez que sdo de alto custo em

relacdo ao sistema utilizado.

Uma vez que nem sempre € possivel obter os estados por sensores, os estimadores de
estados passaram a se tornar uma solucao para esta problemaética. Estes estimadores consistem
em construir uma aproximagdo do vetor de estados utilizando as medigoes disponiveis (LUEN-
BERGER, 1979, p. 301). Qualquer técnica de controle baseada na realimentagdo de estados pode
utilizar os estados estimados no lugar dos estados reais, apesar de o uso dos estados estimados

ocasionar deterioracdo da resposta transitéria (KAILATH, 1980, p. 259).
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Figura 2.10 — Exemplo de circuito elétrico em que se deseja obter os estados.
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Figura 2.11 — Exemplo de circuito elétrico com estados medidos.

De acordo com o0 uso dos dados disponiveis, os estimadores de estados podem ser
classificados como (GREWAL, 2011, p. 132-133):

e Preditor - Utiliza as observacdes estritamente a priori ao instante em que os estados do

sistema dindmico sao estimados;

e Filtro - Utiliza observacdes até e incluindo o instante em que os estados do sistema sao

estimados;

e Suavizador/Interpolador - Utiliza observacdes além do instante em que os estados do

sistema sdo estimados.



Capitulo 2. Generalidades 36

Tal classificagdo pode ser compreendida através da Figura 2.12.

0 g K

Preditor:

Filtro:

Interpolador:

Instante da
Estimacao
Figura 2.12 — Tipos de estimadores de acordo com os dados utilizados. O instante k corresponde ao instante da
estimacdo dos estados, o instante k¢ corresponde ao instante final que compreende todas as medi¢des

disponiveis, a drea com tracos diagonais corresponde a medi¢des utilizadas para estimacio e a area
total de cada retdngulo corresponde a todas as medi¢des disponiveis.

2.7 Meétrica de Performance

Para realizar a comparacao entre as técnicas, foram definidas as seguintes funcdes de

performance baseadas no erro absoluto:

e Primeiramente, uma métrica para avaliar o erro de estimagdo dada por:

1 Nye
ik — 7 n,r i,r 2- 238
U T Vi — 7iir) (2.38)

onde Ny, € o nimero de realizagdes de Monte Carlo, r é o indice referente a realizagao,
¢ € o indice referente ao estado, £ € o indice temporal, Zy,; , € 0 estado estimado e zy,; » € 0

estado real.

o Uma segunda métrica para apresentar o erro de todos os estados juntos:
1 &
Cp = — Z €ik (239)
e 52

onde n, € a dimensdo do vetor de estados.

e E, por fim, uma métrica escalar dada por

e=—> ¢ (2.40)

onde ¢; € o indice de tempo no final das realizag¢des utilizadas.
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2.8 Observadores de Estados

Os estados estimados podem ser convenientemente calculados através de um dispositivo
denominado observador (LUENBERGER, 1979, p. 301). O observador € um sistema linear
dindmico. Seus dados de entrada sdo os valores de entrada e saida do sistema real obtidos
através de medigdes. O observador pode ser definido como um dispositivo dindmico que, quando
conectado as saidas disponiveis do sistema, gera o vetor de estados (LUENBERGER, 1979, p.
301-302).

Para derivacdo de um observador, define-se um sistema modelado matematicamente por
Xk+1 = AXk + Buk (241)
vk = Cx. (2.42)

Uma vez conhecidas as matrizes A e B e as condi¢des iniciais, € possivel estimar a sequéncia
de x;, utilizando (2.41). Entretanto, na maioria dos casos, as matrizes A e B podem nio ser
tdo precisas e as condi¢des iniciais serem desconhecidas. Para tais casos, a utilizagdo de um
observador de estados permite uma melhor estimagdo da sequéncia de x;, JACQUOT, 1995, p.
241).

2.8.1 Realimentacao de Estados

Nesta se¢do, uma rapida e simples explicacdo sobre controle através da realimentacdo de

estados é feita.

Um regulador € um sistema que controla a saida em torno de zero na presenca de
perturbagdes externas (JACQUOT, 1995, p. 235-236). Portanto, o controle € realizado através da

realimentacao negativa dos estados, a qual € dada por

onde F € a matriz de ganho de realimentacao. O diagrama em blocos desta configuracio pode
ser observado na Figura 2.13. Sendo a entrada regida por (2.43), tem-se a seguinte equacao de
atualizacao dos estados:

xpr1 = (A — BF)x, (2.44)

e os autovalores deste sistema podem ser encontrados através de
Ae(z) =det[zI — A+ BF] =0 (2.45)

onde F € R™*"= n,, é a dimensdo da entrada e n,, € a dimensio do vetor de estados.

2.8.2 Equacoes do Observador de Estados com Realimentacao
Considerando que o par (A, C) é observavel, o erro de estimacao é dado por

)~Ck = X — }A{k (246)
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X Yi

Figura 2.13 — Diagrama em blocos de um sistema regulador por realimentagdo de estados.

onde X;, € o estado estimado. Uma op¢ao de estimador linear é dada por
Xpr1 = MXy, + Ky + 2y, (2.47)

onde M e K sdo matrizes que serdo especificadas e z; € um vetor que serd especificado.

Desenvolvendo o erro de estimagdo, tem-se
ik+1 = AXk — M)A(k + Buk — Kyk — Z. (248)
Uma vez que a entrada Buy, ja € conhecida, faz-se z;, = Buy, resultando em

Xpe1 = Axp — MZ; — Ky,

Se M = (A — KC), tem-se que
%1 = (A — KC)%. (2.50)

A escolha da matriz K pode ser feita utilizando alocagdo de polos e esta governard a dinamica
do erro (JACQUOT, 1995, p. 242-243). Portanto, o estimador de estados tem como equacgdo de

estimacao

)A(k_,_l = (A - I(C))A(]C + Kyk + Buk

E importante notar que o estimador é uma réplica do sistema com o adicional de uma realimenta-
¢do do erro da saida real para a saida estimada para realizar o ajuste dos estados. O diagrama
em blocos do sistema e do observador pode ser visto na Figura 2.14. Se o estimador for estdvel,
0 erro ird para zero assintoticamente. E possivel controlar o erro da dinimica escolhendo a
matriz de ganho K para alocar os polos onde for desejado. Os polos da dinamica do erro s@o os
autovalores da matriz (A — KC), portanto, as raizes sdo obtidas por (LUENBERGER, 1979, p.
303)

det[Iz — A + KC] = 0. (2.52)
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Figura 2.14 — Diagrama em blocos de um observador de estados.

Através do estimador de estados € possivel realizar o controle de um sistema através da realimen-
tacdo destes estados com um ganho F' (JACQUOT, 1995, p. 245-246). Para este caso, tem-se um

sistema controlado pelo observador. Note que, para este caso, tem-se

Xk+1 = JAX;C—B]:T‘)A(]C

= AXk — BF(Xk — )Nik)
escrevendo na forma matricial, tem-se
X1 A - KC 0 Xk
Xpi1 BF A —BF| |x;

e seus autovalores sdo obtidos através de

I - (A - KC) 0

det =0.

—BF I: — (A — BF)

(2.53)

(2.54)

(2.55)
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Devido a matriz 0 no topo direito, o determinante pode ser calculado como a multiplicacdo de

dois determinantes

det[Iz — (A — KC)]det[Iz — (A — BF)] = 0. (2.56)

Ap6s os elementos de F serem selecionados para realizar o controle em malha fechada,
os elementos de K devem ser calculados de tal forma que os polos do estimador em malha
aberta sejam mais rapidos (geralmente 2 vezes mais rdpidos) que os polos em malha fechada
(JACQUOT, 1995, p. 244-245).

2.8.3 Observador com Referéncia Nao Nula
Sendo a referéncia nao nula, a entrada € dada por
ug = —FXk + Grk (257)

onde r;, € o sinal de referéncia e G € uma matriz a ser encontrada. Desenvolvendo a equacdo de

estados com esta entrada, tem-se
Xp+1 = (A — BF)x;, + BGry. (2.58)
Tomando a transformada z,
X(z) = (21 - A +BF) 'BGR(z) (2.59)
a transformada da saida € dada por
Y(z) = C(zI - A + BF) 'BGR(z). (2.60)
Escolhendo-se G para que o ganho DC seja igual a 1, ou seja,
C(z:I1-A+BF)'BG|.; =1 (2.61)
a matriz G serd (JACQUOT, 1995, p. 262-263)

G=[C(I-A+BF) 'B]"" (2.62)

2.8.4 Passo a Passo para Implementacao de Controle com Realimentacio de Estados
Obtidos por Observador

1. Encontra-se os polos da planta real calculando os autovalores de A;

2. Realiza-se o controle da planta utilizando realimentacio de estados. Para isso, define-se os
polos desejados (escolha do projetista) e, através da alocac@o de polos utilizando (2.45),

faz-se o cédlculo da matriz F. Pode-se utilizar a fun¢dao do MatLab®)
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place (A, B,polos_controle)

para encontrar a matriz F, onde A e B sdo as matrizes de realimentacdo de estado e
entrada, respectivamente, e polos_controle é um vetor contendo os polos determinados

pelo projetista.

3. Os polos do observador devem ser mais rapidos que os polos em malha fechada da planta,
portanto os polos do observador sdo definidos como os polos em malha fechada com sua

parte real multiplicada por dois;

4. Uma vez conhecido os polos do observador, calcula-se K através da alocacio de polos
utilizando (2.52). Pode-se utilizar a funcdo do MatLab(R)

place (A’ ,C’ ,polos_observador)

para encontrar K, onde A’ e C’ s@o as matrizes de estado e de saida transpostas, respecti-
vamente, e polos_observador é um vetor contendo os polos do observador, os quais devem

ser duas vezes mais rapidos que os polos do sistema em malha fechada.

5. Por fim, calcula-se a matriz G através de (2.62).

2.8.5 Exemplo

Um observador de estados foi implementado para estimar os estados do sistema cujo
modelo matemético é dado por

12272 1 0,0634
Xpr1 = Xy + (1 (2.63)
—0,3029 0 0,0078
1
Y = X (2.64)
0

A entrada utilizada € mostrada na Figura 2.15. As condic¢des iniciais do sistema foram x, =
[8 10]7 e do observador foram %X, = [0 0]”. A simulagio foi realizada até 150 amostras. Os
polos encontrados da matriz A foram [0, 8849 0, 3423], e os polos utilizados para o observador
foram [0, 4425 0, 1711]. Utilizando a fun¢@o place do MatLab(®), o ganho de realimentag¢do do
observador obtido foi K = [0,6136 — 0, 2272]7. Os estados estimados pelo observador podem
ser observados nas Figuras 2.16 e 2.17.
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Figura 2.15 — Entrada aplicada.
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Figura 2.16 — Estado z; real e estimado pelo observador.
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Figura 2.17 — Estado x real e estimado pelo observador.
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3 FILTRO DE KALMAN

Neste capitulo, a teoria e derivagdo do filtro de Kalman é apresentada tanto para o
caso discreto quanto para o caso continuo. O fluxograma que visa facilitar o entendimento e a
implementagdo destes filtros € apresentado. Além disso, para fins didaticos, alguns exemplos

foram adicionados, onde o filtro de Kalman é comparado ao observador de estados.

3.1 Filtro de Kalman Discreto

A teoria de filtragem moderna iniciou com Wiener em 1940 com seu trabalho Extrapola-
tion, interpolation, and smoothing of stationary time series (WIENER, 1949). Seu trabalho tinha
o objetivo de minimizar o erro médio quadrético, o qual ficou conhecido como filtragem por
minimos quadrados, separando o sinal e o ruido (BROWN; HWANG, 1997, p. 141). Sua obra
ficou conhecida por seu alto nivel matematico, além de dificuldades de implementacao pratica
(SIMON, 2006, p. 94).

Em 1960, o trabalho desenvolvido por Rudolph Emil Kalman considerou os mesmos
problemas com os quais Wiener havia trabalhado, o que levou a publicacdo de uma nova, simples
e pratica técnica de estimacdo de estados (KALMAN et al., 1960). O filtro de Kalman baseia-
se na aplicacdo da teoria de varidveis de estado ao filtro de Wiener-Kolmogorov e realiza a
estimagdo de estados em sistemas dinamicos lineares estatisticos (GREWAL, 2011, p. 14-15). A
primeira formulacdo do filtro de Kalman foi realizada no dominio do tempo discreto (BROWN;
HWANG, 1997, p. 141), sendo a formulacao continua publicada em 1961, a qual € conhecida
como filtro de Kalman-Bucy (KALMAN; BUCY, 1961). Ainda na década de 1960, o filtro de
Kalman rapidamente se popularizou como um método pratico de separar sinal e ruido (BROWN;
HWANG, 1997, p. 141). Os principais usos do filtro de Kalman t€ém sido em controle moderno,
rastreamento e sistemas de navegacao de todo tipo de veiculos, além do projeto preditivo de
sistemas de controle e estimacao (GREWAL, 2011, p. 17). Mais informag¢des sobre o contexto

em que o Filtro de Kalman surgiu pode ser lido em Grewal (2011, p. 14-18).

Antes de adentrar na derivacdo do filtro de Kalman, € necessario estabelecer as informa-
coes referentes ao sistema. A modelagem de processos aleatdrios € obtida a partir do proprio
modelo deterministico de espaco de estados, mas com a adi¢do de termos referentes a ruidos. Os
estados, por sua vez, sao um vetor X; € R"*, comandados pela entrada u, € R™ e também por
um ruido w; € R", o qual € um processo aleatério multivaridvel chamado ruido de processo,

que modifica os estados através da matriz . Portanto, a equacdo de estados ¢ dada por
Xk+1 = Aka + Bkuk -+ Gka (31)

onde A, € a matriz dos estados, B, é a matriz de entrada e k € o indice temporal discreto.
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Uma vez que o ruido de processo € um processo aleatorio, o estado x;, também € um
processo aleatorio. O segundo termo ao lado direito, Biug, € um termo deterministico. Na
estimacao de estados estocdstica a seguir, a parte deterministica € desnecessdria, uma vez que
sua influéncia sobre o estado é completamente previsivel, portanto ela pode ser eliminada sem

perda de generalidade. Entao, a equacgdo de estados fica na seguinte forma:
Xk+1 = Aka + kak (32)

A saida do sistema também ¢é corrompida por ruido aditivo, consequéncia dos sensores com o0s
quais se obtém a medi¢do. Seja v € R™ um outro processo aleatério multivaridvel, chamado

ruido de medicao, a equagdo da saida é dada por

Vi = Cipxy + vi. (3.3)

Os ruidos de processo e de medi¢@o sao ruidos brancos gaussianos com média nula, ou

seja,
Ew,] = 0 (3.4)
Ejvi] = 0 (3.5)

e descorrelacionados entre si. Suas covariancias sdo

Covlwg] = Qg (3.6)
Cov[vy] = Ry. (3.7)

Outra consideragdo é que os ruidos de processo e de medicdo sdo descorrelacionados.

Deseja-se, entdo, obter uma estimagao 6tima dos estados do sistema, levando em conside-
racdo o conhecimento da dindmica do sistema e as observagdes da saida (SIMON, 2006, p. 124).
Um critério desejavel pode ser a minimizacao do erro quadratico médio dado por (CRASSIDIS;
JUNKINS, 2011, p. 146) (BROWN; HWANG, 1997, p. 144-145)

Jk = E[()A(k — Xk)(}A(k — Xk>T] (38)

o qual corresponde a filosofia do Filtro de Kalman.
A ideia principal do Filtro de Kalman € composta por dois passos: propagacao e correcao.

Na primeira etapa, é realizada a propagacdo da média e da covariancia dos estados
utilizando o modelo matematico que representa a dindmica do sistema. Este conhecimento sobre
a dindmica do sistema € um conhecimento que se tem antes mesmo da filtragem. Por este motivo,

a média e covariancia obtidas nesta etapa sdo denominadas a priori.

Na segunda etapa, a média e a covariancia sio corrigidas através da minimizacao da

funcdo custo (3.8), utilizando as observagdes disponiveis do instante da estimagcdo. Uma vez
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que esta correcao € realizada ap6s a medigdo estar disponivel, a média e covariancia obtidas
sdo denominadas a posteriori (CRASSIDIS; JUNKINS, 2011, p. 147) (SIMON, 2006, p. 126).
Por esta razdo, alguns autores citam o filtro de Kalman como sendo um filtro da forma preditor-
corretor (CRASSIDIS; JUNKINS, 2011, p. 147).

O filtro de Kalman necessita de uma média e uma covariancia inicial como entrada. Tais
dados de entrada para o filtro podem ser dados a partir do conhecimento a priori dos estados do
sistema. Entretanto, se ndo houver nenhuma ideia sobre o estado inicial, entdo inicializa-se a
matriz de covariancia inicial como Par = ool, onde I € a matriz identidade (SIMON, 2006, p.
127). No caso de implementa¢gdao computacional, é importante considerar a ordem de grandeza
com a qual se € possivel trabalhar para correta inicializa¢do da matriz de covariancia. A estimagdo

a posteriori € definida como

onde X, € o vetor de estados estimados a priori e K, € o ganho de Kalman. A equacio (3.9) €
utilizada para realizar a correcdo da média, pois ela é o melhor estimador linear de x;, dada a
medicdo y, (LEWIS; XIE; POPA, 2007, p. 70).

3.1.1 Propagacao da Média

A propagacdo da média é realizada através do valor médio da equagdo de atualizacdo
dos estados (3.2), resultando no estado estimado a priori dado por (SIMON, 2006, p. 126-127)

= AkE[Xk] + GkE[Wk]
= AR, (3.10)

Definindo o erro de estimagao a priori como
Ek+1 = X];+1 — Xk+1 (311)

e substituindo (3.2) e (3.10), tem-se que o erro de estimagdo a priori também pode ser escrito na

forma

Ek+1 = 1&]65\(2r — <Aka + Gka)

O erro em (3.12) € necessdrio para a compreensdo da propagacao da covariancia dos estados.

3.1.2 Propagacao da Covaridncia

Definindo o erro de estimagdo a posteriori como ey, = (X — x;), tem-se que

Ektl1 = Akek — Gka (313)
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A matriz de covariancia a priori é dada por
P, = Elernieiy] (3.14)
a qual pode ser desenvolvida utilizando a equagdo (3.11), obtendo-se

P/;-I—l = E[(Akek — Gka)(Akek — Gka)T]

= AkE[ekeg]AZ — AkE[eng]GZ — GkE[WkeZ]Ag
+GrE[w,wi]G{. (3.15)

Os termos Eleiel| e E[w,wZ] correspondem a matriz de covariancia do erro de estimacio a
k k
posteriori, P, e a covariincia do ruido de processo, i, respectivamente. Portanto, resta avaliar

os valores esperados restantes, E[e;w? | € E[we]]. Desenvolvendo E[e,w} ], tem-se

Eleywy] = E[(&; + Ki(yr — CiXy) — x)wy ]
= E[(X, + Ki(Crxp + vi, — Cik; ) — x5) WY |
= E[(A) 1% | + Ki(Crxp +vi — ChA, 1% ) — xp)Wi |
= Ak_lE[fcgflwg] + K CrE[viw;} | + K E[viw] ]
~k;,Cr A, E[X_ wi] — E[xywi]. (3.16)

E[X; ,w{] =0, pois X;_, ndo depende de w} . E[x;w] | pode ser reescrito como

Ex,w}] = E[(Aj_ 1% 1 + Gpr1wy_1)W} ]

Ak,lE[xk,lwg] + kalE[kalwg]. (317)

Sabe-se que E[wk,lwf] = 0, pois w;, € um ruido branco, ou seja, descorrelacionado
entre si, € E[Xk_lwf] = 0, pois x;_1 depende apenas dos valores wj_1, Wy_o, .... Por tltimo,
E[vywi] = 0, pois uma das hipGteses iniciais € que wy, e vy sdo descorrelacionados. Portanto,
pode-se concluir que

Eleyw}] = E[wiel] =0 (3.18)

e a matriz de covariancia a priori é dada por

= APIA] + GLQiG) (3.19)

onde P} corresponde a matriz de covariancia do erro a posteriori. Portanto, a equago (3.19)

corresponde a propagacdo da matriz de covariancia.
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3.1.3 Ganho de Kalman

Uma vez que a média e a covariancia foram propagadas, elas sdo corrigidas pelo método
de otimizacao do erro quadratico com base na medicao obtida através dos sensores de saida
(CRASSIDIS; JUNKINS, 2011, p. 145). Sabendo que o erro de estimacgdo a posteriori é dado
por

er =X — x;, (3.20)

pode-se desenvolver este erro, resultando em

e, = X, +Ki(yr — CiX; ) — x5,
= X, + Kip(Cipxp + vi, — CipXy ) — xp
= X, + Ki(Cixp — CiXy ) — xi + Kpvye
= (I-KCp) (& — xi) + Kpvy, (3.21)

Sendo o erro a priori €, = (X, — X;), tem-se que o erro a posteriori é dado por
er = (I — chk)Ek + Kka (322)

e, uma vez que o objetivo € reduzir o erro médio quadratico, calcula-se o erro quadratico a

posteriori

efe, = [(er — KiKrer) + Kivi[(er — KiKier) + Kpvi]©
= eier — e, KiCrer + ef Kipvi — (K Cirki) er + (K Crki) ' K Cre
—(KiCr%) T Kivi + (Kivi) Ter — (Kievi) 'K Crer + (Kievi) ' Kivie
= eiep — i KiCrep + et Kpvy — €5 Ci Kl e), + e CT K K Cprey
—eL CiKiKyvi + vi K} er, + v K K Crer, + vi K Ky
= ele, — el KiCrer + el Kivi — (61 K .Crer)' + €1 CT KK Cyey,

—(nggkkck&'k)T + (égKka)T — VZKZKIchEk + V%K%Kkvk. (323)

Como &, € um vetor coluna, €} Aey, € um escalar, para qualquer matriz quadrada A de dimensdes

apropriadas. Portanto, (e} Ae;)” = (¢} Ae;,). Da mesma forma ocorre para v;,Agy. Portanto

efek = E{é?k + EgchgKka&‘k — 2€£K1€Ck€k + 2€£Kkvk

—2vI KK, Crer + vi K Kpvy.. (3.24)

Uma vez em posse do erro quadratico, encontra-se o valor de K o qual satisfaz a condi¢do de
otimalidade
Oeley
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Sendo a € R™*!, b € R**! dois vetores quaisquer, e K € R*! uma matriz qualquer

dla’Kb]
0K
Jla’KTKDb]
0K

= ab”

= Kba’ + Kab”

Portanto, o erro quadratico é dado por

T
Oe; ey,

aT =0+ QKkaékEZCZ — 2Ek€ZC£ + 2€kV£ — QKkaekVZ;
k

—2Kviel Cr + 2K v vy (3.26)

A condic¢do de otimalidade é (CRASSIDIS; JUNKINS, 2011, p. 146)

T
Oe; ey,

—— =0 3.27
€, uma vez que o interesse € no valor médio, obtém-se

OE[e} ex]

8Kk = E[KkasksZCf — ekefC;‘g + skvg — Kkaekvf — KkaEfZCZ + Kkvkvg]

= KkaE[ékag]Cg — E[skef}Cg —+ E[ekvg] — KkaE[Eng]
~K,E[viel]CE + K E[vivi]. (3.28)

Avaliando os valores esperados na equagdo (3.28), E[e; b ] resulta em

Elexbi] = E[X, —x)v)]

= E[%,v}]— E[xyvy}] (3.29)
e avaliando E[X, v]], tem-se

E%,vi] = E[(Ari%, + Kioa(ye1 — Crai¥y))]
= E[(Aj_1%,_; + K1 (Croixpor + vim1 — Cr1X )]
= E[A;1% ; + Kio1(Cro1Ap_oxp—o
+GpoWg o+ Vi1 — Cra®, )VE . (3.30)

Portanto, X, € dirigido apenas por v;_; € Seus antecessores, Wj_i € Seus antecessores, € Como

v}, € um ruido descorrelacionado, E[X; vi ] = 0. Agora, deve-se avaliar E[x; v} |

Exivi] = E[(Ar1Xp_1 + Geo1Wi1)Vi]

= E[(Ap—1(Ap—aXp—2 + GroaWi_2) + Gpo1Wi_1) VL. (3.31)
Como € possivel observar, x;, € dirigido apenas pelos valores de wy_;, Wi_o, ..., logo

E[x;vi] = 0. (3.32)
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Quanto a E[e,v}], este pode ser reescrito como
Elexvi] = E[%; vi] — E[xxvi] = 0. (3.33)

Portanto, apds a substituicdo dos valores esperados, a condi¢do de otimalidade resulta em
(CRASSIDIS; JUNKINS, 2011, p. 146) (BROWN; HWANG, 1997, p. 144-146)

K C.E[ere!|CT — E[erel|CT + K E[vivi] = 0 (3.34)

e, relembrando que E[eel] = Py,

K,CP,Cl —P,Cl +K;R;, = 0
Ki(CP,C{ +Ry) —P,C} = 0. (3.35)
O valor de K, que otimiza o erro quadritico médio € dado por
K, =P, Ci(CP, C] + Ry) " (3.36)

A equagdo (3.36) corresponde ao ganho que minimiza o erro de estimagdo médio quadratico,

também conhecido como ganho de Kalman.

A estrutura do filtro de Kalman é semelhante ao do observador de estados, entretanto a
diferenca estd na alocacdo de polos. Enquanto o observador realiza alocacao de polos através do
conhecimento especifico do projetista, o filtro de Kalman realiza a alocag@o de polos a partir de
uma estratégia baseada em otimalidade probabilistica (CRASSIDIS; JUNKINS, 2011, p. 147).
Além desta diferenca em relagdo ao observador, o leitor ja deve ter percebido até este ponto que o
filtro de Kalman realiza o tratamento de ruido, algo que ndo estd compreendido na problemética

do observador.

3.14 Correcao da Matriz de Covariancia

Tal como a média a priori é corrigida através do ganho K, o mesmo ocorre para a

matriz de covariancia a priori (CRASSIDIS; JUNKINS, 2011, p. 145-146)(SIMON, 2006, p.

127). Portanto, para encontrar a corre¢ao da matriz de covariancia, parte-se de sua definicao, a
qual € dada por

P, = E[(%] — x) (%) —xx)"] = E[ere}]. (3.37)

Desenvolvendo, tem-se

P/ = E[((I-K,Cper) + Kipvi)((I - KiCper) + Kivi)']
= E[(I-KiCperel I —-K,Cp)" + (I - K;Cplervi K}
+Kpvier (I — K. Cp)' + Kipvivi K7
= (I - K;,Cp)E[erel](I — KiCr)" + K E[vivi]K}
= (I-K,CP,(I-K,Cp)" + K,.RK7. (3.38)
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A equacdo (3.38) ja pode ser utilizada no algoritmo, entretanto uma forma ainda mais simples

pode ser derivada. Ao continuar manipulando matematicamente (3.38), tem-se

Pl = (P —KCiP)(I- K, Cp)' + KRKG

= P, — P, (KiCp)" — Ky CiP;, + K. C, Py (KiCr)" + KRy K

= P, - P,C{K] - K;C,P; + K;C;P; CI K] + KRy K]

= P, — P, C/K] — K;CP; +K;i(C,P, C{ + R,)K]

= Py —P [P C(CiP,C +Ry)'|" — P CL(CP,Cp + Ry) ™ CiPy
+P Ci(CkP Cp + Ry) ™ (ChPy Gy + Ry) [P CL(CyP CY + Ry,) "

= P, — P Ci[P,Ci(CiP,C +Ry)'|" = P CL(CP,Cp + Ry) 'GPy
+P; Ci [Py G (ChP CY + Ry)™']"

= P, —P Gy (CiP,Cy + Ry) 'GPy

= P, —K;C,P,

= (I-KiCyp)Py (3.39)

Portanto, através de (3.39) € possivel corrigir a matriz de covariincia a priori. A equacgdo de

propagacao da covariancia (3.19) incrementa a covariancia, enquanto que a equacao de correcao
da covariancia (3.38) decrementa a covariancia (CRASSIDIS; JUNKINS, 2011, p. 146).

A matriz de corre¢ao da covariancia deve ser checada quanto a simetria e se é definida
positiva. Uma falha em satisfazer estas duas condi¢cdes € um sinal de que ha algum problema
com o algoritmo ou algum bug de programacao. Para evitar tais problemas, a formulagdo dada
pela equacdo (3.38) € mais utilizada do ponto de vista de estabilidade computacional (GREWAL,
2011, p. 139).

Ainda sobre o ponto de vista prético, a propagac¢ao e correcao da matriz de covariancia
em todos os instantes de tempo, inclusive o ganho de Kalman, podem ser calculadas online, uma
vez que nao necessitam da medicao da saida. Por esta razdo, € possivel realizar uma andlise sobre
a performance do filtro de Kalman antes mesmo de implementa-lo ao analisar a evolugdo da
matriz de covariancia. Além disso, uma vez que nas equacdes da estimagdo dos estados apenas o
ganho de Kalman € necesséario, pode-se utilizar o ganho de Kalman que j4 foi calculado, sem

necessitar salvar ou calcular a matriz de covariancia offline (SIMON, 2006, p. 129).

Ainda com base na derivacdo do filtro de Kalman, é importante citar que, para o caso de
estimacao de estados de sistemas lineares invariantes ou variantes no tempo (SIMON, 2006, p.
130):

e Se wy, e v, forem ruidos brancos gaussianos de média zero e descorrelacionados, entdo o

filtro de Kalman provém uma estimagdo Gtima.

e Se w,, e v, forem ruidos brancos descorrelacionados e de média nula, o filtro de Kalman

resulta na melhor soluc¢do linear.
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3.1.5 Fluxograma do Filtro de Kalman

Um diagrama esquematico apresentando as etapas de transi¢do dos estados estimados e

da matriz de covariancia pode ser visualizado na Figura 3.1.

k=1 k k okt

v

Pk k+1

Figura 3.1 — Esquemético do filtro de Kalman. A seta continua central na horizontal indica o sentido temporal
do filtro de Kalman. As retas pontilhadas verticais indicam a transi¢éio entre um instante e outro. As
setas diagonais representam a etapa de propagacdo através da dindmica do sistema, enquanto que as
setas verticais indicam a etapa de correcao através do método de otimizagdo e da medi¢do obtida. Vale
notar que as setas de propagac¢do se afastam da seta central que indica o tempo, enquanto que as setas
referentes a correcdo se aproximam da seta central. Tal perspectiva € utilizada para que se compreenda
que a etapa de propagacdo tende a aumentar o erro de estimacéo e, por consequéncia, a covaridncia. A
etapa de correcdo, por outro lado, tende a reduzir o erro de estimacio e minimizar a covariancia dos
estados.

Finalmente, o fluxograma do algoritmo do filtro de Kalman € apresentado na Figura 3.2.

3.2 Derivacao do Filtro de Kalman Continuo

O filtro de Kalman discreto € utilizado para sistemas discretos em que a equacio de saida
¢ também discreta. Quando a obtencao das medi¢des € continua, o filtro de Kalman deve ser

reformulado para o caso continuo.

H4 varias formas de derivar o filtro de Kalman continuo. Uma das mais satisfatorias €
obtida através da desamostragem do filtro de Kalman discreto. Esta abordagem também mostra
uma relagdo entre o caso discreto e o continuo e também facilita o melhor entendimento das
extensoes do filtro de Kalman para sistemas ndo lineares (LEWIS; XIE; POPA, 2007).

3.2.1 Filtro de Kalman Bucy
Seja um sistema cuja representacdo matematica é dada por

x(t) = Ax(t)+Bu(t) + Gw(t) (3.40)
z(t) = Cx(t)+v(t) (3.41)
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Covariancia Inicial

Estado Inicial P;
%0 \[
Propagacao

X, =A 1% +Bpjupg
Py =A 1P AL +G Qe Gy

Ganho de Kalman

Correcao
X < }A(_k'_ =X & +K k(yk -C k}A(I;)
P/=(1-K ,;C,)P,

!

k=k+1
|

Figura 3.2 — Fluxograma referente as equagdes e etapas do filtro de Kalman.

sendo w(t) e v(t) ruidos gaussianos brancos determinados por w ~ .47(0,Q), v ~ .4/ (0, R),
x(0) ~ A (%0,Po) e w(t), v(t) e xq sdo descorrelacionados. Utilizando a aproximacdo da

derivada dada por
d|z(t x(t) —x(t—71
2] _ | a(t) = a(t—7)
dt 0 T
para discretizar o sistema, onde 7 é o periodo de amostragem, obtém-se o sistema discretizado

representado pelas seguintes equacdes:

Xpr1 = I+ A7)xi + Brug + Gwy (3.42)
vi = Cxp+vy (3.43)
sendo wy, ~ A(0,Q7), QT = Qg, vi ~ A (0,R/7),R/7 = Ry, onde wy, e vy, sdo ruidos

brancos gaussianos mutuamente descorrelacionados. Desta forma, as equacoes do filtros de

Kalman se tornam

P, = I+A"P{I+A7)" +GQG"r (3.44)
-1
K, = P,C" (CPkCT + &) (3.45)
T
P, = (I-K,C)P;. (3.46)

Estas equagdes, portanto, devem ser manipuladas a fim de que 7 — 0 para encontrar a matriz de

atualizacdo de covariancia, o ganho de Kalman e a equacao de estimagao dos estados. Analisando
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primeiramente o ganho de Kalman quando 7 — 0:

1

“K; = P;C" (CP;C 7 +Ry) " (3.47)
-
portanto
1
lim -K; = P, C'R;' (3.48)
70 T
isto implica que
lim K = 0. (3.49)
T—0

O ganho do filtro de Kalman tende para zero quando o periodo de amostragem se torna muito
pequeno. Portanto, para o caso continuo, K(k7) = K, obtido através do limite fazendo 7 — 0

ndo € interessante. Analisando a matriz de covariancia, tem-se

P, =1+A7)P;(I+A7)" +GQ,G"r
= (PZ + APZT) (I + ATT) + GQ,GTr
=P +PLATT + AP 7+ APF AT + GQiGT7

que pode ser reescrita como
w1 =P+ (APF + PAT + GQ,GT) 7+ AP AT (3.50)

Sabendo que P} = (I — K;,.C) P, , tem-se

w1 =I-K,O)P, + [AI-K,C)P, + (I-K,;C)P, AT—

(3.51)
GQ,G"] 7+ [A(I-K,C)P;, AT] 7
dividindo tudo por 7, obtém-se
1 (P, —P;)=[AP, + P AT + GQ,G” — AK,CP, — 352

K,CP, AT| - IK,CP, + (A(I-K,;C)P, AT .

Agora, aplicando o limite e fazendo 7 — 0 e utilizando as equagdes (3.48) e (3.49),

— P
lim —*1—F = [AP, +P;A" + GQ,G” — AK,CP; — K, CP,A”] -

7—0 T

1
-K;CP, + (A(I-K;C)P, A") T
-

1
— AP; +P;A” + GQ,GT -0 -0 — lim (—Kk) CP; +0
T

T—0

0 que resulta em

— P
lim L —* — AP, + P, AT + GQ,G" - P,C'"R'CP,. (3.53)

T—0 T
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Portanto, a matriz de covariincia de erro continuo P(¢) satisfaz
P(kT) =P,. (3.54)
Assim, a matriz de covariancia € calculada por
P(t) = AP(t) + P(t) A" + GQG” — P(t)CTR'CP(1). (3.55)
Esta € a equacdo de Riccati no tempo continuo para a propagac¢ao da covariancia do erro dos

estados. Agora, analisando a propagacao e correcdo da média do filtro de Kalman discreto,

tem-se
X, = Ax/ ,+Bu,
X = %, +Ki (v — Cxp)
as quais podem ser reescritas como uma tnica equagao dada por
X = A% + Buy_1 + Ki (yr, — CAX{_; + CBu;_4) . (3.56)
Fazendo a volta da discretizagdo, tem-se
x; = (I+7A)x} | +7Bu;_; + K, [yk —CI+7A) % | — CTBuk,l}
X = X, +7TAX,1 +7Buy

+K;, (yx — C%f, — CTA%X/ | — CTBu;_4). (3.57)

Dividindo por 7

)A(lj:_ - &Z_fl At Kk A ~Ad
- = Ax | +Bup_ + — (yk — kafl) - K, C (Axkf1 + Buk_l) 7 (3.58)
e aplicando o limite com 7 — 0, resulta em
. ’ACZ—*ZA At —Tp— o+
lim ——— = Ax; ; + Bu,_1 + P,C'R 71 (y, — Cx/_,) . (3.59)
T—0 T
Dessa forma, x(t) satisfaz
X(kT) = —Xp.
x(kT) —Xu
Logo,
x(t) = AX(t) + Bu(t) + P(t)CTR ™! (y(t) — Cx(t)) (3.60)

€ a equacao de estimacgdo de estados para o caso continuo.
Se o ganho de Kalman for definido como
K(kT) = %Kk
aplicando o limite com 7 — 0, entdo tem-se que o ganho de Kalman para o caso continuo é
K(t) =P(t)C'R™! (3.61)
e a equacdo de estimacdo de estados (3.60) pode ser reescrita como
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + K(t) (y(t) — Cx(t)). (3.62)

As equagdes aqui obtidas para o caso continuo também sdo aplicdveis caso as matrizes A, B, G,

Q e R sejam variantes no tempo.
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3.2.2 Equacoes do Filtro de Kalman Bucy

O esquema do filtro Kalman Bucy pode ser resumido através da Figura 3.3.

Modelo do Ruido Condigoes Iniciais

wn A(0.Q) %(0), P(0)

wa\f(O,R)

P=A(t)P(t) +P(HA T(t) +G()Q(t)G T(1)-K(HR(HK T(t) AR " -
K(f) :P(f)C(f)R —l(t) 1 Xk _i(t) (t) +:B(t) (t) +K(t)<y(t) C(

X(t)

N
>
=

¢
P(t)

Figura 3.3 — Equacdes do Filtro de Kalman Bucy.

E importante notar que, no limite com 7 — 0, P, € uma versio amostrada da covariancia
de erro continua, P(¢). Entretanto o ganho de Kalman discreto ndo é uma versdo amostrada do

ganho de Kalman continuo. Em vez disso, K representa amostras de 7K(¢) no limite 7 — 0.

Se todas as estatisticas forem gaussianas, entdo, tal como no caso discreto, o filtro de
Kalman provém a estimac@o 6tima de %X(¢). Em geral, para outras estatisticas, ele provém a
melhor estimacao linear (SIMON, 2006, p. 130).

Se todas as matrizes do sistema e de covariancia dos ruidos sdo conhecidas a priori, entdo
P(t) e K(t) podem ser calculados offline e guardados antes de qualquer medi¢ao ser tomada.
Isto permite avaliar o projeto do filtro antes de implementa-lo e salvar tempo de computagio

durante a implementac¢do. O mesmo pode ser feito para o caso discreto (SIMON, 2006, p. 129).

3.3 Exemplos

O filtro de Kalman foi implementado para estimar os estados de um sistema modelado

matematicamente por

1,2272 1 0,0634 0.2
Xpr1 — X + Uk + Wi (363)
-0,3029 0 0,0978 0.8
1
Y = Xp + Vi (3.64)
0

onde wy, e vy sdo ruidos brancos gaussianos de processo e de medigdo, respectivamente, dados
por wi, ~ A4(0,Q) e vi, ~ A4 (0,R), sendo Q = diag{[0,1 0,1]} e R = 0,2. A entrada do
sistema utilizada € mostrada na Figura 3.4. As condigdes iniciais do sistema foram x = [8 10]7
e do filtro foram %y = [0 0]7, sendo que a matriz de covariancia inicial do filtro foi diag{[1 1]”}.
A simulacao foi realizada até 150 amostras. Para efeitos de comparagdo, o observador obtido
no exemplo da se¢do 2.14 foi aplicado. Os estados estimados pelo filtro de Kalman e pelo

observador podem ser observados nas Figuras 3.5 e 3.6.
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10

0 50 100 150
Amostra

Figura 3.4 — Entrada aplicada.
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Figura 3.5 — Estado x; real e estimado pelo filtro de Kalman e pelo observador.



Capitulo 3. Filtro de Kalman 58
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Figura 3.6 — Estado x5 real e estimado pelo filtro de Kalman e pelo observador.

A diagonal da matriz de covariancia obtida durante a simulacao € apresentada na Figura
3.7.

As métricas e; ;, foram calculadas para o observador e para o filtro de Kalman para efeito
de comparacdo. Os resultados obtidos podem ser observados nas Figuras 3.8 e 3.9. No exemplo
observado, o filtro de Kalman, apds a aproximacgdo dos estados estimados aos estados reais,
apresenta menor erro em relacdo ao observador de estados, o que € esperado uma vez que o filtro
de Kalman € baseado na minimiza¢ao do erro quadratico médio, enquanto que o observador
utiliza a metodologia de alocacdo de polos e ndo realiza tratamento de ruido. A variagdo do
erro no inicio da estimacgdo € afetada diretamente pela matriz de covariancia que inicializa o
algoritmo. Apesar de neste exemplo ter sido considerado que a covaridncia do erro inicial era

unitdria, ainda sim o filtro foi capaz de convergir para os estados reais.

Um sinal do tipo PRBS gerado pela linha de comando
idinput ([100,1,3], " prbs’, [0 0.5],[0 10])

no MatLab(R), mostrado na Figura 3.10, foi aplicado a0 mesmo sistema com as mesmas condi¢des
iniciais. Os estados estimados podem ser observados nas Figuras 3.11 e 3.12. Nesta simulagdo, ¢
possivel perceber através do erro, que a diferenca entre as estimagdes do observador e do filtro
de Kalman € ainda maior. O erro absoluto obtido para tal caso pode ser observado nas Figuras
3.13e3.14.
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Diagonal da matriz de Covariancia
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Figura 3.7 — Elementos da diagonal da matriz de covariancia obtida durante a implementag@o do filtro de Kalman.

25 I — Observador
——Kalman
2
20 T
15}
15 7
’&1\
5* 1
10 T
05
;| M |
0 ‘ \
0 50 100 150
0 km&a&ma&wm
0 50 100 150

Amostra

Figura 3.8 — Métrica e; ;, da estimagdo feita pelo observador e pelo filtro de Kalman.
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7 1.2 ,
6 [ 1 7
51 0.8+ 1 .
&-\
Q(,:_)\] 4 | 0.6 i
3l 0.4+ |
0.2+
2 | -
0o 0 160 150
1 5 50 |
0
0 50 100 150

Amostra

Figura 3.9 — Métrica e; j, da estimagdo feita pelo observador e pelo filtro de Kalman.
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Figura 3.10 — Entrada do tipo PRBS gerada a partir do programa MatLab®).
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Figura 3.11 - Estado real e estimado através do filtro de Kalman e do observador.
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Figura 3.12 — Estado real e estimado através do filtro de Kalman e do observador.
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Figura 3.13 — Métrica e; j, da estimagdo feita pelo observador e pelo filtro de Kalman para a entrada do tipo PRBS.
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Figura 3.14 — Métrica e, j, da estimagdo feita pelo observador e pelo filtro de Kalman para a entrada do tipo PRBS.
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4 ESTIMACAO NAO LINEAR

Neste capitulo, o filtro de Kalman linearizado, estendido, unscented e estendido iterativo
sdo apresentados. Além disso, o filtro de particulas, a qual € uma técnica de estimag¢do muito
utilizada na estimagdo de estados de sistemas nao lineares também € explicitada. Por fim, um

exemplo é apresentado para consolidar o contetido.

4.1 Filtro de Kalman Estendido

Como ja comentado na secdo 2.1.2, sistemas lineares ndo existem. Algumas vezes, um
sistema pode ser considerado linear por ter seu desempenho muito préximo da teoria linear.
Entretanto, quando este nio € o caso, a aplicacdo de métodos de filtragem linear ndo € mais

conveniente, o que abre caminho para a teoria de filtragem nao linear (SIMON, 2006, p. 395).

Algumas técnicas ndo lineares t€m se tornado conhecidas e obtiveram um desempenho
satisfatorio. Dentre estas, as extensoes do filtro de Kalman ganham destaque. A primeira extensao
que sera apresentada aqui € o filtro de Kalman estendido, o qual consiste na linearizacdo de um
sistema ndo linear para que as equagdes do filtro de Kalman possam ser aplicadas (SIMON,
2006, p. 396).

O filtro de Kalman estendido, apesar de ndo ser precisamente 6timo, tem sido aplicado
com sucesso na estimacao de estados de sistemas nao lineares desde sua invengdo, em 1967
(CRASSIDIS; JUNKINS, 2011, p. 185) (SIMON, 2006, p. 400). A teoria do filtro de Kalman
estendido estéd no fato de que o estado real estd suficientemente préximo do estado estimado.
Neste caso, o erro da dinamica pode ser representado de forma razodvel através de uma lineari-
zacdo do sistema em série de Taylor até a primeira ordem em torno da dltima estimagdo obtida
(CRASSIDIS; JUNKINS, 2011, p. 185) (SIMON, 2006, p. 400) (BROWN; HWANG, 1997, p.
257) (SARKKA, 2013, p. 64).

Considere o seguinte sistema nio linear!:

x = f(x,u,t)+w 4.1)
y = h(xt)+v 4.2)
w ~ 4(0,Q) 4.3)
v ~ A(0,R). “4.4)

Ao linearizar a equacdo de atualizacio dos estados (4.1) em torno de um ponto nominal?® definido

Os indices temporais foram suprimidos para simplificar a notagao.
Ponto nominal é um ponto que deve estar suficientemente préximo do estado real a fim de que a linearizagdo em
serie de Taylor resulte num pequeno erro.
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por X e ug, tem-se

) of(x,u,t of(x,u,t

x = f(xq,u9,t) + % — (x —x0) + % X:xo(u —uy) +w (4.5)
= f(x0,u9,t) + AAx +BAu+w (4.6)
= f(xo,ug,t) + AAX + W. 4.7)

Note que, uma vez que a entrada é conhecida, (u — uy) = 0, portanto o trecho linearizado

referente a entrada desaparece. Linearizando a equacdo de saida (4.2) também em torno de xg,

tem-se
Oh(x,t
y = h(xg,t)+ ﬁ (x — %) + Vv (4.8)
8x X=X
y = h(xq,t)+ CAx+ v. 4.9)
Definindo a trajetéria nominal® como
)'(0 = f(X(), U, t) (410)
Yo = h(Xo, t) (411)

pode-se definir também o desvio da trajetéria nominal como

Ax = X —Xg (4.12)
Ay = y—yo. (4.13)
A partir destas defini¢des, obtém-se
Ax = AAx+w (4.14)
Ay = CAx+v. (4.15)

As equagdes (4.14) e (4.15) obtidas constituem um sistema linear cujo estados sdo Ax e as
medi¢des sao Ay. Uma vez em posse de um sistema linear, as equagdes do filtro de Kalman

podem ser utilizadas, resultando em

A%, = 0 (4.16)
A% = AAX+K(Ay — CAR) (4.17)
K = PCR™ (4.18)
P = AP+PA”+Q-PC'R'CP (4.19)

X = X0+ A% (4.20)

A inicializacdo da covariancia P € feita da mesma forma que no filtro de Kalman linear. A
formulacdo dada por (4.16) a (4.20) € conhecida como filtro de Kalman linearizado. Neste caso,
a definicdo de uma trajetéria nominal € necessaria. Esta trajetéria € construida levando em
consideracdo o conhecimento especialista e estatistico sobre o sistema e deve-se compreender
que tal trajetoria deve estar sempre proxima aos estados estimados, caso contrario, causara a
divergéncia do filtro (BROWN; HWANG, 1997, p. 257).

A trajetéria nominal constitui um conjunto de pontos nominais ao longo do tempo.
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4.1.1 Filtro de Kalman Estendido Continuo

No filtro de Kalman linearizado, € necessdrio que seja definida a trajetdria nominal. Para
o filtro de Kalman estendido, propde-se que a ultima estimacao realizada € um ponto satisfatério

para se linearizar o sistema. De (4.20), tem-se que
% = %o + A% 4.21)
o que € igual a somar as equacdes (4.10) e (4.17), resultando em

X = f(x0,u,t) + AAR + K(y — yo — CAR)
= f(X(), Uy, t) + A(}AC — f(()) + K(y — h(XQ, t) — C(f( - )AC(])) (422)

Escolhendo X como trajetéria nominal e sendo a trajetéria do estado estimado nominal a mesma

trajetoria do estado nominal, x, = X, tem-se que Xy, = Xy = X, 0 que resulta na equacao
% = f(%,uy,t) + K(y — h(x,1)). (4.23)

4.1.2 Filtro de Kalman Estendido Discreto

A derivacdo para o filtro de Kalman estendido discreto ocorre de maneira paralela ao

caso continuo. Em posse de um sistema discreto regido por

xp = fro1(Xp—1, w1,k — 1) + Wy (4.24)
Vi = bhpa(xp1,k—1)+ v (4.25)
wi = A(0,Qs) (4.26)
vi = N(0,Ry). 4.27)

E possivel expandir o sistema em série de Taylor até a primeira ordem em torno da ultima

estimativa obtida fc,j_l. Realizando a linearizagdo, obtém-se

X = fk—l(fi;ip u,1, k — 1)
afkfl(xkfla ug_ 1,k — 1) o+
+ anil Xk—l:&z_l (Xk—l kal) + Wi_1
= Ha (X, e k= 1) + Ao (X1 — X)) + Wi
= Apxpor + B (X we k= 1) — A% ]+ wie (4.28)

Pode-se observar que a parcela [f;,_1 (X} ,ux_1,k — 1) — A;_1X;_,] é uma constante. Portanto,

a etapa de atualizacao do filtro de Kalman estendido discreto é dado por

P, = AP} Al + Qi (4.29)
%, = B we, k—1). (4.30)
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A equagdo de saida € linearizada por

Ohy(xy, k)

T oxe lxess
= hy(X,, k) + Cr(xp — X, ) + Vi

= Cpxyp + [hp(%;, k) — CiX; | + vy (4.31)

Y hy, (%, k) + (xk — X ) + Vi

Uma vez em posse da equacgdo de saida linearizada, a etapa de correcao é dada por

K, = P,_C{(C/P,C} +Ry)™" (4.32)
X0 = %, + Kilyr — 9»)

= X, + Ki(yr — Gk, — (%, k) + Ci%y)

= X, + Ki(yr — hp(X,,k)) (4.33)
P/ = (I-K;CyP}. (4.34)

Tais equacdes compreendem o filtro de Kalman estendido discreto e realizam a propagacao e

corre¢ao da média e covariancia dos estados.

Devido a matriz de covariancia do filtro de Kalman estendido ser atualizada a cada
instante, é importante utilizar simulacdes de Monte Carlo para verificar a acuricia do filtro
(GELB, 1974, p. 189).

Por vezes, trabalhar com o filtro de Kalman linearizado gera resultados melhores que o
filtro de Kalman estendido. Ambos os filtros de Kalman estendido e linearizado foram utilizados
em vdrias aplicacOes ao longo do tempo. Cada um deles possui vantagens e desvantagens,
e nenhuma afirmacgdo genérica pode ser feita para determinar qual deles resulta na melhor
estimativa (BROWN; HWANG, 1997, p. 258).

Além disso, provar a convergéncia do filtro de Kalman estendido € dificil (se ndo
impossivel), mesmo para os sistemas mais simples em que as condi¢des iniciais ndo sao bem
conhecidas (BROWN; HWANG, 1997, p. 188).

Uma vez que as jacobianas* dependem do estado atual, a covariancia e o ganho de
Kalman ndo podem mais ser calculados offline, como no filtro de Kalman, sendo necessario
calcular tais valores online assim que o estado atual estimado estiver disponivel (LEWIS; XIE;
POPA, 2007, p. 273).

Além do filtro de Kalman estendido, existem outras técnicas baseadas em série de Taylor.
Uma delas desenvolve a série até a segunda ordem, e € denominada filtro de Kalman de segunda
ordem (SIMON, 2006, p. 396).

4.1.3 O Filtro de Kalman Unscented

Esta subsecdo tem por objetivo apresentar o filtro de Kalman unscented (UKF), uma vez

que tal técnica tornou-se popular no eixo de estimagdo de estados em sistemas ndo lineares com

Derivadas utilizadas para linearizar o sistema.
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ruidos gaussianos. Apesar de tal técnica ndo ser utilizada neste trabalho, esta subsecio pode ser
vista como um incentivo para que novos pesquisadores desenvolvam a metodologia proposta

nesta dissertacdo, utilizando o UKF ao invés do IEKF.

O UKF € um método numérico utilizado para aproximar distribui¢cdes conjuntas. Ao
contrario do filtro de Kalman estendido, o UKF calcula de forma direta uma aproximacgio da
média e covariancia da distribui¢cdo em questdo. A ideia da transformacao unscented é escolher,
de forma deterministica, pontos sigma que capturam a média e covariancia da distribui¢ao
original e propaga-los através da ndo linearidade. Uma vez propagados, a média e a covariincia
destes pontos sigmas representardo a estimacao da média e covariancia da distribui¢do propagada
pela ndo linearidade (SARKKA, 2013, p. 81-82).

Para aplicar o método do UKF, considerando um sistema ndo linear como nas equacoes

(4.1) a (4.4), primeiramente inicializa-se o filtro através de
x5 = E(xo) (4.35)
Py = E[(xo—%,0"7)(x0 — %,07)7]. (4.36)
Em seguida, calculam-se os pontos sigma por (LI et al., 2016)

X, = X+ i=1,..,2n, (4.37)

o= ( /nxp;_l) i=1,.n, (4.38)

Uma vez definidos os pontos sigma, estes pontos sdo propagados pela equacao de propagacao

ndo linear do sistema

X = (X}, up, t) + wy. (4.40)
Agora, pode-se obter o estado a priori através da média dos pontos sigma, a qual é dada por
1 2Ny
T ng (4.41)

e a covariancia do erro, a qual € obtida através de
1 2ng
Py > [ — %) &L —%0)"] + Qi (4.42)

- 2n
T =1

Uma vez que a equagdo de propagacio foi completamente trabalhada, a metodologia dos
pontos sigma € aplicada também ao modelo de medicao. Portanto, geram-se 2n, pontos sigma

através de
X, = X, +3 i=1,...,2n, (4.43)

Fo= ( nxP,;) i=1,..,n, (4.44)

.%i - <_ \/ n:cP];> i =Ny + 17 e 2n5. (445)
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Em seguida, aplicam-se os pontos sigma pela equacido de medi¢cdo

i = h(xj, 1) (4.46)
Calcula-se, entdo, a média
2n
. I — .
$i= 3, 2 Vi (4.47)

i=1
A covariancia do modelo de medic¢ado é dada por

1 2= ,
> @ —90F: 907 +RT (4.48)

=1

P

Y on,

e a covariancia cruzada entre X~ e ¥, é dada por

1 2Ny A .
SO IEL - %)@ - 96" (4.49)

i=1

Poy = on

Por fim, a corre¢do do estado estimado pode ser realizada pelas equagdes do filtro de Kalman

K, = PP (4.50)
)A(; = i,;%—Kk(yk—yk) (451)
P/ = P, - K.P,K}. (4.52)

O UKEF estima a média com precisdo até a terceira ordem da expansao em série de Taylor
(SIMON, 2006, p. 444). Além disso, o algoritmo do UKF ndo torna necessdrio o célculo da
derivada das funcdes de propagacdo dos estados, o que reduz consideravelmente a complexidade
do método (MENEGAZ et al., 2015).

E importante ressaltar que os pontos sigma sio escolhidos de forma deterministica, o
que é uma caracteristica que difere este método dos métodos numéricos de Monte Carlo, uma
vez que as particulas dos métodos de Monte Carlo sdo escolhidas aleatoriamente (SARKKA,
2013, p. 81).

Caso a o sistema seja linear, a estimac¢do do UKF resultard na mesma estimacao obtida
pelo filtro de Kalman (SIMON, 2006, p. 448).
4.1.4 Otimizacao pelo Método de Gauss-Newton

O método de otimizacdo de Gauss-Newton tem por objetivo minimizar uma fung¢do custo
do tipo (BERTSEKAS, 1999, p. 107)

1
J = 5lIrlP (4.53)

sendo considerado um método especializado na solu¢do de minimos quadrados. A fungio r(xy,)

é geralmente uma fungdo residual’. Em posse de um ponto x’, lineariza-se a fung¢do r(x) em

Ou seja, valor estimado menos valor real.
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torno de ' até a primeira ordem, resultando em
F(x', x) = r(x') + Vr(x")" (x — x") (4.54)

Portanto, o x que minimiza tal funcdo é obtido através do ponto de estacionariedade determinado

por (BERTSEKAS, 1999, p. 107)
oJ

o
Substituindo a equacdo (4.54) em (4.53), tem-se

0. (4.55)

J = lr(x)| +2(x = x)Vr(x)r(x') + (x — x) Vr(x)Vr(x') (x - x).  (4.56)

Derivando J em relagdo a x, obtém-se

oJ

- 2Vr(x")r(x") + (Vr(x")Vr(x)" + Vr(x")Vr(x)")(x — x°)

= 2Vr(x')r(x") + 2Vr(x")Vr(x)" (x — x')
= 2Vr(x)r(x") + 2Vr(x)Vr(x") x — 2Vr(x") Vr(x")"x". 4.57)

Substituindo (4.55) em (4.57), obtém-se

0 = Vrx)rx") + Vr)Vrx)'x — Vrx)Vrx) X!

Vr(x)Vr(x)'x = Vr)r(x") - Vrx)vr(x)x'

x = x'—[Vrx")Vrx)"] ' Vr(xHr(x"). (4.58)

Portanto, se Vr(x')Vr(x")” for inversivel, a minimizagdo € realizada através da seguinte equa-
cdo:

X =x' — [Vr(x")Vr(x)"] ' Vr(x)r(x"). (4.59)

Caso r(x) seja uma funcio linear, uma tUnica iteragdo é o suficiente para a convergéncia do
método (BERTSEKAS, 1999, p. 107). Vale ressaltar que a dire¢ao

—[Vr(x")Vr(x")T]tVr(xh) (4.60)

é uma dire¢do de descida, uma vez que Vr(x')r(x’) é o gradiente em x’ da fungio custo J e
[Vr(x")Vr(x")T]~! é uma matriz definida positiva (BERTSEKAS, 1999, p. 107).

4.1.5 Filtro de Kalman Estendido como um Método de Otimizacio de Gauss-Newton

Por conveniéncia, o indice temporal serd suprimido e serdo utilizadas as seguintes

notacoes
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E também

R 0
Z ~ ¥(g(x),0), onde o= . (4.62)

0 P

A func¢do de verossimilhanga para o caso gaussiano é dada por (SIMON, 2006, p.
466)(NIU et al., 2009)

L(g) =t exp |2 (Z — g(¢)) o (Z — () (4.63)

@ry=la] L 2

onde ¢ € a varidvel aleatdria que representa x. Satisfazendo o critério de mdxima verossimi-
lhanga, deseja-se maximizar a fung¢do L(¢), o que é equivalente a minimizar (BELL; CATHEY,
1993)(NIU et al., 2009)
1 _
l¢) = 5(Z—g(#) ) (Z—g(4)) (4.64)
uma vez que o ¢é definida positiva. O ponto de minimo de /(¢) é dado por (BELL; CATHEY,

1993)

) _ )
(ol
0 - 8@—;")al<zk—g<¢». (4.65)

Se g(¢) é ndo linear, tal fungio pode ser representada por (BELL; CATHEY, 1993)(NIU et al.,
2009)

g(o) =gX) + G(o — %) (4.66)
onde oe(#)  Olx)
g gx
G = = ) 4.67
0o ox  Ix=x (4.67)
Sendo V = Z — g(x), onde V ~ .4(0, o) e substituindo ¢ por X, tem-se
og(x _ -
0 = B ooz gx)
= Go '(G'x—%)+V)
x—% = [GTe 'G]'GTa V. (4.68)
Portanto, obtém-se a matriz de covariancia através de
P* = E[x—%)(x— X)T]
= [GTU_lG]_IGTU_IE[VVT]O'_lG[GTU_lG]_l
= [GTo7'G]™! (4.69)
€, uma vez que
H R O
g= B _ e o= 4.70)
aX X=X
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h
Oh(x) _, tem-se que

de H =
onde 8X X=X

P'=[Glo'G] ' =H'R'H+P )L (4.71)

Utilizando o lema da matriz inversa de WoodBurg, tem-se (BELL; CATHEY, 1993)(NIU et al.,
2009)
P* =P +PH"(R + HPH') 'HP. (4.72)

Mas como o ganho de Kalman é definido como K = PH? (R + HPH?) ™!, entdo obtém-se
P* = P+ KHP
= (I+KH)P (4.73)

o qual corresponde a mesma matriz de atualizacio da covariancia do filtro de Kalman. Portanto,
a equacao (4.73) representa a atualizacao da matriz de covariancia (BELL; CATHEY, 1993). O
préximo passo € avaliar a atualizacdo dos estados.

Ao definir a fun¢do residuo como sendo

r(¢) = S(Z - g(9)) (4.74)

onde S”S = 71, ou seja, S € a raiz quadrada de o, a solugdo obtida através do método de

Gauss-Newton é dada por

%* = %+ (GTSTSG)'GTSTS(Z — g(%))

= %+ (G 'G)'GTo " HZ — g(%)) (4.75)
0
onde G = ga(X) . Expandindo as matrizes Z ¢ G,
X Ix=x
-1
R' 0 H R! 0 y — h(%)
=%+ [HT 11 [HT I] (4.76)
0 P! |I 0 P! X—X
~ Og(x) o ~
onde H = 5 . A simplificagdo da equacgdo (4.76) resulta em
X Ix=x
=%+ HR'H+P 1 'H'R [y — h(%)] (4.77)

a qual corresponde a estimacdo de estados através do filtro de Kalman estendido. Sendo o ganho
de Kalman K = [H'R'H + P~!|"'"HTR ! a equagdo (4.77) pode ser reescrita como
X" =%+ Ky — h())]. (4.78)

Caso a fun¢do h(x) seja néo linear, o processo iterativo pode ser realizado através das seguintes
equacdes (BELL; CATHEY, 1993)(NIU et al., 2009)(GELB, 1974, p. 190-191)(CRASSIDIS;
JUNKINS, 2011, p. 188-189):
Pl = (I+KpHy)PL, (4.79)
Ky; = [HLR'Hy; +P 1 "H R, (4.80)
}A(ZZ = i;z‘—l + Kk,i[yk — h(i;,z—l)] (481)
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4.1.6 Exemplo de Aplicacao

Um sistema comum utilizado na aplica¢ao de estimadores de estados € dado pelo seguinte
modelo (ARULAMPALAM et al., 2002) (SIMON, 2006, p. 469) (GORDON; SALMOND;
SMITH, 1993):

Tp—1  20Tp—1

o= +7 pe + 8cos(1, 2k) + wy, (4.82)
T

wo= SE+u (4.83)

sendo wy ~ A7(0,Q) um ruido de processo gaussiano branco, v, ~ .4°(0, R) um ruido de

medicdo gaussiano branco e () = R = 0, 1. A condi¢ao inicial do sistema foi x; = 8.

Para a estimacao dos estados, o filtro de Kalman estendido discreto foi utilizado. A

inicializa¢do do filtro de Kalman estendido foi #y = 0 e B, = 1.

O estado estimado pode ser observado na Figura 4.1 e o erro absoluto de estimagdo na

Figura 4.2.

- - -Real
15 —— Estimado - EKF ' 4

-20 ' ' ' '
0 10 20 30 40 50

Amostra

Figura 4.1 — Estados real e estimado obtidos através de 200 realizagdes de Monte Carlo utilizando o filtro de
Kalman estendido discreto para o sistema dado por (4.82).

4.2 Filtro de Particulas

O filtro de particulas consiste de uma classe de filtros os quais implementam numerica-

mente o filtro Bayesiano (CHEN et al., 2003, p. 25). Um método numérico baseado no filtro
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Figura 4.2 — Métrica e, j, obtida através de 200 realiza¢des de Monte Carlo utilizando o filtro de Kalman estendido
discreto para o sistema dado por (4.82).

Bayesiano € implementado através do método de Monte Carlo. Este método de Monte Carlo
consiste de uma classe de métodos em que distribui¢des de probabilidade desconhecidas sao
obtidas através de um conjunto de amostras retiradas desta distribuicio (SARKKA, 2013, p.
140)(CANDY, 2016, p. 64).

A chave para a abordagem de Monte Carlo é gerar amostras aleatdrias independentes da
distribui¢cdo de probabilidade e, com base nestas amostras, calcular momentos estatisticos de
interesse (CANDY, 2016, p. 64).

Algumas vezes, a retirada de amostras de uma fung¢do de distribuicdo € drdua. Para tais
casos, pode-se retirar as amostras a partir de uma fungdo de distribuicao proporcional. Tal técnica
€ conhecida como Monte Carlo via amostragem por importancia (LIANG; LIU; CARROLL,
2011, p. 9-10)(KALOS; WHITLOCK, 2008, p. 77-80)(DOUCET; FREITAS; GORDON, 2001,
p- 8-9). Caso se esteja trabalhando com processos estocdsticos, € possivel desenvolver a teoria
de amostragem por importancia de forma recursiva, resultando na amostragem por importancia
sequencial (SIS - Sequential Importance Sampling) (ARULAMPALAM et al., 2002).

A abordagem sequencial de Monte Carlo gera um problema denominado degeneracdo das
particulas, em que uma possivel solu¢do € realizar a reamostragem, dando origem a reamostragem
por importancia sequencial (SIR - Sampling Importance Resampling) (DOUCET; FREITAS;
GORDON, 2001, p. 10-12).
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Neste secdo, € apresentado as cadeias de Markov, uma vez que um sistema estatistico
descrito em espago de estados pode ser interpretado como uma cadeia de Markov oculta de
primeira ordem, e o estimador bayesiano analitico também € apresentado. Em seguida, é apresen-
tado o Método de Monte Carlo como uma forma de aproximagao da média estatistica, € também
o método SIS e SIR. Por fim, o algoritmo conhecido como Bootstrap (GORDON; SALMOND;
SMITH, 1993), o qual constitui um filtro de particulas, é apresentado.

4.2.1 Modelos de Markov

Os modelos de Markov s@ao modelos matemadticos utilizados na representacdo de sistemas
em que o estado futuro do sistema depende apenas do estado do sistema atual (DOUCET;
FREITAS; GORDON, 2001, p. 18). Um modelo de Markov pode ser representado através do
modelo em espaco de estados. Sempre que a observagao da varidvel aleatéria que se deseja
estimar for obtida através de uma outra variavel aleatéria, denomina-se cadeia de Markov oculta.
O caso aqui trabalhado® corresponde a uma cadeia de Markov oculta, pois ndo sdo obtidas
observagdes de x;, mas sim de y; (ROBERT, 2004, p. 430) (SARKKA, 2013, p- 7-8). No

decorrer deste trabalho, todos os modelos de Markov utilizados sdo cadeias de Markov ocultas.

Do ponto de vista estatistico, o modelo de Markov possui (SARKKA, 2013, p. 10)
(DOUCET; FREITAS; GORDON, 2001, p. 5):

e Uma distribui¢do inicial que especifica a distribui¢do de probabilidade a priori p(x,) dos

estados no instante £ = 0.

e Um modelo dindmico que descreve a dindmica do sistema e suas incertezas como uma

sequéncia de Markov, definidas em termo da distribui¢ao de probabilidade de transi¢ao

p(Xe[Xp-1).

e Um modelo de medi¢do que descreve como a medi¢do y; depende do estado atual xy.
Tal dependéncia € modelada através de uma distribuicao de probabilidade condicional da

medicdo dado o estado atual, p(yx|xx).

Portanto, um modelo probabilistico genérico em espaco de estados é escrito na forma (SARKKA,
2013, p. 10)

xo ~ p(xo), (4.84)
Xp ~ P(Xk|Xp-1), (4.85)
i ~ p(yelxk). (4.86)

Uma abordagem mais aprofundada sobre modelos de Markov pode ser vista em Candy
(2016), Liang, Liu e Carroll (2011) e Doucet, Freitas e Gordon (2001).

6 A modelagem em espaco de estados.
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4.2.2 Inferéncia Bayesiana

O propésito da inferéncia Bayesiana € prover um maquinario matematico o qual pode ser
utilizado para modelagem de sistemas e estimagdo de estados, em que as incertezas do sistema
sdo levadas em consideragdo (SARKKA, 2013, p- 1). Desta forma, a inferéncia bayesiana estima
estados de uma cadeia de Markov oculta utilizando as medicdes do sistema e reconstrdi a
distribuicdo de probabilidade dos estados dadas as medi¢cdes (SARKKA, 2013, p. 9).

O filtro de Kalman € uma técnica que utiliza os dois primeiros momentos estatisticos,
média e covariancia, para gerar sua estimativa. A ideia da inferéncia bayesiana € estimar nao
apenas a média e covariancia, mas a funcio densidade de probabilidade dos estados (LIANG;
LIU; CARROLL, 2011, p. 2) (BOX; TIAO, 2011, p. 10).

Sendo x uma varidvel aleatdria desconhecida e y uma observacdo indireta desta variavel

aleatdria, a regra de Bayes € dada por

ply[x)p(x)

4.87
p(y) (87

p(xly) =

onde p(y) no denominador € uma constante de normalizacdo que garante que a integracdo de
p(x|y) seja unitdria, portanto, pode-se substituir o valor referente a p(y) por uma constante c.

Assim, a equacdo (4.87) pode ser reescrita como

p(xly) = ¢ p(y[x)p(x). (4.88)

Uma vez recebida a medi¢ao y, p(y|x) pode ser considerada ndo como uma fun¢éo de y, mas
de x, sendo chamada de fungéo de verossimilhanca de x dado y e é definida como I(x|y) (BOX;

TIAO, 2011, p. 10-12), permitindo que a regra de Bayes seja reescrita como

p(xly) oc e l(x]y)p(x). (4.89)

Da equagdo (4.89), compreende-se que a distribuicdo de probabilidade a posteriori de x dado y
€ proporcional ao produto entre a distribui¢do de x a priori e a verossimilhanga de x dado y.
A funcido de verossimilhan¢a modifica o conhecimento a priori a partir da informacéo sobre a

medicdo y.

Para o caso de modelos de Markov, a densidade condicional de x; no instante k = 1 é
dada por
p(x1]y1) oc e p(xa)l(x1]y1)- (4.90)

Uma vez que a observacao y- € recebida, a estimativa de x; €
p(Xaly2,y1) o ¢ p(x2)l(X2|y2, y1)- (4.91)
Considerando que as observagdes sao independentes, (BOX; TIAO, 2011, p. 10-12)

p(X2|Y27Y1) X Cp(Xz)l(Xzbh)l(Xz\YQ- (4.92)
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De forma genérica, tem-se

P(Xk|Yky -y Y1) X € p(Xp)U(XE|YE) X oo X U(Xk|y1)- (4.93)

Tal formulagdo gera uma alta carga computacional, uma vez que o nimero de fungdes de
verossimilhancas a serem calculadas € igual a k, ou seja, a carga computacional tende a infinito

quando k — oo.

Realizando outra andlise a partir da regra de Bayes, é possivel reescrever (4.93) de
forma recursiva (SIMON, 2006, p. 464-465) (ARULAMPALAM et al., 2002). Denotando-se

Xi:j = {Xi7 ...,Xj} € Yi:j = {Yz7 "'7Yj}’ tem-se

p(¥1k/%0)P(X0:1)

P(X0:k|Y1:k —
( ° | ' ) p(}’l:k;)
_ p(}’ka}’l:k—llx&k)p(xo:k)
p(ylzk)
_ p(yk‘XO:ka}ﬁ:k—l)p(yl:kfl‘XO:k)p(XO:k)
p(y1:k>
_ p(Yk|X0:k7 YI:k—l)p<X0:k) p(XO:k|YI:k—1)p(YI:k—1)
p()’l:k) P(onk)
_ p(Yk|X0:kay1:k—1)p(X0:k|Y1:k—1)p(YI:k—1)
p(Ym YI:k—l)
_ p(Yk|X0:k:ay1:k—1)p(X0:k|YI:kz—1)' (4.94)
p(yk|YI:k—1)
Entdo, desenvolvendo p(Xo.x|y1.k-1),
- P(YelXok, Y1k—1)P(Xk, Xo:k—1| Y 1:6-1)
P(XO:k|Y1:k) =
p(}’kb’1:k—1)
_ p(Yk|X0:k; Y1:k—1)p(xk|X0:k71> yl:kil)p(XO:kz—l b’1;k—1)
p(ka’qu)
P X ) P(Xp | Xp—
b pOelxi-) o) (4.95)
p()’kb’mq)
< p(yr|xe)p(xk|xXe—1)P(X0:k-1]¥1:46-1) (4.96)
onde
P(Yelyin—1) = /p(Ykan|Y1:k—1)ka:
= /p(Yk|Xk:aYI:k—l)p(Xk|Y1:k—1)ka
= /p(}’k’xk)p(xk’ylskl)dxk- 4.97)

Portanto, a equacdo (4.95) € a forma recursiva da estimacao Bayesiana, a qual é proporcional a
(4.96).
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4.2.3 Aproximacao do Valor Médio pelo Método de Monte Carlo

A técnica de Monte Carlo € um método de integracdo numérica simples e de preci-
sdo utilizada principalmente para casos em que a ordem do sistema € elevada (LIANG; LIU;
CARROLL, 2011, p. 8).

No problema de estimagao, deseja-se obter a média de determinada varidvel, a qual é

dada por
L)) = [ £Gpx)dx (@98)

onde y C R™ & um subespaco euclidiano que contém todas as possiveis solu¢des de x. Supondo
que seja simples simular n amostras denotadas por x*, x?, ..., x" de p(x), a média de uma fungio

f(x) de interesse é dada por (LIANG; LIU; CARROLL, 2011, p. 9)
I .
S g 4.99
F= 2o (4.99)

e tal aproximagio pode ser utilizada para aproximar (4.98), pois f converge devido a lei dos
grandes ndmeros (LIANG; LIU; CARROLL, 2011, p. 9). O erro de tal aproximagao pode ser

calculado por

f—E
/O
onde o € a variancia de f(x), a qual pode ser aproximada por
1 - ) £\2
op=—7> (Fx)-F* (4.101)

i=1
Tal método de aproximagdo é conhecido como método de Monte Carlo (METROPOLIS; ULAM,
1949).

4.2.4 Monte Carlo via Amostragem por Importancia

Quando a obten¢do de amostras através de p(x) é ardua, a técnica de amostragem por
importancia pode ser utilizada. Esta consiste na seguinte identidade (LIANG; LIU; CARROLL,
2011, p. 9-10)(KALOS; WHITLOCK, 2008, p. 77-80)(DOUCET; FREITAS; GORDON, 2001,
p. 8-9):

B0 = [ repteiax = [ 1002 gt = B {f(x)fﬁ} 4.102)

x v 9(x) 9(x)
onde g(x) é uma fun¢do densidade de probabilidade (também conhecida como fun¢do densidade
de importincia) em y e é positiva para todo x em que p(x) é positiva. Tal identidade sugere

que as amostras de x possam ser retiradas de func¢des de densidades diferentes de p(x) na

aproximacdo de (4.98). Entdo, devido a (4.102), o estimador de E[p(x)] é dada por

=3 ]g’ E;;f(xi) (4.103)
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p(x)
9(x’)

~* é o peso referente a amostra x*. Devido a tal ponderacio, tal método é denominado como mé-

onde x!, ..., x" sdo amostras independentes e identicamente retiradas de g(x). A fragdo

todo da amostragem por importincia. A densidade g(x) deve ser escolhida visando simplicidade
para gerar as amostras e precisdo na estimacdo da média (LIANG; LIU; CARROLL, 2011, p.
10).

4.2.5 Amostragem por Importancia Sequencial

A amostragem por importancia sequencial (sequential importance sampling - SIS) é
utilizada para realizar a estimacdo recursivamente (ARULAMPALAM et al., 2002).

A funcao densidade de importancia pode ser derivada da seguinte forma:

g(XO:k|Y1:k) = Q(Xk,Xo:k—1|Y1:k;)
= g(xXk|X0k-1,¥1:6)9(Xo:k—1|Y1:8)- (4.104)

Como os pesos sdo dados por

p(X6:k|y1:k‘)

9(x.1.[y1x)

pode-se recalculd-los de forma recursiva substituindo (4.104) e (4.96) em (4.105), logo

Y = (4.105)

- p(Yk|¥2)P(X%|X%—1>P(X6;k—1|Y1:k71>
g<X;€’X6:k—17yl:k)g(xz):k—ﬁyl:k)
x )p(xE | xt .
P(YkL k2p< k| k-l)wz_l' (4.106)
9(X X1, Y1:8)

Caso a densidade g(xx|Xo.x—1, y1.x) seja baseada em um processo de Markov, entdao

9(Xk[X0:k—1, Y1:6) = 9(Xk|Xk—1, Y1:8) (4.107)
podendo os pesos serem reescritos como

o p(yelxhp(xixi_y)
Y= Sy, (4.108)
9% 15 Y1)

Para este caso, apenas a estimagdo de p(xx|y1.x) € necessdria a cada instante de tempo, a qual

pode ser aproximada por
p(xkly1x) Zm Xi — Xj) (4.109)

onde N € o nimero de amostras ou particulas’ e § € o delta de Dirac.

O filtro SIS apresenta o problema de degeneracdo das amostras. Tal problema consiste no
fato de que, apds algumas iteragdes, apenas uma amostra possuird um peso relevante, uma vez que

a variancia das particulas s6 aumenta com o tempo, o que pode ser verificado aplicando (4.101)

Nomenclatura utilizada no filtro de particulas.
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durante a execu¢do do método. Uma forma de avaliar o nivel de degeneragdo das particulas é

através de

1
Nepp = ———. (4.110)

=1

Apenas para alguns casos a escolha de uma densidade de importancia g(x|x} |, y1.x)
que minimiza a degeneracao de particulas de maneira 6tima pode ser aplicado. Além disso, ha
varias outras formas de escolher a densidade de importancia (ARULAMPALAM et al., 2002).

Uma forma conveniente de determinar tal densidade € fazendo

9(Xp|x}_y, Y1) = p(Xn|xXp_y) @.111)

pois, uma vez escolhida, as amostras sio retiradas de p(x;|x._,), a qual corresponde a equagdo

de propagacao dos estados, e 0os pesos sao calculados por

v = p(yrlxi) Vi1 4.112)

E, por fim, utilizando uma fun¢do de verossimilhanca proporcional (BOX; TIAO, 2011) a
p(yx[x}), ou seja,
L(xklyr) oc p(yrlxy,) (4.113)

tem-se que os pesos sao calculados por

Ve o< L |y r) Vi1 (4.114)

Devido ao fato de tal peso ser calculado proporcionalmente, a normalizagdo deles € necessdria

para fazer com que sua soma resulte na unidade, portanto

(4.115)

Outras formas da abordagem sequéncial podem ser vistas em Candy (2016) e Doucet,
Freitas e Gordon (2001).

4.2.6 Reamostragem Sistematica para Reducao da Degeneracio das Particulas

Com o intuito de reduzir o efeito de degeneragdo de particulas, a etapa de reamostragem
tem por objetivo gerar N novas amostras a partir da representagdo aproximada de p(yx|xx)
(CANDY, 2016). Desta forma, amostras com baixa ponderacao sdo eliminadas e amostras com
alta ponderacdo devem aumentar em quantidade (DOUCET; FREITAS; GORDON, 2001, p.

10-12). Para isso, faz-se com que a probabilidade de a amostra x:, ser reamostrada seja de 7;, ou
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seja, p(xi* = x4 ) = 7%. O resultado desta reamostragem é uma densidade discreta independente

e igualmente distribuida. Portanto, os pesos sdo reestabelecidos como

1
N

oA (4.116)
Tal técnica de reamostragem é chamada de reamostragem sistemdtica e implementada através

dos seguintes passos:

1. Definir, dentro da faixa [0, 1], intervalos de tamanhos numericamente iguais aos pesos

¥ 1.n, NA0 superpostos, e de tal forma que a soma de tais intervalos® seja igual a 1;
k1N

2. Gerar um vetor de pontos aleatérios z, = {21, ..., 2k g, --., 2k, N } Uniformemente distri-

buidoentre O e 1;

3. A quantidade de pontos aleatérios dentro de cada intervalo determinard a quantidade de
vezes que a particula correspondente aquele peso aparecerd no novo grupo de particulas a

posteriori.

Um exemplo de reamostragem sequencial monovaridvel utilizando 6 amostras pode ser

observado na Figura 4.3.

Apesar de solucionar o problema de degeneracio das amostras, o processo de amostragem
causa um segundo problema que se agrava em casos de baixa poténcia de ruido (ARULAMPA-
LAM et al., 2002). Tal problema é conhecido como o empobrecimento de amostras. Apds varias
reamostragens, a tendéncia € que as amostras se tornem homogéneas, tornando-as ineficazes em

reproduzir a densidade condicional p(xy|yy) desejada.

Além da reamostragem sequencial, outras técnicas de reamostragem podem ser utilizadas,
como a reamostragem multinomial (CANDY, 2016), a reamostragem residual (CANDY, 2016),
a reamostragem estratificada (ARULAMPALAM et al., 2002), técnicas utilizando algoritmo
genético (PARK et al., 2009; YIN; ZHU, 2015; WANG et al., 2016) (as quais sao denominadas

como filtro de particulas evoluciondrios), entre outras.

4.2.7 Algoritmo do Filtro de Particulas

A técnica de Monte Carlo sequencial € conhecida por diversos nomes variados, como o
filtro bootstrap, algoritmo de condensacdo, filtro de particulas, sobrevivéncia do melhor (survival
of the fittest) (ARULAMPALAM et al., 2002). O filtro bootstrap é um exemplo comum de filtro
de particulas o qual baseia-se em Monte Carlo sequencial e na reamostragem. Seu algoritmo €
dado por (ARULAMPALAM et al., 2002)

Note que particulas com maior peso terdo intervalos maiores, enquanto particulas com menor peso terdo intervalos
menores.
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Figura 4.3 — Exemplo de reamostragem monovaridvel com 6 particulas.

Algoritmo bootstrap
for i=1:N
xg ~ p(Xo)
end for
for k=1,2,...
for i=1:N
Amostre xj ~ g(xx|xL,yi)
Calcule os pesos das amostras por
POy )P (< xi—1)
g0y

Vi =
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end for

Normalize os pesos por
i

—i rYk

N .
> A
j=1

Obtenha a densidade condicional aproximada

por
N
p(Xk|y1k) & Z Vi (%% — x3.)
i=1
Se Negr < Nr
Realize a reamostragem
end Se

end for

4.2.8 Exemplo de Aplicacao

Um sistema comum utilizado na aplicagdo do filtro de particulas € dado pelo seguinte
modelo (ARULAMPALAM et al., 2002) (SIMON, 2006, p. 469) (GORDON; SALMOND;
SMITH, 1993):

Tp—1 25T

T = 5t peR + 8cos(1, 2k) + wy, 4.117)
T

wo= SE+u 4.118)

sendo wy, ~ A7(0,Q) um ruido de processo gaussiano branco, v; ~ .4 (0, R) um ruido de

medicdo gaussiano branco e () = R = 0, 1. A condi¢ao inicial do sistema foi xq = 8.

Para a estimacdo dos estados, o filtro bootstrap foi utilizado e a funcdo densidade de
importancia escolhida foi p(x|x)_1). Assim, os pesos foram calculados através da equacdo

(4.114), em que a funcao de verossimilhanca utilizada foi

w—(x)? 2
(X lye) = ———exp | —R1A_ 2/ 4.119)
kLT V2mR 2 ‘ .
A inicializagdo das particulas foi feita através de
x; ~ N(0,Q). (4.120)

Foram utilizados 3 diferentes quantidades de particulas /V, a fim de que seja possivel
observar que a métrica de erro € reduzida conforme o nimero de particulas € aumentado. O

estado estimado pode ser observado na Figura 4.4 e o erro absoluto de estimagdo na Figura 4.5.
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Figura 4.4 — Estados estimados obtidos através de 200 realiza¢des de Monte Carlo utilizando N particulas para o
sistema dado por (4.117).
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Figura 4.5 — Métrica e j, obtida através de 200 realiza¢des de Monte Carlo utilizando NV particulas para o sistema
dado por (4.117).
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5 METODOLOGIA PROPOSTA E RESULTADOS

Desde a publicagdo e divulgacdo dos trabalhos seminais de Kalman (KALMAN et al.,
1960) e Luenberguer (LUENBERGER, 1964), o problema de estimagdo para sistemas lineares
ganhou uma tedria sélida (BONNABEL; SLOTINE, 2015). Entretanto, a estimacao de estados

de sistemas ndo lineares continua sem metodologias genéricas.

A teoria de filtragem nao linear é um tépico complexo e dificil, o qual nao € tao bem
formulado como o entendimento para a filtragem linear. Portanto, ainda hd muito espaco para
avancos nas pesquisas sobre técnicas de estimacgdo ou filtragem ndo linear (SIMON, 2006, p.
396).

Nesta secdo, propde-se um filtro de particulas com amostragem e reamostragem por
importancia aliado ao filtro de Kalman estendido iterativo (FPA-FKEI) para estimacdo de estados
em sistemas nao lineares. A ideia da metodologia proposta € inserir duas particulas a partir do
filtro de Kalman estendido iterativo a cada iteragdo. A motivacdo para a metodologia proposta é

embasada na secdo a seguir.

5.1 Motivacao da Metodologia Proposta

Uma vez que o vetor de estados gerado pelo filtro de Kalman estendido iterativo (IEKF)
¢ uma amostra retirada de p(xx|y), este vetor de estados pode ser considerado como uma
particula e ser analisada pela funcdo de verossimilhanca gaussiana, a qual lhe atribui um peso.
A inser¢do deste vetor no conjunto de particulas permite que o espaco amostral configurado
pelo conjunto de NV particulas possa ser incrementado. Além disso, nas situacdes em que a nao
linearidade do sistema € baixa, o vetor de estados estimados obtido a partir do IEKF pode ser de
grande auxilio na convergéncia do filtro de particulas (PF). Na Figura 5.1, o vetor de estados
(em vermelho) inserido no conjunto das particulas (em azul) aumenta o espaco de busca do PF.
Para que o IEKF tenha uma boa estimativa, ao invés de seus dados de entrada ser uma particula

qualquer do filtro de particulas, € utilizado a média das particulas e a covariancia destas.

Em seguida, todas as particulas, inclusive o vetor de estados, sdo avaliados pela funcdo de
verossimilhanga, a qual atribui pesos as particulas e ao vetor de estados. Na sequéncia, 0s pesos
sao utilizados para realizar a reamostragem, gerando um conjunto de particulas independente e

igualmente distribuidas. Por fim, as particulas sdo novamente propagadas.

Para o sistema nao linear, variante no tempo e monovaridvel utilizado no capitulo 4, o
vetor de estados foi inserido no conjunto de particulas substituindo aquela de menor ponderagao.
Foram geradas 8 figuras referentes as 8 primeiras iteracdes' da metodologia proposta. Nas

Figuras 5.2 e 5.3, é possivel observar que, nas iteracdes 4, 5 e 7, a inser¢ao do vetor de estado

Da segunda a nona iteragdo, pois a primeira € considerada como inicializa¢do dos algoritmos.
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Figura 5.1 — Exemplo de insercdo do vetor de estados do IEKF no PF, conforme a metodologia proposta. Neste
caso, a insercdo do vetor é capaz de aumentar o espago de busca do PF, resultando numa melhor
estimag@o da média da densidade do estado real.

forneceu informacao relevante diante das particulas ja propagadas pelo PF. Nas iteracdes 2, 3,
8 ¢ 9, o vetor de estado inserido esteve entre as particulas ja existentes. Na iteragdo 6, apesar
de o vetor de estado inserido ter aumentado o espaco de busca, todas as particulas e o vetor de
estado receberam a menor ponderagio possivel, de 10~1°, inserida no algoritmo para evitar a

ndo convergéncia numérica.

5.2 [Etapas da Metodologia Proposta

A ideia principal da metodologia proposta €, a cada iteracdo, utilizar o IEKF para gerar
dois vetores de estados estimados, os quais substituem as duas particulas de menor ponderacao
do PF. A razdo de se gerar duas particulas a partir do IEKF € que, tal como mostrado na subsec¢ao
4.1.5, a primeira iteragdao do IEKF corresponde ao EKF. Portanto, na primeira iteragao do IEKF,
se obtém o primeiro vetor de estados, enquanto que, apds N;; iteragdes, um segundo vetor é
obtido, correspondente ao IEKF. Vale ressaltar que, caso a equagdo de saida do sistema seja
linear, os dois vetores sdo iguais e apenas um vetor deve ser utilizado na substituicdo. Nas

subsecdes seguintes, as etapas da metodologia proposta s@o explicitadas.
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Figura 5.2 — Pesos das particulas (em preto) e do vetor de estados (em vermelho) gerado através do EKF, iteracdes
2,3,4e5.

5.2.1 Inicializacao

No filtro proposto, é necessdrio realizar a inicializacdo do PF e do IEKF. Por essa razdo,
gera-se uma quantidade N de particulas 5(?{71: n com base no conhecimento a priori dos estados.
Essas particulas inicializam a primeira etapa do PF, que € a de propagacdo das particulas. O
IEKF tem como dados de entrada a média e covariancia inicial dos estados. Esses valores podem

ser calculados a partir do conjunto de particulas geradas inicialmente. A média ¢ dada por

1 N
A o s+
J=1
e a covariancia inicial € calculada por

N
Py= —— (X, — %) (%5, —%0)" (5.2)
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Figura 5.3 — Pesos das particulas (em preto) e do vetor de estados (em vermelho) gerado através do EKEF, iteracdes
6,7,8¢9.

onde fcarj € a j-ésima particula a posteriori no instante inicial e X, € a média estimada dos

estados no instante inicial.

5.2.2 Propagacao
Nesta etapa, o IEKF € executado simultaneamente com a etapa de propagacao do PF. As
particulas obtidas da dltima iteragdo X, , ;. sdo propagadas através de

)A(l;j - fk*1<}zz—1,jv uk71> + Wi, J=1,2,.., N (5.3)

onde w;,_ ; € um vetor amostrado a partir da densidade do ruido de processo wy,_;. As particulas
com indice — serdo denominadas particulas a priori e as com indice +, a posteriori. Obtém-se,

entdo, um conjunto de particulas a priori X, ;..

Simultaneamente a etapa de propagacdo, a média X;_; e covariancia P;_; sdo utilizadas

para obter dois vetores de estados estimados Xy pxr € Xk ek r através do IEKF. O primeiro
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vetor X, px r € obtido na primeira iteragcdo do IEKF, enquanto que o segundo vetor X, rpx r €
obtido na iteracdo N;; do IEKF, onde /N;; € um valor inteiro especificado pelo projetista que
determina a quantidade de iteragdes de otimizacdo a serem realizadas pelo IEKF. Caso a equacdo

de medicdo seja linear, apenas o vetor X, pxr € gerado, conforme explicado na se¢do 4.1.5.

5.2.3 Ponderacao

Na etapa de ponderag@o, todas as particulas propagadas X, ;. e os vetores de estados
estimados Xy g r € Xk rpxr 30 ponderados através da funcdo de verossimilhanga gaussiana,
dada por

B 1 —[yr — hi (5 ) R ye — (%)

onde j=1,...N,EKF,IEKF.

5.4)

5.2.4 Substituicao

Uma vez que todas as particulas e os vetores de estado estimado foram ponderados, uma
substitui¢cdo € realizada com o objetivo de manter a quantidade total de particulas igual a V. Para
isso, os dois vetores gerados através do IEKF Xy, g, Xk rpx r substituem as duas particulas de
menor ponderagdo. Tem-se, assim, um novo conjunto de particulas X; ;. , € de pesos Vi, 1.y s

5.2.5 Normalizaciao dos Pesos

Em seguida, todas os pesos das particulas sao normalizados por
1 N
Ve, 1:Nx = N Zl’wc,j,* j=1,...,N. (5.5)
]:

5.2.6 Reamostragem

A etapa de reamostragem continua sendo necessdria. Portanto, as particulas sao reamos-
tradas conforme o método especificado na se¢ido 4.2.6.
5.2.7 Estimacao da Densidade, Média e Covariancia

A estimacdo da fun¢do densidade de probabilidade dos estados no instante £ € calculada

por
N

PRKIY1R) & > w6 — %5 ,). (5.6)
j=1

A média pode ser estimada através de

N
K=Y e (5.7)
j=1
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€ a covariancia através de
—1 & o\ (% o \T
Py = DG — R — %) (5.8)

Estes dados sdo a saida do filtro. A média e covariancia aqui geradas realimentam o IEKF na

proxima iteracao.

5.2.8 Fluxograma do FPA-FKEI

O fluxograma do FPA-FKEI pode ser visto na Figura 5.4.

5.3 Resultados e Consideracoes

Nesta secdo, quatro sistemas em diferentes condi¢des de operagdo sao utilizados para
avaliacdo da técnica proposta. O primeiro sistema € unidimensional, o qual também € utilizado
no capitulo 4. O segundo sistema consiste de um carro-pé€ndulo invertido em que seus quatro
estados consistem da posicdo e velocidade do carro e angulo e velocidade angular do péndulo. O
terceiro e dltimo sistema compreende um sistema de poténcia de 4 geradores, em que os estados

sdo o angulo e a velocidade angular de cada méaquina geradora.

Em cada sistema, 200 realizacdes de Monte Carlo foram utilizadas para comprovar a
convergéncia das metodologias utilizadas. As métricas de performance explicitadas na sec¢do 2.7

serdo apresentadas através de graficos.

5.3.1 Sistemal

O primeiro sistema estd descrito nas equagdes (4.117) e (4.118), onde wy, ~ A4 (0, Q)
¢ um ruido de processo gaussiano branco, vy ~ 4(0, R) € um ruido de medi¢do gaussiano
branco, () = R = 0, 1, e a condi¢ao inicial do sistema é x; = 8, tal como no exemplo da se¢ao
4.2.8.

A inicializa¢do do filtro de Kalman estendido é z¢ = 0 e P," = 6. A inicializagdo das

particulas tanto para o filtro de particulas quanto para a metodologia proposta foi feita através de
Egan ~ A(0,Q) (5.9)

onde N = 100 € o nimero total de particulas. A quantidade de itera¢des do IEKF da metodologia

proposta foi N;; = 2.

A média de Monte Carlo dos estados pode ser observada na Figura 5.5 e a métrica ey, na
Figura 5.6. A métrica e € dada na Tabela 1. Pela métrica e, € possivel observar que o FPA-FKEI
proporciona um menor erro diante do EKF e do PE. A estimacdo da metodologia proposta esta
proxima da obtida pelo FP, entretanto com o erro levemente menor na maior parte dos instantes,

o que pode ser notado na Figura 5.6. No instante £ = 14, o FKE apresenta erro elevado, o que
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Figura 5.4 — Fluxograma do método Filtro de Particulas aliado ao Filtro de Kalman Estendido Iterativo.

Tabela 1 — Métrica de performance escalar calculada para o sistema 1.

‘ EKF PF PFA-FKEI

e ‘ 5,7700 5,7233

4,5528
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Figura 5.5 — Estados real e estimados através do EKF, PF e FPA-FKEI através de 200 realizagdes de Monte Carlo.
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Figura 5.6 — Métrica e, obtida através de 200 realizagdes de Monte Carlo para as estimagdes do EKF, PF e
FPA-FKEI.
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ndo estd evidente na média de Monte Carlo dos estados. Tal erro € obtido, pois a variancia das
amostras em k = 14 para o EKF ¢ alta, o que nao € perceptivel na média, por esta ser uma

estatistica de primeira ordem.

5.3.2 Sistema 2

O segundo sistema consiste de um carro-péndulo invertido representado matematica-
mente pelas seguintes equacdes diferenciais (SANTOS; SOUZA, 2017)(PROHMANN; SOUZA,
2017):

a(t) = w2(t) (5.10)
B.M. B o
To(t) = — ;43 22a(t) + mﬁg Pay(t) coswa(t) — mj\}gg sin x3(t) cos x3(t) +
myl M. ) M.
pT?)Qa:Z(t) sinx3(t) + ﬁiF(t) (5.11)
T3(t) = wa(t) (5.12)
, B,M myl B, mal’ ,
iy(t) = — ]’(/[3 Lea(t) + pTSJ;Q(t) cos x3(t) — ]\23 x5 (t) sin a3(t) cos x3(t) +
lg M [
% sinx3(t) — n]\”;_p cos z3(t)F(t) (5.13)
3 3

onde x; € a posi¢do do carro em relacdo ao eixo horizontal, x5 € a velocidade linear do carro, x5
€ a posicdo angular do péndulo, z4 € a velocidade angular do péndulo, m, é a massa do carro,
m,, € a massa do péndulo, [ € a distancia do centro de massa do péndulo ao pivo que prende o
péndulo ao carro, g é a aceleragdo da gravidade, I é o momento de inércia do péndulo, F'(t) é a
forga aplicada ao carro, B, € B, sdo os coeficientes de atrito do carro com o solo e do péndulo

com o0 pivo, respectivamente. A representacao deste sistema pode ser observada na Figura 5.7. O

Figura 5.7 — Representacdo do sistema carro-péndulo invertido.
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sistema foi discretizado, resultando nas seguintes equacdes:

Tig = Tig—1+Tx9 1
272
B. M, mylB m2lcg
ptDp :
Togp = Top—1—1 Top—1+ T Typ—1C08x3) 1 — 1 SINT3}_1COST3 k1 +
M, M, M;
m ZMQ 2
T2 x2 sin « + T—=F;
Ak—1 3,k—1 k-1
M, M,
Tap = T3p—1+Tx4p 1
272
B, M mplB mZ2l
_ p+*1 ptLe P 2 :
Tap = Tap—1 — 1 Typ+T Ty k-10C08T3p—1 — I ——@y ) 18INT3k 1COS8T3 %1 +
M M, M
mylgM; . myl
T'————sinwg 1 — 1T —— coswg _1F_1

M; M;

onde 7" = 0,001 s € o periodo de amostragem. A equacdo de saida é dada por

1 000

0100

0010

0001

A entrada e os parametros do sistema utilizados nas simulacdes podem ser observados na Figura

5.8 e na Tabela 2, respectivamente.

Tabela 2 — Parametros utilizados na simulag@o do sistema do carro-péndulo invertido.

Parametro Valor
me 0,94 [kg]
mp 0,23 [kg]

l 0,33 [m]

I % -m,, - 1* [kg- m?]
Be 0,44 [N-m-s/rad]
Bp 0,05 [N-m-s/rad]

g 9,81 [m/s?]
M, me +my
M, I + myl?

M, My My — m21? cos® x3(k)

O estado inicial considerado do sistema é xo = [0,5 0 1,8 0,5]7. A matriz de

covariincia do ruido de processo é Q; = diag{0,2 0,2 0,2 0,2} Vk e do ruido de medigo,
Ry = diag{0,1 0,1 0,1 0,1} Vk, resultando em uma relagéo sinal ruido de 28,9257 dB.
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Figura 5.8 — Entrada utilizada na simula¢io do péndulo invertido com carro.

Quanto as entradas de dados para as técnicas, tem-se: a condicdo inicial do EKF foi
dexg =1[0 0 0 0]T e Py = 1, e para o PF e para o FPA-FKEI, as particulas inciais foram
amostradas de .4 (0, Qo). A quantidade de particulas utilizada para o FP e para o FPA-FKEI
foi de 100 particulas, e para a metodologia proposta, a quantidade de iteracdes do IEKF foi de

N;; = 2 iteragoes.

A métrica de performance e;; pode ser observada através das Figuras 5.9, 5.10, 5.11
e 5.12 e a métrica e, pode ser visualizada na Figura 5.13. E, a dltima métrica e, que € um

valor escalar € apresentada na Tabela 3. O erro para todos os instantes, em todos os estados, €

Tabela 3 — Métrica de performance escalar calculada para o sistema 2.

‘ EKF PF PFA-FKEI
e ‘ 0,2159 0,2492  0,2177

quase sempre menor que 0, 3 para as 3 técnicas. As métricas ej i, €21, €3 € €4 do FKE e do
FPA-FKEI ficaram sobrepostas no grafico, possuindo, quase sempre, valores proximos, o que
pode ser averiguado também através da métrica e, e da métrica escalar e. Para esta situagdo, o
EKF obteve a melhor estimacio, entretanto, o PFA-FKEI obteve valores bem préximos do EKF.

J4 o PF obteve uma perrformance inferior.
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Figura 5.9 — Métrica e, j, para o sistema carro-péndulo invertido obtida através de 200 realiza¢cdes de Monte Carlo.
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Figura 5.10 — Métrica e, ;, para o sistema carro-péndulo invertido obtida através de 200 realizacdes de Monte
Carlo.
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Figura 5.11 — Métrica e3 j, para o sistema carro-péndulo invertido obtida através de 200 realizacdes de Monte
Carlo.
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Figura 5.12 — Métrica ey j, para o sistema carro-péndulo invertido obtida através de 200 realizacdes de Monte
Carlo.
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Figura 5.13 — Métrica ey, para o sistema carro-péndulo invertido obtida através de 200 realizagdes de Monte Carlo.

5.3.3 Sistema 3

O sistema 3 corresponde a um sistema de poténcia com 4 geradores e 10 barras
(DARWISH; FANTIN, 1976), cujo esquema unifilar pode ser observado na Figura 5.14. Os
estados os quais se deseja estimar sdo as posi¢oes e velocidades angulares dos rotores das 4
madquinas geradoras. O modelo matemadtico para a dindmica deste sistema de poténcia baseia-se
em equacdes diferenciais nao lineares (DARWISH; FANTIN, 1976) dadas por

d?0
dt?

do; = . .
+ai— =P - > bysin(dy) i=1,2,....n (5.19)

=1,

M;

onde t é o tempo, J; é o Angulo elétrico em radianos entre o rotor da i-ésima maquina e da

maquina de referéncia, M; é o momento de inércia da i-ésima maquina, a; € o coeficiente de

. L . ) do; .
amortecimento da -ésima méquina, n € o nimero total de maquinas e w; = d—; ¢ a diferenca de

velocidade entre a i-€sima mdquina e a maquina sincrona de referéncia. P; e b;; sao dados por

P, = P, — E}Gy (5.20)
onde P,,, é a poténcia mecanica de entrada da i-ésima maquina (considerada constante), [; € a

tensdo interna da i-ésima maquina, G;; é a condutancia de curto-circuito da i-ésima maquina e

B;; € a susceptancia existente entra a mdquina ¢ € a j, a qual pode ser obtida através da admitancia
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Figura 5.14 — Representacdo de sistema multimaquina contendo 4 geradores.
entre os geradores, dada por

Os parametros referentes a condutancia de curto-circuito e a susceptancia entre os
geradores nao estdo explicitos e devem ser obtidos através da constru¢do da matriz admitancia
entre os geradores. A obtencao destes valores é dada no Apéndice A e resulta na seguinte matriz

admitancia:

0.0186 — 0.24865 —0.0071 + 0.08637 —0.0028 +0.0404; —0.0006 + 0.0183;
—0.0071 + 0.08637  0.0159 — 0.1987;  —0.0202 4 0.2139;5 —0.0005 + 0.0288y
—0.0028 + 0.0404; —0.0202 +0.2139;5 0.0002 — 0.03335  0.0000 + 0.00007

—0.0006 + 0.01835 —0.0005 + 0.0288;  0.0000 + 0.00005 ~ 0.0002 — 0.0333y
(5.23)

onde a condutancia de curto-circuito € dada pela parte real dos elementos da diagonal e a

admitancia entre dois geradores quaisquer é dada pelos elementos do tridngulo inferior ou
superior da matriz. Os demais dados necessdrios para a simulacdo referentes aos geradores sdao
dados na Tabela 4.

As equacdes dos geradores (5.19) devem ser reescritas em espago de estados e receberem
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Tabela 4 — Tabela de parametros das maquinas sincronas do sistema de 4 geradores.

Miaquina E; M, & P, a

1 1.3 005 1 0.185 0.1
2 14 0.04 02 1556 0.1
3 1.35 0.03 26 2357 0.1
4 1.2 003 09 1.793 0.1

a adi¢do do ruido de processo, resultando em

i1(8)=a5(t) + wi () (5.24)
() =r(t) + w1 5.25)
Ea(t)=a1(t) + wy(t) (5.26)
L4(t)=w3(t) + wa(?t) (5.27)
%@:i[() E2Gh1 — aves(t) — (EyEs By gsen(an (1) — 2a(t))+

( ( (t)
EyE3 By ssen(z1(t) — 23(t)) + By EyBy asen(zy (t) — 24(t)))] + ws(t) (5.28)
%@#&;[()_EGM—aﬂdﬂ—ﬂ%&BM%MQ@):mﬁ)
B3B3 By ssen(za(t) — x3(t)) + EoEyByasen(za(t) — z4(t)))] + we(t) (5.29)
Mt):i [us(t) — E5G35 — azwr(t) — (B3 By Bsgsen(zs(t) — z1(t)+
E3EyBsasen(zs(t) — 22(t)) + B3 EyByasen(zs(t) — z4(t)))] + wr(t) (5.30)
x'g(t)zi [us(t) — E3Gas — asns(t) — (BB Bygsen(za(t) — z1(t)+
) ) —x3(t)))

E4EQB4728€TL(I'4( ) — I2<t ) + E4E3B4 3867L<I4( (t ) ] + U)g(t) (531)

onde w;(t) é a entrada, que consiste de u;(t) = P, paratodo t, e w;(t) ~ .4(0, ;) é um ruido
gaussiano branco com ); = 0,01 parat = 1,...,4e (); = O parai = 5, ..., 8, possuindo uma

relacdo sinal ruido de 27,4918 dB. A equacdo de saida é dada por

y(t) = [14 o} x(t) + (1) (5.32)

onde I, é a matriz identidade de dimensdo 4 e v(t) ~ .47(0,R) é um ruido gaussiano branco,
sendo R = 0, 1. Os estados iniciais dos angulos do sistema estdo presentes na Tabela 4 e as

velocidades iniciais sdo nulas, formando o seguinte vetor de estados iniciais:
x(0)=1[10,2 2,6 0,9 0 0 0 0.
Quanto a inicializagdo dos filtros, tem-se, para o FKE, x(0) = 0 e Py = 31. O FP e FPA-

FKEI tém suas particulas iniciais amostradas de .4 (0, 3I), sendo seus nimeros de particulas

N = 100 para ambas as técnicas. O nimero de iteracdes do FPA-FKEI é N;; = 2. As métricas
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Figura 5.15 — Métrica e; j, para o sistema multimdquina obtida através de 200 realizacdes de Monte Carlo.

de performance e; ;, € ej, (versdes amostradas) podem ser observadas nas Figuras 5.15 a 5.23.

A métrica escalar e obtida € apresentada na Tabela 5.

Tabela 5 — Métrica de performance escalar calculada para o sistema 3.

‘ EKF PF PFA-FKEI
e ‘ 0,1171 0,1199 0,1103

Nas métricas e; ;, para s = 1, ..., 4, durante a regido transitoria, o EKF obteve um menor
erro dentre as técnicas comparadas, seguido pelo FPA-FKEI, estando em tltimo o PF, o qual tem
intervalo transitério mais duradouro. Para a regido de regime, tais métricas trazem o FKE com
uma performance levemente melhor que as demais técnicas, o que € notado principalmente na

Figura 5.16. Ainda para a regido de regime, o FPA-FKEI e o FP tiveram desempenho semelhante.

Ja as métricas e; , com 7 = 5, ..., 8, na regido transitéria, o EKF apresenta tal regido com
elevada duragdo, com destaque para e i, € €g 1, onde o transitério do EKF dura em torno de 1,5 €
1 segundo, respectivamente, enquanto que o FPA-FKEI apresentou uma melhor performance que
estd evidenciada principalmente nas métricas es i, €7, € eg . Para a regido em regime, o FKE
apresentou melhor resultado, deixando o FPA-FKEI com uma performance levemente melhor

que o PF.
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Figura 5.16 — Métrica e5 j, para o sistema multimdquina obtida através de 200 realizacdes de Monte Carlo.

A métrica e, mostra a performance de todos os estados de forma geral. Nela € possivel
observar que, durante o transitério, o FKE possui um erro elevado, enquanto que o FP converge
em menos de 0, 25 segundos, e o FPA-FKEI possui uma performance ainda melhor, concluindo
sua fase transitoria em torno de 0, 15 segundos. Para a regido permanente, o que ja foi possivel
notar das métricas e; , V %, € que o FKE possui o menor erro, enquanto que o FPA-FKEI apresenta

uma leve melhora em relacdo ao PF.

Em um contexto escalar e mais objetivo, a métrica e indica o FPA-FKEI como melhor
estimador, com uma diferenca de 0, 0068 em relacdo ao EKF, o qual possui um erro, em média,
préximo ao PF, cuja diferenca € de 0, 0028. Portanto, para esta situacdo de operacdo deste sistema
de poténcia de 4 geradores, o FPA-FKEI obteve a melhor estimagdo geral, enquanto que o FKE

apresenta a melhor estimagao para a regido de regime.
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Figura 5.17 — Métrica e3 j, para o sistema multimdquina obtida através de 200 realizacdes de Monte Carlo.
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Figura 5.18 — Métrica e4 ;, para o sistema multimdquina obtida através de 200 realizagdes de Monte Carlo.
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Figura 5.19 — Métrica e5 j para o sistema multimdquina obtida através de 200 realiza¢des de Monte Carlo.
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Figura 5.20 — Métrica eg ), para o sistema multimdquina obtida através de 200 realizacdes de Monte Carlo.
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Figura 5.21 — Métrica ey para o sistema multimdquina obtida através de 200 realiza¢des de Monte Carlo.
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Figura 5.22 — Métrica eg j, para o sistema multimdquina obtida através de 200 realizacdes de Monte Carlo.
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Figura 5.23 — Métrica e, para o sistema multimaquina obtida através de 200 realizagdes de Monte Carlo.
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6 CONCLUSAO

Esta dissertacdo apresentou a técnica filtro de particulas aliado ao filtro de Kalman
estendido iterativo (FPA-FKEI), a qual consiste de um filtro de particulas em que duas de suas
particulas sao substituidas por vetores de estados obtidos através do filtro de Kalman estendido
iterativo (IEKF). O método proposto foi comparado ao filtro de Kalman estendido (EKF) e ao
filtro de particulas (PF) para 3 diferentes sistemas ndo lineares, um monovariavel, um péndulo-
invertido com carro e um sistema multimdquina. A influéncia da inser¢ao dos vetores de estados
obtido pelo IEKF no PF, o que constitui o FPA-FKEI, resultou na melhora das métricas de
performance para os 3 sistemas, € na melhor estimacao para o sistema monovaridvel e para o
sistema multimdquina. Para o pé€ndulo invertido, a metodologia proposta obteve uma performance
préxima do melhor resultado, que foi obtido pelo EKF. Desta forma, a metodologia proposta se
mostra aplicdvel a problematica da estimacao de estados em sistemas ndo lineares com ruidos

gaussianos, podendo superar a performance do PF e do EKF.

6.1 Trabalhos Futuros

Esta dissertacio abre espago para novas pesquisas envolvendo a técnica proposta. Entre

elas, pode-se citar:

e 0 desenvolvimento de uma variagdo da técnica proposta considerando ruidos ndo estacio-

narios;

e 0 desenvolvimento de uma variac¢ao da técnica proposta considerando ruidos ndo gaussia-

nos;

e a ampliacdo da técnica proposta para considerar também casos em que as estatisticas
dos ruidos sdo desconhecidas, o que pode envolver tanto ruidos gaussianos quanto nao

gaussianos, visando, desta forma, obter um FPA-FKEI robusto ao ruido;

e a ampliacdo da técnica proposta para considerar casos em que hd incertezas na modelagem

da planta, resultando em um FPA-FKEI robusto a incertezas da modelagem;

e 0 desenvolvimento de uma variacdo da metodologia proposta, utilizando uma técnica
semelhante ao IEKF, tal como o filtro de Kalman unscented ou filtro de Kalman de
cubatura, permitindo, desta forma, uma comparacio entre as derivagdes ndo lineares do

filtro de Kalman atuando juntamente ao filtro de particulas.
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APENDICE A - MODELAGEM MATEMATICA DE SISTEMAS DE POTENCIA

As admitancias de curto-circuito correspondem a diagonal da matriz admitancia cons-

truida para o célculo do fluxo de poténcia do sistema. A admitancia de curto-circuito € dada por

Nyar
Yo=Y+ 3 (Y, + ) (A1)

jeqi
onde Y; ; € a admitancia de curto-circuito da barra 1, th ¢ a admitancia dos elementos ligados
diretamente a barra ¢ e a terra, {22 € o conjunto de barras adjacentes a barra 7, Ny, € 0 niimero de
barras adjacentes, Y; ; € a admiténcia da linha que liga a barra ¢ a barra j e Y}’ ]h ¢ a admitancia de

elementos em derivacao (susceptancia capacitiva da linha).

A admitancia entre os geradores € obtida através da simplificacdo do sistema de poténcia.
Dada uma representacao simploria do sistema como na Figura A.la. Calculando a admitancia
série existente entre as barras 7 e 9, resulta no diagrama da Figura A.1b. A admitancia equivalente

do trecho 7 a 9 € dada por
_ Yoo+ Yoz

7,9 =
Y9.10Y10,7

Em seguida, aplica-se a transformacao tridngulo-estrela no tridngulo existente entre as barras 5,6

(A2)

e 9. Fazendo surgir uma barra ficticia, a qual € numerada de barra 100. As admitancias entre as

(a) Representacdo do sistema de 4 geradores(b) Substitui¢do da linha entre as barras 7 ¢ 9
sem alteracgdes. pela admitancia equivalente.

Figura A.1 — Representag@o do diagrama de barras do sistema multimdquina com 4 maquinas em que os circulos
representam as barras e as linhas que ligam os circulos representam as admitancias entre as barras.
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ot
(=]
=

Yis .
1 i Ysa00 100 Y6,100

¥9,100

w @

(a) Transformagdo da configuracdo tridngulo(b) Transformacdo da configuragdo tridngulo
existente entre os nds 5, 6 e 9 para estrela, existente entre os nés 7, 8 e 9 para estrela,
surgindo um no ficticio enumerado como  surgindo um né ficticio enumerado como
100. 101.

Figura A.2 — Representacio do diagrama de barras do sistema multimdquina com 4 maquinas em que os circulos
representam as barras e as linhas que ligam os circulos representam as admitincias entre as barras.

barras 5 e 100, 6 e 100, 9 e 100 sao dadas por
Ys6Y50+ Y5660+ Ys50Y60

Y5100 = Y (A.3)
6,9

Yoroo — Y5650 + 3%},/@:%’,9 + Y59Y69 (Ad)
5,9

Yoroo — Y56Y59 + 3/5;%,9 +Y59Y59 (A.5)
5,6

e a representacdo se dd como na Figura A.2a. Da mesma forma, o tridngulo entre as barras 7, 8 e
9 é transformado em estrela. A barra ficticia criada € numerada 101. As admitancias dos novos

trechos sao dadas por
YsoYrs + YsoYor +YrsYor

Yoim = % (A.6)
7,8

Yoo = YsoY7s + YS;YM + Y7 sYo 7 (A7)
7.9

Yoror = YsoY7s + Ys},iygﬁ + Y7sYy 7 (A.8)
8,9

e o diagrama € dado como na Figura A.2b. A admitancia entre as barras 100 e 101 pode ser dada
diretamente, calculando a admitancia série envolvendo Yj 100 € Y9 10;1. Portanto, tem-se que a
admitancia resultante é dada por

Y9100 + Yo,101

(A9)
Y9.100Y0,101

Yi00,101 =

Em seguida, a admitancia entre as barras 3 e 101 também pode ser dado diretamente, calculando

a admitancia série envolvendo Y7 101 € Y7 3. Portanto, tem-se que a admitincia resultante é dada
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1 Y5100 100 Y100 2 1 o Y5100 100 Y6100

Yioo,101 Yioo,101

3 3
(a) Substituicdo da linha entre as barras 100 e(b) Substituicdo da linha entre as barras 3 e 101
101 pela admitancia equivalente. pela admitancia equivalente.

Figura A.3 — Representacdo do diagrama de barras do sistema multimdquina com 4 maquinas em que os circulos
representam as barras e as linhas que ligam os circulos representam as admitancias entre as barras.

por
Yrs+Yrim

(A.10)
1/7,3Y7,101

Yv?),lOl =

Com o sistema ja reconfigurado, pode-se facilmente encontrar a admitancia existente
entre 2 maquinas aterrando as restantes e encontrando a admitincia equivalente entre os 2 pontos

de interesse. A matriz admitancia entre as maquinas encontrada foi

0.0186 — 0.24865 —0.0071 + 0.08637 —0.0028 +0.0404; —0.0006 + 0.0183;
—0.0071 + 0.08637  0.0159 — 0.1987;  —0.0202 4 0.2139;5 —0.0005 + 0.0288y

—0.0028 + 0.0404; —0.0202 +0.2139;5 0.0002 — 0.03335 ~ 0.0000 + 0.00007

—0.0006 + 0.01835 —0.0005 + 0.0288;  0.0000 4+ 0.0000j  0.0002 — 0.0333;
(A.11)

Desta matriz admitancia € possivel retirar a condutincia de curto-circuito dada pela parte real

dos elementos da diagonal e também a admitancia entre dois geradores quaisquer, dada pelos

elementos do tridngulo inferior ou superior da matriz.



