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RESUMO

A teoria de controle matematico é uma area da matematica aplicada que se
ocupa da anédlise de sistemas de controle de Equagoes Difernciais Parciais (EDPs) ou de
Equagoes Diferenciais Ordinédrias (EDOs). Essa teoria teve um grande desenvolvimento
com os trabalhos de Russel, J. L. Lions, O.Yu. Imanuvilov, A. V. Fursikov, E. Zuazua,
dentre outros. Neste trabalho estudaremos a controlabilidade nula e aproximada de uma
equacao parabdlica: a equacao nao linear do calor. Nossa prova baseia-se no fato de que
a nao linearidade é globalmente Lipschitz. Assim, demonstraremos a existéncia de um
controle v em um espaco com peso que ao atuar no dominio, conduz o sistema ao estado
de equilibrio. Mostramos que controlabilidade nula pode ser obtida através da desigual-
dade de Carleman , da desigualdade observabilidade e empregando-se os argumentos do
Teorema do ponto fixo para uma aplicacao de multiplos valores. No caso da controlabi-
lidade aproximada, utilizando a desigualdade de Carleman, mostraremos que o conjunto

de estados admissiveis Rz (T') é denso em L*(12).

Palavras-chave: Controlabilidade. Desigualdade de Carleman. Desigualdade de Obser-

vabilidade.



ABSTRACT

The Mathematical control theory is an area of applied mathematics that de-
als with the analysis of Partial Differential Equations (EDPs) or Ordinary Differential
Equations (ODE) control systems. This theory had a great development with the works
of Russel, J. Lions, O.Yu. Imanuvilov, A. V. Fursikov, E. Zuazua, among others. In this
work we will study the null and approximate controllability of a parabolic equation: the
nonlinear heat equation. Our proof is based on the fact that non-linearity is globally Lips-
chitz. Thus, we will demonstrate the existence of a control u in a space with weight that,
when acting in the domain, leads the system to the state of equilibrium. We show that
null controllability can be obtained through Carleman’s inequality, inequality of observa-
bility and using the arguments of the fixed-point theorem for a multi-value application.
In the case of approximate controllability, using Carleman’s inequality, we show that the

set of admissible states Ry (T is dense in L*(Q).

Keywords: Controllability. Carleman Inequality. Inequality of Observability.
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1 INTRODUCAO

Desde os tempos mais remotos, a humanidade sempre interessou-se por in-
vestigar o comportamento de determinados fenomenos da natureza. No decorrer de tais
averigacoes, uma pergunta natural que surge é a possibilidade de agir ou influenciar tal
fenomeno de modo a obter um comportamento desejado. Assim, a principal vocdabulo
presente em tais indagagoes é o de controle.

A palavra controle tem um duplo significado. Primeiro, controlar um sistema
pode ser entendido simplismente testando ou certificando-se que seu comportamento é
satisfatéorio. Em um sentido mais profundo, o controle é também agir, com a finalidade
de garantir que o sistema se comporte como desejado. Por outro lado, os problemas de
controle além de possuirem como caracteristica uma incognita natural, o estado, que que-
remos controlar, possuem também uma outra varidvel a nossa disposi¢ao, o controle, que
atua sobre o estado com o intuito de alcancar ou aproximar os objetivos almejados.

Relembrando um pouco a histéria, verificamos que os romanos foram um dos
primeiros povos a utilizar alguns elementos da teoria de controle na construcao de seus
arquedutos. Mais precisamente, sistemas engenhosos regulavam valvulas de modo a obter
o nivel de dgua constante. Além disso, muitos estudiosos afirmam que na Antiga Meso-
potamia, mais de 2000 anos antes de Cristo, o sistema de controle de irrigacao também
era uma arte conhecida.

Os trabalhos de Ch. Huygens e R. Hooke no final no século XVII sobre os-
cilagdo do péndulo é um dos modelos mais modernos no desenvolvimento da teoria de
controle. O objetivo deles era alcancar uma medida precisa de tempo e localizacao, os
quais sao tao valiosos na navegacao. Estes trabalhos futuramente foram adaptados para
regular a velocidade de moinhos de vento. Posteriormente, J. Watt adaptou este modelo
em seu motor a vapor que constitui um mecanismo importantissimo na Revolucao In-
dustrial. Neste mecanismo, quando a velocidade das esferas aumentava, uma ou varias
esferas destapavam algumas véalvulas diminuindo a pressao e reduzindo a velocidade, con-
sequentemente as esferas voltavam a tapar as valvulas novamente de modo a aumentar
velocidade. Este mecanismo tinha por objetivo controlar a velocidade de forma a ficar

aproximadamente constante.
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O astronomo britanico G. Aéreo foi o primeiro cientista a analisar matemati-
camente o sistema regulador inventado por Watt. Porém a primeira descricao matematica
definitiva sé foi dada nos trabalhos de J. C. Maxwell, em 1968, onde alguns dos comporta-
mentos irregulares encontrados na maquina a vapor eram descritos e alguns mecanimsos
de controle foram propostos. Assim, podemos dizer que a teoria de controle possui uma
vasta literatura cuja origem encontra-se na Revolucao Industrial, pois foi naquela época
que surgiu a automatizacao dos processos de producao e, com ela, a necessidade de ga-
rantir que o objetivo buscado fosse almejado. Por outo lado, no final dos anos 30 ja se
pensava em dois modos de abordar os problemas de controle: a utilizagao de equagoes dife-
renciais e, portanto, os desenvolvimentos matematicos notaveis que haviam-se produzido
neste campo nos séculos XVIII e XIX, e a utilizagao das técnicas em analise frequencial,
desenvolvidas pelo matematico francés Joseph Fourier.

R. Kalman, um dos grandes protagonistas da teoria de controle moderna, em
seu artigo [23] de 1974 sinalizava que, no futuro, os avangos na teoria de controle e a
otimizacao de sistemas complexos vinham da mao de grandes progressos matematicos
mais que dos tecnoldgicos e, embora hoje nao seja tao forte essa afirmacao, o papel da
matematica tem crescido bastante nas ultimas décadas na teoria de controle. A partir
dos anos 60 é reconhecida a necessidade de entrar no mundo do nao-linear e do nao de-
terministico que culminou na necessidade de utilizar cada vez mais a matemaética para
descobrir os mistérios do controle de sistemas.

A controlabilidade de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) tem sido objeto
de um estudo intenso durante as duas ultimas décadas. Em 1965 Markus [34] introduziu
o conceito de controlabilidade de sistemas descritos por Equacoes Diferenciais Ordinérias
(EDOs). J4 controlabilidade de EDPs, teve um grande impulso com os trabalhos de Russel
em [38] e [39], quando em 1978 publicou um artigo onde apresentava uma boa perspec-
tiva sobre os resultados mais relevantes que até esse momento haviam sido desenvolvidos.
Esses frequentemente estavam relacionados com outras areas de EDPs: multiplicadores,
analise de Fourier nao-harmonica, etc. Desde entao, diversos autores tem contribuido
com resultados significativos para o estudo da controlabilidade. Neste contexto podemos
citar J. L. Lions que nos anos 80 em [31] e [32] apresentou o Método de Unicidade Hil-
bertiana (HUM). O HUM consiste em reduzir o problema da controlabilidade exata de
sistemas lineares em um resultado de continuacgao tnica, que é equivalente a encontrar

uma desigualdade de observabilidade para o sistema adjunto homogeéneo.
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As principais contribuicoes para area de controlabilidade nula de sistemas de
equagoes parabodlica sao devidas a O.Yu. Imanuvilov e a M. Yamamoto, que em [20] e [21]
popularizaram o uso de estimativas globais de Carleman no contexto da controlabilidade
nula. Outro colaborador relevante foi E. Zuazua, que foi capaz de deduzir resultados
globais de controlabilidade para alguns sistemas nao-lineares pela primeira vez em [42].

Vamos indicar brevemente como os problemas de controle sao apesentados,
hoje em dia, em termos matematicos. Para fixar as ideias , suponha que desejamos obter

um bom comportamento de um sistema fisico governado pela equacao estado

Ay) = f(v) (1.1)

onde y é a solucao, o estado, a variavel, pertencente ao espaco vetorial Y, que fornece
informagoes sobre o “ status ” do sistema e v é o controle, a variavel que podemos escolher
livremente no conjunto de controles admissiveis U,y para atuar sobre o mesmo.
Consideremos A : D(A) CY — Y e f : Uag — Y duas aplicagoes (lineares
ou nao lineares). O operador A determina a equacao que deve ser satisfeita pela varidvel
estado y, de acordo com as leis da fisica. A funcao f indica a forma como o controle v
atua sobre o sistema. Por simplicidade, assumamos que, para cada v € Uy, a equacao
(1.1) possua exatamente uma solu¢ao y = y(v) em Y . Entdo, de acordo com Zuazua [41],
“ controlar ” o sistema (1.1) é encontrar v em U,y de modo que a solugao de (1.1) verifi-
que um objetivo pré fixado. Quando esta propriedade é satisfeita, diz-se que o sistema é
controlavel. Veremos que, quando o sistema é controlavel, o controle pode ser construido
por minimizagao de um funcional (funcional custo). Entre todos os controles admissiveis,
o controle obtido pela minimizacao do funcional é de norma minima, e é frequentemente

“ melhor controle ”.

chamado de

O trabalho que aqui apresentamos constitui minha dissertagao de mestrado,
apresentada como requisito para a obtencao do grau de Mestre em Matematica. Ele é
baseado no artigo devido a J. Limaco, H. R. Clark, S. B. Menezes e L. A. Medeiros apre-
sentado na referéncia [29] cujo titulo é Carleman Inequality and Null Controllability for
Parabolic Equations.

O objetivo deste trabalho é obter a controlabilidade nula e aproximada e da
equagao nao linear do calor em um dominio cilindrico onde assumimos que a nao linera-
ridade é globalmente Lipschitz. Para atingir nosso objetivo, necessitaremos do auxilio de

uma desigualdade de Carleman , de uma desigualdade de observabilidade e do Teorema

do ponto Fixo de Kakutani.
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Buscando uma abordagem significativa referente ao problema de controle, o
presente trabalho esta dividido como segue:

No primeiro capitulo apresentamos algumas nogoes bésicas sobre distribigoes,
espacos LP; espagos de Sobolev, espacos envolvendo tempo e alguns resultados classsicos
que sao de grande importancia para a compreensao do estudo proposto. Contudo, nao
apresentaremos a demonstracao dos resultados aqui apresentados, mas citaremos as re-
feréncias onde os mesmos poderao ser encontrados.

No segundo capitulo apresentaremos a formulacao do problema de controla-
bilidade bem como a definicao de controlabilidade nula e controlabilidade aproximada.
Entretanto, ndo demostraremos a existéncia e unicidade de solugoes para o sistema (3.1)
visto que existem muitos resultados na literatura falando sobre tal questao.

No terceiro capitulo enuciaremos e demostraremos a desigualdade de Carleman
para o sistema adjunto (3.3).

No quarto capitulo provamos a desigualdade de observabilidade para o sistema
adjunto (3.3).

No quinto capitulo estudamos o problema de controlabilidade nula e aproxi-

mada para a equacao nao linear do calor.



15

2 PRELIMINARES

O presente capitulo tem por objetivo apresentar algumas defini¢oes e os princi-
pais resultados que sao necessarios ao desenvolvimento deste trabalho, bem como fixar as
notacoes que serao utilizadas nos préximos capitulos. Desta forma, nao apresentaremos
as demonstracoes dos resultados utilizados, mas citaremos as referéncias onde as mesmas

poderao ser encontradas.

2.1 Distribuicoes

Sejam x = (x1, 29, -+ ,x,) pontos de R" e o = (ay, a9, ,ay,), n-uplas de
inteiros nao negativos. Considerando |a| = oy + as + -+ + a, e a! = ajlag! -+ a,!,
denotaremos o operador derivagao em R"™ por:

olal

T 0271023 - Ozl

DO{

Definicao 2.1.1. Seja 2 um subconjunto aberto de R™ e f : Q@ — R" uma funcao
continua. Definimos o suporte de f, o qual denotamos por supp(f), como sendo o fecho
em 2 do conjunto {z € Q; f(x) # 0}. Se esse conjunto for um compacto de R", entao

dizemos que f possui suporte compacto.

Representa-se por C§°(£2) o espago vetorial das fung¢oes continuamente e infi-
nitamente diferenciaveis em €2 e com suporte compacto em (2.
A seguir, definiremos uma nogao de convergéncia em C§°(2) que o tornard um

espago vetorial topolégico.

Definicao 2.1.2. Seja © um aberto de R™. Uma sequéncia (¢, )neny em C5°(2) converge

para ¢ em C§°(£2), quando existe um compacto K C 2 tal que:

(i) supp(pn) C K,¥Vn € N ;

(ii) a sucess@o (¢n)nen converge para ¢ uniformemente em K, juntamente com suas

derivadas de todas as ordens.
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O espago vetorial C§°(£2), munido da nocao de convergéncia acima , é chamado

de Espago das Fungoes Testes sobre Q) e é representado por D().

Definicao 2.1.3. Denomina-se distribuigao sobre um aberto 2 C R™ a toda forma linear

T :D(Q) — R continua no sentido da convergéncia em D(S2), isto é,

(i) T(ap +by) = aT' (@) + bT () Ya,b € R e Yy, € D(Q);
(ii) Se ¢, converge para ¢ em D(S2), entao T'(¢,) converge para T'(¢) em R.
Observacao 2.1.1. O valor da distribuigdo 7" em ¢, representa-se por (7', ¢).

Definicao 2.1.4. Considere-se o espaco vetorial de todas as distribuicoes sobre 2. Neste
espago, diz-se que a sucessao (T,,)en converge para T, quando a sucessao ((Th, ¢))nen

converge para (T, p) em R, para toda ¢ em D().

O espaco das distribuicoes sobre 2, com esta nogao de convergéncia, é denotado
por D'(Q).
Denotaremos por L, () o espago das (classes de ) fungoes u : Q — R tais que

|u| é integravel no sentido de Lesbegue sobre cada compacto K C (.

Exemplo 1. Seja u € L},.(Q). O funcional T, : D(Q) — R, definido por

<nw%54wmﬂmm

para toda ¢ € D(2) é uma distribuicao .
De fato, para cada ¢ € D({2), a integral existe, pois ¢ possui suporte compacto
K contido em 2. Sendo T, linear, para provar que 7T, é uma distribuicao é suficiente

demonstrar que ela é continua. Assim para cada ¢ € D(2), tem-se :

(Tl < [ @ llptalde < (maxlol)) [ u(o)lds

ou

| (T, ) | < C(max |p(z)]). (2.1)

zeK
Se (¢n)nen converge para zero em D(Q), todas as ¢, possui suporte em um
compacto K fixo e converge para zero uniformemente em K. Deste fato e de (2.1) conclui-se

que ((T},, ©n))nen converge para zero provando ser T,, uma distribui¢ao sobre (.

Lema 2.1.1 (Du Bois Raymund). Seja u € L} (2). FEntao para toda ¢ € D(Q),

fQ x)dx =0, se e somente se u =0 quase sempre em Q.
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Demonstragao. Vide [35]. O

Observagao 2.1.2. Segue do Lema de Du Bois Raymond que se u,v € L} (Q), entdo

loc

T, = T, em D'(Q) se, e somente, se u = v. Desta forma, temos uma correspondéncia

biunivoca entre as distribui¢des do tipo T, com o espago L} .(€2).

Definicao 2.1.5. Seja T uma distribuicao sobre €2 e  um multi-indice. A derivada DT

(no sentido das distribuigoes ) de ordem || de T' é o funcional definido em D(2) por
(DT, ) = (=1)*{T, D*p), Vi € D(2).

Observacao 2.1.3. Decorre da definicao acima que cada distribuicao 7' sobre € possui
derivadas de todas as ordens. Assim, as fungoes de L . possuem derivadas de todas as

ordens no sentido das distribuigoes.

Observagao 2.1.4. D*T é uma distribuigao sobre 2, onde 7" € D’(Q2). De fato, cla-
ramente temos que D*T é linear. Agora, para a continuidade, consideremos (¢, )nen
convergindo para ¢ em D(Q). Assim, (DT, p,) — (D% ¢)| < (T, D%, — D%)| — 0

quando n — oo.

2.2 O espaco L”

Definicao 2.2.1. Seja €2 um aberto de R" e p € R com 1 < p < co. Denotamos por
LP(Q2), o espago vetorial das (classes de) fungdes mensuraveis u, definidas em € tais que

|ulP é integravel no sentido de Lesbegue em (.

O espaco LP munido da norma ||u||z»@) = [|ull, = (J; |u(m)|pdm)% é um espaco
de Banach.

Quando p = oo, defini-se por L>(2) o espago das fungoes u : 2 — R tais que
u é mensuravel e existe uma constante C' > 0 tal que |u(x)| < C para todo z € Q. A
norma neste espago ¢ dada por ||ul|p~) = ||u||e = inf{C;|u(x)| < C,q.t.p. em Q}.

No caso p = 2, 0 espago L?(Q2) é um espago de Hilbert quando munido com o
produto interno

(U, V) 2y = /Qu(a:)v(x)dx,

e norma induzida

|ul?2 () :/Qu(:c)2d:c.

Apresentaremos a seguir, algumas propriedades relacionadas ao espago LP(£2).
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Proposicao 2.2.1 (Desigualdade de Young). Se a e b sdo nimeros reais nao negativos,

entao
a? bl
ab< —+ —
p q
sempre que 1 <p < oo e + ..
Demonstracao. Vide [37]. O

Proposigao 2.2.2 (Desigualdade de Holder). Sejam u € LP(Q2) e v € L(f2), com 1 <

p<ooe %—k % = 1. Entao uwv € L'(Q) e ||uv||y < ||ull, [|v]|4-

Demonstragao. Vide [2] ou [3] ou [37]. O

Proposicao 2.2.3 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 < p < o0 e u,v € LP(2), entao

[+ ollp < ffullp + [[o]],.

Demonstracao. Vide [16]. O

Definicao 2.2.2. Um espago normado E que contém um subconjunto enumeravel e denso

em E é dito separavel.

Definicao 2.2.3. Um espago normado E ¢ dito reflexivo se o mergulho canonico
Jg  E— E”

for sobrejetor, isto é, Jp(F) = E”. Neste caso, Jg é um isomorfismo.

Proposicao 2.2.4. LP(Q) é reflexivo para qualquer p, 1 < p < 0.

Demonstracao. Vide [3]. O

Proposicao 2.2.5. Suponha que €2 é um espaco de medida separavel. Entao, LP(2) é

separavel para qualquer p, 1 < p < oo.

Demonstragao. Vide [3]. O

Proposigao 2.2.6. O espaco D(Q) é denso em L?(1).

Demonstracao. Vide [35]. O

Proposicao 2.2.7. C§° é denso em LP(2) para 1 < p < oo.



19
Demonstragao. Vide [35]. O

Teorema 2.2.1 (Teorema da Representagao de Riez). Sejam 1 <p < oo e ¢ € (LP(Q2))".

Entao existe uma unica fungao u € L9(2) com é + % =1, tal que

(p,v) = /Qu(x)v(x)dx, Vv € LP(92).

Além disso, ||ullg = ||¢]| Ly -
Demonstracao. Vide [3]. O

Nas condicoes do Teorema de Representacao de Riesz, a aplicagao ¢ +— u é

um operador linear isométrico e sobrejetivo, e portanto, podemos identificar (LP(£2))" com

L9(Q). Tsto é (LP(Q)) ~ LI(Q).

2.3 Espaco de Sobolev

Nesta secao definiremos o Espago de Sobolev e apresentaremos algumas de

suas principais propriedades.

Definicao 2.3.1. Sejam (2 C R™ um subconjuto aberto, p um ntumero real tal que 1 <
p < oo. Dado um ntmero inteiro m > 0, chama-se Espago de Sobolev de ordem m e
denota-se por W™ P(£) o espago vetorial das (classes de ) fungoes u € LP(), tais que
D%u € LP(Q) para todo multi-indice a com |a| < m, sendo D*u a derivada de u no

sentido das distribuigoes. Simbolicamente, temos:
W P(Q) ={u e LP(Q); D*u € LP(Q),Va com |a] < m}.

Definigao 2.3.2. Para cada u € W™ P(Q) define-se a norma de u por:

el i, p = | > /|Dau(x)|pdx L 1<p< o0,
Q

la|<m

|||, co = Z sup ess |D%u(x)].
la|<m e

Verifica-se facilmente que a fungdo ||ul|m, p, 1 < p < 0o, é uma norma em

W p(Q).

Proposicao 2.3.1. O espaco de Sobolev W™ P(Q)) é um espago de Banach.
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Demonstragao. Vide [1] ou [11] . O

O caso p = 2, o espago de Sobolev W™ P(Q) serd denotado por H™(2), isto
é, W™ 2(Q) = H™(Q).
Verifica-se que H™() é um espago de Hilbert quando munido do produto

interno

(0o = |

Q

u(z)v(zr)dr + Z/Dau(x)Dav(a:)da:
=17

e norma induzida

ey = [ fu@)Pda+ 3 [ |0°uta) .

jal=1

Definigao 2.3.3. Define-se o espaco W™ ?(2) como sendo o fecho D(Q2) em W™ P(Q).

Quando p = 2 escreve-se Hy"(Q) em vez de W7 ().

Proposicao 2.3.2. D(R)" é denso em W™ P(R™).

Demonstragao. Vide [35]. O

zl) + % = 1. Representa-se por

Suponha 1 < p < 0 el < q < oo tal que
W=m4(Q) o dual topolégico de W™ *(2). O dual topolégico de H*(€2) denota-se por

H™(9).

Definigao 2.3.4. Define-se por H}(€2) o niicleo do trago do mapa v : H'(Q) — L*(T),
isto é, H}(Q) = {u € H'(Q);u(z) = 0,Vx € T no sentido do trago}, onde I' é a fronteira
de .

H}(Q) é um espago de Hilbert quando munido do produto interno

((U7U>)H5(Q) = /QVU - Vudz,
e norma induzida
ey = [ V) P
Q

O dual do espago H} () é denotado por H~().

Definigao 2.3.5. Dizemos que u € H*(Q) se u € H'(Q) e 24 € H'(Q), para i =

1,2, ,n.
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Definicao 2.3.6. Sejam X e Y espacos de Banach, com X C Y ei: X — Y a injecao
canonica de X em Y | que a cada elemento z € X fazemos corresponder i(x) = x como
um elemento de Y. Dizemos que a imersao de X em Y é continua quando existe uma

constante C' > 0, tal que ||z||x < C||z|ly,Vz € X.

Definicao 2.3.7. Sejam X e Y espagos de Banach, com X C Y. Dizemos que X esta

compactamente imerso em Y se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

(i) Existe uma constante C' > 0, tal que ||z||x < C||z|]y,Vz € X.

(ii) Qualquer sequéncia limitada em X é um pré-compacto em Y.

Denotamos as imersoes continuas e compactas de X em Y, respectivamente,
por X Y e X Sy
Se  ¢é limitado e 1 < p < oo entdo LI(Q2) — LP(Q).

Teorema 2.3.1 (Imersao de Sobolev). Sejam € um subconjunto limtado de R™, (n > 2),

Q) de classe C" e 1 < p < 00, entao

(a) W™ P(Q) = LI(Q), 1 <q< 2o =p*semp <n;

(b) W™ P(Q) — L), 1 < g < ooemp=n;

(d) Sen=1em > 1, entdo W™ P(Q) — L>*(Q).

Demonstragao. Vide [3] e [35] . O

Teorema 2.3.2 (Rellich-Kondrachov). Sejam €2 um subconjunto limitado de R, Q de

classe C' e 1 < p < co. Entao as seguintes imersoes sao compactas:

(a) WhP(Q) = LU(Q), 1< g < B =p*sep<n

(b) WhP(Q)— L*(Q), 1<g<ooep=mn;

(d) WhP(Q) — C(Q) se p>n, onde C(Q) é o espaco das fungdes continuas em ().

Demonstragao. Vide [25] . O
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2.4 Espacos envolvendo tempo

Nesta secao apresentamos alguns outros tipos de espaco Sobolev, estes com-
preendendo o tempo de mapeamento de func¢oes no espaco de Banach. Além disso, estes
espagos sao essenciais nas construgoes de solucao fracas de equacoes diferenciais linear
parabdlica e hiperbdlica e equacoes diferenciais parabdlica nao-linear.

Seja X um espago de Banach com norma ||.|].

Definicao 2.4.1. Define-se o espago LP(0, T'; X') como sendo o espago de todas as fungoes
mensuraveis u : [0, T] — X tal que ||u(t)||% ¢é integravel a Lesbegue em [0,T] com :

1

T p
ul|Lro, 7 x) = (/ ]|u(t)||pdt> <oo, para 1<p<oo e
0

|u||Le (0, 7; x) = sup ess||u(t)|| < oo.
0<t<T

Definigao 2.4.2. Define-se espago C°([0, T]; X') como sendo o espaco de todas as fungoes

continuas v : [0, 7] — X com :

lulleogo, 71 x) = mass [Ju(0)] < oo.

Teorema 2.4.1. Sejam X e Y espagos de Hilbert tal que X <— Y e u € LP(0, T; X), v’ €
LP(0, T; Y); 1 < p<oo. Entdao u € C°([0, T]; Y).

Demonstracao. Vide [3]. O

Definigao 2.4.3. Seja u € L'(0, T; X). Dizemos que v € L*(0, T; X) ¢ a derivada

fraca de u, e escrevemos u' = v, fornecendo

A<ﬂwwmﬁ:A o(t)u(t)dt
para toda ¢ € C§°(0, T').

Definigao 2.4.4. O espago de Sobolev W' ?(0, T; X) consiste de todas as fungoes
u € LP(0, T; X) tal que «’ existe no sentido fraco e pertence a LP(0, T; X). Além disso,

1
(U tlu@)lde + f) 1 @)rde)”, se 1< p < oo
[ul[w. PO, T X) =
sup ess (lu(t)l| + [ @)}, sep=oo.
0<t<T

Escrevemos H'(0, T; X)=W"Y 20, T; X).
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Os dois teoremas seguintes dizem respeito ao que acontece quando voce estd

em diferentes espacos.

Teorema 2.4.2. Seja u € Wb P(0, T; X) para algum 1 < p < co. Entao

(i) uwe C%0, T]; X) (depois de possivelmente ser redefinida em um conjunto de medida

nula.)
(ii) u(t) =u(s) + [1u/(r)dr para todo 0 < s < T
(iii) Jax, [|lu(t)]| < Cllu(t)|lwr. »©, 7; x), onde a constante C' depende apenas de T'.
Demonstragao. Vide [11]. O

Teorema 2.4.3. Suponha que u € L*(0, T; H} (X)), com v’ € L*(0, T; H~'(X)). Entao

(i) w € C°0, TJ; L*(X)) (depois de possivelmente ser redefinida em um conjunto de

medida nula.)

(ii) O mapeamento ¢ Hu(t)H%Q( x) € absolutamente continuo, com

%Hu(t)ll%z(x) =2 (u/(t), u(t))

para quase todo 0 <t < T.
(iii) Além disso, temos a estimativa
o%%XT ||U(t)||L2(X) <C <||U||L2(o, T; Hi(X)) T ||U,||L2(O, T; H*l(X))> ;

com a constante C' dependendo apenas de 7.

Demonstragao. Vide [11]. O

Teorema 2.4.4. Vale as afirmacoes abaixo :
(i) wt (O, T; H'(Q), (Hl(Q))*) cL? (0, T; LZ(Q)) com imersao compacta.
(i) w! (O, T; HY(), (HI(Q))*) cC° ([O, T); L2(Q)) com imersao continua.

Demonstragao. Vide [7]. O
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2.5 Resultados classicos

Nesta secao, apresentamos algumas definigoes e resultados classicos que serao

uteis na demonstragao do problema de controlabilidade.

Teorema 2.5.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer z,y € R", tem-se
| (z,y) | < |z|-|y|, valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores z, y é multiplo

do outro.

Demonstragao. Vide [27]. O

Teorema 2.5.2 (Desigualdade de Cauchy). Dados a,b € R, tem-se ab < % + %

Demonstragao. Vide [11]. O

Definigao 2.5.1. Sejam Q C R" aberto e limitado, k € {1,2,---}. Dizemos que 9Q é C*
se para cada ponto xy € 052, existe r > 0 e uma funcao v : R — R, C* tal que - ao

redirecionar e reorientar os eixos coordenados, se necessario - temos:
QN B(xg,r) ={x € B(xg,r);xn > y(T1,  ,Tn1)}

Da mesma forma, 92 é C® se 00 é C* k =1,2,3,---, e 05 é analitica se o mapeamento

~ é analitico.

Para os trés préximos teoremas, consideramos €2 um subconjunto limitado de

R™ tal que 99 ¢ C*.
Teorema 2.5.3 (Teorema de Gauss-Green). Suponha que u € C'(). Entdo

/uxidm:/ un'dS, (i=1,2,---,n).
Q o0

Demonstragao. Vide [11]. O

Teorema 2.5.4 (Férmula da integracdo por partes). Sejam u,v € C*(Q). Entdo,

/umivdx:—/uvxidx—i-/ won'dS, (i=1,2,--,n).
Q Q o9

Demonstracao. Vide [11]. O

Teorema 2.5.5 (Férmulas de Green). Sejam u,v € C%(Q). Entao,
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(1) JoAudz = [y, g—zdS;

(2) [oVu-Vude = — [, ulvdz + [, ug—:;dS;

(3) Joo (wlv — vAw) do = [ (e — v32) ds.

Demonstragao. Vide [11]. O

Teorema 2.5.6 (Teorema da compacidade de Aubin-Lions). Sejam X, X; e X espagos

de Banach tais que:

(i) XoC X C Xy;
(ii) Xo, X; sdo reflexivos;

(iii) Xy < X é compacta.

Definimos

d
W:{U;UEL”O(O, T; Xo), U':d—:ELm(O, T; Xl)}, 0<T<oxwel<p <oo,1=0,1,

munido da norma
V]l Lro 0, 75 X0y + [Vl w10, 77 x0)-

Resulta W é um espaco de Banach e W estd continuamente imerso em LP°(0, T X).

Entéao, sob as hipdteses acima temos que a imersao de W em L (0, T'; X) é compacta.

Demonstragao. Vide [30]. O

Lema 2.5.1 (Lema de Aubin-Lions). Sejam Xo, X e X; trés Espagos de Banach tais que:
(i) XoC X C Xy
(i) X — Xy;
(iii) Xy = X.
Entao para todo n > 0, existe C, dependendo de n, tais que:
vllx < nllvllx, + Cyllv]lx,, Yo € Xo.
Portanto, Vi > 0,3 d, tal que

||Un||LPo(o, T, x) < 77||Un||LP0(0, T; Xo) +dn||vn||LPo(0, T; X1)



26
Demonstragao. Vide [30]. O

Definigao 2.5.2 (Convergéncia forte). Uma sequéncia (z,),eny €m um espac¢o normado
X ¢ dita ser fortemente convergente (ou converge na norma) se existe z € X tal que
lim ||z, — || = 0.

—00

Denotamos a convergéncia forte por x, — .

Definigao 2.5.3 (Convergéncia fraca). Sejam X um espago de Banach, X’ o seu dual
e (Zn)nen uma sequéncia de pontos z,, € X. Dizemos que x,, converge fracamente para

x € X e denotamos por z,, — x, se para todo f € X' tem-se (f,x,) — (f, ).

Teorema 2.5.7 (Aubin-Lion). Sejam X, Y, Z espagos de Banach, sendo X reflexivo e
XS Zoy. Suponha que (u,)n,en seja uma sequéncia uniformemente limitada em
LP(0, T; X) tal que (%2),en = (u),)nen seja limitada em LP(0, T; Y) para p > 1. Entdo

existe uma subsequéncia de (uy,)nen que converge fortemente em LP(0, T'; Z).

Demonstracao. Vide [6]. O

Teorema 2.5.8 (Kakutani). Seja X um espago de Banach. X reflexivo se e somente se
toda sequéncia (uy),, oy fortemente limitada em X possui uma subsequéncia (un, ),y que
converge fraco, isto ¢, u,, — u em X.

Demonstragao. Vide [3]. O

Lema 2.5.2 (Lema de Lions). Sejam Q wum aberto limitado de R", g e g; fungdes de
L)), onde 1 < q < oo ei € N tais que ||g;||re) < C,Vi e g; = g quase sempre em Q.
Entao g; — g em L%(2).

Demonstragao. Vide [6] ou [30] . O

Teorema 2.5.9 (Desigualdade de Gronwall). Sejam C' > 0 uma constante, u > 0 quase
sempre em |0, 7], uma fungao integravel em (s,7") e ¢ : [s,7] — R uma fungao continua

e nao negativa tal que
T
o(t) < C’+/ u(T)e(T)dr, VYt e [s,T].

Entao

o(t) < Cels wdr vyt ¢ [s, T].

Demonstragao. Vide [11] . O
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Lema 2.5.3 (Desigualdade de Gronwall). Seja z(t) uma funcdo real, absolutamente

continua em [0, a| tal que para todo t € [0, a[ tem-se

2(t) < C+ /Otz(s)ds.

Entao
2(t) < Ce*, Vt €0,al.

Consequentemente z(t) é limitada.

Demonstragao. Vide [36] . O

Definigao 2.5.4. Seja X um espago normado. Uma forma bilinear a : X x X — R ¢é dita

(i) continua se existe uma constante positiva C' tal que

|au, )| < Cllullx[[vllx, Yu, v eX;

(ii) coerciva se existe uma contante o > 0 tal que
a(u,v) = afjo|[x, Vv €X.

Definicao 2.5.5. Dado um conjunto X e uma funcao f: X — X, 2* € X é um ponto
fixo de f se f(z*) = x*.

Definicao 2.5.6. Sejam X um espaco vetorial topolégico localmente convexo, B C X
e a aplicagao ® : B — X que para cada p € B corresponde um subconjunto convexo
nao vazio ®(p) de X. Dizemos que ¢ é fechada se o seu grafico, U (P, ®(p)), é um
subconjunto fechado do produto cartesiano X x X. ey

Em termos de conjuntos diretos, pode ser indicado o seguinte:
ze—x em X, y. € P(x,) e y.—y, entao ye P(x).

Este argumento generaliza a terminologia para o operador fechado A com A uma funcao
com o dominio D(X) denso em X. De fato, dizemos que A : D(A) — X é um operador
fechado, quando =, - = e Az, — y entdo x € D(A) e y = Azx. Isto significa que o
grafico de A é fechado em X x X.

Teorema 2.5.10 (Teorema de Ponto Fixo de Kakutani). Seja B um subconjunto nao
vazio convexo, compacto de um espago vetorial X localmente convexo e ¢ uma aplicacao
que leva p € B a um subconjunto nao vazio ®(p) de X, tal que seja convexo, compacto e

tenha grafico fechado. Entao o conjunto dos pontos fixos de ® é nao vazio e compacto.
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Demonstragao. Vide [24] . O

Teorema 2.5.11 (Teorema de Glicksberg). Dado um ponto z, para uma aplicagao fe-
chada e convexa ® : S — S de um subconjunto compacto convexo S de um espago

topoldgico linear, convexo e Hausdorff, existe um ponto fixo z € ®(z).
Demonstragao. vide [19]. O

Assim como para fungoes em R™, podemos definir derivadas direcionais em

espacos de Banach. Nestes espacos ela é conhecida como derivada de Gateaux.

Definicao 2.5.7. Sejam X,Y e espacos de Banach e U C X um aberto. Considere a
aplicacao F' : U — Y. Dizemos que I’ é Gateaux diferenciavel em = € U se existe

A€ L(X,Y) tal que para todo h € X o limite abaixo existe e é finito

lim F(u+¢eh) — F(u) ().

e—0 €

A aplicagdo A ¢é univocamente determinada e é chamada derivada de Gateaux de F' em

u.

Definigao 2.5.8. Uma fungao f : R" — R é dita convexa se

fltx+ (1 —=t)y) <tf(x)+(1—-t)f(y), Ve, y €eR" e 0<t<1.
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3 FORMULACAO DO PROBLEMA DE
CONTROLABILIDADE

Seja 2 C R™ um subconjunto aberto, conexo e com fronteira €2 = I' de classe
C? e seja w C €. Para um ntimero real 7' > 0, consideremos o cilindro Q =  x (0,7 de
R™", com fronteira lateral ¥ =T x (0,7).

Representamos os pontos de € por = (x1,z9,- -+ ,2,), onde x; € R | para i =
1,2,--+ ,n. Os pontos de @ sao representados por (x,t), comx € Qe 0 <t <T.

Consideremos o seguinte sistema nao-linear:

pt<$,t) - Ap(it,t) —l—g(p(iE,t)) = qu(l’,t), em @Q ;
p(z,t) =0, em X (3.1)

p(z,0) = po(x), em Q.

Em (3.1) temos:

(i) As fungoes reais p = p(z,t), u = u(z,t) definidas em @ sdo, respectiva-
mente, o estado e o controle;

(ii) xw € a fungao caracteristica de w;

(iii) po(z) representa o dado inicial do problema de valor de fronteira (3.1);

(iv) A fungao g : R — R ¢ C'(R), globalmente Lipschitz, isto é ,

lg(p1) — g(p2)| < M|p1 — paf,Vp1,p2 € R e g(0) = 0;

ap .
ot ’

(V) p: representa a derivada parcial

(vi) A representa o operador laplaciano, isto é, a%% + % ++ % .

Neste texto, todas as derivadas estao no sentido da Teoria das Distribuicoes
de Laurent-Schawartz.

No presesente trabalho nao apresentaremos a demostracao da existéncia e uni-
cidade para o problema dado em (3.1). Uma demonstracao de tal fato pode ser encontrada
em [28] ou em [10].

O problema de controlabilidade nula para o sistema (3.1) pode ser formulado

Como segue

Dados T > 0 e po(x) € L*(QQ), encontrar um controle u € L*(Q) tal que a
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solugao de (3.1) satisfaz

p(z,T) =0em S

Analogamente, o problema de controlabilidade aproximada para o sistema
(3.1) pode ser formulado da seguinte forma : dados T' > 0, po(z), pr(z) € L*(Q) e € > 0,

encontrar um controle u € L*(Q) tal que a solugao de (3.1) satisfaz

’ p(:L‘,T) _pT(l') ’LQ(Q) < €.
Seja f: R — R dada por

%, se |p| >0 ;

flp) =
g/(O), se p=20

Note que f é uniformemente limitada em L*(Q), pois g é globalmente Lips-
chitz.
Com o auxilio da fungao f, obtemos o sistema linearizado associado com (3.1)

dado por :
pul,t) — Ap(a,t) + f(ple, 1))p(x, 1) = xwulz,t), em Q ;
p(x,t) =0, em ¥ ; (3.2)
p(z,0) = po(x), em Q.
Definigao 3.0.9. O sistema (3.2) é dito aproximadamente controldvel em L?*(Q2), no
tempo T > 0, se para cada € > 0, dado py € L*(Q) e pr(z) € L*(Q), existe um controle
u € L*Q,), com Q, =w x (0,T), de modo que a correspondente solugao p(x,t) de (3.2)
satisfaz | p(z,T) — pr(x) |12 < €

Definigao 3.0.10. O sistema (3.2) é dito de controlabilidade nula no tempo 7" > 0, se
para cada py € L*(2) existe um controle u € L*(Q,,) tal que solugao p(z,t) de (3.2)

satisfaz p(z,T) = 0, quase sempre em ().

Consideremos a fungao real a(x,t) uniformemente limitada no sentido
| CL(CC,t) |L°°(Q) < M.
Facamos a(x,t) = f(p(z,t)) e considere o sistema adjunto de (3.2) dado por :

wy(z,t) + Aw(x, t) — a(x, )w(z, t) = fi(z,t), em Q ;
w(z,t) =0, em X ; (3.3)

w(z, T) =wp, em €.



31
com wr € L*(Q) e f1 € L*(Q).
A partir do sistema adjunto (3.3) vamos estabelecer a desigualdade de Carle-

man e a desigualdade de observabilidade.



32

4 DESIGUALDADE DE CARLEMAN

Neste capitulo iremos provar a desigualdade de Carleman para o sistema ad-
junto (3.3). A demonstracao serd feita seguindo o método de Fursikov- Imanuvilov [18].

As desigualdades de Carleman sao estimativas de peso inicialmente introduzi-
das por Carleman em [5] para provar a continuagao unica de um sistema de EDP. Elas ja
passaram por grandes desenvolvimentos e se revelaram ferramentas muito eficazes na de-
monstracao de problemas de controlabilidade. Embora esta seja uma ferramenta técnica
de célculos extensos, ela nos fornece informacoes sobre o comportamento de um sistema
definido em um subconjunto de R"*! a partir de dados referentes a uma pequena parte
desse dominio ou fronteira. Com o auxilio desta ferramenta, podemos estabelecer uma
desigualdade de observabilidade e assim garantir a controlabilidade do sistema (3.3).

O seguinte resultado é de importancia fundamental para o desenvolvimento
deste trabalho, pois ele nos possibilitara definir fungoes peso que nos auxiliarao na prova

da desigualdade de Carleman.

Lema 4.0.4. Seja wy C w C Q um subconjunto aberto nao vazio. Entao existe uma

fungio 1 € C%(QQ), Q fecho de ), tal que

W(x) >0, para todo x €
v =0, para todo x € T
|Vi(x)] >0, para todo x € Q — wy

Demonstragao. vide [18] ou [22]. O

Usando a fungao ¢ do lema acima, introduzimos as fungoes:

e M) _ 2
o(x,t) = 50 e a(z,t) = 50 (4.1)
com [(t) =t(T —t), 0<t<T, A>0um parametro real e |[¢)|| = max |(x)].
Note que ¢,, = Ay, e;ﬁ;; L e Oy = My, e;i;v L Logo, b
Vo = A Gy AV = Va. (4.2)

p(t)
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Teorema 4.0.12. Sejam 1, ¢, « funcoes definidas acima. Entao existem constantes

positivas Ag, sg e C' tal que
/ ((s¢)l (|wel” + |Aw[?) + XNs¢|Vw|* + )\4(3¢)3]wl2) e***dxdt < C’/ e*| f1 P dadt
Q Q

+ C’/ e* N (s0)? |w|*dxdt
(4.3)

para todo s > sg e A > s\g, onde 5o = s1(Q, w)(T +T?), Ao = M(Q, w), C =C(Qw),
w = w(zx,t) é solugdo do sistema adjunto (3.3), |.| é o valor absoluto de nimeros reais e
$1 € uma constante apropriada.

Esta desigualdade é denominada desigualdade de Carleman.

Demonstra¢ao. A demonstragao da desigualdade de Carleman sera feitas em etapas se-
guindo Fursikov-Imanuvilov [18] e, dentre os resultados que nos auxiliardao na demosn-
tracdo do mesmo, podemos citar as Férmulas de Green (Teorema 2.5.5), o Teorema de
Gauss-Green (Teorema 2.5.3), a desigualdade de Yong (Proposicao 2.2.1), a desigualdade
de Cauchy-Schwarz (Teorema 2.5.1), desigualdade de Cauchy (Teorema 2.5.2), ¢ o Lema

de Fursikov-Imanuvilov (Lema 4.0.4).

Etapa 1: Mudancga de variaveis e analise de algumas integrais

Consideremos uma mudanca conveniente de variaveis para introduzir no sis-
tema adjunto (3.3) a funcao de regularizacio e**(**). De fato, definindo w(z,t) = e=**@p(z, t)

ou p(x,t) =e*@Nw(x,t) , obtemos :

wy(z,t) = —saue **p+ e *“p; . (4.4)
Além disso,
ow Oa dp
=— e 4.
3% Sal’lp te 8x, ( 5>
82_7“0 _ _882_0567504 4 82 60& 2 efsa — s 804 efsa ap — s 8@ —s«a ap + 678048_2})
022~ o2¢ P o, dx;0 01 Oz Omi Oz
Pa , [ da\? Do op 0*p
— e s« —sx _2 —sa —sx
Sﬁxfe pts <3m,) ©r Saxie oz * x?
(4.6)

Portanto, obtemos :

Aw = —sAae **p + s*|Val?e **p — 25 **Va - Vp+ e **Ap . (4.7)
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De (4.2), temos:

Ao = V2a=V-(Va)=V-(AoV) = AVe - Vi) + AoV - (V)

= A(AGVY) - Vb + AGAY = M| Vi|® + +AGAY
(4.8)

[Val? = [AVy|* = N¢*| VY| . (4.9)
Dal, substituindo (4.8) e (4.9) em (4.7), obtemos :
Aw = —s (N2¢| VY| + ApAY) e *p + s°N2¢° | V| Pe™**p — 2sAe **Vi - Vp+ e **Ap .
(4.10)
Assim de (4.4), (4.10), podemos reescrever (3.3); da seguinte forma :
e — saue” " p + e (=25ApV e - Vp + SN2V *p — sN*G|VY[p — sAAyp + Ap) =
fita(t)e™p. (4.11)
Afirmamos que :
p(z,0) = e @Dy(2,0) =0 em Q. (4.12)

De fato, pelo Lema 4.0.4 temos 1 (z) > 0, Vx € Q. Logo,

() <2l = Mp(x) < 2X[|¢]|

o M@ < 2]

é €>‘¢(z) — 62)\||¢|\ < O .

Como B3(t) > 0, entao a(x,t) = W <0ee @0 = lirgl+ e =,
t—
Logo, vale (4.12).
Por argumento analogo, obtém-se :
p(x,T) = e @0y (z, T) =0 em Q. (4.13)

Assim, usando (4.11), (4.12) e (4.13) podemos reescrever a equagao estado

(3.3) nas novas variaveis da seguinte forma :

7

e — saup — 25AV S - Vp + s2A2¢° |V |*p — sA?0| VY [p + Ap —
—SAPAYp = fre** +a(t), em Q;

p(z,t) =0, em X,

p(z,0) =p(x,T) =0, em .

(4.14)
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Note que —sA2¢|V|2p = —2sA2¢| VY |*p + sA2¢|V|?p .

Consideremos a seguinte notagao :

U(t)p = —25N°¢|Vip[*p — 2sXpV) - Vp ;

V(t)p = —Ap — °X2¢°|VY[’p — sA?| VY p + ausp (4.15)
Z(t)p = sA¢AY p + a(t)p.
Desta forma, podemos reescrever a equagao (4.14); como
(4.16)

p+U)p—V(tp=e*fi+Z(t)p .
Note que :

dt
Por outro lado,

d

(— (V(t)p)> p = (—Ap = 28*N00| V|’ — sN¢| VY p + ausp) p + (=5 Vo[V Py

dt
sN*Q|VY|*py + ausp)p = (Vi(t)p)p + (V(E)pe)p

onde (V;(t)p) p = (Ap; — 25° N2 |Vb|2p — sA2¢ |V |*p + aysp) p . Desta forma, temos:

d
dt Jq

As duas primeiras integrais acima podem ser escritas como :

(V(t)p) pe dz + /Q (Vi(t)p) p dx .

W@mpm+/

Q

(V@mpdx—/"

Q

2 [ VW
Q
Assim, substituindo a expressao de p; dada em (4.16), obtemos :

G [ WO do=2 [ (V) @ h+ Z0p - Uop+ Vow) dos | (it s
(4.17)

De (4.12) e (4.13) temos que p(0) = p(x,0) =0 em Q e p(T) = p(x,T) = 0 em Q. Logo,

integrando (4.17) de 0 a T', temos :

0 = 2 /Q (V(O)p)? do dt +2 /Q (V(O)p) (€ fy + Z(t)p) da di + /Q (Vi(t)p) p de dt

+ 2(— /Q (V(£)p) (U(t)p)) dz dt . (4.18)
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Andlise dos termos de (4.18)

Denotando por X a ultima integral de (4.18), temos :
X = [ o W) i a
Q

= — / (Ap + 2N @[V |*p + sA? |V ’p — cusp) (2sX%¢| VY|’ + 25V - Vp) dz dt .
Q

(4.19)
Como 9¥(z) > 0, Yz € 2, entao :
1] = (@) < ([ = 2M[9]] = 2Xp(x) < 2[[]| = W22 < 2
Agora, note que da definicao de ¢ e a, obtemos :
6l = |2 /(t)e’w’ _ —(T—2t)e,\w _ —(T—Qt)e,\w.ﬁ _ | (T—2t) e
' B(t)? B(t)? B(t)? e e B(t)?
T —2t _
_ | e |¢2 <|T —2t|¢? < Co*- (4.20)
ol = |22 (o _ iy | Z BON g v — BN x _ osgn] e
B(t)? B(t)? B(t)? e
A _ 2| 200 1,
_ _ Pll—2xp | 12
1 _
< |T—2t]- ’er) + e2AlWl=2x] 42 < T —2t| - |1+ e2>\||w||’¢2 < T
(4.21)

Sendo que a constante C' depende de T, \, ||| e , isto é, C' = C(T, \, ||[¢]], ).

Temos ainda :

—p"(t) (X — W) B(1)? + (1) (X — 21V 25'(1) B(2)
ul = 50y
_ —0"(t)B(t)* +28(t)B'(t)? M _ 62>\||¢|’
B(t)*
_ =B"(t)B(t) + 2|T — 2t)? P eww,‘
B(t)?
28(t) + 2|T — 2t|?
< |2°0) 5(!)3 ]| e 62A|¢||’
_ 28O+ 2AT =202 hy | €
N B(t)? eI
26(t) + 2|T — 2t || M — 2l |
- e o2\ ' 9

< (28(t)] +2|T — 2t%) (1 + W) ¢

< Co°. (4.22)
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Sabendo que p = 0 em ) _, entao pela férmula de Green, temos :

/ Vp, - Vp dedt = — / pAp; dxdt -
Q Q

Logo,

Ol>

Xy

onde

—/pApt dedt = /th Vp dxdt = / /th Vp dxdt
Q

= /(Vanp)m o)dt = 2/ |Vp|L2 : (4.23)
0

0

De (4.18), definimos X; = 'fQ (Vi(t)p)p dxdt‘. Assim, sabendo que existe
0 tal que |[Vo|? < Cy , entdo de (4.20), (4.21), (4.22) e (4.23), obtemos :

= ‘ / (Vi(t)p)p dasdt‘ = ‘ / (—Apt — 232)\2¢¢t|v¢|2p — 3>\2(bt|v¢|2p + attsp) p dxdt
Q Q

IN

[ ] dodt 2 [ S30i0d[VOPlp deds+ [ $io[VuPlpl dedt +

Q Q Q

+ /\Ozttlslp|2 dudi — / Vpfag dt + 2/ N2\ 6nl [ VOl dedt  +
0 2dt 0

+ /3A2|¢t||w12|p|2 da:dt+/ \u|s|p|? dzdt < -—/ VpPay dt +
0 0 2dl

- 2661/ s2 A2 p|? dxdt+€61/ sA2¢?|p|? da:dt+6/ s’ |p|* dwdt
Q Q Q

1d (T
< % VD720 dt+01/ (s°X2¢° + sX?¢” + s¢°) [p|* dudt
0 Q
(4.24)
Cy = max { QCCl,CCl,C }. Por outro lado, como th fo IVp|3, o) dt =0, entdo :

X; < C'l/ (°X2¢° + sN?¢” + s¢°) [p|* dudt - (4.25)
Q

Temos ainda de (4.18) que :

X, = ‘ / Saf+Z())dxdt‘
_ ‘ / e fy dudt + 2 /Q V() (Z(t)p) dxdt'
< /\2 so‘f|dmdt+/ 2(V(t)p) (Z()p) | dudt

< /\V(t)p| dxdt+/6280‘|f1] dxdt—i—/ |V(t)p|2da:dt+/ | Z (t)p|*dxdt
Q Q Q Q

= 2/ |V(t)p|2d:vdt+/623“]f1|2d:vdt—|—/ | Z (t)p|*dxdt - (4.26)
Q Q Q
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Da definicdo de Z(t)p e sabendo que existe Cy > 0 tal que |A)[2 < Cs, temos:
/ Z(Opldudt = / SAGAY pf? dudt
Q Q
< / (2|sA@AY p|* + 2]a(t)p|?) dadt
Q
= 2/ s2A2% AU |p|? dmdt+2/ la(t)|?|p|? dxdt
Q Q

< 262/ s2A\2¢2|p|? dxdt+2M2/ p|? dadt
Q Q

IN

Cy / (s°X*¢° + M) |p|* dadt
Q
(4.27)

onde Cy = max { 2C5,2M }. Assim, (4.26) torna-se :
X, < 2/ |V(t)p]2d:cdt+/ 6280‘|f1]2d1:dt—|—02/ (s°A%¢° + M) |p|* dadt - (4.28)
Q Q Q

Segue de (4.18) que 2X + 2fQ |V (t)p|* dedt < X; + X5, Logo, de (4.25) e
(4.28), temos :

2X + 2/ V()p|? dedt < 01/ (°A2¢° + sA%¢” + s¢°) [p|® dazdt+2/ V(t)p|* + dadt
Q Q Q
+ / | f1|*dwdt + Cg/ (s°X*¢” + M) |p|* dadt -
Q Q
Fazendo Cy = maz{ C1,Cy }, obtemos :
2X + 2/ \V(t)p|? dxdt gUO/ (s°X2¢° + sN?¢” + s¢°) [p|° dxdt+2/ |V (t)p]? + dadt
Q Q Q
+ / e\ f1|*dwdt +60/ (°X%¢* + M) |p|* dadt - (4.29)
Q Q
Logo, decorre de (4.29) que :

X< UO/ (°A%¢° + " N2¢% + s¢° + 1) |p|* dadt +/ e f1|2dxdt - (4.30)
Q Q
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Etapa 2: Analise dos termos de X

Nesta etapa, calculamos X e obteremos estimativas para seus termos. De fato,

temos que :

X = [ vomwon s
= —Q/Q (sA?¢|Vy|?) Ap da;dt—2/Qs3A4¢3|w|4p2 dxdt—z/Qs2A4¢21w\4p2 dxdt —
— 2/@(3AgbV¢-Vp) Ap da;dt—Q/Q (s°N3¢°|VY|*Vop - Vp p + $*N3¢* VY|’ Vip - Vp p) dadt
+ 2 /Q (s°N2ud| VU ’p + s* A ¢V - Vp) pdadt - (4.31)
Consideremos a seguinte notagao :
M, = —Q/Q (sN?¢|VY|*) Ap dzdt ;
My, =—2 /Q SN 3| V| *p? dadt — 2 /Q SNV |*p? dadt ;
M; = —2/@ (sApV1) - Vp) Ap dxdt
M, = —2/Q (X% |V |°Vep - Vp p + 2N ¢* | VY|* Vo - Vp p) dadt ;
My =2 /Q (s°N2d| VU ’p + s* A ¢V - Vp) pdadt -
Assim, podemos escrever :

X = My + My + Mz + My + M;. (4.32)

Passemos agora a analise dos termos de X.
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Analise de M;

Aplicando a féormula de Green a M; e sabendo que p = 0 em %, temos :

M, = —2/ (s\?¢|VY|?) Ap dudt
Q
= =2 / (3A2¢\V¢|2p) @ dx —/ SA’V (¢|V2/1\2p) -Vp da:dt)
by on Q

= 2/ SN’V (¢|Vy[*p) - Vp dudt = 2/(5A2v¢|w12p)-vp dadt
Q Q

+ 2/ sA\2oV (|Vy[*)pVp d:vdt+2/(s)\2¢|vw|2)Vp-Vp dxdt
Q Q

= 2/ 3A2(/\¢V@/))|V¢|2-Vppdxdt—i—2/ sN2oV(|VY|?) - Vp p dadt
Q Q

+ 2/ sA2o|VY|?|Vp|* drdt = 2/ sA3 |V |*pVep - Vp dadt
Q Q

+ 2/ sN2oV(|VY|?) - Vp p dxdt + 2/ sA2o|VY|?|Vp|* dadt -
Q Q

Note que V(|V1)|?) = 2|Vy|(V|V]) e sendo 1 € C?(Q), existe uma constante
Cs > 0 com Cy = C5() tal que [Vip|* < Cy e |V(|V])|2 < Cs. Assim, pela desigualdade

de Cauchy-Schwarz, temos :
‘2/(98)\3¢|V¢]2pvw-Vp da:dt‘ = 2/QSA3¢\W|21p||w-vp| dxdt
< /Q SN0 |V pl| V|| V| dudt
= [ 50 200l (59019l ) | drat
— 4/QSA4¢|V¢|4|p|2 dmdt—i—i/Qs)\2¢|V@/)|2|Vp|2 dxdt

~ 1
< 403/ A o|p|? dxdt+zl/ NG|V Vp|? dadt
Q Q
(4.33)

De onde segue que :

~ 1
—2/ sAN3|V*pVe - Vp dadt > —403/ sA\'o|p|? da;dt—zl/ sA2g| V2| Vp|* dadt -
Q Q Q
(4.34)
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Temos também :
‘2/5>\2¢V(|V¢|2)-Vppdxdt’ - ‘2/5/\2gz§2|V1p|(V(|V1p|))~Vppd1:dt’
Q Q
< 2 /Q X262Vl V(YD) Vpllp| dedt
A
_ /Q 562 KM!V(IWDHp!) (gwwuvm)] dudt
1
_ A2 |plPdadt + = | sA? | Vp|* dad
16/Qs IV (V)P IpPde t+4/Qs GIVOP|Vpl? dedt

~ 1
< 1603/ s)\2¢|p|2d:pdt—l—z/ sA2p| V|| Vp|* dxdt -
Q Q
(4.35)

Logo,

—2/ s\ oV (IVY|?) - Vp p dedt > —1663/ sA\2¢|p|*dxdt — i/ sA\2o|Vy|?|Vp|? dxdt -
Q Q Q
(4.36)

Assim, de (4.34) e (4.36), temos :
M, = 2/ sA3|Vp|*pVe - Vp dxdt+2/ sN2oV(|VY|?) - Vp p dxdt
Q Q
_ 1
+ 2/ sA\2o|VY|*|Vp|* dxdt > —403/ sA1olp|? dxdt—z/ sA2o|V Y| |Vp|* dedt —
Q Q Q

. 1
- 1603/ s>\2¢]p|2dxdt—z/ sA2¢|V|?|Vp|? dxdt+/ sA2o|V|?|Vp|* drdt
Q Q Q

v

; / SN2 V2| Vp| O / SO+ N2)[p|? dudt - (4.37)
Q Q

Analise de M;
Aplicando a férmula de Green a Ms, temos
My = —2 /Q (sAV - Vp) Ap dadt = —2 /Z (sA¢VY - Vp)Vp - dS
+ 2 /Q SAV(¢V - Vp) - Vp dxdt = 2 /Q sAVo(V - Vp) - Vp dxdt
+ 2 /Q SAOV (V) Vp - Vp dadt + 2 /Q (sA¢VYV(Vp)) - Vp dadt
— 2/2(5)\¢V¢ -Vp)Vp-nd¥ = 2/QSA2(W~vp)2 dxdt +

+ 2/ SN0, D Dy il +- 2/ SANg, Daya; D, dwdl — 2/ (sAoV - Vp)Vp-nd¥ -
Q Q p)
(4.38)
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onde Vp-n = g—i e 1 é o vetor normal exterior a X .

Denotemos
Ny = Q/QSA'QDHCZPCL‘Z:L‘JP% dxdt -
Como pu;e;Pz; = % ((pzj)Z)w_, entao podemos reescrever N; como segue :

1
N, = 2/@8)\7,&%5 ((pxj)2)mi dxdt

= [ s\ (10,2, de
) z

o [ op\*
= My, — | =— | dxdt -
/QS d] ‘ aiL‘Z (3:1:]) *
Por outro lado, pelo Teorema de Gauss-Green, temos :

J

Assim, aplicando a derivada %, temos :

(4.39)

0
oz, (sApva;(ps,)?) dudt = /Z SAOUs, (P, )21 A -

2
s/\gzﬁzﬁm% (ﬁ) dxdt

/s/\gbwiwmi(pz.)Q dxdt + /s)«bwi:,;i(jpcg.)2 da:dt—l—/
Q J Q J 81‘]‘

Q
- / A, (pa, )P dS

Dai,
/sAqbw 9 (% 2da:dt = /s)\gb@/} (pa. )? -dE—/s/\qb Uy, (P )? dadt —
Q T; 81’2 ax] - . ZT; p.l‘j nl Q T I pl‘j
— /‘9)\1/1931.931.(]996].)2 dxdt -
Q
Substituindo a igualdade acima na expressao de N;, temos :

N, = _/ SA(bzzwzz(pxg)Q dl‘dt—/ S)\wmimi(pxj>2 dxdt
Q Q
b [ 0, P
%

Da expressao de ¢, temos que ¢,, = A@),,. Entao, s\, v, = sA\?(,,)>

Logo,
Ny = —/s)\2¢(¢m)2(pxj)2 dxdt—/‘“;Aqbwgﬁimj(p:’fj)2 dzdt
Q Q

ANb(py )20y midY -
+ /Es A(Da;) e
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Portanto,
N, = —/ sAN2¢| V2| Vp|* dadt — / SAQAY|Vp|* dxdt
Q Q
+ / SA¢8—¢|Vp|2d2 : (4.40)
) on
Substituindo (4.40) em (4.38), temos :
M; = 2/ sA2(V - Vp)? dadt + 2/ SA 0, Da; Pe; dxdt —
Q Q
— 2/ (sAoV - Vp)Vp-n d¥E — / sAN2¢| V2| Vp|* dadt —
by Q

— /msmmvpy? da:dt+/s>\¢8—¢|Vp|2dZ -
Q by on
(4.41)

Afirmagao 4.0.1. fOT Jr s)\(bg—lé’|Vp|2dF <0 e =2 fOT Jp (sA¢VY - Vp) Vp -1 dX -

De fato, como 7 é o vetor normal exterior a I', entao dado =z € I' e k < 0,
com k suficientemente pequeno, temos que = + kn € 2. Por outro lado, pelo Lema 4.0.4

P(x)=0em T e ¢(x) > 0,Vz € Q. Entao, ¢(z + kn) > 0 em . Dali,

00 _ L ek =) btk
377 k—0— k k—0— k
Portanto, % <0OemII e,
/ SAan—w]Vp\de <0 - (4.42)
by on
Como Vi = %77 e g—;ﬁ <0em I, temos :
—2/ sAG(VY - Vp)Vp -ndyL = —2/ SAp (8_1/)77 . Vp) @dg
o 5 In In
(%)
= =2 [ shp—|=— | dX>0"- 4.43
/2 ¢6‘77 on - (4.43)

Portanto, tomando No = —2 [, sA¢(Ve - Vp)Vp - d5 e usando (4.42) e
(4.43), temos :

My — Ny < 2/ sAN2p(Vp - Vp)? dadt + 2/ SNV, D, Pe; dxdl
Q Q

— / sA20| V|2 | Vp|*dadt — / SAQAY|Vp|*dadt
Q Q

IN

2 / sA2o|VY|?|Vp|*dzdt + 2 / SAQU 10, D Py ddll
Q Q
— /s/\2gzﬁlvw|2|Vp|2dxdt—/sA¢A2/1|Vp|2dxdt
Q Q

= / sAN2¢| Vi |? | Vp|2dzdt + 2 / SAQU,0, D Py ddt — / sSAQAY|Vp|*dxdt -
Q Q Q
(4.44)
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Entao,

M3 — No| < /3A2¢]V¢\2|Vp]2da:dt+2/s/\¢|wmxj]|pxi Pa,| dadt
Q Q

+ /3A¢|A¢||vp|2dxdt§/sA2¢|w|2|vp|2dxdt
Q Q
+ 20 / sAG||Vp|dadt + Cs / SAG|Vp|*dudt
Q Q

= /5A2¢yv¢\2|vp12dxdt+62/smuvp\?dxdt
Q Q
(4.45)

onde C = 261 + 62. Por outro lado, como Ny > 0, entao M3 > Mz — N,. Dali, resulta de
(4.45) que :

M; > — / sA2o| VY |?|Vp|*dxdt — /3A¢|Vp\ dxdt -
(4.46)

Portanto, de (4.37) e (4.46), temos :

M, + M; > g/ sA2p| V|| Vp| dzdt — 6’/ sd(A* + \?)|p|? dxdt
Q

- /SA2¢|V1p| |Vp|?dzdt — C /SA¢|Vp| dxdt
Q

= 1/ sA2o| VY |*| V) da:dt—C/ sp(N* 4 2?)|p|? d:cdt—é/ sA¢|Vp|*dzdt -
Q Q Q

(4.47)

p .

2
Analise de M,
Antes de iniciarmos a analise de My, afirmamos que :
Afirmacdo 4.0.2. 2Vpp = Vp?.

De fato, como p(z,t) = e**@Hw(z, 1), entdo p(x,t)? = e?*@Dy(x,t)? . Dai,
op O Ow op? O ow
= e — Vp =sV v = 2s« 2
ox; Saaxip+€ o0x; p=sVapterVw ¢ o0x; &%lp + ox;

Portanto,

Vp? = 2sVap? + 2e5*Vwp = 2(sVap + 2e**Vw)p = 2Vp p -

Agora, note que da expresséo de ¢ temos que ¢? = % e ¢ = Z’(t)3 .

22 e3AY

Entao, ¢ =2\ 55 e = 3Ms, 55

- Logo,

V? = 20* Vi = 26(A\6VY) = 26V ¢,
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Vo' = 30°VY = 3¢°(\oVY) = 3¢°V ¢ -

Agora, passemos a andlise de M. De fato, pela féormula de Green, temos:
M, = —2/Q(53A3¢3\w|2w~vpp+32A3¢2|v¢y2w.vp p) dadt

= —/Q(s?’A%SIWPW'(Wp p) + 82N VY|PV - (2Vp p)) dadt

= - /Q SN} V>V - Vp? — /Q 2N |V |* Ve - VpPdadt

= /Q $*N3V - (¢®| VPV pPdadt + /Q S2N3V - (% VPV pPdadt

= /Q (S°NV @IV [P Vp® + $*A%°V - (|VY*VY) p* ) dadt

+ /Q (2N VS|V P Vp? + 2 X3¢V - (VY PVy) p? ) dadt

- /Q (SN BNV VYRV + NGV - (V9 PVY) o ) dude

+ /Q (S° X320 V)|V P Vpp® + PN *V - (VY [°V) p* ) dadt

=3 /Q SN |V |*p? dadt + /Q SSN@°V - (VY PV) p* dudt

- 2/ 2N V| p? dazdt+/ SN Q°V - ([VYPVY) p* dedt -
Q Q
(4.48)

Por outro lado, como ¢ € C2(Q) entéo |V (|V|2Ve) | < C. Dai,
‘M4 — / A (3s%¢® + 25%¢7) [Vu|*p? dxdt‘ = ‘ / X2 (6% + 520%) V - (Vo PV) p? dadt
Q Q
< [ XS04 £) V- (VOFTY) |l dode
Q

< 6’/ A (s°¢% + $°¢°) |pl? dadt -
Q
(4.49)

Logo,

M, > / N (35°6° + 252¢%) |V|*p? dedt — C / N (s°¢° + s°¢%) |p|* dadt -
Q Q
(4.50)

Portanto, de (4.50) e da defini¢ao de My, obtemos :

My+ My > / SN} |V |*p? dadt — 6’/ (33)\3gb3 + 82/\3¢>2) Ip|? dxdt -
Q Q
(4.51)
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Analise de Mj

Procedendo agora com a analise de M5, temos que :
Ms = 2/ 2 N2, 0| V|2 p? dadt + 2/ 2 AoV - Vp p dadt
Q Q
= 2 / $* Ny 0|V |*p? dadt + / s* AoV - (2Vp p) dadt
Q Q

= 2 / 2 X2,0| V| ?p? dadt + / S AupV) - Vp? dadt -
Q Q

(4.52)

Aplicando a férmula de Green a segunda integral e sabendo que p = 0 em %,

M = 2/32)\2at¢>|v¢|2p2 dxdt—/sQ)\V(gbatV@/))pz dzdt
Q Q
= 2/ 2 X2, 0|V | p? dwdt—/sQ)\ngﬁatV@/)pZ dmdt—/s2)\¢VatV¢p2 dzdt
Q Q Q

— / s* AV (V)p* dwdt = 2/ $* N 0| VY |*p? dadt — / SNV, Vipp? dadt
Q

Q Q
— /32>\¢(A¢tvw)va2 da:dt—/ Ao AYp? dedt = 2/ 2 X2, |V |*p* dadt
Q Q Q
/32)\2¢atlv¢\2p2 da:dt—/ $ZN2 gy | Vap |2 p? dxdt—/sz)\gbatAz/sz dxdt -
Q Q Q

(4.53)
Entao, obtemos :
M| < 2 / PN|| |V Ip[? dd + / PN lay| |Vl dadt
Q Q

+ / 2|6 [V PIp|? dadt + / P Adlu] | A pf? dedt
Q Q

IN

20C, / s2A\2¢%|p|? dadt + CC, / $2A26°|p|? dwdt + CC, / 2N2@3|p|* dxdt
Q Q Q

+ 6@/ $2AG°|p|? dadt :45(71/ $2A26%|p[? dxdt+662/ $2AG%p|? dadt
Q Q Q

C (/ s2A\2¢%|p|? dwdt +/ s*A¢°|p* dmdt) :
Q Q

IN

(4.54)

Portanto,

M; > —5/ (32)\2¢3+52)\¢3) Ip|* dxdt -
Q

(4.55)



47
Como temos X = M; + My + M3 + M, + Ms, entdo segue de (4.30), (4.47),
(4.51) e (4.55) que :

1 _
5/ 3A2¢|w|2|vp|2dxdt+/ 33A4¢3|w|4|p|2dxdtgc/ sp(AN 4+ M) |p|? dadt +
Q Q Q
5/ sAG|Vp|? dadt + 6/(33A3¢3 + $°X3¢?)|p|? drdt + 5/(S2A2 + A% |p|? dadt +
Q Q Q

5/ [(N(s%¢” + s°¢%) + s¢” + 1] |p|? dxdt+/ e f1]? dxdt -
Q Q
(4.56)

Considerando A > Ao > 1, Ms > M+ X2 e Cp > 0 tal que Cp < ¢, temos :
Co® < ¢* = Co’sp < s¢° e Cos’N¢'p? < °N¢°p%;
Cos 322 < SN2 e Cos? Ng2p? < s2MgPp2:
NP < NG e N2 < PN -
Tomando my = min{ Cy, CZ }, obtemos :
mosp < 5¢° e mosp( A+ N)p? < 2N
Mo A2 < SNGE ¢ mesPAGN’ < SN -
Entao destes fatos temos que :

< / mosd(A* + \?)|p|*dwdt + 6’/
mo Q

sA¢|Vp|2dzdt + C / SN p2dadt +
Q Q

E/m082A3¢2|p|2d(£dt+5/(82/\2¢3|p|2+82)\¢3|p|2)d$dt+Q/mosg)\2|p|2d$dt+
Mo Jq Q Mo Jq
~ C
C/ s¢3|p|2d:vdt+0/ \p|2d93dt+/ e f1|*dwdt < —/ s* N |p|2dwdt +
Q Q Q Mo Jq
C / sA¢|Vpl? + C / 53)\3¢3p2da:dt—|—£ / 52)\4¢3|p\2dxdt+£ / s2 N 3| p|2dwdt +
Q Q mo JqQ mo Jq
5/(32)\4¢3|p|2+82)\4¢3|p|2)d:17dt+0/ 32)\4¢3|p|2d$dt+6’/ &3 |p|Pdadt +
Q Q Q
/e2m|f1]2dxdt: <£+3C~’>/32)\4¢31p12da:dt+5/ 3A¢\Vp|2dxdt/33)\3¢3|p\2d:cdt+
Q Mo Q Q Q

C / ¢ |p|*dzdt + / | f1[2dxdt -
Q Q
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Assim, podemos reescrever (4.56) como segue :

1

5/ 3)\2¢|Vw|2|Vp\2dxdt+/ PN 3| Vo |* p|Pdadt < (30
Q Q

— +
mo

35)/32/\4¢3\p]2dxdt+
Q

5/3A¢|Vp]2dxdt—|—/53)\3¢3|p|2dxdt+5/gz53|p|2dxdt—|—/625‘”|f1|2dxdt :
Q Q Q Q

(4.57)
Fazendo K = max{ fn—éo +3C,C,1 }, obtemos :
1 _
—/ 5A2¢]V1/1|2|Vp]2dxdt+/ 33A4¢3|w\4yp|2dxdt§f((/ 2N 3| p| 2 dwdt +
/ sA|Vp|Adzdt + / P N33 |p|*dwdt + / ¢*|p|*dxdt + / e f1\2dxdt) :
Q Q Q Q
(4.58)

Temos que |V)| > 0 em 02 . Entao segue que |Vi| > 0 no conjunto compacto
IQU(Q — wyp). Portanto, existe 7y > 0 tal que 0 < v < |V¢| para todo x € 92U (2 — wy).
Assim, de (4.58) obtemos :

/ (v’ M p? + 425N\ 9|Vp|?) dedt < / (s°A*0° |V 'p* 4+ sA*¢| Vo |*|Vp|?) dadt
Q—Quy _

«o

<2 / SN 3| Vo' pAdadt + / sA26|Vy|?|Vp|*dzdt
Q_Qwo

Quo

1
= 2( / SN |V |*pidadt + - / S)\2¢|V1/J|2|Vp|2dxdt)
Q—Quy 2 JQ-Quy
§64(/52)\4¢3|p\2d:cdt+/sAqb]Vp]dedt—i-/ s3A3¢3\prdxdt+/¢3|p12dxdt
Q Q Q Q
+ / ¢ f1]2d:cdt), (4.59)
Q
onde fizemos 64 = 2K . Entao,
/ (s°X6°p* + s02¢|Vp|?) dwdt < 64( / $2 N1 |p|2dadt
Q—Quy Q

+/s/\ng|Vp|2dxdt—|—/83/\3¢3|p|2dxdt—1—/¢3|p|2dxdt+/eQSa]f1|2dxdt> :
Q Q Q Q
(4.60)
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Para s > XA e A > 1 tal que s2A\* < s3X\3 temos que s2\*¢%p? < s2\3¢3p? e
¢°p® < s°A°p*¢*- Logo,

/ (s°X*¢°p” + sA?¢|Vp|®) dedt < 54(/ 52)\4¢3\pl2d:cdt+/ sA|Vp|Adxdt
Q—Quy Q Q
+/33)\3¢3|p|2dxdt+/gb3|p|2dxdt+/625a|f1|2dmdt) < 64(/628a|f1|2d1'dt
Q Q Q Q
+3 / $3N33|p[2dadt + / 3A¢|Vp|2da:dt> < (3C;+1) ( / 2| £, |2dxdt
Q Q Q

)
Qug

< (3(74+1)< / | f1|Adxdt + / (s°X°¢°|p|* + sA¢|Vp|?) dxdt)
Q

Quo

(83)\3¢3’p|2 + SAQS’Vp’Q) d$dt) + (364 + 1) / (33)\3¢3‘p’2 + 3)\¢|Vp‘2) dxdt)
Q

_Qwo

1
+—/ (X% (p* + sA°¢|Vp|?) dadt -
2 Q_Qwo

(4.61)

Fazendo C3 = 3C, + 1, entdo para A > g e s > so(A) suficientemente grande,

temos :

N | —

/ (s°X¢’p* + sA’¢|Vp|*) dadt < 63/ | f1|*dwdt
Q—Quy Q

+ O / (s*X*@*[pl® + sA¢|Vpl|?) dxdt.
Q

wo

(4.62)

Como

1 1
3 / (83X %p? + sA?9|Vp|?)dadt = 3 / (°A10°p” + sA%¢|Vp[®) dadt
Q_Qwo Q

1
— 5/ (s°A*0°p” + sA°¢|Vp|®) dadt -
Quyg

Entao segue de (4.62) que :

/ (53)\4gb3p2 + 3A2¢\Vp|2) dzdt < / (NP p? + sA2p|Vp|?)dadt +
Q Qug

253( / | il dwdt + / <83A3¢31pl2+sA<z>!Vpl2))d:cdts / (s°X1g*p? +
< Q

QWO wo

sA\2¢|Vp|*)dwdt + 2C3 (/ e f1|*dxdt + / (s° X103 |p|* + 3/\2q§]Vp|2)) dxdt
Q

Qug

< (2€3+1)(/ eQSo‘lfl\?d:UdtJr/ (s3A4¢3\py2+sA2¢\vp|2))dxdt
Q

Quy

264(/62m|f112dxdt+/ (33)\4q§3|p|2+S/\2<;5]Vp|2))da:dt,
Q

Quo

(4.63)
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onde Cy = 2C5 + 1. Portanto, temos :

/ (3N %p? +  s\2¢|Vp|H)dwdt <
Q

@(/ 623a|f1|2da:dt+/ (53A4¢3|p|2+5A2¢|Vp|2))d:cdt :
Q w

Quo
(4.64)
Etapa 3: Retorno as variaveis originais
Como p = e*w, entao Vp = sVaew + e**Vw. Além disso, |Val? <

N2V - Daf,
Vpl> = [sVaew + e**Vw|? < 25| Val*e**|w|?* + 2e**|Vw|?
< 298 N2? |V P lw|? + 26| V| < 2616250‘52)\%2\11}\2 + 2e%% | Vw|?
< O3 (s°N20%w|? + [Vwl?), (4.65)
onde C3 = madx{ 251, 2 }. Por outro lado, Vp = sVap + e**Vw. Logo,
IVp|? = |sVap+ e *Vuw|* = s*|Val*p® + e**|Vuw|? + 2se**(Va - Vw)p - (4.66)

Substituindo (4.66) no primeiro membro e (4.65) no segundo membro de (4.64),

obtemos :

/ <s3/\4¢36250‘|w|2 + 5\%¢ <=5‘2|Voz|2p2 + ¥ Vw|* 4 2se**(Va - Vw)p) ) dxdt <
Q

64(/ 628a|f1|2dl‘dt+/
Q Qug

=C, </ | f1|*dxdt + (Cs + 1)/ SN e w | dadt + 03/
Q Qug Quo

< 04(/ e f1|*dxdt +/ PNy e w | dadt +/ s)\2¢625a|Vw|2dxdt>,
Q Qu

Quo

(33)\4¢36250‘|w|2 + C3s\?ge?™ (32)\2gb2|w|2 + |Vw|2> ) ) dxdt.

sAZpe**| Vw|2da:dt)

(4.67)
com Cy = max { C4(Cs +1),04C5 }.

Reescrevendo (4.67) de uma forma conveniente, obtemos :
/ P AP | w | dadt +/ S’ N2p|Va|*p*dadt +/ sA2pe***|\Vw|*dzdt +
Q Q Q

2/ s* N pe*(Va - Vw)p drdt < C4/ e f1|2dxdt + C4/ SN p3e® w | dadt +
Q Q Quy
C’4/ sA2pe** | Vw|*dxdt -

Qug

(4.68)
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De (4.68), denotando

N3 = C4 / e f1|2dxdt + O, / s* MNP |w | dxdt + Cy / sA2pe** | Vw|*dzdt
Q

Qwo Q“"O

Entao podemos ver diretamente que :
/Qs:g)\%]Va\Qdexdt < Nj - (4.69)
Além disso,
‘2/@32)\2¢65°‘(V(1 -Vw)p d:vdt' < 2/@32)\2¢650‘|Va||Vw||p| dxdt

/Q (2 (sA\/%IVOéHp\) (%!Vw|65a>> dedt <

1
2/ s* A0\ Val*|p|?* dxdt + 5/ sA2p|Vw[?e** drdt <
Q Q

1

2N;3 + 5/ sA2p|Vw[*e** ddt - (4.70)
Q

Portanto, de (4.68), (4.69) e (4.70), obtemos

1
/ <33)\4¢36250‘]w]2 + 3A2¢623a]Vw|2> dxdt < N3+ N3+ 2N3 + 5 / sA2¢|Vw|?e* dxdt -
Q Q
(4.71)

Desta forma,
/Q <s3/\4¢3628"‘|w|2 + %S/\2qbe2sa|Vw|2) dxdt < 4Nj - (4.72)
Dai,
/Q <s3)\4¢3e250‘]w]2 +s)\2¢623a]Vw|2> dzdt < /Q (233)\4¢3625“|w|2 +5A2¢628“|Vw\2) dxdt
=2 (/Q <53>\4q§3e2s"‘|w|2 + %5/\2q§e2so‘|Vw|2) dmdt) < 8N3 = 8Cy < /Q e\ f1|*dwdt +
/ PN 3 e w | dadt + / SA2¢628a|Vw|2dxdt) :

Quyg Quo

Fazendo C5 = 8Cy, obtemos :
/ (83)\4¢3625a|w|2 + 3/\2¢e280‘|Vw|2) drdt <
Q

Cs (/ x| fi | dadt + / (s°X'@Pe* [ w|* + sA%pe*** | Vw|?) da:dt) :
Q Qug

(4.73)
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Etapa 4: Estimativa de Carleman ( Conclusao da prova

do Teorema 4.0.12)

Rescrevamos (3.3); da seguinte forma: w; + Aw = fi + a(t)w.
Tomando o quadrado de ambos os lados da expressao acima e em seguida

multiplicando por (s¢)~!e**, temos :

(s¢) '™ (Jwel* +[Aw]?) = (s¢) "' |fu]* + (s¢) '™ |a(t)*|w]* +

2(s¢) " re** fra(t)w — 2(s¢) e w Aw - (4.74)
Integrando (4.74) em @), obtemos :
/(sgb)_1625CY (|we]® + [Aw]?) dadt = /(s¢)_le25"‘|j’1|2 dxdt +
Q Q
/(s¢)_1628a|a(t)\2|w|2 dxdt + 2/ (s¢)te** fra(t)w dadt
Q Q

—2/(5¢)1e25athw dxdt -
Q
(4.75)

Procedemos agora com a anélise de cada termo de (4.75), mas antes note que
(s¢)™" < C e (s0)7 < Co(s9)” (4.76)
A partir disto temos :

‘ / (s6)~1e20 f, 2 da;dt’ < / 2| £, dad - (4.77)
Q Q

‘ / (56)~2e20a(8) [2|u]? dmdt‘ < CeM / €20 3632 dudt (4.78)
Q Q

‘2/(5¢)_le2saf1a(t)w da:dt‘ = ’/(s¢)_1623“(2f1a(t)w)dxdt <

Q Q

/(S(b)1625a’f1‘2d$dt+/(8¢)1625a‘a(t)‘2’w|2d$dt§

Q Q

05/6280‘|f1|2dxdt+CﬁM/625a33¢3|w|2d93dt- (4.79)
Q Q

Agora, note que :

(€259),, = 280, €% = Ve = 25V ae?;
(e = =0 20ui = =072 Mpy0 = Vo™ = —9ApVY = —¢7°V -
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Por outro lado, como a(0) = a(T) = —o0, entdo 20 = 2T) = (). Assim,

pela férmula de Green, temos :

2/(s¢)_1625athw dxdt = —2/ V ((s¢)'e***w;) - Vw dxdt

Q Q

—2/ Ve *(s¢)  w,Vw dwdt — 2/ Vo te* s w,Vw drdt
Q Q

—2/ e**(s¢) " 'Vw; - Vw dodt = —2/ 2sVae***(s¢) 1w, Vw ddt
Q

Q
1
—2/(—¢_2V¢)6280‘s_1thw dxdt—?/ eQSa(sgb)_l—i|Vw|2dxdt
Q Q 2dt
= —4/ sAOV e (s¢) ™ tw, Vw dxdt + 2/ s Lo 2 X\pVpw, Vw dadt
Q Q

~ [ o Sgupana = 4 [ oy vu drat
0 dt Q

+2/ e*(s¢)  Aw; Vi - Vw dazdt—/egsa(3¢)_1%|Vw|2dxdt :
Q Q
(4.80)

O célculo da ultima integral por partes nos da :
250 -1 d 2 g 250 -1 d 2
e (s¢) " —|Vw|*dzdt = e (s¢p) " —|Vw| dzdt
0 dt aJo dt

= —/ (2at628°‘¢_1 —6280‘3_1¢_2¢t>|Vw|2 dzdt -
Q

Logo, (4.80) torna-se :

2 / (s¢) ' “w,Aw drdt = —4/ Ae**w, Vi - Vw ddt +
Q Q

2/ e***(5¢) " Ay Vi - Vw dadt +/ (2at625“¢_1 — eQSo‘s_lqb_ngt) \Vw|? dedt -
Q Q

(4.81)
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Assim,
‘Q/Q(sgb)_le%o‘thw dxdt‘ < 4/62)\625a|wt||V1/)||Vw| dxdt +
2/@6250‘(5¢)1)\|thvaVw] dxdt+2/@|at]62m¢1|Vw\2 dxdt +
/Qe25°‘(s¢)_l¢_l|¢t| |Vw|* dedt < 4/QA625a\thw|\va dxdt +
205/Q<225a)\|wt||v¢||Vw| drdt  + 26/@6230‘¢|Vw|2 dzdt +
C5U/Qem¢|vw|2 drdt < (4+205)/QAe2sa|wt||v¢||vw| dxdt +

(2C + 056)/ e***s¢|Vw|? dxdt -
Q
(4.82)

Tomando K; = mdz { 4+ 2C5, 2C + C5C }, tem-se :
‘2/(5¢)_1625athw dxdt‘ Sfl(/ e wy | |V | | V| dxdt—i—/ e* 56| Vw|? dxdt) =
Q Q Q
— 1 —
250 (K 17/ 250N V||V — dzdt K/zso‘ Vwl|? drdt <
/Qe (R wu V) (gl ) dedt + Ty | 5ol vt <
— 1 —
QKf/ 2 s N2V | Vw|? d:lcdt—|—§/ era(s¢)_1\wt|2da:dt+K1/ e**s¢|Vw|? dodt <
Q Q Q
—9 ~ 1 —
QKfC’l/ > sp\* | Vw|? dzdt—|—§/ eQSa(sgb)_1|wt|2dxdt+K1/ e*** N2 50| Vw|? dodt =
Q Q Q

— 1
05/ e**sp 2| Vw|? dxdt+§/ e (s¢) Hw, [P dadt,
Q Q
(4.83)

onde 66 = 2?1(?161 + 1) .
Substituindo (4.77), (4.78), (4.79), (4.83) em (4.75), obtemos :

/(S¢)_1628a(|wt|2+lﬁwl2) dwdt < 205/ e®| fif? d:cdt+2CGM/ €25 33 |w|? dudt +
9 Q

Q

— 1 —

C’G/ e?* s\ | Vw|? dwdt + 5/ e (s¢) " Hwy|Pdzdt < Kg(/ e f1|? dadt +
Q Q Q

1
/(3250‘.93g25?’|w|2 dxdt—l—/ e* s \? | Vw|? d:pdt) —|—§/ e?*(s¢)~ Hw, P dxdt,
Q Q Q

(4.84)
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onde Ky = max { 2C5, 2CsM, C; }. Portanto, segue de (4.73) que :

1 — —
/ e (s¢) (§|wt|2 + |Aw|2) dxdt < Kg/ e*| f1|? dadt + Kg(/ e3¢ lw|*dudt +
Q Q Q

/ e***sp\* | Vw|? dxdt) < Ko(1 +65)/ e* | f1|* dadt —|—F2€5/ PN e \w P dadt +
Q Q Q

«o

K,Cs / sA\2pe®* | Vw|*dxdt - (4.85)
Q
Tomando K3 = max { Ko(1+ C5), K5Cs }, obtemos :

1 —
/ e (s¢) ! (§|wt|2 + \Awﬁ) dxdt < Kg/ e f1|* dxdt +
Q Q

Fg/ (s°X'@Pe*w|* + sA’¢e***|Vw|?) dadt - (4.86)
Q

wo

Considere a funcao xy € C3°(€2), x : Q2 — R tal que

1, se z € wy
x(x) =
0, se r€Q—w-

Ao multiplicarmos a equagao (3.3); por e**“ys¢w e integra-la em @ , obtemos:
/ e xs¢ w wy ddt +/ e sp wAw drdt —
Q Q

_/ e*ys¢ a(t)w? drdt = / e**xse wify drdt - (4.87)
Q Q

Andlise dos termos de (4.87)

Temos integrando por partes que :

1

/ e*sp w w, dedt = —/ (e***xs9) £|w|2d1‘dt
Q 2 Quo dt
1
= —5/ XS (2sat6250‘¢ + 625“@) \w|*dxdt - (4.88)

Dai,

1
’/ e® % sd w w, dxdt) < 5/ Ix|s (2s]an]e®®¢ + €2%|y)) |w[2dwdt <
Q w

1 — —
5 / s (2sC¢’e™* + C¢*e®™) |w|*dzdt = C/ s2p3e®w|*drdt +
w Quw
% s¢*e**|w|Pdzdt < 5/ s* e w|*dxdt + %/ s*e | w|*dxdt =
Qu w w
3¢ s*p3e* |\ w|*dadt -
2 Jow

(4.89)
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Sabendo que w = 0 em X, pela férmula de Green temos :
/ e*%s¢p wAw drdt = — / \Y% (eraxsqﬁ w) Vw dzdt =
Q Q

—/ e**xs¢ |[Vw|*drdt — / swV (e**x¢) Vw dzdt -
Q Q
Isto é,

/ e**xs¢ |Vw|* dzdt = —/ e* s wAw drdt — / swV (e**x¢) Vw dzdt -
Q Q Q
(4.90)

Por outro lado,

/ swV (e**x¢) Vw dzdt = / sw (Ve%”)«b + ¥V Y + 6250‘><V¢) Vw dzdt =
Q w

/ Sw (23V04628°‘><¢ + ¥ ¢V + eQSax)\qﬁvw) Vw dxdt = / Sw (23)\¢V1/Je2sax¢ +

w

oV x + eQ““XAqﬁWp) Vw dxdt = 2/ s2* A xe***wVy - Vw drdt +

w

/ spe**“wVy - V w drdt +/ s xe***wV - Vi dadt -

(4.91)

Entao,

‘/swv (e***x¢) Vw d:vdt' < 2/ s2p*Ae* | w| |Vy| [Vw| dadt +
Q

w

/ spe***lw| Vx| |V wl dxdt—i—/ sop e w| |Vap| |Vep| drdt - (4.92)
QUJ

w

Como existe Cy > 0 tal que [Vip| < Cy e [Vx| < Cy, temos :

w

’/swv (e***x¢) Vuw da:dt' < 262/ s2p*Ne®|w| |Vw| dadt +
Q

w

52/ s¢e**|w||V wl dxdt+@/ sOA> | w|| V| dadt <
Qu

262/ s2p*Ne** |w| |V dxdt—l—ag/ s*¢*e***|w||V w| dxdt +
Qu

Qu

62/ s2p* Ne®* |w|| V| dodt = 462/ s2p*Ne®*|w|| V| dedt =

w

16, | em((w 41 rwr) (vsae V) dodt <

AC! ~
40 e**(5¢)3 N |w|? dxdt + 4026/ e***s¢|Vop|? dadt - (4.93)
Qu Qu
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Temos também :

'/Qe%o‘xsgzﬁwfl dxdt‘ < / e**so|wl|f1|dxdt = /Qw e (Aso|w|) (@) dxdt <

w

1
/ e25a>\252¢2|w|2d3:dt+/ 6250‘§|f1]2 dxdt - (4.94)
w Qu
De (4.87) e (4.90), vem que :
/ e***xs¢ |[Vw|? dxdt = / e***xsd w wy drdt — / e**xs¢ a(t) w? drdt
Q Q

Q

—/ e*% sow fi dwdt—/ swV (e***x¢)Vwdzdt - (4.95)
Q Q

Substituindo (4.89), (4.93), (4.94) em (4.95), temos :

3C
/ e***xs¢ |Vw|? dzdt < 8 s p3e**w|?drdt + M | e***sow® dadt +
Q Qu Qu

1 AC!
/ e**\? 5% p*|w|*dxdt +/ ezsaﬁ]flf dxdt + &/ e**(5¢)3 N |w|? dadt +
w Qu €

w

4C¢ / 625“3¢|V¢]2da:dt§% SN2\ wPdadt + M | e**s*¢* NP w? dadt +

Qu Qu
2sa0\2 .3 /3 2 2sa 1 2 462 2sa 312 2
e N7 ¢ |w|*dxdt + e E’fl‘ dxdt + — e (sp)° N |w|” dxdt +
w Qu € JQu

—~ Yol 4/\
4026/ 625a8¢|V¢’2dq;dt = (% + M+ 2 + 1)

€

/ e**\?s° ¢® |w|*dxdt +

w

1 ~
/ eraﬁ|f1|2 dxdt + 4026/ e***s¢| V> dxdt - (4.96)

w

Fazendo 65 = g + M + % + 1, resulta que :
~ 1
/ e**\s¢ |[Vw|? dodt < 55/ e?*\2s3 3 |w|*dadt +/ 625aﬁ|f1|2 dxdt +
Q Q

w w

4Che /Q > 5|V [Pdwdt - (4.97)
Multiplicando ambos os lados de (4.97) por A\? e fazendo Ce = 4C; obtemos :

/Qerasgb)\2X |Vw|? dedt < 6’5/ e?*s3? N w | dadt —i—/Q e* | f1]? dwdt +

Co € / e s 2| V| 2ddt - (4.98)

Note que :

/ 628“5¢A2]Vw\2dxdt§/625a3¢)\2lew\2d:vdt-
wo Q
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Assim, segue de (4.98) que :

e?* 3 N w | dxdt + / >\ f1]? dwdt +

w Qu

/ 2 s N2 |Vw|*dadt < Cs /
wo

Co € / s 2| V| 2dadt - (4.99)
Agora, adicionando (4.73) com (4.86), obtemos :

/Q <53>\4<b3e250‘|w|2 + 5A2¢e2sa]Vw|2> dzdt + /Qera(sqb)l <%|wt|2 + ]Aw|2> dzdt <

N(/ e f1 P dxdt + / (s°A*@°e*w|* + sA?¢e***|Vw|?) dxdzf)7
Q Qug
(4.100)
onde N = C5 + K3. Logo, segue de (4.99) e (4.100) que :
. 1
/ (33A4¢362”‘]wl2 + 8)\2¢625a]Vw\2> dxdt +/ e?**(sp)~! <§|wt|2 + ]Aw\2> dxdt <
Q Q
N(/ 6250‘|f1|2d:cdt+/ 53)\4¢3623a\w\2d1‘dt> +N<6’5/ e 33\ w|*dadt +
Q Qug Qu
/ 22| f1)? dadt + Cy € / e2sa3¢A2|w|2dxdt) = 2N / 2| f1 | dadt +

N(l—l—&%)/ 23 P X w|2dzdt + NCg 6/ e? s\ | V|2 dxdt -
w QUJ

(4.101)

Considerando € = 2N16 e K =max { 2N, N(1+ Cs) }, obtemos :

6

1
/ <83/\4¢362m|w|2 + s)\2q5625a|Vw|2> dxdt —I—/ e (sp)~! <§|wt|2 + ]Aw|2> dxdt <
Q Q

1
K(/ 625a|f1|2d:vdt+/ 628&33¢3)\4|w|2d95dt) +§/ e s\ |V dadt -
Q

w w

(4.102)
Logo,
1 1
/ <83/\4¢3e25°‘|w|2 + 53/\2gbe250‘|Vw|2) dxdt —|—/ > (sp) ™! (§|wt|2 + |Aw|2) dxdt <
Q Q

K(/628a|f1|2dl'dt—|—/ 625a33¢3)\4|w|2dxdt) :
Q

w

(4.103)
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Desta forma,
/Q <628as3)\4¢3|w|2 + e2sas/\2q§]Vw|2> dxdt + /Q e (s¢) 7" (Jwe]* + |Aw|?) dzdt <
/Q (262%3A4¢3|w|2 - 628a3A2¢|Vw|2) dxdt + /Q e (s¢) ™" (Jwe|* + 2| Awl]?) dadt =
2 {/Q (625a83)\4¢3|w|2 + %62SQSA2¢|VUJ|2) dxdt + /Q e (sp) 7! (%|wt|2 + |Aw|2) d:vdt] <

QK( / e f1|*dwdt + / 6250‘53¢3)\4\w\2dwdt) :
Q

Qu
(4.104)
Fazendo C' = 2K, temos :
/ ((sgb)_l (Jwe]® + [Aw]?) + $*A¢*|w]* + 8)\2¢|Vw|2) e**dxdt <
Q
C’(/ e f1|2dxdt +/ 625083¢3A4]wl2dasdt),
Q w
(4.105)

[

onde w = w(z,t) ¢ a solugdo fraca do sistema adjunto (3.3).
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5 DESIGUALDADE DE
OBSERVABILIDADE

Neste capitulo, vamos provar a desigualdade de observabilidade para solugoes
fracas do sistema adjunto (3.3). Esta desigualdade é uma consequéncia da desigualdade
Carleman provada no capitulo anterior.

Na teoria de controle, a observabilidade ¢ uma medida de quao bem os esta-
dos internos de um sistema podem ser inferidos a partir do conhecimento de suas saidas
externas. O conceito de observabilidade foi introduzido em 1960 pelo engenheiro hiingaro-
americano Rudolf E. Kalman para sistemas dinamicos lineares.

Formalmente, um sistema é dito observavel se, para qualquer possivel sequéncia
de vetores de estado e de controle, o estado atual pode ser determinado em tempo finito
usando apenas as saidas (esta defini¢ao é voltada a representagao no espago de estados).
Isto significa que a partir de saidas do sistema é possivel determinar o comportamento de
todo o sistema.

Para mostrar que o sistema (3.3) é observével utilizaremos como ferramenta
principal a desigualdade de Carleman demonstrada no capitulo anterior. Assim, temos

por objetivo provar o seguinte teorema :

Teorema 5.0.13. Sejam « e ¢ como no Teorema 4.0.12. Entao, para A > Ay > 0 e

s> s(A) > 1, temos que

/|w(:v, 0) |>dx < C(/625a|f1\2dxdt+/ 623a¢3|w|2d1:dt>, (5.1)
Q Q

w

onde C' é uma constante positiva que depende apenas de 2 e T'-

Essa desigualdade é chamada de Desigualdade de Observabilidade para o sis-

tema adjunto (3.3).

Demonstrag¢ao. Multiplicando ambos os lados de (3.3); por w e integrando em €2, obtemos:

/wwt dw+/wAw da::/a(t)w2 dx+/wf1 dx. (5.2)
Q Q Q Q



61

Note que [, w w; dz = 14 [ w?dzdt. Por outro lado, como w = 0 em ¥ entao

pela férmula de Green, temos :

/Vw-dex:/\Vdex:—/wAwd:c~
Q 0 Q

Logo, (5.2) torna-se

1d
—— dea:dt—/ ]Vw\2dx:/a(t)w2 dm—l—/w f1 dzx. (5.3)
2dt Jg Q Q Q

Multiplicando ambos os lados de (5.3) por M+ temos :

1d
(M1t < /dexdt—/ |Vw|2dx) = 62(M+1)t</a(t)w2 dac—{—/w h dac).
th [¢) Q Q

(5.4)

Agora, observando que |a(t)|r~) < M quase sempre em [0, T, entao segue

de (5.4) que :

_d (62(M+1) /w2 da:dt) = —2(M + 1)e2M+D! / w? dx — ez(M“)ti / w? dedt =
) . i /.,

1d
( (M +1) w dx — sdt . w dxdt) 22 MFDE < 92(MH1)! / |Vwl|? dadt +

w dx — 1i/w drdt ) 2e* M+t = _o(M + 1)62(M“)t/w2 dr —

(M +
1 d w2 2 2(M+1)t 2(M+1)t 2
—— de — | |Vwl|® dzdt |2e =—2(M + 1)e w” dx —
< tw? dx + / w fi da:) 202 MFE — _9(M + 1)2MF1E /w2 dz +
Q Q

(/ Jw? dx + / 2w % dx) 22 ML < _o(M + 1)62(M+1)t/ w? dr +
Q Q

(M/ dx—l—/ w?dr + ~ /f1 dx)Qe (M+1)t 2(M—|—1)62(M+1)t/w2 dz +
Q

e2(M+1)t 2(M+1)t
wuwﬂmmfwm+ /hw— /ﬁm

Logo,
d o(M+1)t
—— eQ(M“)t/ w? ddt | < & /fl2 dx - (5.5)
di i >/,

Integrando (5.5) de 0 a ¢, temos :

t t
/ / (—2(M + 1))e2M+ D2 dy do — / / ez(M“)yiw2 dy dx <
Q QJo dy
¢ 2(M+1)y
/ [ /f1 x,y) d:v]dy
0

(5.6)
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O célculo da primeira integral por partes nos da :

// M—i- 2(M+1t 2dy dﬂ?—// MJrl)tddw dy dl'_/(_w e(1\4+1 )
Q
t
// M1 w dy dm—// AM+1) w dy dx—/( 2(M+1)y)

dr =
/w(x,0)2 dx — eQ(MH)t/ w(z,t)? de = ]w(x,())@g(ﬂ) — 62(M+1)t\w(x,t)|%2(9)
Q Q

0
Logo,

2 2(M+1)t 2 ey 2
0.0 By < el + [ |5 [ fle do [y
0 Q

t

dx +
0

(5.7)
Defina 0 : (0, T) — R tal que 6(t) = sup{ e 2*® .2 € Q }.
Note que
25219l
o(t) < e pm . (5.8)

De fato, como e?M¥Il — X < 2NN entao

e 2V 2l oA 22Xy
B(t) B(t) ()
De onde segue :
2] g eIl
—2sa < 2s =0(t) < e S B .
B(t)

Por definigao de supremo temos que e~ 2% < §(t) . Dali,
(i) 1 < e*99(t) -

Pelo Lema 4.0.4 temos que ¢ > 0 em Q e ¢(z,t) = %, B(t) =t(T —1t),0 <
t < T, para x € Q). Entao,

1 B
5= ov SAO=UT-1 <T* = Gy
Logo, ¢3<C’0, para 0 <t<T, z € - Isto é,

(ii) 1< Cod?(,t), O0<t<T, z€Q-

Além disso,

(iii) t<T=2M+1t<2(M+1)T = MVt < 2M+DT — ) para
0<t<T.
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Se 1 < 53 entao por (i) e (iii) obtemos de (5.7) que :

2 2 ' 1 o N2 dr
WO < G [ oGP drr [ |5 [ it iy
< C’le(t)/QeQSa|w(m,t)|2 dx+010(t)/0 Uﬂe?sa\fl(x,y)ﬁ dx]dy -

Portanto,
1 t
—|w(x,0)|%2(9) < C1/62so‘|w(x,t)|2 d$+C'1/ /6250‘|fl(:zc,y)|2 dr |dy -
0(t) o o LJa
(5.9)
De (5.8) obtemos :
0o N 1 0 -
<kp<e PO < —— <t<T-
T € = Q(t)u
Assim, podemos reescrever (5.9) como segue :
2 sl 25 2 ' 25 2
w00 < O [ et dot G [ | [ @iyl de fdy-
Q o LJa
(5.10)
Agora, fixando t; < to em (0,7) e integrando (5.10) em (¢1,t2) em relagao a t,
temos:

2y, 229l t2
\w(x,O)\%z(Q)/ e~ O dt < 01/ (/ e w(z, t)|? da:) dt  +
t1 t1 Q

o [ [ ([ oo o

(5.11)

Afirmacao 5.0.3.

T t T
L[] eintpand<c [ [ 15Pdsy
QJo 0 0 Q

De fato, seja \g > 1 tal que e?ll¥ll > 2 Assim, para A > )¢, temos :

M —Xy(y) el
_) < a5

2sa(y,t) = 23( 50 OB

Al
Logo, 22wt < ¢ *75@m | (< ¢ < T. Portanto, pondo ¢ = Ml temos :

L1 (femeonmra)ala <[] e inera o)
= [ ([eroinemra)a)a
_ /J/;(/Ote28a‘<’2>|f1(x,y)\2dy>dt]dx.
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Agora vamos provar a seguinte desigualdade :

/Q [/OT (/Ot eZSf%Ul(:L’,y)de)dt] dr < C’/OT/Q |f1(z,y)|Pdxdy.

Anélise da integral

T t
1= / ( / e‘%|f1<x,y>|2dy)dt.
0 0

Na integral I, temos 0 <y <teO <t <T.
Vamos considerar uma mudanca de variaveis em I, definida pela aplicacao

linear o(t,y) = (y,t), uma involugao de R? em R?. Isto é dado por (at+b, ct+dy) = (y,t),
coma=d=0eb=c=1. A matrizdeo é com |det o] = 1. Entdao mantém

a area das figuras e so altera a posicao.

Consideremos o dominio K de R? definido por :

K={(ty):0<t<T, y<t)
e K = o(K) ¢ definido por :
K={(gt)0<y<T, y>t}

Temos :

T t v T T B
- [ ( / e—2sﬁ<t>|f1<x,y>\2dy)dt: / ( / 6‘28W|f1(x,y)|2dt)dy.
0 0 0 Y

Como e 250 4 regular, entao
T T .
[ ([ e npar) i
0 0

T t v
/ ( / e%rﬁ(:c,y)\?dy)dt
0 0
T T
= 1 3 2 728%d
(/ \f(:cy)|dt>(/0 ‘ my)

T
- c / e, )Pt

IN

com C' > 0 dependendo de €2 e T'. Integrando em (2, temos :

L[ ([ ermnwmra)a)a < o [ [ 1neoran

Portanto fica provado a afirmacao.
2se2M 19l

Uma vez que i[nf }e 50 > Cr de (5.11) e da afirmagao acima, obtemos :
telo, T

T T
lw(z,0)[32, < C’l/ / e w(z, t)|*dvdt + Cl/ / | f1(x,t)Pdxdt. (5.12)
0 Q 0 Q
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De (ii), temos :
T T
lw(z,0)])72 < CIC’O/ /¢3e2so‘|w(x,t)|2dxdt+01/ /]fl(x,t)|2dxdt
0o Jo 0o Jo

T T
< C’lCO/ /53¢3e25alw(x,t)]2da:dt+C1/ /|f1(m,t)|2dmdt.
0o Jo o Ja
(5.13)

Pela desigualdade de Carleman, temos :

/s3¢3\w(x,t)\262mdxdt§ Cg/ €25a‘f1($,t)’2d$dt+02/ e ¢° |w|*dxdt.
Q Q

Qu

Entao, temos :

lw(x,0)|7.q < ClCOCQ/Qezsa]fl(x,y)dxdt+CQ/ e**¢° |w(z, t)*dxdt
+ 01/Q|f1(a:,t)|2da:dt=(01+010002)/Q|f1(x,t)|2da:dt
+ 02/ e?** 3| w(w, t)*dzdt.
Fazendo C' = max{ C1CyCy 4+ Cs, C }, obtemos :

/|w(x,0) ? < C</625a|f1(x,t)|2dxdt+/ 625a¢3|w(:p,t)2dxdt).
Q Q w
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6 CONTROLABILIDADE

Dizemos que um sistema possui a propriedade de controlabilidade nula se, a
partir de um estado inicial arbitrario, a solucao do sistema sempre pode ser conduzida
exatamente para zero. Assim, problema da controlabilidade nula da equacgao de calor é
saber se, de qualquer estado inicial de um sélido, por aquecimento ou resfriamento de
uma parte prescrita deste sélido, é possivel traze-lo para uma temperatura zero em tempo
finito.

A controlabilidade nula da equacao do calor é um assunto bem compreendido.
Em particular, a equagao de calor em um dominio suave, limitado €2 de R™ com um termo
fonte localizado em um subconjunto aberto w de €2 é nulo controlavel em tempo arbitrario
T >0 e com um suporte de controle arbitrario w. Este resultado é devido, para o caso
n = 1, a Fattorini e Russell [13] e, para n > 2, a Fursikov e Imanuvilov [18] . J4 a
Controlabilidade nula para nao-linearidades Lipschitzianas envolvendo termos gradientes
foi estudada recentemente em [4] e [40] . A literatura contém muitos outros desenvolvi-
mentos.

A controlabilidade exata para a equacao do calor foi estabelecida por Lebeau e
Robbiano [26] e posteriormente, usando os resultados obtidos por esses autores, Fursikov
e Imanuvilov estabeleceram a controlabilidade exata para a equacao de Navier-Stokes e
para a equacao de Boussinesq em [17] .

A controlabilidade aproximada para a equacgao semilinear do calor envolvendo
termos e gradientes fora estudada em [8] e [15]. J4 para um dominio nao cilindrico ela
fora estudada em [9].

Neste capitulo, provaremos a controlabilidade nula e aproximada para equagao
nao linear do calor . Inicialmente, provaremos a controlabilidade nula para a equacao de
estado linear, em seguida, para a equacao de estado nao linear e, por ultimo, demostra-
remos a controlabilidade aproximada.

Para alcangar o nosso objetivo de provar que nosso sistema ¢ nulo controlavel,
utilizaremos como ferramentas bésicas a desigualdade de Carleman, a desigualdade de

observabilidade e o argumento do ponto fixo de Kakutani.
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6.1 Controlabilidade nula: Equacao de estado linear

Consideremos a equacao do estado linear:
pe(x,t) — Ap(x,t) + a(z, t)p(z, t) = xou(x,t), em Q;
p(z,t) =0, em X; (6.1)
p(z,0) = po(x), em Q.
Observe que a(t) é limitada em @ e |a|p~(g) < M, como mencionamos anteri-
ormente.

Quando temos x,u € L*(Q), po € L*(Q), a solugdo fraca p de (6.1) tem a

seguinte regularidade, veja Brezis [3],
pe H' (0,T; H Q) nL*(0,T; Hy(Q)) -
Isto é,

peW'(0,T; Hy(Q),H () = {peL?(0,T;Hy(Q)), pr € L* (0, T; H1(Q))}
c C°([0,T];L*(Q)) .

Portanto, p € C° ([0, T]; L*(2)).

A controlabilidade nula para (6.1) consiste em obter um controle u € L*(Q),
tal que p(z,T) = 0 quase sempre em .

Para mostrar que o sistema (6.1) é nulo controlavel, devemos provar o teorema

a seguir.
Teorema 6.1.1. Para py € L*(Q2), existe um controle u € L?(Q) tal que a solugao fraca

p = p(x,t) da equagao estado (6.1) satisfaz p(x,T) = 0 em (.

Demonstra¢ao. A prova do Teorema 6.1.1 é feita através de um método variacional e
aplicando a desigualdade de observabilidade, conforme o capitulo anterior. O controle u

é escolhido em L?(Q, e™%**¢~3) satisfazendo :

/6250‘¢53u2 dxdt < C/pgda:. (6.2)
Q Q
Seja o sistema linear adjunto de (6.1)

wi(z,t) — Aw(x,t) + a(z, t)w(z,t) =0, em Q;
w(z,t) =0, em X ; (6.3)

w(z, T) =wp, em € ;
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onde |a(z,t)|Le(Q)<m-

Para s > sy e A > )y suficientemente grande, existe Cy = Cy(\) > 0 tal que
e224=3 > (.

De fato, supondo A > ), suficientemente grande temos que 2 < el¥ll. Além

disso, como e < MYl entdo :

M MY < AIWI L AL — AL < AL AN — 22191

Dai,
Al ARl 9 1
Al < 2N _ X — (2, 4)B(E) = —a € _ €
e e e a(z, = —a(z,t) > = —2sa(x,t) > 2s > > :
- — B B T AR T B
Assim,
e Y > e (6.4)
Por outro lado, ¢ = % < %, isto implica que ¢—3 > efﬁ—% Mas e72%% > 1, assim
1
—2sa h— eBE
temos que e~ ¢~ > S B(1)3
e’ 1
Agora, sabendo que Il_l)ﬂl_loo; = 400, temos que tl—i}(])%rm = 400, 0 que
o)
e t
implica lim —— = +o0. Portanto, existe T tal que :
t—0t ——3
B()?
1
ePO3(t)* > 1, para todo 0 <t < Ti.
1
. 1 . . . eB®) )
Analogamente, lim —— = 400, implica lim —— = +o00. Portanto, existe
t—T— /B(t) t—T— W

Ts tal que :
eﬁﬁ(t)?’ >1, paratodo Ty <t <T.

1
Por outro lado, sendo [T}, T,] compacto e eF@ 3(t)3 > 0, concluimos que existe C >
0 tal que eﬁﬁ(f)?’ > C, para todo Ty < t < Ty. Dai, temos : e %3 >

1 . 950 4—
eFO ()P st > O sy Assim, fazendo Cy = max{C, xy }, temos e %3 > (.

Para cada s, A definimos o espaco L*(Q, e ?**¢~3) como segue:

LAQ, e ) ={u:Q — R;/

e 2 3P dadt < C’/pgdx}.
Q Q

Para cada ¢ > 0, definimos o funcional

1
Nipow) = [ e dude 4+ [ pla TV da, (6.5)
Q € Ja

para u € L*(Q,e ¢ 73) e p é a solugao fraca de (6.1), com py € L*(2).
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Proposicao 6.1.1. O funcional N, é semi-continuo inferiormente, estritamente convexo,

coercivo em L?(Q). Portanto, o problema variacional min N.(p,u) tem tnica solugao

ue € L*(Q).

Demonstragdo. Sejam u,v € L*(Q,e %% 3) com u # v e seja t € [0,1]. Considere
¢ = (1 —t)u+ tv. Entao,

1
Np,g) = /e%%*ﬁmw+—/mmﬂ%x
Q €Ja

e 1
= €702 pllag) + E|P($»T)|i2(9)

= e (1—t)u+ 675a¢%3“)’%2(g) + %|P(33a T)[Z20

< (1- t)|€_sa¢_7gu|%2(cg) + t|€_sa¢_73”|%2(cg) + %|p(x, )12

= (1- t)|€75a¢%3ufi2(cg) + ﬂefsa(ﬁ%%@%@) + %’P(fca T) +tp(z,T) — tp(x’T)‘%%Q)

= (1- t)|€_m¢_7gu|%2(cg) + t|€_sa¢_7gv|%2(cg) + %|(1 — t)p(a, T) + tp(x, T) 720

< (=Dl 0T gy + tle 0T vl + (1~ lp(e, T)Eaia + ~1lp(e, T3
= (1-1) (’€SQ¢SU’%2(Q) + %‘p(maT)ﬁL?(Q)> +1 (’65a¢23v\%2(c2) + %’p(va)’%%Q))

1
= (1—1) (/ e 2% 3u? dadt + - / p(z,T)? d:v) + t(/ e 2% 3% dadt  +
Q € Ja Q

1%?@T¥“>=u—wM@wﬂ*M@”>

€
Portanto,

Ne(p, (1 =t)u+tv) < (1 —t)Ne(p,u) + tNe(p,v).

Logo, N, é estritamente convexo.

N, é coercivo. De fato,

1
N.(p,u) = /6250‘¢3u2 dwdt+z/p(:c,T)dx
Q Q

1
C’o/u2 dxdt+—/p(x,T)dx
Q €Ja

Z Oo|u|L2(Q).

v

Sejam (U, )nen € (Pn)nen sequéncias em L?(Q, e 2%¢3) e L?(Q), respectiva-

mente, tais que u,, — v em L*(Q,e *%¢73) e p, — p em L*(Q). Entao,

/6_25°‘¢_3ui dxdt — / ey 3u? dadt
Q Q
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e

1 2 1 2

— | pu(2, 7)) dz — = | p(x,T)" dx.

€ Ja € Ja
Assim,

Ne(Pns un) = Ne(p,u).
Portanto, N, é semi-continuo inferiormente, coercivo e estritamente convexo,

logo existe u, € L*(Q) que miniminiza N (p,u). O

Suponhamos que u, € L?(Q) seja o minimizador de N (p,u). Assim, por meio
da equacdo estado (6.1) encontramos a solugao fraca p.. O préximo passo consiste em
provar a convergencia

limu. =u e limp.=p .
e—0 e—0

Entao, temos que provar que p é a solugao fraca de (6.1) correspondente ao controle u e

que p(z,T) =0 quase sempre em ().
Lema 6.1.1. Seja u. € L*(Q) o minimizador de N (p,u). Entdo temos
ue = ¥y we quase  sempre em Q
com
wee H (0, T ; HH(Q)NL*(0, T; Hy()) ,
€ a solucao fraca do problema parabolico
W + Awe — a(t)we =0 em Q;
we=0 em X; (6.6)
we(z, T) = —%p(:v,T) em €,
sendo p(z,t) a solugao fraca de (6.1), isto €,
ptAp—a(t)p=xou em Q;
p=0, em X; (6.7)
p(z,0) =po(z) em Q,
po € L*(Q), u € L*Q) .

Demonstracao. Vamos escrever a solucao fraca de (6.7) como p = p + p com

p e P solucoes fracas dos sistemas
pe—Ap+a(t)p=0 em Q;
F=0, em %; (6.8)
p(z,0) = plz) em Q,
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p—Ap+at)p=xou em Q;
p=0, em X; (6.9)
p(z,0)=0 em Q,

Em (6.9) temos uma dependéncia linear da solugao p do controle u, que deno-

tamos por :

Lu=7p,(z,T). (6.10)

A aplicagao L : L*(Q) — L*()) dada acima estd bem definida e é portanto

linearmente limitada. De fato, sejam u,v € L*(Q) e a1, as € R, entdo temos :

L(alu + QQU) = Z_)a1u+a2v(x7 T)
- (alﬁu + OQZ_?U) ((L’, T)
- Oélz_ju($7T) + a?]_jv(x7T)

= oaiLu—+ aslv .

Portanto, L é linear. Como p € C° ([0, T]; L*()), entao temos que L ¢ limitada. Assim,

reescrevemos Ne(p,u) = J.(u) com
1
J(u) = / e ¢S udrdt + —/ (P(T) + Lu)* dz. (6.11)
Q €Ja

O valor estacionério u, € L*(Q), para o funcional J (u), definido por (6.12),
é aquele em que a derivada de Gateaux ¢ nula em todas as diregoes w € L*(Q). Isso
significa que :

J'(u)-w=0 para todo w € L*Q),
isto é,

d ~ ~
— Je(ue + ) =0 para todo w € L*(Q) .

Facamos agora o célculo com o peso e 2**¢~3 no funcional J, observando que:
p(T) =p(T) +p(T) =p(T) + Lu. .

De fato,
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1 2
J(ue + I \0) = /6—23%—3 (ue + \0)* dadt + —/ (A(T) + L(ue—l—/\ﬁ?)) dx
Q €Ja

_ 1 2
= / e 273 (ue + A0) dadt + = / <p6(T) — Lue + Lu + >\Lw> dx
Q Q

€

L /Q ( 6(T)+)\L@)2dx

= / e 2y 3u2 da dt + 2\ / e 2% B, w dedt + N2 / e ™ W dadt
Q Q Q

_ / e 2593 (y, + \@)? dzdt +
Q

o |

2
+ 1/(pe(T))Qola: L2 pe(T) Lw dx—l—%/(L[D)zdx
Q Q Q

€ €

1 ~
= /ero‘qﬁB’uZ dx dt +—/ (p(T))? dx: +2)\</ e 3% u, w dudt +
Q €Ja Q

1 1
- / p(T) Lw dx> + )\2</ e %73 @ dadt + = /(Lﬁ)2 dx)
€ Jo Q € Ja

1
- / e %3t d dt + —/ (D(T) + Lu)* dz + 2/\(/ e 2% Sy, w dadt
Q € Ja Q

1 1
+ —/pe(T) Lw dm) + )\2(/ e~ 2% =3 @ dadt + - /(Lﬂ@)2 d:v)
€Jo Q €Ja

- 1 ~
= J(u.) —1—2)\(/ e 2% By, w dedt + —/pE(T ) Lw dx) +
Q € Ja

- 1 -
)\2(/ e %3 @ dadt + /(Lw)2 dx)-
Q €Ja

Assim, temos :

1
Je(ue + A\w) = Jg(u€)+2)\(/ e 23y, w dedt + —/
Q €

Q

- 1 -
)\2(/ e %73 w? ddt + —/(Lw)2 d:v)-
Q €Ja

Dividindo ambos os membros da expressao acima por A, obtemos :

J€<U€+)\w>—c]e(ue) _ 2(/6—25a¢—3u6u’7dxdt + 1/
A Q €Ja

—2sa 4 —3 2 1 ~\2
)\(/Qe o w d:vdt—l—g/Q(Lw) dx)- (6.12)

Pela definicao da derivada de Gateaux, temos :

p(T )L da:) +

p(T L@ dx) +

. Je(ue + A w) — Je(ue) d ~
\m X\ = g Jelue + )

A=0

Assim, tomando o limite em (6.3) quando A — 0, obtemos :

d -
aeje (Ue + >\"LU)

= 2</ e 3% u, w dudt + 1/pe(T )Lw da:), Ve L*Q).
A=0 Q Q

€
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Como u, é um ponto estaciondrio de J.(u), devemos ter :
- 2
2/ e %Py, w drdt + —/pe(T )2(T) de =0, (6.13)
Q €Ja
para todo w € L?(Q) e z solucao fraca de

z— Az +alt)z = xow, em Q;
2=0, em X; (6.14)
2(0)=0, em Q.
Note que z = Lw e L é uma funcao linear limitada de w € L*(Q).
Observagao 6.1.1. Como w € L?(Q) e z(z,t) = Lw(z,t), entao z € C°([0, T' ] ; L*()).

Assim, faz sentido z(x,T) = Lw(z,T) .

Multiplicando (6.14) por w, e integrando em @, temos :

/ w, 2z drdt — / we Az dxdt +/ a(t) z we dedt = / Xw W w, dzdt. (6.15)
Q Q Q Q

Como z = 0 em X, entao pela formula de Green, temos :

(i) fowe Az dadt + [, Vw Vz dedt = [ w. g—; d¥ =0

(ii) fQ z Aw, dxdt + fQ VeVuw, dedt = [ 2 881%6 d¥=0.

Assim, de (i) e (ii), obtemos :

/ we Az dxdt = / z Aw, dxdt . (6.16)
Q Q

Por outro lado, integrando por partes a primeira intergral de (6.14), temos :
T

T T
/ we z dedt = / (/ We 2t dt> dr = / (z We — / Z Wey dt> dz
Q Q 0 Q 0 0

_ /sz w (T d:zc—/gz(()) w,(0) da:—i—/zwd dedt . (6.17)

Q

Logo, substituindo (6.16) e (6.17) em (6.14), obtemos :

/ [—wet — Awe + a(t)w, | z dxdt + /
Q

Q

AT) w(T)ds [

2(0) we(0) dx = / Xw W we dzdt .
Q

Q
(6.18)

Portanto, se w, é solucao fraca do problema :
Wet + Awe — a(t)w. =0, em Q ;
we=0, em X; (6.19)
we(z,T) = -1 p(x,T), em Q.
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Obtemos, de (6.14), (6.18) e (6.19) :
1
——/pe(x,T) 2(x,T) do = / Xo W W, dxdt. (6.20)
€ Ja Q
De (6.13) temos que :

1 o~

—= / pe(T )z(T) dx = / e 253y, w dadt .
€ Jq Q

Logo, (6.20) torna-se :

/ e 2% By, w dedt = / Xo W W, dxdt.
Q Q

/ (e_Qsaqﬁ_SuE - Xw we)@ dxdt = 0,
Q

Vw € L*(Q). Isto implica que :

Isto é,

ue = ¥y, w., quase sempre em @,

com w, solugao fraca de (6.19), isto é, (6.6). Isto prova o Lema 6.1.1. O

Agora, retornaremos a prova do Teorema 6.1.1. De fato, o primeiro passo,
ainda técnico, é obter como aplicacao do Lema 6.1.1 estimativas para u. e p. afim de
garantir a convergéncia de ambos e com isso atingir o nosso objetivo que é p(z,T) = 0.
Para isso, multiplicamos ambos os lados de (6.19) por p.(x,t) e integramos em . No
segundo passo, multiplicamos os dois lados do sistema (6.21) abaixo por w, e integramos
em (.

Pt — Ape + a(t)pe = xowee™ ¢, em  Q ;
p.=0, em X; (6.21)
Pe(x,0) = po(x), em €.

De fato, multiplicando ambos os lados de (6.19) por p.(z,t) e integrando em

Q, temos :
/p6 W dxdt + / Pe Aw, dxdt — /a(t) we pe drdt = 0.
Q Q

Mas temos que :

(i) /pE Aw, dxdt = / we Ap, dadt ;
Q Q

T
(ii) /pE w, ¢ dedt = / Pe We dr — / Der We dadt.
Q Q 0 Q
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Assim,

/pg(T) we(T) dm—/ Pe(0) we(0) dx —/ Det We dxdt+/ we Ape dxdt—/ a(t) we pe dzdt = 0.
Q Q Q Q
(6.22)
Multiplicando ambos os lados de (6.21); por w.(z,t) e integrando em @),

temos :

/pet w, dxdt — / we Ap, dxdt + /a(t) we pe drdt = / e* ¢ w? dwdt. (6.23)
Q Q w

Adicionando (6.22) e (6.23), obtemos :

/ gl drit = / pe(T) w,(T) do — / pe(0) w,(0) de

Isto é ,
/ e**¢Pw? dwdt + % /Q(pe(T))2 dr = — /on(x) we(z,0) dz. (6.24)
A desigualdade de Holder nos diz que :
/on(ac) w,0) da| < ol o, )l (6.25)
Pela desigualdade de observabilidade para w(x, 0), conforme o Teorema 5.0.13,
obtemos :

/ ’w€($,0)|2 dr < C(/ 625a¢3‘w6($,t)‘2 dxdt)
Q w
< C</w625a¢3‘we($7t)‘2 dxdt+%A‘p($,T)|2dx). (6.26)

Substituindo (6.26) em (6.25), segue que :

‘/ﬂpo(:ﬂ) we(z,0) dx

1 1
< IlarC ([ o dode+ L [ a7y
Qu Q

R

IN

C 1 1
Sl +5( [ oo o+ [ ol )P ).
w €Ja
(6.27)

De (6.24) e (6.27), temos :

1 1
/ e* 3 w? ddt + - /(pe(T))2 dr < g|p0|%2(g) t3 </ > |we(x, t)]* dwdt
. Q

+ %/Q]p(:c,T)]de).

w

(6.28)
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Logo,

1
/ 625a¢3w62 drdt + _/(pe<T))2 dx S C|p0|%2(g) = constante.
€Ja

w

(6.29)
Portanto, de (6.29), temos :
[ @@ de < el (6.30)
De (6.30), temos :
pe(z,T) — 0 forte em L?*(2) quando € — 0.
De (6.29), temos :
/wae2sa¢3w€2 dxdt = / e***¢3w? drdt < constante. (6.31)

Pelo Lema 6.1.1 temos que u, = e***¢3y,w. quase sempre em Q. Entdo,

u? = (e**¢*x,) (¥ ¢’ x, w?) quase sempre em Q.

Como e 25%¢p=3 > Cy em Q, entdo e??¢3 < Cio em Q. Logo,

1
u? < —(e*¢*x,w?) quase sempre em Q.
0

Portanto, temos :

1
/ u? dwdt < —/ e** ¢y widzdt < C.
Q Co Jo

Como L?(Q) é um espago de Banach reflexivo, entao a sequéncia (u.) converge

fracamente para u em L*(Q), isto é
u. — u fracamente em L*(Q) .
De (6.21) temos que :
p. — p fracamente em H' (0, T ; H’I(Q)) N L? (0, T ;H&(Q)) ,
entao :

pe = p fortemente em C° ([0, T]; L*(Q)). (6.32)
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De (6.30) temos que :
pe(z,T) — 0 fortemente em L*((2),
de onde existe uma subsequéncia de p.(z,T) tal que :
pe(z, T) — 0 quase sempre em . (6.33)
De (6.32) temos que,
pe(x,t) = p(x,t) quase sempre em 2, para 0 <t <T.
Entao,
pe(z,T) — p(xz,T) quase sempre em (.

De (6.33) temos pela unicidade do limite que p(z,T) = 0 quase sempre em .
Note que no sistema (6.21) u. = w.e***¢*. Portanto, quando € — 0 em (6.21)
obtemos um controle u € L*(Q) e uma fungaop € H' (0, T ; H~Y(Q))NL*(0, T ; H}(Q))
solucao no sentido fraco de
pe—Ap+alt)p=xou em Q,
p(z,t) =0 em X;
p(x,0)=py em Q,
tal que

p(z,T) =0 quase sempre em ().

Isto prova o Teorema 6.1.1. O

6.2 Controlabilidade nula: Equacao de estado nao

linear

Nesta secao vamos investigar a controlabilidade nula para a equacao de estado

nao linear :
pe—Ap+g(p) =xou em  Q;
p(z,t) =0 em X; (6.34)
p(x,0) = po(x) —em

comu € L*(Q), po € L*(N); onde g : R - R ¢ C'(R), globalmente Lipschitz e g(0) = 0.

Isso significa que,

lg(p1) — g(p2)| < M|p1 — p2| para todo pi,po € R e M constante.
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Para nos auxiliar na demostragao da controlabilidade nula de (6.34), precisa-

mos introduzir o seguinte espago de Hilbert :
W(0,75 HY(Q), HT'(Q)) = {p € LA0,T: HY(Q), pi € L0, T3 H™(2))),

com produto interno

T T
(%U):/O (UaU)H(}(Q)ng(Q)+/O (utavt)H—l(Q)xH—l(Q)

e norma induzida pelo produto interno acima

Ipll: = HpHiQ(Q T HY(9) + HptH%Z(O, T, H-1(Q)) -
Temos :
W (0,T; Hy(Q2), H'(2)) € C° ([0, T]; L*(2)) C L*(Q),
Consideremos o subconjunto B de L?(Q)) definido por :
B = {pe W (0,7: H(Q), H (@) [Ipllw: < M},

Para linearizar o sistema (6.34), definimos a fungao auxiliar f : R — R como

segue :
9(p)

fp)=94 7
g(0) se p=0.

Assim, para p € B, py € L*(Q), u € L?(Q), consideremos a seguinte equagiao de estado

se |p|>0;

linear :
pe—Ap+ fD)p=xwu em  Q;
plz,t) =0 em X (6.35)
p(x,0) =po(z) em Q.

Portanto, (6.35) ¢ a linearizacao de (6.34).

Note que a(z,t) = f(p(z,t)) com p € B uma bola de W?. Assim, temos :

_ 9@, g -0 |g(p) — g(0)|
\f(p_(iv,t))!—\ p | = I 7
<y ey, (6.36)
D] 1P|

la(z, t)] =

Portanto, pelo Teorema 6.1.1, parap € W', T > 0 existe u € L*(Q, e 2**¢~3) tal que a
solugao fraca de (6.35) satisfaz p(z,T") = 0 em €2, isto é, temos uma controlabilidade nula
para (6.35).

A controlabilidade nula de (6.34) é dada pelo seguinte teorema :
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Teorema 6.2.1. Suponha g : R — R globalmente Lipschitz e g(0) = 0, py € L*(Q2) e
T > 0. entao existe u € L*(Q, e ¢ %) e p € W (0,T; H} (), H (Q)), solugao fraca
de (6.34) tal que p(z,T) =0 em .

Demonstracao. A prova do Teorema 6.2.1 é feita por meio do Teorema 2.5.10, 0 Teorema
do ponto fixo de Kakutani, mas utilizando a versao infinito dimensional para uma aplicagao

de muiltiplos valores, conforme [19]. No nosso caso temos X = L?(Q) e
B={peW"(0,T; Hy(2), H-()); |lpllwr < Mi} € C°([0,T]; L*(Q)) C L*(Q),
onde M; é uma constante a ser definida de forma adequada.
Afirmacdo 6.2.1. B é convexo.
De fato, sejam u,v € B e t € [0, 1], entao,
(1 —t)u + tv]|wr < (1 —8)||Ju]|wr +t]|v]|w: < (1 —t)My +tMy = M, .
Afirmagdo 6.2.2. B é um subconjunto compacto de L?*(Q).

De fato, seja (b,)nen uma sequéncia de pontos b, € B. Entao, por definigao

de B temos que ||b,||lw1 < M;. Da definigao da norma de W, temos :

dbr,

at < My .

L2(0,T ; H=1(Q))

dbn

Isto significa que (b,)nen é uma sequéncia limitada em L2 (0,7 ; Hj(Q)) e (%2) . é

uma sequéncia limitada em L? (0,7 ; H'(Q)). Assim, pelo Teorema 2.5.7 (Teorema de
Aubin-Lion) existe uma subseqéncia de (b,),eny a qual denotamos por (b,),en tal que

b, — b fortemente em L?*(Q). Portanto, B é compacto.

Definimos a aplicacao ® em B da seguinte forma:
®:B— 2"
B ()
onde

d(p) = {p e W (0,T; Hy(Q), H1(Q)) , p ésolugdo fraca de (6.35) para

u € LAQ,e ¢ ) com/Q6_28"‘qﬁ_3u2 dr dt < C’/ng dr tal que p(z,T)=0 em Q}
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Afirmagao 6.2.3. ®(p) é nao vazio para todo p € B.

De fato, para p € B, a(x,t) = f(p(z,t)) é por definicdo limitada, pois
g ¢ Lipschitz e g(0) = 0. Portanto, para u € L*(Q,e 2*¢73), py € L) existe
p € WH(0,T; HY(Q), H () solugdo fraca de (6.35), tal que p(z,T) = 0, conforme
a secao 6.1. Portanto, para p € B, ®(p) é nao vazio em L?*(Q).

Portanto, quando u € L*(Q, e *%¢™3), py € L*(Q), p € B, ®(p) é um sub-

conjunto de L?(Q), isto é, ® é uma aplicacao de multiplos valores que estd bem definida.

Afirmagao 6.2.4. ®(B) C B.

De fato, para todo p € B se p € ®(p), entao por definicao de ®(p), p é solugao
fraca de (6.35). Assim, multiplicando ambos os lados de (6.35); por p e integrando em 2,

/pptd:c—/pApdfc+/f(ﬁ)p2Z/wade-
Q Q Q Q

temos :

1d
)2dx = §d_|p($at)|%2 @

NN
&lg

(1) /ppt dr = /
Q

@) [ pdvdr=— [ VoVpde =~ [ [Vpde = ~[Tplia0 = ~lote. Ol
Q

Logo,
1d 2 2 VY2
5%’19(%@&2(9) + (e, g = [ (=f@)p” dz+ | xoup da
Q Q
< M/p2d:c—|—/xwupd:c
Q Q
1 1
< M/p2 dx+—/(xwu)2 d:v—l——/p(x,t)2 dx
Q 2 Jo 2 Ja
1 1
= Mlp(x,t)[720) + §|XU|%2(Q) + §|P($,t)|%2(9)
1
= (M+ )|P(x t)‘m §|XU|%2(Q)
1
< (M+ )|P(9C 720 §|X|%Q(Q) |ul?2q)
1
< M+ )|P(x t)‘LQ §|U‘%2(Q)
Portanto,

1
th |p( )\%2(9) + ||p(t)||§{5( o < (M+ )’p( )\%2(9) + §|U‘%2(Q)
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Mas como 3 = min{1, 3}, entao :
1/d 9 9 1 9 1 5
B Elp(t)‘LZ(Q) + ||p(t)||H3(Q) < (M+ §)|p(t)|L2(Q) + §|U|L2(Q)-
Isto é,
d 2 2 2 2
E‘p(t)‘fﬁ(ﬂ) + Hp(t)HHg(Q) < 2M +1)[p()|72(0) + [ul720)-
Integrando em [0,¢) e sabendo que p(x,0) = py, temos :
T t
()72 + | PO @dt < [Polfey + M +1) [ |p(s)]72)ds + [ulfzq)- (6.37)
0 ()
0 0

Para s e A suficientemente grandes e fixos temos pela secao 6.1 que existe uma
constante Cy > 0 tal que Gy < e™>**. Logo, de (6.2) segue que Colul7,q) < Clpol72q)-

Dai, [ul?2(g) < Cilpol7z(q) » onde Cy = & Entdo, (6.37) torna-se :

T ¢
() [72(0) +/ ||p<t)||fqg(n)dt < IpolZ2() + CilpolZziq) + (2M + 1)/ p(s)72() s
0 0
(6.38)
Da desigualdade de Gronwall | segue que :
T
O+ [ Oyt < (Il + Cilila ) 24497 = G
(6.39)
Temos também, para todo v € Hy(Q2) com [|v]| g3 (o) < 1, que :
[ (pev) | = [(Bp = f(@)p + Xxou, v) | = [ {Ap, v) + {(f(D)p, v) + (Xu, v) |
< [{Ap,v) [+ [{f®)p,v) | + | (xwu, v) |
< NlpOllmp@ vl @ + MIpM)| 2@ vl @) + [ulzz@lv)| 2@
1 1
< (IpOllnger + MOCE + CuCHmlir ) Il (6.40
onde C3 ¢ a constante de imersao de Hg () em L*(Q). Portanto, temos que :
peOlE-19) < [lPO|H2@) + Ca, (6.41)

1 1
onde Cy = MC5C5 + C5C7 |po|r2(q)- Segue que :
ez, 7, 10y < 2P0, 1 i) T 2CiT = 2C, +2C5T.  (6.42)
De (6.39) e (6.42), obtemos :

T T
| b0yt + [ Ol < 222 (6.43)
0 0
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Portanto,
Ipllw: < My, com My = (2Cy + 2C3T)*.

Deste modo, se p € B, entao ®(p) C B. Portanto, ®(B) C B.

Afirmagao 6.2.5. ®(p) é fechado em L*(Q).

De fato, considere p € B fixo e seja (p,)neny uma sequéncia de pontos p,, € ®(p)

tal que p, — p forte em L?*(Q). Pela definigao de ®(p), temos que cada p, satisfaz :
Pn, — Apn + f(p)pn = XwlUn em Q )
pn=0 em X, (6.44)
pa(0)=py em Q,
com fQ e ¢ udrdt < C [, pidz, que implica |un|%2(Q) < C|p0|%2(Q). Assim, temos
que (U, )neny € uma sequéncia limitada em L?(Q) e sendo este espaco reflexivo, podemos

extrair uma subsequéncia de (u,)neny que também denotamos por (uy,)nen tal que :
u, —u fracamente em L*(Q) . (6.45)

Como p, € ®(p) C B, seque que p, € B. Assim, pelos mesmos argumentos

para obter (6.43) de (6.39) e (6.42) temos :

Hpn||i2(07 T ; HOI(Q)) + ||pnt‘|%2(0, T ; H-1(Q)) < ]\412 (646)

De (6.46) temos que (pp)neny ¢ limitada em L? (0, T ; H}(Q)) e (Pnt)nen €
limitada em L? (0, T ; H~'(Q)). Como esses espagos sao reflexivos, podemos extrair

subsequéncias, as quais denotamos por (p,)nen € (Pnt)nen tais que :

pn—p  fracamente em L*(0, T ; H} () ,
Pt — i fracamente em L*(0, T ; H1(Q)) , (6.47)
pn—p  fortemente em L*(Q) .

A dltima convergéncia segue do teorema da compacidade, conforme [?7]. De

(6.47) passamos os limites em (6.44), quando n — oo, obtemos :
pe—Ap+ fDp=xou em Q,
p=0 em X, (6.48)
p(z,0) =po(z) em Q |

/625a¢3u2(x,t)dxdt§ /pg(fc) dz.
Q

Q
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Assim, p € ®(p) e ®(p) é fechado. Portanto, como B é um subconjunto compacto de

L*(Q) e ®(p) C B ¢é fechado, isto implica que ®(p) é compacto em L*(Q) .

Afirmagdo 6.2.6. ® tem o gréfico fechado em L?(Q) x L*(Q) .
De fato, sejam p,,, p, tais que :
P, =D, Pn—p fortemente em L*(Q), e p, € ®(B,). (6.49)

Vamos mostrar que p € ®(p). De fato, de p, € ®(p,,), segue que p,, é solugao

fraca de :
Pnt — Apn + f(p_n)pn = XwlUn em Q )
Pn =10 em %, (6.50)
pn(,0) = po(x) em €

e

/ e 2432 (2, t)dadt < C / po(x)* da.
0 Q

Pelos mesmos argumentos para obter (6.46) aplicado a (6.50), obtemos :

Haniz(Q T HY(Q) + ||pm||%2(o, T HQ) S M12 (6.51)

De (6.51) e da estimativa para u, em L*(Q), uma vez que e*“¢~3 > (j,

obtemos subsequéncias (u,)nen, (Pn)nen € (Pn, )nen tais que :

Up — U fracamente em L*(Q) ,
pn—p fracamente em L*(0, T ; Hj(Q)) , (6.52)
Pt —p: fracamente em L*(0, T ; H 1))

De (6.49) obtemos subsequéncias (P, )nen, (Pn)nen tais que :

D, —D quase sempre em Q)
(6.53)

Pn =D quase sempre em Q.

Pela continuidade de f : R — R obtemos f(p,) — f(P) quase sempre em @),

entao por (6.53) temos :

f@.)pn — f(@)p quase sempre em Q. (6.54)

Temos também :

/ |f (B)pa|*dedt < M / |pu|*dadt < CM. (6.55)
Q Q
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Assim, pelo Lema 2.5.2 (Lema de Lions) obtemos de (6.54) e (6.55), que

f(@,)pn — f(P)p fracamente em L*(Q). (6.56)

Portanto, passando o limite em (6.50) quando n — oo, obtemos:

pe—Ap+ f(P)p=xou em Q,
p=0 em X, (6.57)

p(e,0) = pole) em Q

/ e—23a¢*3u2(gj’t)d:€dt < C/ po(x)Q dzx
0 Q

que prova que p € ®(p).

Portanto, aplicacdo de multiplos valores ® : B — 25 satisfaz as condicoes da
versao infinito dimensional de Shizuo Kakutani [24], conforme Glicksberg [19], portanto,
tem um ponto fixo, isto é, existe p € ®(p). Isso prova a controlabilidade nula para a

equagao de estado nao linear (6.34). Assim, completamos a prova do Teorema 6.2.1. [

6.3 Controlabilidade aproximada

Consideremos o sistema de estado parabdlico linear :

pe—Ap+alt)p=xou em Q;
p=0 em X; (6.58)

p(z,0)=py em Q.

De acordo com a definigao 6.37, dizemos que (6.58) é aproximadamente con-
trolavel em L%(€2), no tempo T > 0, se para cada € > 0, dado py € L*(Q) e pr € L*(Q),
existe um controle u € L*(Q,), Q. = w x (0,T) tal que a correspondente solugao p(z,t)

de (6.58) satisfaz:
| p(z,T) = pr(z) |2 < € (6.59)

Este conceito de controlabilidade aproximada foi introduzido por J. L. Lions [33] em-
pregando um teorema de continuagdo por Mizohata, ver também Cara-Guerreiro [14],
Fabre-Puel-Zuazua [12], Zuazua [40].

Nesta secao, provamos o mesmo resultado como uma aplicagao das desigual-

dades de Carleman.
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Teorema 6.3.1. Fixe T'>0 e dado ¢ >0 e pg, pr € L*(Q). Entdo, existe um controle

u € L*(Q,) tal que a solugio p da equagao de estado (6.58) satisfaz
|p($ ) T) _pT($) |L2(Q) < €.

Demonstragdo. Como o sistema é linear, podemos supor py = 0. De fato, com py € L*(Q)

resolvemos o problema:

pe—Ap+ap=xou e Q;
p=0 e X; (6.60)
p(0) = po e Q.
Assim, se w = p — p, w é solucao de (6.58) com w(0) = 0. Portanto, conside-
ramos (6.58) , mas com py = 0. Para provar a controlabilidade aproximada, definimos o

conjunto
Ry(T)={p(x,T); p é solugio de (6.58), com u € L*(Q,)}.

Este conjunto é chamado de conjunto de estados admissiveis e o indice L significa problema
linear. Para provar a controlabilidade aproximada é suficiente mostrar que Ry (7") é denso
em L%(€)). Vamos provar o raciocinio por contradicao.

Suponha que Rr(T) nao é denso em L?(2). Assim, existe um vetor nao nulo

wr no complemento ortogonal Ry (7)Y em L*(). Com wr consideramos o estado

adjunto:
we+Aw—at)w=0 em Q;
w=0 em X; (6.61)
w(z, T)=wr em Q.
Multiplicando (6.61) por p, solucao de (6.58) com u € L*(Q,,) e integrando em
(), obtemos :
/ (wy — Aw — a(t)w) p dxdt = 0.
Mas, ’

Ode— /Q pew drdt = /Q w(T)p(T)da — /Q w(0)p(0) — /Q pow drdt.

/wtpdxdt = /wp
Q Q

/pAw dxdt +/ VpVw dxdt = / w@ d¥=0= / pAw dxdt = —/ VpVw dxdt.
Q Q x On Q Q

/ wAp dxdt +/ VpVuw dxdt = w@ d¥=0= / wAp dxdt = —/ VpVw dxdt.
Q Q s On Q Q
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Dai,

—/ wAp dxdt = —/pAw dxdt.
Q Q

Entao,

w(T)p(T)dx — / w(0)p(0)dz = 0.

Q Q

/Q (i — Ap+ a(t)p) w dedt + /

Observe que p satisfaz (6.58)1, w(T) = wy e p(0) = py = 0. Assim, obtemos:

—/ u(z, t)w(z,t) dedt + / wr(z)p(z, T) dx = 0.
w Q

Para analisar a segunda integral acima, observe que wr(x) pertence ao orto-
gonal Ry (T)* e p(xz, T) pertence a Ry (T). Portanto, a segunda integral é zero. Daf,

/ u(z,t)w(z,t) dedt =0 para todo u € L*(Q,,),

que implica w(z,t) = 0 quase sempre em @),,.

Pela desigaldade de Carleman, com f = 0, obtemos :
/ (s°¢*w(z,t)?) e dadt < 0. (6.62)
Q

Temos que s3¢> > C > 0, e** > 0 em Q x (0, T). Entao de (6.62), obtemos
que w = 0 quase sempre em ). Dali, temos wr(z) = w(z,T) = 0, que é uma contradigao.

Portanto, Rp(T) ¢ denso em L?(2). O
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7 CONCLUSAO

O presente trabalho possibilitou um estudo da controlabilidade nula e aproxi-
mada de um sistema associado a equacao do calor nao linear em um dominio cilindrico
cuja nao linearidade é globalmente Lipschitz. Vimos que quando usamos a palavra con-
trole estamos querendo dizer que atuaremos sobre um sistema de forma a fazer com que
seu estado final esteja de acordo com o que estabelecemos previamente como sendo dese-
jado.

No decorrer de nosso estudo, fora visto que o sistema (3.1) é nulo controldvel
em um tempo T > 0 . Isto é, mostramos que para p, € L?*() existe um controle
u € L*(Q)), tal que a solucio fraca de (3.1) satisfaz P(z,T) = 0 quase sempre em ). Ob-
servamos que se o nosso sistema é de controlabilidade nula, entao controle pode ser obtido
pela minimizagao de um funcional N,(p,u) definido no espago L?(Q, e ?**¢~3. Para nos
auxiliar em tal demonstracao foi de grande revalia o uso da estimativa de Carleman que
resultou na demostracao de uma desigualdade de observabilidade. Outro fator importante
que nos possibilitou alcancar o nosso objetivo fora a abordagem dos argumentos do ponto
fixo de Kakutani.

Vimos também que o nosso sistema é aproximadamente controlavel e a de-
monstragao de tal fato consistiu em provar que o conjunto de estados admissiveis Ry (7T)

é denso em L?().
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