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RESUMO 

Muitos usuários que possuem a mobilidade prejudicada não conseguem operar uma cadeira de rodas 

motorizada com segurança, sem prejudicar a si mesmos e/ou outros por conta de variações no 

sistema, como por exemplo alteração do centro de massa do sistema ou alterações nas condições 

físicas da via a qual trafega.  Tendo em vista contribuir para atenuar o problema de mobilidade, esta 

dissertação tem como principal objetivo apresentar o desenvolvimento de uma metodologia para 

projeto de controladores dinâmicos para cadeira de rodas motorizadas. Especificamente, duas 

propostas são apresentadas, que se baseiam em modelos para sintonia de controladores proporcional, 

integral e derivativo (PID), com propriedades de otimalidade e adaptabilidade.  Estas propriedades 

são inseridas nos controladores PID por meio das abordagens de aprendizado de máquina, controles 

ótimo e adaptativo. A primeira proposta é relacionada com a propriedade de otimalidade, em que o 

projeto do controlador baseia-se em modelos no plano-s que são customizados para forma em espaço 

de estados para aplicação do projeto linear quadrático (LQR). Os referidos modelos são 

exclusivamente desenvolvidos para sintonia de controladores PID. Desta forma, o controlador deve 

lidar não só com as métricas convencionais de desempenho, mas também devem atender os seus 

custos operacionais. A segunda proposta associa as propriedades de adaptabilidade ao controlador 

PID baseado na teoria Redes Neuronais Artificiais (RNA), para resolver problemas vinculados às 

variações paramétricas do sistema, visto que   um algoritmo de controle do tipo PID convencional 

não responde bem aos distúrbios do processo.   As propostas de sintonia são avaliadas em modelo 

matemático da cadeira de rodas em duas situações. Na primeira, o sinal de referência adotado é uma 

trajetória linear e o segundo caso é uma trajetória circular, os testes apresentam resultados 

satisfatórios. 

 

 

Palavras-chave: Cadeira de Rodas Motorizada, Controlador PID, Sintonia Ótima, Controle Adaptativo, Redes 

Neuronais Artificiais. 



ABSTRACT 

Many users with impaired mobility are unable to safely operate a motorized wheelchair without 

harming themselves and/or others due to parametric system variations, such as changing the center 

of mass of the system or changes in the physical road conditions in which it travels. In order to 

contribute to attenuate the problem of mobility, this dissertation has as main objective to present 

development of a methodology for the design of dynamic controllers for motorized wheelchairs. 

Specifically, two proposals are presented, which are based on proportional, integral and derivative 

(PID) controller tuning models, with optimality and adaptability properties. These properties are 

entered into the PID controllers through the machine learning, optimal and adaptive control 

approaches. The first proposal is related to the optimality property, the controller design is based on 

s-plane models that are customized to state-space form for linear quadratic regulator design (LQR) 

application, such models are exclusively developed for PID controllers tuning. Thus, the controller 

must deal not only with conventional performance metrics, but also must meet its operating costs. 

The second proposal associates the adaptive properties to the PID controller based on Artificial 

Neural Networks (ANN) theory, to solve problems related to the parametric system variations, since 

a conventional PID control algorithm does not respond well to the process disturbances. The tuning 

proposals are evaluated in mathematical wheelchair model in two situations. In the first, the 

reference signal adopted is a linear trajectory and the second case is a circular trajectory. The tests 

present satisfactory results. 

 

 

Keywords: Powered Wheelchair, PID Controller, Optimal Tuning, Adaptive Control, Artificial Neural Networks. 
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Capítulo 1 

CAPÍTULO 1 -  INTRODUÇÃO 

Neste capítulo será apresentada uma breve introdução que fornecerá uma visão 

geral e a motivação necessária para o trabalho de dissertação desenvolvido nesta 

dissertação. Depois de declarar o problema relevante, serão sintetizadas as 

abordagens de controle e algumas das suas deficiências serão apontadas. Os temas 

específicos abordados neste trabalho serão apresentados e ao final do capítulo é 

apresentado como o restante do trabalho está organizado. 

1.1 Visão Geral 

A evolução da tecnologia vem se tornando uma aliada aos portadores de deficiência 

física, pois suas inovações estão cada vez mais voltadas para atender suas necessidades. Além 

disso, a própria tecnologia assistiva possibilitou um avanço considerável em equipamentos dos 

mais variados tipos, atendendo as mais diversas necessidades. 

A necessidade de muitas pessoas portadoras de deficiência física pode ser suprida com 

cadeiras de rodas manuais, mas para outros é muito difícil ou até mesmo impossível, utilizar 

cadeiras de rodas independentemente (Simpson, 2005). Nos últimos anos foram introduzidos 

uma variedade de métodos para desenvolvimento de sistemas de cadeiras de rodas motorizadas 

para atender pessoas com deficiência (Simpson, et al., 2004). 

A cadeira de rodas motorizada é um instrumento médico usado para que as pessoas com 

deficiência física nos membros inferiores possam se locomover (Caporal, et al., 2015). Para 

facilitar a mobilidade dos usuários de cadeira de rodas, de acordo com (Bates, 2002), sinais ou 

ações geradas a partir da cabeça podem ser possíveis dispositivos de entrada para todo o nível 
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de lesões. Neste trabalho considera-se que cadeirantes com níveis de lesão baixa são aqueles 

que podem utilizar a mão e/ou cabeça para gerar comandos de entradas, entretanto quando este 

nível aumenta, geralmente a única solução são comando provenientes da cabeça. 

O controle de velocidade da dinâmica de uma cadeira de rodas motorizada é 

indispensável quando se almeja torná-la mais confortável para os usuários (Clearesta, et al., 

2013). O conforto pode ser garantido através da aplicação de um controlador adaptativo, o qual 

se adapta as mudanças ou perturbações na dinâmica do sistema quase sempre presentes no 

ambiente, tais como inclinação da via, peso do cadeirante, irregularidades da via, dentre outras. 

Neste trabalho de dissertação é apresentado o projeto de um controlador ótimo de 

sintonia offline e um projeto de um controlador adaptativo para sintonia online aplicado para 

controle do sistema dinâmico de uma cadeira de rodas motorizada. O método é avaliado através 

de simulações em ambiente MATLAB©.  

1.2 Justificativa 

Os problemas de mobilidade devido à idade, doença ou lesão podem contribuir para 

uma perda severa de independência das pessoas, portanto, muitas destas dependem de 

dispositivos auxiliares para ajudá-los a alcançar um grau aceitável de mobilidade. Vários 

dispositivos que auxiliam na mobilidade estão disponíveis para o paciente, desde dispositivos 

muito simples até muito complexos (Vanacker, 2008). Entre os assistentes de mobilidade tem-

se a bengala que pode ser considerada um dos dispositivos mais simples para tal. Os dispositivos 

de assistência mais complexos geralmente precisam de uma fonte de energia e normalmente 

fornecem mais assistência, logo quanto mais assistências estes tipos de dispositivos fornecem 

aos usuários, mais complexo se torna o sistema (Wang & Li, 2010). 

Em alguns casos existem pessoas que perderam o controle dos braços e pernas, como 

resultado de lesão da medula espinhal em um nível mais elevado ou distúrbios do sistema 

nervoso, desta forma estas pessoas não podem usar a cadeira de rodas convencionais, que 

depende da força muscular dos braços para mover a cadeira de rodas. Ao mesmo tempo que 

não podem usar a cadeira de rodas motorizada controlada por joystick e ainda precisam da ajuda 

de outra pessoa para mover sua cadeira de rodas de um lugar para outro, ainda que consigam 

utiliza-la, uma cadeira de rodas motorizada pode se tornar perigosa para o seu usuário e/ou para 
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as pessoas ao redor, devido a velocidade máxima atingida (entre 10 e 15 km/h) e também ao 

seu peso (podem chegar a pesar 120 kg em conjunto com o peso do usuário) (Amori, 1992). 

A aplicação de sistemas de controle em cadeiras de rodas motorizada tem como 

propósito superar os problemas de segurança associados à sua condução e também para auxiliar 

os usuários atenuando a falta de controle, para tal, vários projetos desenvolveram algoritmos no 

campo de controladores inteligentes (Wang, et al., 2009). O controlador geralmente vem na 

forma de uma unidade de computação on-board que possui uma gama de sensores como 

periféricos. Através de seus sensores, o controlador percebe o meio ambiente e o usuário (o 

joystick também é um dos sensores do controlador). A partir desses dados, então, pode-se tentar 

ajustar a comportamento dinâmico do sistema como um todo. Normalmente, o controlador atua 

diretamente sobre os motores de cadeiras de rodas. O joystick apenas está conectado aos 

motores através do controlador, de modo que o usuário tem influência indireta no movimento 

da estrutura.  

A segurança e a robustez são aspectos especialmente sensíveis em uma implementação 

onde o piloto está situado no interior do sistema e além disso possui capacidades cognitivas e 

físicas limitadas (Kelouwani, et al., 2013). A robustez do sistema é retratada na medida em que 

pode-se atenuar as situações de alterações do meio em que trafega, por exemplo, uma cadeira 

de rodas pode ser bloqueada devido a alguns critérios de segurança, o protótipo deve permitir 

ao piloto poder retomar o controle a qualquer momento no modo manual (Fehr, et al., 2000). 

1.3 Objetivos 

Os objetivos deste trabalho de dissertação estão categorizados em gerais e específicos. 

Desta forma, distinguem-se pontos abrangentes a serem alcançados para que sejam logrados os 

fins essenciais. 

1.3.1 Objetivos Gerais 

Propor uma abordagem de projeto de controlador acessível, que possam ser facilmente 

adaptados em uma classe de máquinas móveis, para melhoria de desempenho do rastreamento 

da direção de referência. Desenvolvendo um sistema de deslocamento através de um 
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controlador dinâmico que seja capaz de conduzir uma cadeira de rodas motorizada de um ponto 

a outro de forma segura e confortável.  

1.3.2 Objetivos Específicos 

• Levantar modelo matemático de uma plataforma móvel de tração diferencial; 

• Projetar controlador dinâmico e cinemático para cadeiras de rodas motorizada; 

• Levantar modelo matemático de um controlador PID de sintonia ótima, para controle do 

sistema dinâmico. 

• Pesquisar projetos de sistemas de controle através de estudo bibliográfico. 

• Propor uma metodologia que permita projetar e implementar um sistema de controle 

automático para o posicionamento de uma cadeira de rodas elétrica. 

• Desenvolver metodologias para controladores ótimo-adaptativo, o qual fornece as 

velocidades necessárias para rastrear o caminho de referência; 

• Avaliar o projeto dos algoritmos propostos em plataforma do tipo MATLAB© e verificar 

o seu desempenho em face a convergência. 

1.4 Estado da Arte 

Um importante ponto no controle de robôs móveis é que a maioria dos controladores 

projetados atualmente são baseados na cinemática do sistema, contudo, para execução de tarefas 

que requerem deslocamento em altas velocidades ou transporte de cargas, é fundamental 

considerar a dinâmica dos veículos. Nesse caso, alguns controladores são propostos para 

compensar a dinâmica, como por exemplo em (Martins, et al., 2008) e (Cruz, et al., 2010), que 

propõem um controlador adaptativo seguidor de trajetória baseado na dinâmica de um robô 

móvel. Nestes trabalhos, existe um ponto em comum, ambos projetam seus controladores 

cinemáticos como sendo o modelo inverso da cinemática dos robôs, e este controlador fornece 

os sinais de referência para o controlador dinâmico, o que será detalhado nos capítulos a seguir.  

A maior parte dos controladores que realizam a compensação da dinâmica de robôs 

móveis presentes na literatura geram sinais de torque (Cruz, et al., 2010). No entanto, robôs 

móveis comerciais usualmente recebem sinais de velocidade como comandos, como é o caso 

dos robôs Pioneer da empresa Mobile Robots, e dos robôs Khepera da K-Team Corporation. 
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Em (Solea, et al., 2015) propõe-se um controlador seguidor baseado em cinemática de 

robôs móveis de rodas (WMR – Wheel Mobile Robot) com aquisição de dados a partir de 

encoders aplicado a cadeira de rodas motorizada. Neste tipo de controlador é provida a robustez 

as curvas de erro de estimação, além de se propor um sistema de navegação baseado na 

movimentação da íris (olho) do usuário, com desvio de obstáculos. 

Já em (Clearesta, et al., 2013), (Cruz, et al., 2012) e (Martins, et al., 2008), é proposto  

um controlador dinâmico adaptativo, no qual sua estabilidade é provada por Lyapunov baseado 

em modelos cinemáticos e dinâmicos de uma cadeira de rodas motorizada e a avaliação do 

método é realizada através de experimentos computacionais. 

Para desenvolvimento deste trabalho de dissertação, também foram utilizadas 

bibliografias nas áreas de controladores ótimos e adaptativos para sistema dinâmicos. Em (He, 

et al., 2000), apresenta-se um algoritmo de sintonia de controladores PID através da teoria do 

Regulador Linear Quadrático, onde o processo de sintonia ocorre através da seleção das 

matrizes de ponderação ܳ e ܴ  associadas à frequência natural (߱௡)  e ao fator de amortecimento 

 .de um modelo de referência de segunda ordem, afim de se obter o comportamento desejado (ߞ)

Em (Rivera-Mejía, et al., 2012) utiliza-se um controlador PID baseado em uma Rede 

Neuronal Artificial, afim de se garantir a adaptabilidade do sistema de controle. O desempenho 

do método é avaliado com base nos critérios de controle clássico, avaliando a resposta ao degrau 

usando modelos de planta de primeira e segunda ordem com mínima configuração de hardware. 

1.5 Organização do Trabalho 

No Capítulo 2 são fornecidas as explicações sobre o modelo matemático de uma cadeira 

de rodas motorizada e apresenta sua semelhança em relação a robôs móveis de tração 

diferencial. Neste capítulo, os modelos dinâmico e cinemático são expostos, em conjunto, com 

as restrições não-holonômicas do sistema e suas limitações. No Capítulo 3 é apresentado os 

principais conceitos relacionados a metodologia aplicada ao sistema de controle aplica em uma 

cadeira de rodas motorizada, que é composto por um controlador cinemático e controlador 

dinâmico. Ainda nesse capítulo são expostos os principais conceitos relacionados a 

controladores ótimos e Redes Neuronais Artificiais aplicadas em sistemas de controle. O 

Capítulo 4 expõe o projeto do sistema de controle, de forma a iniciar com a apresentação do 

primeiro método de sintonia ótima de controladores PID e em seguida é apresentado a estrutura 



Capítulo 1 - Introdução 6 

 

do controlador PID adaptativo baseado em Redes Neuronais Artificiais. No Capítulo 5 é 

avaliada a metodologia mediante a análise dos resultados obtidos através de sua aplicação.  As 

conclusões e propostas para trabalhos futuros, são apresentadas no Capítulo 6. Em anexo são 

disponibilizados os algoritmos desenvolvidos em ambiente MATLAB©, para coleta e avaliação 

dos resultados (Apêndice B), de maneira mais especifica nesta seção são fornecidos os 

algoritmos de sintonia LQR de controladores PID aplicado em uma cadeira de rodas motorizada 

incluindo seus comportamentos dinâmico e cinemático. Ainda nesta seção, é fornecido o 

diagrama de blocos montado utilizando a ferramenta MATLAB© e Simulink© dos sistemas 

dinâmico e cinemático de uma cadeira de rodas motorizada. O algoritmo de controle PID-RNA 

também é disponibilizado nesta seção. No Apêndice C é apresentado um método experimental 

para identificação de sistemas aplicando o algoritmo dos mínimos quadrados recursivos 

(Recursive Least Square – RLS) para identificação dos parâmetros de um motor de Corrente 

Continua. 

 



Capítulo 2 

CAPÍTULO 2 -  SISTEMA DE CONTROLE DO 

PROCESSO 

Neste capítulo é realizada a descrição o processo utilizado para avaliação da 

presente proposta, através do levantamento do modelo matemático, onde divide-se 

em cinemático e dinâmico, baseado nas principais metodologias empregadas nos 

trabalhos pesquisados.  

2.1 Descrição do Processo 

O levantamento do modelo matemático é a parte mais importante para qualquer projeto 

do sistema de controle de sistema dinâmicos e para isto é necessário entender o funcionamento 

de todo o sistema e este modelo, é dividido em modelo dinâmico e cinemático. Podem ser 

obtidos através de modelagem matemática ou através de técnicas de identificação de sistemas 

(no Apêndice C é apresentado um algoritmo para identificação de sistemas, baseado no 

estimador dos Mínimos Quadrados Recursivos). Normalmente, uma cadeira de rodas tem duas 

rodas diferenciais que a movem e duas rodas giratórias (rodas castor1) que ajustam o movimento 

da cadeira de rodas, que são identificados na Figura 2.1. 

No modelo dinâmico estão inseridos os componentes de aceleração em sua 

representação, de forma a resultar a variação da velocidade angular das rodas, levando-se em 

                                                 
1Roda orientável não-centralizada, ou castor wheel, é uma roda orientável com relação à estrutura, sua 

principal função é dar estabilidade à estrutura mecânica como roda de direção (Siciliano, et al., 2009). 
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consideração constantes de massa, atrito e inercia, por exemplo, e esta energia mecânica é 

resultante do fornecimento de energia elétrica aos motores (Hou, et al., 2012).   

  
Figura 2.1 – Cadeira de Rodas Manual. 

As cadeiras de rodas motorizada geralmente utilizam dois motores de corrente contínua 

e estes requerem um sistema eletrônico capaz de comandar e ajustar de forma independente a 

velocidade de cada motor diante de uma superfície na qual a cadeira de rodas está se movendo.  

O modelo cinemático tem como variáveis de entrada as velocidades da cadeira de rodas 

(escalar e angular) e como saída a posição e a direção da cadeira, e como constantes tem-se o 

diâmetro de suas rodas e o seu centro de gravidade. Os modelos cinemático e dinâmico são 

representados pela Figura 2.2. 

 
Figura 2.2 – Diagrama de Blocos de uma Cadeira de Rodas Motorizada. 

onde ଵܷ representa a tensões de entrada do motor esquerdo e ܷଶ a tensão de entrada do direito, 

as velocidades angulares das rodas esquerda e direita são representadas por ߱ଵ e ߱ଶ, 

respectivamente, ݒ representa a velocidade escalar da cadeira de rodas, ߱  é a velocidade angular 
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da cadeira de rodas, ݔ e ݕ são as posições da cadeira em relação ao eixo x e y e ߮ é ângulo da 

cadeira em relação ao eixo x. 

A estrutura mecânica de uma cadeira de rodas motorizada assemelha-se as estruturas 

utilizadas em robôs móveis de tração diferencial (Clearesta, et al., 2013). Na área da robótica a 

principal característica de um robô é a sua estrutura mecânica. Os robôs podem ser classificados 

como aqueles com base fixa, manipuladores de robôs e aqueles com uma base móvel, robôs 

móveis. A seguir são apresentadas as características geométricas dos robôs móveis com rodas. 

2.2 Robôs móveis com rodas 

A robótica pode ser definida como um conjunto de conhecimentos teóricos e práticos 

que permitem conceber, executar e automatizar sistemas baseados em estruturas metálicas com 

várias articulações, dotados de um certo grau de "inteligência" e destinados à produção 

industrial ou à substituição do homem em várias tarefas (Júnior, 2000). Um sistema robótico 

pode ser descrito como o que é capaz de receber informações, de compreender o seu entorno 

através do uso de modelos, de formular e executar planos e de controlar ou supervisionar sua 

operação. 

Os robôs móveis de modo geral são uma plataforma mecânica equipada com um 

sistema de locomoção capaz de transitar através de um determinado ambiente de trabalho, 

dotado de um certo nível de autonomia por sua deslocação carregando cargas ou cumprindo 

uma missão (Laut, 2011). Os robôs móveis que operam em ambientes não estruturados, ou seja, 

ambientes com obstáculos imprevisíveis (pessoas ou animais por exemplo), se deparam com 

incertezas significativas no posicionamento e identificação de objetos e até mesmo o 

posicionamento do robô em relação ao ambiente que está situado (Ruzaij & Poonguzhali, 2012). 

Os robôs móveis são caracterizados pela sua capacidade de se locomover pelo ambiente, que 

podem ser classificados de uma forma mais simples, como sendo aéreos, aquáticos, terrestres, 

etc. e evidentemente, um robô móvel pode ser projetado para se mover por vários meios. 

A maioria dos robôs móveis distribuem seus sistemas de tração e direção nos eixos de 

suas rodas de acordo com as exigências de velocidade, facilidade em efetuar manobras e 

características do terreno (Romero, et al., 2014). A precisão e a velocidade com que o robô deve 

chegar ao seu destino, implica ter um sistema de tração confiável e um sistema de direção que 

proporciona maior estabilidade ao robô. Estes sistemas são responsáveis por determinar as 
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características do sistema de tração e direção, não apenas em relação à técnica a ser aplicada, 

mas também o número e o tipo de rodas necessárias para que se obtenha uma estável e de acordo 

com o arranjo das rodas na estrutura, os robôs móveis são classificados em triciclos, 

quadriciclos e uniciclos (Siciliano, et al., 2009). 

O robô do tipo triciclo é composto por duas rodas fixas convencionais no mesmo eixo 

e uma roda orientável convencional que concentra as funções de direção de tração, que pode 

ser ilustrado pela Figura 2.3. A estrutura mecânica e os circuitos eletrônicos de controle são 

simples, para aplicações industriais, esta configuração é adequada para o transporte de cargas 

pesadas a uma baixa velocidade (Júnior, 2000). 

 
Figura 2.3 – Ilustração de um Robô Móvel de Tração Diferencial Triciclo (Siciliano, et al., 

2009). 

A configuração de um robô triciclo possui um problema associado ao posicionamento 

do seu centro de gravidade, em alguns casos, dentro dos limites da superfície do balanço, 

definidos pelas três rodas, quando o veículo está em movimento isso produz uma perda de 

tração no veículo causando erros de estimação de posição do robô.  

O robô móvel do tipo quadriciclo possui duas rodas fixas montadas em um eixo 

traseiro e duas rodas orientáveis montadas em um eixo dianteiro. A representação deste tipo de 

robô é ilustrada pela Figura 2.4. Como no caso anterior, um motor fornece tração (nas rodas 

dianteiras ou traseiras) enquanto outro motor altera a orientação das rodas dianteiras em relação 

ao veículo. Vale ressaltar que, para evitar o deslizamento, ou arrastamento de uma das rodas, 

as duas rodas dianteiras devem ter uma inclinação diferente quando o veículo se move ao longo 

de uma curva, então a roda interna em relação ao raio de curvatura de sua trajetória é 

ligeiramente mais inclinada em relação à externa (Siciliano, et al., 2009). Isso é garantido pelo 

uso de um artifício específico chamado direção Ackerman aplicado também na área automotiva. 
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Figura 2.4 – Ilustração de um Robô Móvel de Tração Diferencial Quadriciclo (Siciliano, et al., 

2009). 

O modelo mais utilizado pelos pesquisadores para o teste de novas metodologias de 

controle é o do tipo uniciclo, por ter uma cinemática simples e sua estrutura consiste em duas 

rodas fixas convencionais no mesmo eixo, controladas independentemente e uma roda louca 

que dá estabilidade, conhecidos também como robôs móveis de tração diferencial (Alves, et al., 

2011). O sistema de direção de tração associado a este tipo de configuração permite que a 

velocidade angular e escalar de referência sejam tratadas de forma independente.  

 
Figura 2.5 – Ilustração de um Robô Móvel de Tração Diferencial Uniciclo (Siciliano, et al., 

2009). 

2.3 Cinemática de cadeiras de rodas motorizadas 

Os veículos com rodas são geralmente submetidos a algum tipo de restrição em sua 

movimentação (Siciliano, et al., 2009), por exemplo, um carro pode chegar a qualquer ponto 

final em seu plano, mas nunca pode se mover lateralmente, portanto, dependendo da seu destino 

final, é necessário realizar uma série de manobras (como estacionamento em uma vaga entre 

dois carros) para alcançar o estado desejado. Uma cadeira de rodas motorizada pode ser 
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caracterizada da mesma forma, e seu posicionamento pode ser descrito através de duas 

coordenadas, ݔ e ݕ, e um ângulo de direção ߮, isto é ilustrado pela Figura 2.6.  

 
Figura 2.6 – Geometria de uma Cadeira de Rodas. 

sendo ݌ a distância entre o ponto ܥ e o ponto ݎ ,ܮ é o raio da roda, ݀ é a distância do ponto ܮ a 

cada roda, ܥ é o centro de massa do sistema, ݒ é a velocidade de avanço e ߱ é a velocidade 

angular da cadeira de rodas, como ilustrado na Figura 2.6. 

A cadeira de rodas pode se locomover ao longo de um caminho que pode fornecer estas 

informações através de um vetor, dado por ݍ = ݔ] ݕ ߮]𝑇 . (2.1) 

Por uma questão de simplicidade optou-se por não referenciar as equações no domínio 

do tempo. Por exemplo, ݔሺݐሻ  = ሻݐሺݔ݀ e para diferenciação ݔ  ⁄ ݐ݀  = ሶݔ  .  
A movimentação do vetor ݍ está sujeita a uma restrição não-holonômica, que significa 

que o modelo cinemático do sistema não é capaz de se movimentar, instantaneamente, em 

qualquer direção e sua movimentação é descrita de acordo com a Eq. (2.2) (Laut, 2011). ݔሶ ∙ sin߮ = ሶݕ ∙ cos߮ . (2.2) 

A Eq. (2.2) modela a restrição que impede o robô de se mover instantaneamente em 

qualquer direção, mas não o restringe de chegar em qualquer posição no plano em que está se 
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movendo (Siciliano, et al., 2009). A cinemática de robôs móveis de tração diferencial 

relacionam a velocidade escalar e a angular, respectivamente [߭ ߱]𝑇 em velocidades 

cartesianas ݍሶ = ሶݔ] ሶݕ ሶ߮ ]𝑇, onde a componente ݔ da velocidade escalar pode ser expressa 

como  ݔሶ = ߭ ∙ cos ߮ e a componente de ݕ como ݕሶ = ߭ ∙ sen߮, a partir disso reescreve-se o 

sistema como 

ሶ߮ሶݕሶݔ] ] = [cos߮ ݌− ∙ 𝑖݊ݏ ߮sin߮ ݌ ∙ cos ߮Ͳ ͳ ] [ ߭߱ ] . (2.3) 

A posição da cadeira de rodas é representada pelo vetor ℎ = ݔ]  𝑇, assim[ݕ

ℎሶ = ሶݕሶݔ] ] = [cos߮ ݌− ∙ 𝑖݊ݏ ߮sin ߮ ݌ ∙ cos߮ ] [ ߭߱ ] = ܯ [߭߱ ] , (2.4) 

onde 

ܯ = [cos߮ ݌− ∙ sin߮sin ߮ ݌ ∙ cos ߮ ] , (2.5) 

Neste tipo de abordagem, de obtenção do modelo cinemático, assume-se que qualquer 

velocidade ߭ ou ߱ imprimida pela cadeira é instantaneamente atingida e os efeitos dinâmicos 

da cadeira de rodas são desconsiderados. Então para uma melhor representação do modelo 

matemático de uma cadeira de rodas é necessário gerar as velocidades angulares das rodas 

através de um modelo dinâmico para daí então serem geradas as velocidades cartesianas. 

2.4 Dinâmica de cadeiras de rodas motorizadas 

As entradas em um modelo cinemático não representam diretamente as entradas reais 

(isto é, força ou torque), pois omite-se a dinâmica do sistema para se lidar apenas com o modelo 

cinemático (Alves, et al., 2011). Com posse do modelo cinemático é necessário inserir a 

dinâmica fornecidas pelas rodas ao sistema, então defini-se ߱ଵ e ߱ଶ como sendo as velocidades 

angulares das rodas esquerda e direita, respectivamente, uma característica importante do 

modelo apresentado é que suas entradas são velocidades angulares das rodas (Cruz, et al., 2012).  

O modelo proposto incorpora a dinâmica dos atuadores e de seus servos, então a 

velocidade escalar de cada uma das rodas, considerando que as rodas não deslizem ao girar 
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(destracionar) (Moslehi, 2011) (Cruz, et al., 2010) (Martins, et al., 2008), podem ser descritas 

como ݒ௜ = ∙ ݎ  ߱௜, (2.6) 

sendo 𝑖 =  ݁ para a roda esquerda e  𝑖 =  ݀ para roda direita. As velocidades escalar e angular 

da cadeira podem ser definidas respectivamente como 

ݒ = ሺݒ௘ + ʹௗሻݒ  , (2.7) 

e ߱ = ሺݒௗ − ʹ௘ሻݒ ∙ ܾ  . (2.8) 

Quando 𝑖 = ݁ refere-se a esquerda e 𝑖 = ݀ a direita. As Eq. (2.7) e (2.8) podem ser 

reescritas de modo que forneça o vetor de velocidades [ݒ ߱]𝑇, necessários para determinação 

do vetor ݍሶ  na Eq. (2.3) , para o modelo dinâmico dado por 

ݒ߱] ] = ݎʹ [ ͳ ͳ−ͳ ܾ⁄ ͳ ܾ⁄ ] [߱௘߱ௗ] = ܰ [߱௘߱ௗ] . (2.9) 

Como citado anteriormente, uma cadeira de rodas motorizada possui a mesma dinâmica 

robôs móveis de tração diferencial e esse comportamento pode ser ilustrado pela Figura 2.7, 

considerando que as rodas não percam tração. 

 
Figura 2.7 – Centro de Rotação Instantâneo de uma Cadeira de Rodas. Adaptado de (Moslehi, 

2011) 
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As velocidades angulares das rodas esquerda e direita são fornecidas por dois motores 

elétricos, por intermédio de um sistema de transmissão, representado pela Figura 2.8. 

 
Figura 2.8 – Sistema Dinâmico de Uma Cadeira de Rodas Motorizada. 

O método clássico para representação dinâmica de robôs móveis é o método de 

Lagrange que incorpora os conceitos de trabalho e energia para aquisição indireta das equações 

de movimento, isto se dá através da diferença entre a energia cinética e a potencial, dado por 

(Cruz, et al., 2010) (Martins, et al., 2008) 

ℒሺݍ, ሶݍ ሻ = ,ݍ𝜏ሺܧ ሶݍ ሻ − ሻݍ𝒰ሺܧ = ͳʹ ሶݍሻݍሺܫሶ𝑇ݍ −  ሻ , (2.10)ݍ𝒰ሺܧ

sendo ܧ𝜏ሺݍ, ሶݍ ሻ e ܧ𝒰ሺݍሻ as energias cinemática e potencial, respectivamente e ܫሺݍሻ é a matriz 

de inercia do sistema mecânico. 

A equação de Lagrange que representa a dinâmica é dada por ݀݀ݐ (߲ℒ߲ݍሶ )𝑇 − (߲ℒ߲ݍ)𝑇 = Ͳ , (2.11) 

esta é a forma geral da equação de Lagrange para sistemas holonômicos, no caso de sistemas 

não-holonômicos a equação anterior deve ser reescrita como ݀݀ݐ (߲ℒ߲ݍሶ )𝑇 − (߲ℒ߲ݍ)𝑇 = ܵሺݍሻ߬ + ܸሺݍሻ𝜆 , (2.12) 

onde ߬ ∈ ℝ௢×ଵ é o vetor de torques de entrada, onde ݋ é o número de entradas, ܵሺݍሻ ∈ ℝ௡×௢ é 

uma matriz de transformação das entradas dado pela Eq. (2.3), 𝜆 ∈ ℝ௠×ଵ é vetor de 

multiplicadores de Lagrange que representa a forças de restrição e ܸሺݍሻ ∈ ℝ௠×௡ é a matriz 

associada as restrições. 
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De acordo com as Eqs. (2.10) e (2.11) o modelo dinâmico de um sistema mecânico não-

holonômicos é dado por ܫሺݍሻݍሷ + ݊ሺݍ, ሶݍ ሻ = ܵሺݍሻ߬ + ܸሺݍሻ𝜆 , (2.13) 

e ܸሺݍሻݍሶ = Ͳ . (2.14) 

De acordo com as Eqs (2.13) e (2.14), o modelo dinâmico da cadeira de rodas é dado por 

[݉ Ͳ ͲͲ ݉ ͲͲ Ͳ [ܫ ሷ߮ሷݕሷݔ] ] = [cos߮ −݌ ∙ 𝑖݊ݏ ߮sin ߮ ݌ ∙ cos ߮Ͳ ͳ ] [߬௟߬௔] + [ sin߮−cos߮Ͳ ] 𝜆 , (2.15) 

e [sin߮ −cos߮ Ͳ]ݍሶ = Ͳ , (2.16) 

onde ߬ ௟ e ߬ ௔ representam a força escalar e o torque angular da cadeira de rodas respectivamente, 

aplicando a derivada na Eq. (2.4), para simplificar a Eq.(2.13) tem-se que 

ሶݒ = ߬௟݉   , (2.17) 

e 

ሶ߱ = ߬௔ܫ  . (2.18) 

De forma similar as Eqs. (2.7) e (2.8), as equações de torque escalar e angular possuem 

a mesma relação entre as rodas direita e esquerda, dessa forma podem ser reescritas como 

߬௟ = ሺ߬௘ + ߬ௗሻʹ  , (2.19) 

e ߬௔ = ݈ሺ߬ௗ − ߬௘ሻʹ ∙ ܾ  . (2.20) 

onde ߬ଵ e ߬ଶ  representam os torques das rodas esquerda e direita, os quais são gerados pelos 

atuadores (motores elétricos) de cada uma das rodas. 



Capítulo 3 

CAPÍTULO 3 -  SISTEMA DE CONTROLE PID-
ADAPTATIVO ÓTIMO 

Este capítulo é dedicado a apresentação dos sistemas de controle de uma cadeira 

de rodas motorizada. A arquitetura e a formulação do controlador cinemático 

baseada no modelo cinemático inverso do sistema é apresentada. Para o 

controlador dinâmico, propõe-se a aplicação de um controlador Proporcional 

Integral e Derivativo, onde é apresentado alguns conceitos referentes a 

metodologia utilizada neste trabalho, tais como Regulador Linear Quadrático e 

Redes Neuronais Artificiais, que serão aplicados no projeto do controlador 

apresentado na próxima seção. 

3.1 Preâmbulo 

O controle de movimento de máquinas móveis com tração diferencial é separado em 

controles cinemático e dinâmico. Os controladores atuam na velocidade do sistema de modo 

que seu posicionamento, representado pelo vetor ݍ = ݔ]  ݕ ߮]𝑇, siga uma trajetória de 

referência, representada pelo vetor ݍ௥  = ௥ݔ]  ௥ݕ ߮௥]𝑇. Desta maneira, a estrutura do 

controlador, então é decomposta em controle cinemático, para controlar a posição do robô, e 

pelo controle dinâmico, que controla o vetor de velocidades do robô, ilustrados pelos diagramas 

de blocos nas Figura 3.1 e Figura 3.2. 

Incialmente, concentra-se apenas no modelo cinemático, assumindo que existe um 

rastreamento de velocidade perfeito, desta forma, a dinâmica do veículo é negligenciada e 
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considera-se apenas o sistema de direção conforme apresentado na Eq. (2.3), onde o vetor ܸ௥ ௥ݒ]= ߱௥]𝑇 representa as velocidades escalar e angular de referência da cadeira de rodas, 

respectivamente. 

 
Figura 3.1 – Diagrama de Blocos do Controle de Posição Utilizando o Modelo Cinemático. 

O projeto para controladores dinâmico é realizado levando-se em consideração a 

aceleração angular das rodas e momentos de inercia. 

 
Figura 3.2 – Diagrama de Blocos do Sistema Dinâmico em Malha Fechada. 

Ainda na Figura 3.2, ܷ =  [ ௘ܷ ܷௗ] representa as tensões de alimentação dos motores 

esquerdo e direito. O sistema completo é ilustrado pelo diagrama de blocos da Figura 3.3. 

 
Figura 3.3 – Diagrama de Blocos do Sistema de Controle de Posicionamento Completo. 

O controle de movimento de cadeira de rodas motorizada foi estudado por muitos 

autores na última década e como mencionado anteriormente, eles são cada vez mais utilizados 

em ampla gama de aplicações. O presente trabalho de dissertação foi realizado para projetar 

controladores de movimento, levando-se em consideração toda dinâmica do sistema, no 

entanto, o conhecimento exato sobre os valores de todos os parâmetros é praticamente 

inconcebível se considerar que durante o movimento esses parâmetros podem mudar devido a 

fricção superficial, carga adicional ou entre outros, daí o problema torna-se mais complexo. 
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Estes fatos justificam a necessidade de implementação de um controlador de forma a atenuar 

tais distúrbios 

3.2 Controlador Cinemático 

O controlador cinemático, aplicado em robôs móveis tem como objetivo controlar a sua 

posição e em alguns casos sua orientação (߮), gerando os sinais de referência para o controlador 

dinâmico a uma dada trajetória percorrida pela cadeira de rodas e baseia-se na cinemática do 

sistema dado pela Eq. (2.4). Então para um dado ponto de referência necessita-se gerar rotações 

de referência para as rodas, a inversa da cinemática do sistema, de acordo com (Cruz, et al., 

2010), é representado por 

[ ߭߱ ] = ଵ−ܯ ሶݕሶݔ] ] = [ cos ߮ sin ߮−ͳ݌ sin߮ ͳ݌ cos߮] ሶݕሶݔ] ] . (3.1) 

Ainda de acordo com (Cruz, et al., 2010) o controlador cinemático é dado por 

[௥߱௥ݒ] = [ cos߮ sin߮−ͳ݌ sin߮ ͳ݌ cos߮] [   
௥ݔ  + tanh (݇௫ܫ௫ ݁௫)ݕ௥ + tanh ቆ݇௬ܫ௬ ݁௬ቇ]   

  , (3.2) 

As velocidades escalar e angular de referência da cadeira de rodas são representadas por ݒ௥, ߱௥, ݁௫ e ݁௬ são os erros de posicionamento em relação as coordenadas ݔ e ݕ 

respectivamente, ݇௫ e ݇௬ são os ganhos do controlador, onde ݇௫ >  Ͳ e ݇௬ >  Ͳ, ܫ௫ e ܫ௬ são as 

constantes de saturação e ݔ௥ e ݕ௥ são as coordenadas de referências. 

O modelo de controlador representado na Eq. (3.2) fornece as velocidades escalar e 

angular de referência para o sistema. As velocidades angulares de cada roda são obtidas a partir 

da inversa do modelo matemático dado pela Eq. (2.9). Desta forma manipulando-se a dada 

equação tem-se que as velocidades das esquerda e direta são dadas por 

[߱௘߱ௗ] = ܰ−ଵ [ ߭߱ ] = ͳݎ [ͳ −ܾͳ ܾ ] ݒ߱] ] , (3.3) 
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substituindo a Eq. (3.2) na Eq. (3.3), as velocidades angulares de referência são dadas por 

[߱௘௥߱ௗ௥ ] = ܰ−ଵ  ∙ ଵ−ܯ  [   
௥ݔ  + tanh (݇௫ܫ௫ ݁௫)ݕ௥ + tanhቆ݇௬ܫ௬ ݁௬ቇ]   

  , (3.4) 

os valores de velocidade angular de referência da roda esquerda e direita são representados por ߱௘௥ e ߱ௗ௥ , respectivamente.  

3.3 Controlador Dinâmico – Controlador PID 

A sintonia de controladores dinâmicos geralmente necessita de um modelo preciso da 

planta para sintonizar os seus parâmetros, sem este modelo, deve-se usar um controlador mais 

simples, o qual seja possível de se ajustar os seus parâmetros online. Desta forma, a melhor 

escolha é, um controlador Proporcional Integral e Derivativo (PID) e sua saída é dada por  

ሻݐሺݑ = ሻݐ௉݁ሺܭ + ݐሻ݀ݐ𝐼∫݁ሺܭ + ஽ܭ ݀݁ሺݐሻ݀ݐ  . (3.5) 

Atualmente, controladores PID são amplamente utilizados no controle dinâmico de 

robôs móveis e em sistemas de controle industrial em geral (Majid, et al., 2016) (He, et al., 

2000) (Widyotriatmo, et al., 2012). No entanto, sua capacidade de lidar com algumas 

propriedades complexas do processo, como não-linearidades e parâmetros variáveis no tempo, 

é conhecida por ser ineficaz (Vilanova & Visioli, 2012). Recentemente, algumas pesquisas 

foram conduzidas para projetar controladores dinâmicos não-lineares (Anvari, 2013) (Cruz, et 

al., 2010). A utilização de controladores não-lineares, melhoram significativamente a 

estabilidade do sistema (Majid, et al., 2016), no entanto, estes tipos de controladores têm uma 

estrutura mais complexa, o que torna o projeto e a implementação mais difíceis. 

O controlador dinâmico proposto no presente trabalho é composto por um controlador 

PID para cada uma das rodas, que tem por objetivo controlar o movimento angular da cadeira 

de rodas, diminuindo o erro de regime estacionário por conta de distúrbios e incertezas do 

sistema. Por conveniência aplica-se a transformada de Laplace no modelo do controlador dado 
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pela Eq. (3.5) e efetuando algumas simplificações, tem-se que sua representação no plano-s é 

dada por  

௜ܷሺݏሻ = ௉𝑖ܭ) + 𝐼𝑖ܭ ͳݏ + (ݏ஽𝑖ܭ ∙  ሻ , (3.6)ݏ௜ሺܧ

quando 𝑖 = ݁ refere-se ao lado esquerdo e 𝑖 = ݀ ao direito. Desta forma, reescrevendo a Eq. 

(3.6) em função do integrador ͳ/ݏ, tem-se que 

ሻݏ௉𝐼஽ሺܥ = ݏ௉𝑖ܭ) + 𝐼𝑖ܭ + (ଶݏ஽𝑖ܭ ͳ(3.7) , ݏ 

sendo ܥ௉𝐼஽ሺݏሻ = ௜ܷሺݏሻ ⁄ሻݏ௜ሺܧ . Ao se customizar o diagrama de blocos do sistema ilustrado pela 

Figura 2.2 para organização da estrutura do sistema em malha fechada, o diagrama de blocos 

ilustrado na Figura 3.4 é obtido. 

 
Figura 3.4 – Diagrama de Blocos do Sistema em Malha Fechada da Cadeira de Rodas 

Motorizada. 

O projeto do controlador é realizado considerando-se que o integrador da Eq. (3.7) é 

acrescentado ao modelo matemático do atuador. Desta forma tem-se que a relação entre a saída 

do controlador e a saída da planta é dada por 

௜ܷ௖ሺݏሻ߱௜ሺݏሻ = ͳݏ  ሻ , (3.8)ݏ௜ሺܩ

portanto, a nova estrutura do controlador obtida é dada por 

௜ܷ௖ሺݏሻܧ௜ሺݏሻ = ݏ௉𝑖ܭ + 𝐼𝑖ܭ +  ଶ , (3.9)ݏ஽𝑖ܭ

substituindo-se ܧ௜ሺݏሻ = ߱௜௥ሺݏሻ − ߱௜ሺݏሻ na Eq. (3.9) tem-se que 
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௜ܷሺݏሻቀ߱௜௥ሺݏሻ − ߱௜ሺݏሻቁ = ݏ௉𝑖ܭ + 𝐼𝑖ܭ +  ,ଶݏ஽𝑖ܭ
desenvolvendo a relação anterior, tem-se que 

௜ܷሺݏሻ = ሻݏ௜௥ሺ߱ݏ௉𝑖ܭ + ሻݏ𝐼𝑖߱௜௥ሺܭ + ଶ߱௥௘௙௜ݏ஽𝑖ܭ ሺݏሻ − ሻݏ௜ሺ߱ݏ௉𝑖ܭ − ሻݏ𝐼𝑖߱௜ሺܭ −  ሻ . (3.10)ݏଶ߱௜ሺݏ஽𝑖ܭ

Aplicando a transformada inversa de Laplace na Eq. (3.10), tem-se que 

ሻݐ௜ሺݑ = ௉𝑖ܭ ݀߱௜௥݀ݐ  + ሻݐ𝐼𝑖߱௜௥ሺܭ + ஽𝑖ܭ ݀ଶ߱௜௥݀ݐଶ − ௉𝑖ܭ ݀߱௜݀ݐ − ሻݐ𝐼𝑖߱௜ሺܭ − ௉𝑖ܭ ݀ଶ߱௜݀ݐଶ  . (3.11) 

A Eq. (3.11) no espaço deestados é dada por 

ሻݐ௜ሺݑ  = 𝐼𝑖ܭ−] ௉𝑖ܭ− [஽𝑖ܭ− [ଷݔଶݔଵݔ] +  (3.12) , ̌࢘

sendo ܭ௉𝐼஽௜  = 𝐼𝑖ܭ]  ௉𝑖ܭ ̌࢘ ஽𝑖], entãoܭ = ௉𝐼஽௜ܭ ∙ ሻݐሺݎ] ሻݐሶሺݎ  ሻ] representa o sinal deݐሷሺݎ

entrada do sistema em malha fechada e as variaveis de estado ݔଵ𝑖, ݔଶ𝑖 e ݔଷ𝑖 correspondem 

respectivamente a ߱௜, ሶ߱ ௜ e ሷ߱ ௜. A equação anterior é formada pelo numerador da função 

transferência do controlador PID e o denominador foi inserido como parte da planta, conforme 

constatado pela Eq. (3.8). Através disto tem-se a forma adequada para sintonia do controlador 

por meio de técnicas de controle ótimo, de forma mais especifica o Regulador Linear 

Quadrático. 

3.4 Controlador Ótimo Linear Quadrático 

O projeto de sistemas de controle geralmente é um processo de tentativa e erro no qual 

vários métodos de análise são usados iterativamente para determinar os parâmetros “aceitáveis" 

de projeto de um sistema (Kirk, 2004). O desempenho de um sistema dinâmico geralmente é 

definido através de especificações no domínio do tempo e da frequência, tais como tempo de 

subida (ݐ௥), tempo de estabilização (ݐ௦), overshoot, margem de ganho e fase e largura de banda. 

Os critérios de desempenho devem ser rigorosamente satisfeitos quando empregados em 

sistemas complexos, como por exemplo sistemas com múltiplas entradas e múltiplas saídas. 

Desta forma, a teoria de controle ótimo é uma abordagem direta para a síntese desses sistemas 

complexos, que foi viabilizada pelo desenvolvimento do computador digital.  
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A teoria de controle clássico não é efetiva quando aplicada em sistema com múltiplas 

entradas e múltiplas saídas, de forma que seus estados variem em tempo mínimo ou variem 

usando uma quantidade mínima de energia (Lewis, et al., 2012). Neste tipo de problema, a 

teoria de controle ótimo serve como uma excelente estrutura matemática que tem como objetivo 

alcançar um comportamento desejável de várias saídas através de várias entradas. Para tanto, 

este tipo de controlador necessita de um modelo matemático capaz de descrever o 

comportamento do sistema dinâmico da melhor forma possível. 

Um modelo matemático que representa um dado comportamento de um sistema 

dinâmico e possui seus parâmetros invariantes no tempo geralmente é modelado em forma de 

Equações Diferenciais Ordinárias (EDO), que por sua vez podem ser descritas em função de 

transferência, como representado nas Eqs. (A.4) e (A.6) do Capítulo 2, ou descritas no espaço 

de estado dado por ݔሶሺݐሻ = ሻݐሺݔܣ +  ሻ , (3.13)ݐሺݑܤ

sendo ݔ ∈ ℝ௡×ଵ é o vetor de estados, o vetor ݑ ∈ ℝ௠×ଵ representa as entradas ou lei de 

controle. A matriz ܣ ∈ ℝ௡×௡ representa a matriz de transição de estados, ܤ ∈ ℝ௡×௠ é a matriz 

de entradas e ݉ representa o número de entradas e ݊ número de estados. E a saída para este 

sistema dinâmico é representada por ݕሺݐሻ = ሻݐሺݔܥ +  ሻ , (3.14)ݐሺݑܦ

sendo ܥ ∈  ℝ௟×௡ é a matriz de saída e ܦ ∈  ℝ௡×௠ é matriz alimentação direta. O sistema 

apresentado pelas Eqs. (3.14) e (3.15) é ilustrado pela Figura 3.5. 

 
Figura 3.5 – Diagrama de Blocos de um Sistema Dinâmico em Espaço de Estados. 

O objetivo da teoria de controle ótimo é determinar o sinal de controle para que um 

sistema possa atender às suas restrições físicas e minimizar uma função custo, ou seja, resolver 

um problema de otimização que leve o estado ݔሺݐሻ do sistema para a trajetória desejada ݔௗሺݐሻ 
minimizando a função custo, além de minimizar a lei de controle, reduzindo assim o uso dos 

atuadores do sistema (Lewis, et al., 2012).  
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Assumindo que todos os ݊ estados estão disponíveis para realimentação e são 

completamente controláveis, então existe uma matriz de realimentação ܭ, de modo que a lei de 

controle do sistema em malha fechada é dada por ݑሺݐሻ = ܭ− ∙  ሻ . (3.15)ݐሺݔ

Através Eqs (3.13), (3.14) e (3.15) nota-se que o modelo do sistema em malha fechada 

é dado por ݔሶሺݐሻ = ሺܣ − ሻݐሺݔሻܭܤ +  ሻ , (3.16)ݐሺݎܤ

e a representação em diagrama de blocos é ilustrada pela Figura 3.6. 

 
Figura 3.6 – Diagrama de Blocos de um Sistema Dinâmico em Malha Fechada em Variáveis de 

Estados. 

O Regulador Linear Quadrático, ou em inglês ܮ𝑖݊݁ܽݐܽݎ݀ܽݑܳ ݎ𝑖ܿ ܴ݁݃ݎ݋ݐ݈ܽݑ (LQR) é 

um dos métodos de realimentação de estados mais simples e utilizado. Trata-se de um 

controlador ótimo onde o índice de desempenho ( ܬ) é uma integral temporal da soma da energia 

transitória e da energia de controle. Desta forma o levantamento do modelo do índice de 

desempenho ܬ é necessário, levando-se em consideração as especificações, a necessidade do 

projeto e as restrições físicas que limitam o sistema. A integral é expressa em função do tempo 

e visa minimizar esse o índice de desempenho que é dado por 

,ݔሺܬ   ܳ, ,ݑ ܴሻ = ͳʹ∫ ሺݔ𝑇ܳݔ + ∞ݐሻ݀ݑ𝑇ܴݑ
଴  , (3.17) 

sendo ܳ > Ͳ é uma matriz de ponderação de estados semidefinida positiva, ܴ >  Ͳ é uma matriz 

de ponderação de entrada positiva. Em (Da Fonseca Neto, et al., 2010) representa a função de 

otimização que minimiza o índice de desempenho como 
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 min௨ ,ݔሺܬ ܳ, ,ݑ ܴሻ , (3.18) 

sujeita a restrição dada pela Eq. (3.13). 

A solução ótima para o problema LQR para um horizonte infinito, aplicado a Eq. (3.15), 

proporciona a estabilidade assintótica ao sistema se o par ሺܣ,  ሻ seja detectável (Lewis, et al., 2012), ou seja, os estados instáveis devem ser detectadosܳ√,ܣሻ for estabilizável e o par ሺܤ

através da função de custo para que possam ser controlados. Por isso, exige-se que o par ሺܣ,√ܳሻ seja detectável, isto é, todos os estados instáveis são observáveis. Além disso, o par ሺܣ,  ሻ deve ser estabilizável, isto é, todos os estados instáveis são controláveis, para garantirܤ

que os estados instáveis possam ser estabilizados. 

As matrizes de ponderação ܳ e ܴ geralmente são matrizes constantes e diagonais, sendo ܳ ≥  Ͳ e ܴ >  Ͳ. Para que os valores de resultado da integral da expressão ݔ𝑇ܳݔ , dada pela 

função custo na Eq. (3.17),  sejam pequenos e não negativos a matriz ܳ deve ser semidefinida 

positiva. Devido à natureza quadrática das matrizes de ponderação, grandes erros são 

penalizados mais do que pequenos erros. Além disso, a partir da expressão ݑ𝑇ܴݑ, ainda na Eq. 

(3.17), nota-se claramente que quanto maior o esforço de controle maior será a energia. Esta 

energia deve assumir valores positivos, desta forma a matriz ܴ deve ser definida positiva. 

(Naidu, 2003). 

Considerando o sistema dado nas Eqs. (3.13) e (3.14) com a função custo dada pela Eq. 

(3.17), a lei de controle ótima é dada por 

ሻݐሺ∗ݑ  = ∗ܭ−  ∙  ሻ , (3.19)ݐሺݔ

onde ܭ∗ é a matriz de ganhos de realimentação de estados para o sistema em malha fechada e 

é dada por  

∗ܭ  = −ܴ−ଵܤ𝑇ܲ , (3.20) 

sendo ܲ é a matriz solução da Equação Diferencial Algébrica de Riccati, ou em inglês 

Differential Algebraic Riccati Equation (ARE), dada numericamente por (Lewis, et al., 2012) 

 − ሶܲ = 𝑇ܲܣ + ܣܲ − 𝑇ܲܤଵ−ܴܤܲ + ܳ . (3.21) 

Utilizando métodos de Programação Dinâmica, pode-se solucionar a equação 

diferencial de Riccati dada pela Eq. (3.21) , quando o horizonte tende ao infinito os valores de 
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ܲ convergem (estabilizam), ou seja, a matriz ሶܲ = Ͳ. Logo a Equação Algébrica de Riccati é 

dada por 

𝑇ܲܣ  + ܣܲ − 𝑇ܲܤଵ−ܴܤܲ + ܳ = Ͳ . (3.22) 

Desta forma o LQR é ótimo em um horizonte infinito e pode ser sintonizado através 

matrizes de ponderação ܳ e ܴ. A matriz ܳ, de maneira mais especifica pode ser considerada 

uma penalidade de estado (erro) e a matriz ܴ como uma penalidade na aplicação da entrada. 

Outra forma é penalizar as saídas (ݕ), dada pela Eq. (3.14), admitindo-se que 

 ܳ =  (3.23) , ܥ𝑇 ܳ௬ܥ

onde ܳ௬ é a penalidade de saída. De forma genérica, o fator dado por 

 𝛽 = ܴܳ−ଵ , (3.24) 

onde os valores de 𝛽 podem ser selecionados para proporcionar um controle rápido, 

selecionando-se somente os valores da matriz ܳ, ou obter um baixo consumo de energia pelo 

sinal de entrada, pela seleção apenas da matriz ܴ (Grimstad, 2009).  

3.5 Controle via Redes Neuronais Artificiais 

As Redes Neuronais Artificiais (RNA) são modelos estimulados baseados na estrutura 

neuronal do cérebro. Ao contrário dos modelos matemáticos tradicionais, que são programados, 

as RNA aprendem as relações entre entradas e saídas selecionadas. Com as Redes Neuronais, 

um terá acesso a um forte ambiente de modelagem que permite testar e explorar modelos 

simulados mais rápido e fácil do que nunca. A presente proposta propõe a implementação de 

um controlador dinâmico adaptativo baseado em RNA, logo, alguns conceitos básicos 

necessitam ser discutidos, para um melhor entendimento da proposta. 

A unidade básica de uma RNA é o neurônio, que são células eletricamente excitáveis e 

podem gerar sinais elétricos através do seu corpo celular, estes sinais são somados no corpo da 

célula após serem multiplicados por um coeficiente (peso), de tal forma que, quando este 

somatório atinge um valor limiar, o neurônio "dispara" e um sinal conhecido como o potencial 

de ação é enviado através do axônio para as terminações sinápticas. As sinapses são as junções 

através das quais os neurônios enviam sinais uns aos outros, onde cada um destes pode se 

conecta com aproximadamente 1000 outros neurônios (Kaiadi, 2006). A Figura 3.7 mostra uma 
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analogia entre um neurônio biológico e um neurônio artificial, com os seus quatro componentes 

principais. 

 
Figura 3.7 – Estrutura Generalizada de um Neurônio. (a)Neurônio Natural (Kaiadi, 2006). (b) 

Neurônio Artificial (Haykin, 2008). 

O sinal transmitido entre neurônios é um potencial elétrico na natureza igual que é 

exatamente o mesmo sinal para todos os neurônios a que está conectado. De uma forma mais 

ampla, a RNA é um modelo matemático com parâmetros ajustáveis que se propõe a imitar esta 

estrutura biológica, e é treinado a partir de um conjunto de exemplos de entrada-saída (Kaiadi, 

2006). 

3.5.1 Neurônio Artificial 

Um neurônio é essencial para uma RNA, visto que é uma unidade de processamento de 

informação. Uma RNA é organizada de muitas maneiras, ou seja, os seus neurônios podem 

estar interligados de formas  de diferente, onde essas novas estruturações baseiam-se em 

conexões provenientes de dados de entrada ou de saídas de outros neurônios, que são 

designadas por pesos sinápticos que podem ser fixos ou ajustáveis, em um somador para efetuar 

a soma de todas as conexões de entrada do neurônio e em uma função de ativação responsável 

por limitar a saída do neurônio (Haykin, 2008). 

De acordo com a Figura 3.7, pode-se constatar que as entradas são representadas por ݔ௠, e cada umas destas entradas é multiplicada pelos pesos de conexão especificados, que são 

representados por ݓ௠. Além disso, há uma entrada extra conhecida como ܤ𝑖ܽݏ (ܾ௞) e é 

responsável pela polarização, permitindo ao neurônio ter uma saída diferente de zero. No 

próximo passo, algumas operações matemáticas (principalmente somas) são realizadas e os 

produtos desta operação são alimentados através de funções de ativação não-linear (߮ሺ∙ሻ) para 

gerar saída, se a entrada combinada exceder um limite, ela irá ativar e enviar uma saída (Kaiadi, 

2006). A saída enviada é determinada pela função de ativação e geralmente é escolhida como 
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sendo valores entre Ͳ e ͳ ou −ͳ e ͳ. Como a derivada da função de ativação é frequentemente 

usada no treinamento da rede, é conveniente que a derivada seja expressa em termos do valor 

da função original, pois assim os cálculos adicionais são minimizados de forma a calcular a 

derivada desta função (Haykin, 2008).  

O resultado produzido pelo neurônio artificial ilustrado pela Figura 3.7 é sintetizado por 

duas equações dadas por 

௞ݒ ௜ݓ∑= ∙ ௜௡ݔ
௜=ଵ + ܾ௞ , (3.25) 

e ݕ௞ = ߮ሺݒ௞ሻ . (3.26) 
 

3.5.2 Treinamento de uma Rede Neuronal Artificial 

A RNA é uma abordagem dentro do campo da aprendizagem de máquina, que 

basicamente desenvolve algoritmos que solucionam problemas e fazem previsões. A 

característica mais importante de uma RNA é a de poder aprender modelos matemáticos 

experimentalmente, sem ter que determinar explicitamente as relações matemáticas que 

vinculam as soluções com o problema, portanto, não é programada, mas sim "treinada" através 

de um processo de aprendizagem baseado em dados empíricos (Bishop, 2006). Dos métodos de 

treinamento, pode-se destacar três principais métodos de aprendizado: aprendizagem 

supervisionada, aprendizagem não supervisionada e aprendizagem por reforço. 

A aprendizagem supervisionada, é aquela em que os algoritmos são usados para 

minimizar o erro preditivo da rede em um conjunto finito de dados, que pode ser do tipo online. 

A atualização dos paramentos ocorre de forma incremental usando uma amostra de cada vez, 

ou por batelada, na qual a correção dos pesos sinápticos é feita na totalidade do erro das 

amostras coletadas; se o treinamento for bem sucedido, a rede aprende a reconhecer a relação 

que liga as variáveis de entrada às variáveis de saída e é capaz de responder corretamente aos 

estímulos que não estavam presentes no conjunto de treinamento (Haykin, 2008) (Bishop, 

2006). 
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A aprendizagem não supervisionada, é aquela onde a informação sobre o ambiente 

externo é recebida sem fornecer qualquer indicação de valores de saída, na tentativa de agrupar 

esses dados reconhecendo padrões ou padrões implícitos. 

A aprendizagem por reforço, é um método de treinamento realista e flexível em relação 

aos anteriores, em que a rede interage diretamente com o ambiente externo que responde através 

de estímulos positivos ou negativos ("recompensas" ou "punições") que orientam o algoritmo 

na fase de aprendizagem; a rede é então adaptada de modo a aumentar as chances de obter 

"recompensas" e diminuir aqueles de receber "punições". 

3.5.2.1 Algoritmos de aprendizado 

O algoritmo de aprendizagem é o método que as RNA utilizam para aprender com dados 

armazenados. Existem vários algoritmos de aprendizado disponíveis e dentre eles, o algoritmo 

back-propagation (retroalimentação) é o mais utilizado. A fim de minimizar o custo de uma 

predição, é necessário analisar as entradas, a função custo e os pesos da rede, visto que 

contribuem para o cálculo do custo. Onde alterações na entrada para obter uma saída correta 

está fora de questão, uma vez que o objetivo aqui é fazer com que a rede use a resposta real do 

sistema para dar uma resposta aceitável. A função de ativação está fora do nosso controle 

quando a aprendizagem está em andamento, portanto, é o peso que precisa ser alterado para 

minimizar o custo (Marsland, 2009). 

A teoria geral do algoritmo de back-propagation geralmente é implementada por 

softwares de forma iterativa. O resultado desse processo de aprendizagem é passado para o 

neurônio de saída, onde este resultado de aprendizagem é comparado ao resultado desejado, se 

o erro não for suficientemente pequeno, o processo de aprendizagem na camada oculta 

continuará até obter resultados satisfatórios.  

As equações matemáticas detalhadas e os antecedentes do algoritmo de aprendizado 

back-propagation estão disponíveis em muitos livros didáticos de Rede de Neuronais Artificiais 

(Haykin, 2008) (Marsland, 2009) (Bishop, 2006).  

Cada método de aprendizagem discutidos anteriormente resultam em uma regra que 

ajusta os pesos das conexões entre unidades, de acordo com alguma regra de modificação. 

Praticamente todas as regras de aprendizagem para modelos deste tipo podem ser consideradas 

como uma variante da regra de aprendizagem Hebbian sugerida por Hebb (Hebb, 1949). De 

acordo com a regra de Hebb, o ajuste aplicado no peso sináptico ݓ௞௝ em um instante de tempo ݊ é dado por 
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Δݓ௝௞ =  ௝ሺ݊ሻ , (3.27)ݔ௞ሺ݊ሻݕߟ

onde ݕ௞ representa as atividades pós-sinápticas, ݔ௝ as atividades pré-sinápticas e ߟ é uma 

constante positiva a qual determina a taxa de aprendizagem (Haykin, 1994). Outra regra de 

treinamento comumente empregada, utiliza a diferença entre a entrada atual (pré-sináptico) e o 

sinal desejado ao invés de somente as atividades pré-sinápticas (ݔ௝), e é dada por 

Δݓ௝௞ = ௞ሺ݊ሻݕߟ ቀ ௝݀ሺ݊ሻ −  ௝ሺ݊ሻቁ , (3.28)ݔ

sendo ௝݀ o sinal de ativação desejado fornecido por um “professor”. Isto é chamado de Regra 

Delta e dentre uma de suas variações obtêm-se a seguinte expressão 

Δݓ௝௞ = ߟ ቀ ௝݀ሺ݊ሻ − ௝ሺ݊ሻቁݔ  ௝ሺ݊ሻ . (3.29)ݔ௞ሺ݊ሻݕ

A Eq. (3.29) é uma versão combinada da Regra de Hebb e a Regra Delta, sendo 

denominada como Regra de Hebb Supervisionada (Sheng, et al., 2002) (Liu, 2004) (Liu, 2008). 

 

3.5.3 Aplicações 

Uma RNA pode ser implementada como um controlador em um sistema em uma forma 

direta ou indireta. Em estratégias de controle direto a saída da rede é o próprio esforço de 

controle, onde os parâmetros do controlador são ajustados diretamente em função da saída do 

processo (Åström & Wittenmark, 1995), para este tipo de configuração normalmente a RNA 

necessita de  m treinamento online, a representação dessa estrutura de controle é apresentada 

pelo diagrama de blocos na Figura 3.8. 
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Figura 3.8 – Diagrama de Blocos de um Controlador Adaptativo na Forma Direta. 

A implementação de controladores adaptativos na forma indireta, ou também conhecida 

como auto ajustável (Åström & Wittenmark, 1995), no caso de RNA, é aquela em que é 

responsável pela sintonia ou compensação do controlador fornecendo assistência quando 

necessário, neste caso quando é implementado é conhecido também como compensador. 

 
Figura 3.9 – Diagrama de Blocos de um Sistema de Controle Adaptativo Indireto. 

Ao se comparar as duas formas de aplicação de RNA em sistema de controle, é notável 

que poucas pesquisas foram até o momento realizadas o estudo do desempenho das RNA como 

controladores, a maioria das aplicações das RNA envolvem controladores indiretos, onde a 

RNA é usada como um estimador de modelo ou como um compensador (Ruano, 1992).  

As RNA têm sido amplamente aplicadas nas áreas de controle por realimentação de 

estados, sistemas de controle não linear, identificação de sistemas e outros. Como a Rede 

Neuronal Artificial tem uma forte capacidade de aproximação e auto adaptação, é amplamente 

utilizada em vários problemas de controle. A fim de evitar as anomalias do controlador PID 

clássico, a RNA e o PID são combinados para o controle. O controlador PID baseado em Redes 
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Neuronais Artificiais (PID-RNA) tem estrutura simples e demanda pouco tempo para o cálculo, 

além disso, possui uma forte capacidade de auto ajuste. Todas essas características tornam-no 

adequado para o controle em tempo real (Liu, 2008) (Haykin, 2008). 

A característica mais interessante das RNA, e também a fonte de sua reputação como 

ferramentas poderosas para resolver diversos problemas, é a sua alta capacidade de 

mapeamento de sistemas não-lineares, permitindo-lhes aprender os comportamentos 

subjacentes aos dados adquiridos desses sistemas.  



Capítulo 4 

CAPÍTULO 4 -  SINTONIA ÓTIMA PARA 

CONTROLADORES PID VIA LQR E 

PID-RNA  

A abordagem de projeto do controlador de sintonia ótima é apresentada. Os 

modelos matemáticos utilizados para projeto do controlador foram modelados no 

plano-s e em seguida são efetuadas manipulações matemáticas, afim de se obter a 

representação do sistema em variáveis de estados. Em seguida, o algoritmo de 

controle adaptativo baseado em Redes Neuronais Artificiais é apresentado para 

garantir a adaptabilidade do sistema de controle relacionada a variação dos 

parâmetros do sistema e rejeição a distúrbios. O principal critério de projeto do 

sistema controle da cadeira de rodas motorizadas é propor um sistema não 

complexo e de baixo custo que pode ser implementado a uma cadeira de rodas 

motorizada para melhorar sua mobilidade e garantir um percurso seguro. 

4.1 Modelos de Sistemas Dinâmicos para Sintonia LQR 

Muitos problemas de engenharia hoje são conduzidos pela necessidade de encontrar 

trajetórias ótimas. Esses problemas não se limitam a um único setor, mas abrangem uma ampla 

gama de áreas, incluindo aeronáutica, robótica, economia e química. De acordo com as 

formulações das seções anteriores, assume-se que todos os estados do sistema em estudo estão 

disponíveis para que eles sejam realimentados para o controlador. 
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O método de sintonia LQR é uma associação da implementação do controle da cadeira 

de rodas baseada em diagrama de blocos no plano-ݏ e seu método de projeto em espaço de 

estado. A implementação engloba uma realização de controle de alto nível do controlador PI 

clássico em uma planta em malha fechada, como exposto na Figura 4.1. Em termos de projeto 

do controlador, a abordagem encontra-se em métodos de espaço de estado e controle ótimo. 

Os principais passos do método da sintonia LQR são descritos a seguir. O primeiro 

passo é desenvolver o sistema de controle do sistema em espaço de estado que é equivalente ao 

sistema de controle da Figura 4.1. O segundo passo é o cômputo dos ganhos proporcional e 

integral do controlador, dado na Eq. (3.6), que são os ganhos PI representados nesta Figura 4.1. 

E, por fim, definir o método associado com as especificações de controle a fim de se obter a 

operação desejada. 

4.1.1 Modelo de sintonia de segunda ordem 

O modelo matemático do sistema atuador em estudo representa a dinâmica do motor 

CC com escovas acoplado ao sistema de transmissão e com seu circuito de potência, tendo 

como entrada um sinal de tensão representado por ݑሺݐሻ, de nível lógico, e sua saída uma 

velocidade angular representado por ݕሺݐሻ e tem sua função de transferência dada por 

ሻݏ௜ሺܩ  = ܾ଴௜ݏ + ܽଵ𝑖  , (4.1) 

onde 𝑖 representa os parâmetros para o sistema ݁, lado esquerdo, e ݀ o sistema do lado direito. 
Para fins de sintonia a ação integral do controlador é inserida no modelo da planta 

conforme apresentado no Capítulo 3 e ilustrado na Figura 3.4, com isso tem-se que o modelo 

de sintonia de segunda ordem obtido é dado por 

ሻݏ௜ሺܨ  = ͳݏ ቆ ܾ଴௜ݏ + ܽଵ𝑖ቇ ,  

logo 

ሻݏ௜ሺܨ  = ܾ଴௜ݏଶ + ܽଵ𝑖(4.2) , ݏ 

sendo ܨ௜ሺݏሻ é a função de transferência da planta com o integrador obtido a partir do 

controlador. 

Considerando que ܨ௜ሺݏሻ possui como entrada ௜ܷሺݏሻ e saída ௜ܻሺݏሻ, pode-se escrever esta 

função transferência da seguinte forma 
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 ߱௜ሺݏሻ௜ܷ௖ሺݏሻ = ܾ଴௜ݏଶ + ܽଵ𝑖ݏ ,  

logo 

 ߱௜ሺݏሻݏଶ + ߱௜ሺݏሻܽଵ𝑖ݏ = ܾ଴௜ ௜ܷ௖ሺݏሻ . (4.3) 

Aplicando a transformada inversa de Laplace na Eq. (4.3), tem-se 

 
݀ଶ߱௜ሺݐሻ݀ݐ + ܽଵ𝑖 ݀߱௜ሺݐሻ݀ݐ = ܾ଴௜ ∙  ሻ , (4.4)ݐ௜௖ሺݑ

colocando na descrição de espaço de estados obtém-se 

 
݀ଶ߱௜ሺݐሻ݀ݐ = −ܽଵ𝑖 ݀߱௜ሺݐሻ݀ݐ + ܾ଴௜ ∙  ሻ , (4.5)ݐ௜௖ሺݑ

sendo 

 

ଵ𝑖ݔ = ߱௜ሺݐሻ ,  ݔሶଵ𝑖 = ݀߱௜ሺݐሻ݀ݐ =  , ଶݔ
e ݔሷଵ𝑖 = ݀ଶ߱௜ሺݐሻ݀ݐ =   . ሶଶݔ

(4.6) 

Substituindo a Eq. (4.5) na Eq. (4.6), o sistema de equações é dado por 

 { ሶଵ𝑖ݔ = ଶ𝑖ݔ ሶଶ𝑖ݔ                             = −ܽଵ𝑖 ∙ ଶ𝑖ݔ + ܾ଴௜ ∙  ௜௖ . (4.7)ݑ

O modelo da planta com ação integral em malha aberta resulta em um sistema de segunda ordem 

e sua representação completa em espaço de estado na forma matricial, ilustrado na Figura 4.1, 

incluindo a dinâmica dos dois atuadores é dada por 

[ሶௗݔሶ௘ݔ]  = [  
 Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ ܽଵ೐ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ܽଵ೏]  

[ௗݔ௘ݔ]  + [ Ͳܾ଴௘ͲͲ
ͲͲͲܾ଴ௗ] ௘ݑ]

௖ݑௗ௖ ] , 
[߱௘߱ௗ] = [ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ Ͳ]  , [ௗݔ௘ݔ]

(4.8) 

sendo ݔ௘ = ଵ௘ݔ] ௗݔ ଶ௘]𝑇 eݔ = ଵ೏ݔ]  ଶ೏]. Observa-se que a matriz pode ser separada emݔ

blocos fornecendo os modelos dos atuadores esquerdo e direito. 
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Figura 4.1 – Diagrama de Blocos do Sistema de Controle Dinâmico com PI Ótimo. 

4.1.1.1 Cálculo dos ganhos de realimentação de estados de segunda ordem 

A lei de controle ݑ௜௖ሺݐሻ na forma de espaço de estado, de acordo com as Eqs. (3.9) e 

(3.11), que apresenta a relação entre o plano-ݏ e a representação em espaço de estado. 

Consequentemente, é dada por 

ሻݐ௜௖ሺݑ  = ሻݐ𝐼𝑖߱௥௥ሺܭ + ௉𝑖ܭ ሶ߱ ௜௥ሺݐሻ − ଵ𝑖ݔ𝐼𝑖ܭ − ଶ𝑖ݔ௉𝑖ܭ  . (4.9) 

Uma forma simplificada da lei de controle da Eq. (4.9), considerando os dois atuadores 

é dada por 

ௗ௖ݑ௘௖ݑ]  ] = − 𝐼೐ܭ] ௉೐ܭ Ͳ ͲͲ Ͳ 𝐼೏ܭ [௉೏ܭ [ௗݔ௘ݔ] + [߱̌௘௥߱̌ௗ௥ ] . (4.10) 

Com base no sistema dado pela Eq. (4.8), o sistema é representado em blocos na Figura 

4.1, onde apresenta-se o modelo da planta com a ação integral, sendo este o modelo de sintonia 

necessário para a obtenção dos ganhos de realimentação de estados. 

A representação em espaço de estados do sistema em malha fechada é dada por    

[ሶଶݔሶଵݔ] = [  
 Ͳ ͳ Ͳ Ͳ−ܾܭ𝐼೐ −(ܽଵ௘ + ܾ଴೐ܭ௉ଵ) Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ −ܾ଴೏ܭ𝐼೏ −(ܽଵௗ + ܾ଴೏ܭ௉೏)]  

[ଶݔଵݔ]  + [ Ͳܾ଴௘ͲͲ
ͲͲͲܾ଴ௗ] [߱̌௘௥߱̌ௗ௥ ] , (4.11) 

∑ 
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sendo ߱̌௥ଵ e ߱̌௥ଶ as velocidades angulares de referencias das rodas esquerda e direita, 

respectivamente. 

O modelo matemático do controlador foi desenvolvido, transformando os ganhos ܭ௉ e ܭ𝐼, de um controlador PI, em ganhos de realimentação do estado. 

4.1.2 Modelo de sintonia de terceira ordem 

O mesmo procedimento também foi realizado para um modelo de segunda ordem para 

avaliação do método, o que resultou em um controlador PID com três ganhos de realimentação 

de estados ܭ௉, ܭ𝐼 e ܭ஽. De forma generalizada este modelo no plano-ݏ, é expresso como 

ሻݏሺܩ  = ܾ଴௜ܽ଴𝑖ݏଶ + ܽଵ𝑖ݏ + ܽଶ𝑖   , (4.12) 

onde ܽ଴௜ = ͳ, tem-se que 

ሻݏሺܩ  = ܾ଴௜ݏଶ + ܽଵ𝑖ݏ + ܽଶ𝑖  , (4.13) 

removendo a ação integral do controlador e inserindo na planta, tem-se que 

ሻݏ௜ሺܨ  = ߱௜ሺݏሻ௜ܷ௖ሺݏሻ = ܾ଴௜ݏଷ + ܽଵ𝑖ݏଶ + ܽଶ𝑖(4.14) ,  ݏ 

onde 

 ௜ܷ௖ሺݏሻ = ሺܭ௉𝑖ݏ + 𝐼𝑖ܭ +  ሻ , (4.15)ݏ௜ሺܧଶሻݏ஽𝑖ܭ

logo 

 ߱௜ሺݏሻݏଷ + ߱௜ሺݏሻܽଵ𝑖ݏଶ + ߱௜ሺݏሻܽଶ𝑖ݏ = ܾ଴௜ ௜ܷ௖ሺݏሻ , (4.16) 

aplicando a transformada inversa de Laplace 

 
݀ଷ߱௜ሺݐሻ݀ݐଷ + ܽଵ𝑖 ݀ଶ߱௜ሺݐሻ݀ݐଶ + ܽଶ𝑖 ݀߱௜ሺݐሻ݀ݐ = ܾ଴௜ݑ௜௖ሺݐሻ  , (4.17) 

em variáveis de estado tem-se que 

 

ଵݔ = ߱௜ሺݐሻ , ݔଶ = ሶଵݔ = ݀߱௜ሺݐሻ݀ݐ  ,  (4.18) 
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ଷݔ = ሶଶݔ = ݀ଶ߱௜ሺݐሻ݀ݐଶ  , 
e ݔሶଷ = ݀ଷ߱௜ሺݐሻ݀ݐଷ  . 

A Eq. (4.17) em variáveis de estados é dada por 

ሶଷ𝑖ݔ  + ܽଵ𝑖ݔଷ𝑖 + ܽଶ𝑖ݔଶ𝑖 = ܾ଴𝑖ݑ௜௖ሺݐሻ . (4.19) 

O sistema representado em espaço de estados levando-se em consideração a dinâmica 

dos dois atuadores é dado por 

[ሶௗݔሶ௘ݔ]  = ଵܣ] ૙૙ [ଶܣ [ௗݔ௘ݔ] + ଵܤ] ૙૙ [ଶܤ  (4.20) , [ሻݐଶ௖ሺݑሻݐଵ௖ሺݑ]

sendo  ݔ௘ = ௘భݔ] ௘మݔ ௗݔ ௘య] eݔ = ௗభݔ] ௗమݔ  ௗయ]. Observa-se que a matriz de transiçãoݔ

de estados e a matriz de entrada, respectivamente, são dadas por 

 
௜ܣ = [Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ͳͲ −ܽଶ𝑖 −ܽଵ𝑖] ܤ௜ = [Ͳ Ͳ ܾ଴𝑖]𝑇 . (4.21) 

O sistema representado pela Eq. (4.20) é utilizado para o cálculo dos ganhos de 

realimentação de estados através da teoria do LQR. Desta forma, se faz necessário a associação 

destes ganhos aos ganhos do controlador PID, então a Eq. (3.6) sem o integrador no plano-ݏ é 

dada por 

ሻݏሺܥ  = ௜ܷሺݏሻܧ௜ሺݏሻ = ଶݏ஽𝑖ܭ + ݏ௉𝑖ܭ + 𝐼𝑖ܭ  , (4.22) 

sendo ܧ௜ሺݏሻ = ߱௜௥ሺݏሻ − ߱௜ሺݏሻ, onde ߱௥௜ ሺݏሻ é o sinal da entrada de referência, aplicando a 

transformada inversa de Laplace na Eq. (4.22) , tem-se que 

ሻݐ௜௖ሺݑ  = ஽𝑖ܭ− ݀ଶ߱௜ሺݐሻ݀ݐଶ ௉𝑖ܭ − ݀߱௜ሺݐሻ݀ݐ − ሻݐ𝐼𝑖߱௜ሺܭ + ߱̌௜௥ሺݐሻ , (4.23) 

em variáveis de estados a Eq. (4.23) é dada por 

ௗ௖ݑ௘௖ݑ]  ] = − 𝐼೐ܭ] ௉೐ܭ ஽೐ܭ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ 𝐼೏ܭ ௉೏ܭ [஽೏ܭ [ௗݔ௘ݔ] + [߱̌௘௥߱̌ௗ௥ ] , (4.24) 
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O sistema em malha fechada é ilustrado na Figura 4.2, a qual apresenta a estrutura do 

modelo no plano-s. 

 
Figura 4.2 – Diagrama de Blocos do Sistema em Malha Fechada no Plano-࢙. 

Na estrutura do modelo do sistema em malha fechada, na Figura 4.2, ܴ̌ = ߱̌௥௜ ሺݏሻ e ܻ =߱ሺݏሻ e observa-se que os ganhos de realimentação de estados podem ser diretamente obtidos 

através da saída, o que viabiliza sua implementação, dispensando a utilização de um observador 

de estados, simplificado a estrutura do modelo. 

4.1.2.1 Cálculo dos ganhos de realimentação de estados terceira ordem 

Durante o processo da seleção da matriz ܳ, nota-se que ao se calcular os ganhos do 

controlador pelo LQR, o valor do ganho de realimentação referente a ݔଷ, ganho derivativo ܭ஽, 

torna-se pequeno em relação aos demais ganhos (ܭ௉ e ܭ𝐼). Ao se desenvolver a ARE 

(Eq.(3.21)), em partes de forma que o ganho ܭ஽ seja igual a zero, é obtida a seguinte relação 

𝑇ܲܣ + ܣܲ = [ Ͳ ଵଵ݌  − ܽଶ݌ଷଵ ଶଵ݌ − ܽଵ݌ଷଵ݌ଵଵ − ܽଶ݌ଷଵ ʹ ∗ ሺ݌ଶଵ − ܽଶ݌ଷଶሻ ଶଶ݌ + ଷଵ݌ − ܽଵ݌ଷଶ − ܽଶ݌ଷଷ݌ଶଵ − ܽଵ݌ଷଵ ଶଶ݌ + ଷଵ݌ − ܽଶ݌ଷଷ − ܽଵ݌ଷଶ ʹ ∗ ሺ݌ଷଶ − ܽଵ݌ଷଷሻ ] . (4.25) 

Para segunda parte da ARE, tem-se que −ܴܲܤ−ଵܤ𝑇ܲ =  (4.26) , ܭܤܲ− 

então 

∑ 

 ܭ− ܭ−1
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݀ܭ− ݏ 2ݏ  

ݐ𝑖݊ܭ−  
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ܭܤܲ− = 𝐼ܭଷଵܾ଴݌]− ௉ܭଷଵܾ଴݌  𝐼ܭଷଶܾ଴݌஽ܭଷଵܾ଴݌ ௉ܭଷଶܾ଴݌ 𝐼ܭଷଷܾ଴݌஽ܭଷଶܾ଴݌ ௉ܭଷଷܾ଴݌  ஽] . (4.27)ܭଷଷܾ଴݌

Por fim tem-se a matriz ܳ, dada por 

ܳ = ଵଵݍ] Ͳ ͲͲ ଶଶݍ ͲͲ Ͳ  ଷଷ] . (4.28)ݍ

Desta forma, realizando as manipulações matemáticas, tem-se que ʹ݌ଷଶ − ʹܽଵ݌ଷଷ ஽ܭଷଷܾ଴݌ − + ଷଷݍ = Ͳ    ܭ஽ = ଷଶ݌ʹ − ʹܽଵ݌ଷଷ݌ଷଷܾ଴ +  ଷଷܾ଴݌ଷଷݍ
(4.29) 

De acordo com a equação expressa acima, nota-se que o valor do ganho ܭௗ está em 

função de ܽଵ, ݌ଷଶ, ݌ଷଷ, ܾ଴ e ݍଷଷ, logo, para que seja aproximadamente ou igual a zero isto 

dependerá destas variáveis. 

4.1.3 Modelo de sintonia de ࢔ª ordem 

A metodologia aplicada nos modelos matemáticos de primeira e segunda ordem, baseia-

se inicialmente no levantamento do modelo matemático no plano-s e em seguida é manipulado 

matematicamente de forma a se obter sua representação no espaço de estados, viabilizando a 

aplicação da teoria de controladores ótimos, no caso o LQR. 

Desta maneira analisando a estrutura dos modelos apresentado pela Eq. (4.8) (Araújo 

Filho & da Fonseca Neto, 2017) e o modelo de sintonia de  terceira ordem apresentado na Eq. 

(4.20), o sistema para controladores tipo PID  com derivadas dos sinais de saída de ordem o ሺ݊ − ͳሻ é dado por 

ሶݔ = [  
  Ͳ ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ ڭ Ͳ ⋱ ڭڭ Ͳ Ͳ ڮ ͳͲ −ܽ௡ ڮ −ܽଶ −ܽଵ]  

ݔ   + [  
  ͲͲڭͲܾ଴]  

 ሻ . (4.30)ݐ௜ሺݑ  

A matriz de transição de estados, matriz ܣ, da Eq. (4.30) é composta  por um vetor de 

zeros de ordem (݊ × ͳ) na primeira coluna, e em sua ultima linha, exceto o primeiro elemento, 

é composta por um vetor que por sua vez é formado pelos coeficientes do denominador da 

função tranferência da planta do coeficiente do termo de menor ordem (ݏ଴) até o termo ܽଵ 
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considerando que o termo ܽ଴ , (௡−ଵݏ) = ͳ, o bloco acima desta ultima linha é composto por 

uma matriz identidade de ordem ሺ݊ − ͳሻ  × ሺ݊ − ͳሻ.  
4.1.4 Heurística ࡾࡽ−૚ para sintonia LQR 

A heurística estabelecida para sintonia LQR do controlador PID é baseada nas 

especificações de projeto para avaliar o desempenho do método. As métricas estabelecidas são 

baseadas nas especificações de controle, onde estas especificações devem atender as métricas 

técnicas, tais como: ݓ௡, ߞ e ௦ܶ, bem como, as especificações de operação, como: consumo 

mínimo de energia que está associado ao integrador da Eq. (3.17). 

Com base nas Eqs. (3.19) e (3.21), pode-se observar que a matriz de ganho ܭ∗ tem forte 

influência das matrizes ܳ e ܴ do índice de desempenho dado pela Eq. (3.17). Referente a 

dependência paramétricas e os limites numéricos de projetos estabelecidos das matrizes ܳ e ܴ, 

o modelo de sintonia ótima é baseada nas Eqs. (3.19) e (3.21) que é dada por 

,ሺܳ∗ܭ  ܴሻ ≈  ଵ݂ሺܴሻ +  ଶ݂ሺܳ, ܴሻ , (4.31) 

onde ଵ݂ e ଶ݂ representa a influências dessas matrizes nos valores da matriz de ganho. A escolha 

de ܳ e ܴ estabelecerá as principais diretrizes para se determinar os ganhos do controlador que 

satisfaçam as especificações de projeto. Essa formulação é demonstrada em (Da Fonseca Neto, 

et al., 2010) no tempo discreto. Ainda, observa-se nas Eqs. (3.20) e (3.22) e conforme 

apresentado na Eq. (3.24), que a matriz de ganhos de realimentação ótimos ܭ∗ depende das 

matrizes de ponderação. Consequentemente, a lei de controle dada pelas Eqs. (4.9) e (4.24) 

escrita como 

,௜ሺܳݑ  ܴሻ = ݔொோ𝑖ܭ− + ߱̌௜௥ . (4.32) 

4.2 Controlador PID Adaptativo Baseado em RNA 

O controlador PID clássico possui pouca flexibilidade, pois seus parâmetros são 

invariantes, na maioria dos casos não é possivel obter bons resultados quando aplicado a 

sistemas com grandes níveis de pertubação. Como a Rede Neuronal Artificial tem uma forte 

capacidade de adaptação, é amplamente utilizada em vários problemas de controle (Liu, 2008). 
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A fim de evitar comportamentos indesejáveis do PID clássico, a RNA e o PID são combinados 

para o fornecer o esforço de controle. Portanto, o controlador PID da rede neuronal surge e sua 

representação é dada pelo diagramas de blocos na Figura 4.3. 

 
Figura 4.3 – Sistema em Malha Fechado Utilizando o Controlador PID-RNA. 

A aplicação de um controlador PID clássico em plantas que possuem grandes variações 

paramétricas e/ou não-linearidades na maioria dos casos é desvantajoso ou até mesmo inviável. 

A vantagem da aplicação de um PID-RNA, neste caso, é a sua habilidade de se adaptar a estes 

comportamentos indesejados. 

A saída do controlador PID digital, para implementação do algoritmo de controle, pode 

ser obtidida aplicando a transformada ܼ na saída do controlador PID no tempo continuo, Eq. 

(3.5), e é dada por (Ogata, 1996) 

ܷሺݖሻ = ቆܭ௉ + 𝐼ሺͳܭ − ଵሻ−ݖ + ஽ሺͳܭ −  ሻ , (4.33)ݖሺܧଵሻቇ−ݖ

onde os estados de entradas podem ser definidos como  ݔ௜ሺ݇ሻ = ଵሺ݇ሻݔ] ଶሺ݇ሻݔ  ଷሺ݇ሻ]𝑇  , (4.34)ݔ

sendo o vetor de pesos da rede neuronal é dado por ݓ௜ = ଵݓ] ଶݓ  ଷ] , (4.35)ݓ

onde os ganhos do controlador PID-RNA, são dados por ܭ௉ = ௖ܭ ∙ 𝐼ܭଵݓ = ௖ܭ ∙ ஽ܭଶݓ = ௖ܭ ∙  ଷ (4.36)ݓ

sendo ܭ௖ o valor de ganho dos pesos e tem influência na velocidade de seguimento da entrada 

de referência do sistema de controle. O valor de ܭ௖ é determinado de forma empírica 

 ሺ݇ሻݑ 𝑨ࡺࡾ-𝑰𝑫ࡼ 𝒂࢚࢔𝒂࢒ࡼ ሺ݇ሻߝ ∑
 𝒊𝒂ࢉ࢔ê࢘ࢋࢌࢋࡾ ࢕࢒ࢋࢊ࢕ࡹ

 ሺ݇ሻݎ
݂݁ݎݕ ሺ݇ሻ 

∑ 
݁ሺ݇ሻ ݕሺ݇ሻ   +

  

+
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observando-se os resultados. Para uma resposta mais rápida necessita-se de um ganho maior e 

para uma resposta mais lenta um ganho menor deve ser selecionado. 

4.2.1 Treinamento 

O treinamento da rede baseia-se na regra Hebbiana Supervisionada (Liu, 2008), 

conforme apresentada na Seção 3.5, a qual incrementa os pesos a cada iteração através de um 

fator dado por ∆ݓ௜ሺ݇ሻ = ௜ߟ ∙ ሺ݇ሻߝ ∙ ሺ݇ሻݑ ∙  ௜ሺ݇ሻ  , (4.37)ݔ

sendo 𝑖 = ͳ, ʹ, ͵ e ߟ௜ representa o fator de apredizagem e ߟଵ = ଶߟ  ,௉ߟ = ଷߟ 𝐼 eߟ =  ஽ߟ

responsáveis por ponderar o treinamento dos valores dos ganhos proporcional, integral e 

derivativo, respectivamente e ߝሺ݇ሻ é a diferença entre a saída do modelo de referência e a saída 

medida da planta dado por ߝሺ݇ሻ = ௥௘௙ሺ݇ሻݕ −   .ሺ݇ሻݕ
O vetor de pesos ݓ௜, de acordo com a Eq.(4.37), está sujeito a variações numéricas ao 

longo das iterações. Afim de limitar os pesos da rede, para valores finitos, (Rivera-Mejía, et al., 

2012) a seguinte regra foi acrescentada  

   

 
3

1

.i
i

i
i

w k
w k

w k






  

(4.38) 

Desta maneira, de acordo com a Eq. (4.37) a atualização dos pesos é dada por ݓ௜ሺ݇ + ͳሻ = ௜ሺ݇ሻݓ + ௜ߟ ∙ ሺ݇ሻߝ ∙ ሺ݇ሻݑ ∙  ௜ሺ݇ሻ , (4.39)ݔ

A topologia do controlador PID-RNA é apresentada na Figura 4.3, a qual ilustra o 

método de forma geral o algoritmo de controle e a regra de treinamento da rede, para conclusão 

da RNA é necessário se obter o vetor de estados para o cálculo da saída do controlador, que 

pode ser obtidos de duas formas apresentas a seguir. 

4.2.1 Conversor de estados 1 

O vetor de estados para implementação da rede neuronal pode ser obtido aplicando a 

transformada ܼ inversa na Eq. (4.33), para obtenção de uma aproximação de ݑሺ݇ሻ no tempo 

discreto, tem-se 
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ሺ݇ሻݑ = ௉݁ሺ݇ሻܭ + .𝐼∑݁ሺ݇ሻܭ 𝛥ݐ + ஽ܭ ∆݁ሺ݇ሻ𝛥ݐ  , (4.40) 

onde ∆݁ሺ݇ሻ = ݁ሺ݇ሻ − ݁ሺ݇ − ͳሻ e Δݐ =  ௦ܶ representa a taxa de amostragem. Desta forma para 

obtenção da estrutura do PID-RNA necessita-se obter os sinais de entrada da rede, onde a Eq. 

(4.40) é reescrita como ݑሺ݇ሻ = ଵሺ݇ሻݔ௉ܭ + ଶሺ݇ሻݔ𝐼ܭ +  ଷሺ݇ሻ , (4.41)ݔ஽ܭ

onde o estado ponderado pelo ganho proporcional é dado por ݔଵሺ݇ሻ = ݁ሺ݇ሻ , (4.42) 

e o estado ponderado pelo ganho integral, é dado por 

ଶሺ݇ሻݔ = ∑݁ሺ݇ሻ. 𝛥ݐ = ∑݁ሺ݇ሻ. ௦ܶ , (4.43) 

e por fim, o estado ponderado pelo ganho derivativo é dado por 

ଷሺ݇ሻݔ = 𝛥݁ሺ݇ሻ𝛥ݐ = (݁ሺ݇ሻ − ݁ሺ݇ − ͳሻ)௦ܶ   . (4.44) 

As Eqs (4.42), (4.43) e (4.44) expressam o conversor de estados, logo, a saída da rede 

neuronal é dada por 

ሺ݇ሻݑ = ௖ܭ ௜ሺ݇ሻݔ∑∙ ∙ ௜ሺ݇ሻଷݓ
௜=ଵ  . (4.45) 

O algoritmo de controle para este conversor de estados pode ser ilustrado pela Figura 

4.4, na qual é ilustrada a estrutura do controlador PID-RNA em diagrama de blocos. 

 
Figura 4.4 – Estrutura Controlador PID-RNA com Conversor de Estado 1. 
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4.2.2 Conversor de estados 2 

Outra forma de obtenção dos estados da RNA é reescrevendo a Eq. (4.33)  da seguinte 

forma 

ܷሺݖሻ = ቆܭ𝐼 + ௉ሺͳܭ − ଵሻ−ݖ + ஽ሺͳܭ − ଵሻଶሺͳ−ݖ − ଵሻ−ݖ ቇܧሺݖሻ , (4.46) 

ainda, ܷሺݖሻሺͳ − ଵሻ−ݖ = ሺܭ𝐼 + ௉ሺͳܭ − ଵሻ−ݖ + ஽ሺͳܭ −  ሻ , (4.47)ݖሺܧଵሻଶሻ−ݖ

aplicando a transformada ܼ inversa, para obtenção de uma aproxomação de ݑሺ݇ሻ no tempo 

discreto, tem-se que Δݑሺ݇ሻ𝛥ݐ = ቆܭ𝐼݁ሺ݇ሻ + ௉ܭ ∆݁ሺ݇ሻ𝛥ݐ + ஽ܭ ∆ଶ݁ሺ݇ሻ𝛥ݐଶ ቇ , (4.48) 

sendo Δݑሺ݇ሻ = ሺ݇ሻݑ − ሺ݇ݑ − ͳሻ e ∆ଶ݁ሺ݇ሻ é dado por ∆ଶ݁ሺ݇ሻ = Δ݁ሺ݇ሻ − Δ݁ሺ݇ − ͳሻ , (4.49) 

desta forma ∆ଶ݁ሺ݇ሻ = ݁ሺ݇ሻ − ݁ሺ݇ − ͳሻ − (݁ሺ݇ − ͳሻ − ݁ሺ݇ − ʹሻ) , (4.50) 

logo ∆ଶ݁ሺ݇ሻ = ݁ሺ݇ሻ − ʹ݁ሺ݇ − ͳሻ + ݁ሺ݇ − ʹሻ , (4.51) 

então o termo ∆ଶ݁ሺ݇ሻ 𝛥ݐଶ⁄  é dado por ∆ଶ݁ሺ݇ሻ𝛥ݐଶ = (݁ሺ݇ሻ − ݁ሺ݇ − ͳሻ௦ܶ − ቆ݁ሺ݇ − ͳሻ − ݁ሺ݇ − ʹሻ௦ܶ ቇ) ∙ ͳܶ௦ . (4.52) 

A Eq. (4.48) pode ser simplificada através de manipulações matemáticas e ser reescrita 

como 

Δݑሺ݇ሻ = ቆܭ௉ ∆݁ሺ݇ሻ𝛥ݐ + 𝐼݁ሺ݇ሻܭ + ஽ܭ ∆ଶ݁ሺ݇ሻ𝛥ݐଶ ቇ  𝛥(4.53) ,ݐ 

simplificando a equação acima tem-se que 

ሺ݇ሻݑ = ሺ݇ݑ − ͳሻ + ௉∆݁ሺ݇ሻܭ + ݐ𝐼݁ሺ݇ሻ𝛥ܭ + ஽ܭ ∆ଶ݁ሺ݇ሻ𝛥ݐ  , (4.54) 

desta maneira, a equação anterior pode ser manipulada em função dos seus estados e é dada por 
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ሺ݇ሻݑ = ሺ݇ݑ − ͳሻ + ଵሺ݇ሻݔ௉ܭ) + ଶሺ݇ሻݔ𝐼ܭ +  ଷሺ݇ሻ) , (4.55)ݔ஽ܭ

esta equação leva em consideração a organização dos ganhos ܭ௉, ܭ𝐼 e ܭ஽ no vetor de pesos da 

rede neuronal apresentado pelas Eqs. (4.35) e (4.36), assim o estado ponderado pelo ganho 

proporcional é dado por ݔଵሺ݇ሻ = ∆݁ሺ݇ሻ , (4.56) 

e o estado ponderado pelo ganho integral é dado por ݔଶሺ݇ሻ = ݁ሺ݇ሻ ∙ ௦ܶ , (4.57) 

por fim, o estado ponderado pelo ganho derivativo é dado por 

ଷሺ݇ሻݔ = ∆ଶ݁ሺ݇ሻ௦ܶ = ݁ሺ݇ሻ − ʹ݁ሺ݇ − ͳሻ + ݁ሺ݇ − ʹሻ௦ܶ  . (4.58) 

A fim de se obter uma estrutura mais simples o estado ݔଷሺ݇ሻ pode ser rescrito como 

ଷሺ݇ሻݔ = (݁ሺ݇ሻ − ݁ሺ݇ − ͳሻ௦ܶ − ቆ݁ሺ݇ − ͳሻ − ݁ሺ݇ − ʹሻ௦ܶ ቇ) = ଵሺ݇ሻݔ − ଵሺ݇ݔ − ͳሻ . (4.59) 

As Eqs. (4.55) - (4.59)  expressam o conversor de estados ilustrado na Figura 4.5, logo, 

a saída da rede neuronal, é dada por 

ሺ݇ሻݑ = ሺ݇ݑ − ͳሻ + ௖ܭ ௜ሺ݇ሻݔ∑∙ ∙ ௜ሺ݇ሻଷݓ
௜=ଵ  . (4.60) 

 
Figura 4.5 – Estrutura Controlador PID-RNA com Conversor de Estado 2. 
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Nas Figura 4.4 e Figura 4.5, são apresentados os conversores de estados, que geram as 

entradas da rede e são descritos no primeiro conversor pelas Eqs. (4.42)-(4.44) e para o segundo 

pelas Eqs. (4.57)-(4.59). A adaptação é feita através do treinamento da rede baseda na Eq. 

(4.39). O algoritmo de controle ilustrado pela Figura 4.4, é descrito de forma mais detalhada 

pelo Algoritmo PID-RNA, dado por 

Algoritmo PID-RNA 1 
 

 • Inicialização dos parâmetros 

1 Ts ← Período de Amostragem. 

 .Fator de Amortecimento –Referência ← ߞ 2

3 ߱௡ ← Frequência Natural – Referência. 

4 ηi ← Vetor do Fator de Aprendizagem. 

 .௜ሺͲሻ ← Vetor de Pesos Inicialݓ 5

 .௖ ← Coeficiente Proporcional da Redeܭ 6

 • Processo Iterativo 

7 Medição ݕሺ݇ሻ 
8 Medição ݎሺ݇ሻ 
9 Gera ݕ௥௘௙ሺ݇, ,ߞ ߱௡, ௦ܶሻ 

11 ݁ሺ݇ሻ = ሺ݇ሻݎ −  ሺ݇ሻݕ
ሺ݇ሻߝ 10 = ௥௘௙ሺ݇ሻݕ −  ሺ݇ሻݕ

  • Conversão de Estados 

14  Seleciona Conversor ሺ𝑖ሻ 
15  Para 𝑖 = ͳ → Eqs. (4.42) - (4.44) 

16  Para 𝑖 = ʹ → Eqs. (4.56) - (4.59) 

  • Normalização dos Pesos 

20 

 





3

1

)(

)(
)(

i
i

i
i

kw

kw
kw

 

  • Saída da Rede 

18  Para 𝑖 = ͳ → Eqs. (4.45) 

  Para 𝑖 = ʹ → Eqs. (4.60) 

22  • Treinamento da Rede – Regra Hebb 

ଵሺ݇ݓ  22 + ͳሻ = ଵሺ݇ሻݓ + ௉ߟ ∙ ሺ݇ሻߝ ∙ ሺ݇ሻݑ ∙  ଵሺ݇ሻݔ
ଶሺ݇ݓ  23 + ͳሻ = ଶሺ݇ሻݓ + 𝐼ߟ ∙ ሺ݇ሻߝ ∙ ሺ݇ሻݑ ∙  ଶሺ݇ሻݔ
ଷሺ݇ݓ  24 + ͳሻ = ଷሺ݇ሻݓ + ஽ߟ ∙ ሺ݇ሻߝ ∙ ሺ݇ሻݑ ∙  ଷሺ݇ሻݔ
26 • Fim processo interativo 
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Desta forma é visivel que o ajustes dos ganhos são realizados automaticamente o que 

possibilita que o controlador se adapte as pertubações. De modo geral, o algoritmo pode ter sua 

resposta ajustada através do ganho ܭ௖ e do fator de apredizagem, que baseia-se em uma 

heurística através da observação da resposta do sistema e da análise da convergência dos valores 

dos pesos ao longo das iterações.



Capítulo 5 

CAPÍTULO 5 -  EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS  

Neste capítulo são apresentados os resultados obtidos através da proposta exposta 

nos capítulos anteriores, através de simulações realizadas em ambiente MATLAB©. 

Para avaliação do método dois modelos matemáticos foram utilizados para 

diversas trajetórias de referências, afim de se observar o comportamento 

cinemático e dinâmico do sistema e a influência deste modelo.  

5.1 Experimentos Computacionais PID-LQR  

O projeto proposto foi avaliado baseando-se em seu modelo equivalente discreto, ou 

também chamado de emulado. Conforme exposto no Capitulo 3, o projeto foi estruturado no 

tempo continuo e nesta etapa de avaliação os modelos obtidos a partir da proposta foram 

digitalizados e em seguida a experimentação computacional foi realizada, levando-se em 

consideração a abordagem apresentada em (Franklin, et al., 2010). Nota-se que para esta 

proposta, o projeto do controlador é feito de forma off-line, ou seja, primeiramente realiza-se o 

projeto de acordo com a metodologia proposta e em seguida aplica-se os resultados obtidos são 

implementados no sistema de controle em malha fechada apresentado. Para mais detalhes, o 

algoritmo utilizado para simulações está disponível no Apêndice B. 

O processo de sintonia ocorre fixando o valor da matriz ܴ , neste caso ܴ = ͳ, e variando-

se os valores da matriz ܳ afim de se obter os ganhos de realimentação de estado através da 

teoria do LQR. Algumas matrizes ܳ foram selecionadas para o cálculo dos ganhos de 

realimentação de estados ܭ e a partir daí observou-se o comportamento do sistema a uma dada 

trajetória de referência.  
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5.1.1 PID-LQR para modelo de sintonia de segunda ordem 

O modelo matemático de primeira ordem utilizado para avaliação desta metodologia é 

dado por 

ሻݏሺܩ  = ͻ.ʹͺݏ + ͵.ͷ͹ . (5.1) 

Na Tabela 5.1 são apresentados os valores dos ganhos do controlador ܭ௉ e ܭ𝐼, o 

coeficiente de amortecimento (ߞ) e os polos do sistema em malha fechada. O método de sintonia 

proposto permite a seleção das matrizes de ponderação ܳ e ܴ, baseado na relação apresentada 

na Eq. (4.31) que pode ser aproximada por  ܭ ≈ ܴ−ଵܳ . (5.2) 

A proposta do projeto do controlador é reduzir o erro de posicionamento a uma dada 

trajetória de referência através da rotação das rodas esquerda e direita. Nesta primeira etapa é 

utilizado um ponto como referência localizados nas coordenadas (35, 35) metros. 

Tabela 5.1 - Parâmetros de Sintonia e Ganhos do Controlador. ࡽ 𝑲࢖ 𝑲𝒊࢚࢔ 𝜻 Pólos ܳଵ = [Ͳ.ͳ ͲͲ ͳ] Ͳ.͹ͳ Ͳ.͵ͳ ͳ −Ͳ.ʹͻͷͲ −ͻ.ͻ͸ͺͳ ܳଶ = [ͳ ͲͲ Ͳ.ͳ] Ͳ.ʹͻ ͳ.ͲͲ ͳ −ʹ.͵Ͳ͵ʹ −Ͷ.Ͳ͵͹ͻ ܳଷ = [ͳ ͲͲ ͳ] Ͳ.͹ͺ ͳ.ͲͲ ͳ −Ͳ.ͻ͵͸͹ −ͻ.ͻʹͺͶ ܳସ = [ͳͲ ͲͲ ͳ] Ͳ.ͻ͸ ͵.ͳ͸ ͳ −͵.ͳͲ͵ͳ −ͻ.Ͷ͹͹Ͷ ܳହ = [ͳ ͲͲ ͳͲ] ʹ.ͺ͵ ͳ.ͲͲ ͳ −Ͳ.͵ͳ͵ͻ −ʹͻ.͸ʹ͹Ͳ ܯé݋݀݋ݐ ݀݁ ܼ𝑖݈݁݃݁ݎ–ܰ𝑖ܿℎݏ݈݋ Ͳ.ͶͲͶ Ͷ.͵͸ Ͳ.ͷͺ −͵.͸ͺ + ͷ.ʹ𝑖 −͵.͸ͺ − ͷ.ʹ𝑖 
Baseados nos dados fornecidos pela Tabela 5.1, nota-se que para qualquer valor de ܳ o 

sistema permanece estável, pelo fato de todos seus polos obtidos possuem parte real negativa, 

analisando os dados de forma mais especifica, observa-se que quando se utiliza ܳସ para 

sintonizar o controlador os dois polos do sistema em malha fechada estão mais distantes da 

origem, fazendo com que o sistema apresente uma resposta mais rápida e isto pode ser 

observado na Figura 5.1, que apresenta as velocidades angulares das rodas esquerda e direita 

com a aplicação do controlador dinâmico proposto. 
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Figura 5.1 – Velocidades Angulares das Rodas Esquerda e Direita para uma Trajetória de 
Referência Pontual Sistema para o Modelo de Sintonia de Segunda Ordem. 

A cadeira de rodas é projetada para seguir determinada trajetória de referência de forma 

suave, desta maneira, é necessário determinar os ganhos de realimentação de estados com base 

nesta premissa. Além da resposta do sistema, se faz necessário analisar o esforço de controle 

proposto (Figura 5.2), com base na tensão aplicada em cada um dos motores, o que possibilita 

analisar a viabilidade do projeto.  
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Figura 5.2 – Lei de Controle das Rodas Esquerda e Direita para uma Trajetória de Referência 

Pontual para o Modelo de Sintonia de Segunda Ordem. 

A posição da cadeira de rodas a dadas rotações de suas rodas, pode ser ilustrada pela 

Figura 5.3, na qual possui um ponto de referência a ͵ͷ metros de distância do eixo ݔ e ͵ͷ 

metros de distância do eixo ݕ. 
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Figura 5.3 – Trajetória da Cadeira de Rodas Motorizada para o Modelo de Sintonia de 

Segunda Ordem. 

O asterisco ilustrado pela Figura 5.3 representa o ponto de destino final. Nota-se que a 

resposta obtida para ܳସ é a mais rápida e sem oscilações em sua trajetória, o que garante uma 

menor distância percorrida e consequentemente menor gasto de energia. Em relação ao tempo, 

para este valor de ܳ o sistema obteve uma resposta de ͳͺ segundos, como mostrado nas figuras 

anteriores. 

Na segunda etapa, novas simulações são realizadas, para os valores apresentados na 

Tabela 5.1, tendo uma circunferência como trajetória de referência, e, esta deverá possuir raio 

de ͷ metros e velocidade angular de Ͳ.ʹ ݏ/݀ܽݎ. Na Figura 8 é apresentado a velocidade angular 

das rodas. 
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Figura 5.4 – Velocidades Angulares das Rodas Esquerda e Direita para uma Trajetória de 
Referência Circular para o Modelo de Sintonia de Segunda Ordem. 

As velocidades angulares para  ܳସ estabilizam em aproximadamente 4 segundos, sem 

oscilações. A roda direita está a uma velocidade angular maior em comparação a roda esquerda 

durante o estado estacionário, permitindo que a cadeira de rodas siga a referência circular. O 

mesmo ocorre com a lei de controle como ilustrado na Figura 5.5. 
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Figura 5.5 – Lei de Controle das Rodas Esquerda e Direita para uma Trajetória de Referência 
Circular para o Modelo de Sintonia de Segunda Ordem. 

A lei de controle apresentada permanece dentro de uma faixa de tensão aceitável a qual 

torna o projeto do controlador factível e sua reposta pode ser observada na Figura 5.6, a qual 

mostra a trajetória da cadeira de rodas. 



Capítulo 5 - Experimentos Computacionais 56 

 

 
Figura 5.6 – Trajetória Circular da Cadeira de Rodas Motorizada para o Modelo de Sintonia 

de Segunda Ordem. 

5.1.2 PID-LQR para modelo de sintonia de terceira ordem 

O modelo matemático de segunda ordem utilizado para avaliação desta metodologia é 

dado por 

ሻݏሺܩ  = Ͷ͸ͳ͵ݏଶ + Ͷͻ͸.ͺݏ + ͳ͸ͷͲͲ  , (5.3) 

substituindo os coeficientes da Eq. (5.3) na Eq. (4.20), tem-se que o sistema em espaço de 

estados é representado por 

[ሶଶݔሶଶݔሶଵݔ]  = [Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ͳͲ −ͳ͸ͷͲͲ −Ͷͻ͸.ͺ] [ଷݔଶݔଵݔ] + [ ͲͲͶ͸ͳ͵]  ሻ . (5.4)ݐሺݑ

Durante o processo da seleção da matriz Q, nota-se que ao se calcular os ganhos do 

controlador pelo LQR, o valor do ganho de realimentação referente a ݔଷ, ganho derivativo ܭௗ, 

torna-se pequeno em relação aos demais ganhos (ܭ  e ܭ௜). Então para  ݍଷଷ = Ͳ, portanto, a 

matriz Q é dada por 
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ܳ = [ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ] . (5.5) 

Assim, a solução da ARE é representada por 

ܲ = [ʹͶʹ.ͻ͹ ͹.͵ͳ Ͳ.Ͳͳ͹.͵ͳ Ͳ.ʹ͵ Ͳ.ͲͲͲ.Ͳͳ Ͳ.ͲͲ Ͳ.ͲͲ] , (5.6) 

Os valores de ݌ଷଶ e ݌ଷଷ estão próximos de zero e os ganhos ótimos calculados são dados por ܭ = [ͳ.ͲͲ Ͳ.ͳ͸ Ͳ.ͲͲ] , (5.7) 

onde o valor de ܭௗ está próximo de zero, caracterizando assim o controlador como sendo um 

controlador PI, pois ܭ ≠ Ͳ, ܭ௜ ≠ Ͳ e ܭௗ ≅ Ͳ. Assim o sistema em malha fechada em espaço 

de estados é dado por 

[ሶଶݔሶଶݔሶଵݔ]  = [ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ−Ͷ͸ͳ͵ −ͳ͹ʹ͸͹ −Ͷͻͺ] [ଷݔଶݔଵݔ] + [ ͲͲͶ͸ͳ͵]  ሻ . (5.8)ݐሺݎ

A seguir na Tabela 5.2 é apresentada a relação do fator de amortecimento e constante 

de tempo dos polos para o sistema em malha aberta e em malha fechada. 

 

Tabela 5.2 – Relação de amortecimento e constante para os sistemas em malha aberta e 
fechada. 

Matrizes de Transição de Estados Pólos 𝜻 𝝉 
ܣ = [Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ͳͲ −ͳ͸ͷͲͲ −Ͷͻ͸.ͺ] 

Ͳ ͳ ∞ −͵ͷ.ͺ Ͳ.Ͳʹ͹ͻ −Ͷ͸ͳ.Ͳ Ͳ.ͲͲʹʹ 

ெ𝐹ܣ = [ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ−Ͷ͸ͳ͵ −ͳ͹ʹ͸͹ −Ͷͻͺ] 
−Ͳ.ͻ ͳ 

͵.͹ͳ −ͳͲ.ͳ Ͳ.Ͳʹ͸ͻ −Ͷͺͷ.͹ Ͳ.ͲͲʹʹ 

 

Os resultados apresentados na tabela acima, mostram para este caso o sistema em malha 

fechada é estável. E para a avaliação do método experimentos computacionais foram realizados 

utilizando a mesma metodologia aplicada em sistemas de primeira ordem (seção 5.1.1). 
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Tabela 5.3 - Parâmetros de Sintonia e ganhos do controlador. ࡽ 𝑲࢖ 𝑲𝒊࢚࢔ 𝜻 Pólos 

ܳଵ = [Ͳ.ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ] Ͳ.͹ͳ Ͳ.͵ͳ ͳ −Ͳ.ʹͻͷͲ −ͳͲ.ͳ͸ʹͷ −Ͷͺ͸.͵Ͷͺ͸ ܳଶ = [ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ.ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ] Ͳ.ʹͻ ͳ.ͲͲ ͳ −ʹ.ʹͻ͹Ͷ −Ͷ.ͲͻͶ͸ −ͶͻͲ.ͶͳͶ͵ ܳଷ = [ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ] Ͳ.͹ͺ ͳ.ͲͲ ͳ −Ͳ.ͻ͵͸Ͳ −ͳͲ.ͳͶ͸͸ −Ͷͺͷ.͹ʹ͵͸ ܳସ = [ͳͲ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ] Ͳ.ͻ͹ ͵.ͳ͸ ͳ −͵.Ͳ͹͹Ͷ −ͻ.͹ͻͷ͹ −Ͷͺ͵.ͻ͵͵ͳ ܳହ = [ͳ Ͳ ͲͲ ͳͲ ͲͲ Ͳ Ͳ] ʹ.ͺ͵ ͳ.ͲͲ ͳ −Ͳ.͵ͳ͵ͺ −͵ͳ.͸ʹͺ͹ −Ͷ͸Ͷ.ͺ͸͵͹ ܯé݋݀݋ݐ ݀݁ ܼ𝑖݈݁݃݁ݎ–ܰ𝑖ܿℎݏ݈݋ Ͳ.Ͷͺ ͷ.ͳʹ Ͳ.ͷͺ −Ͷ.Ͳͷ͸ʹ +  ͷ.͸ͷͲͲ𝑖 Ͳ.ͷͺ −Ͷ.Ͳͷ͸ʹ +  ͷ.͸ͷͲͲ𝑖 ͳ −Ͷͺͺ.͸ͻ͵͸ 
 

Com base nesta tabela, analisa-se a resposta do sistema com os valores de ganhos 

gerados pelo LQR para cada ܳ fornecido, onde estas podem ser representadas pelas figuras a 

seguir. As primeiras simulações são realizadas tendo como trajetória um ponto e em seguida 

utiliza-se uma trajetória circular, onde são avaliados os sinais de velocidade angular das rodas, 

as saídas dos controladores e o posicionamento da cadeira de rodas em relação ao eixo x e y.  
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Figura 5.7 – Velocidades Angulares das Rodas Esquerda e Direita para uma Trajetória de 

Referência Pontual Sistema para o Modelo de Sintonia de Terceira Ordem. 

Ao se analisar a resposta para o sistema em malha fechada, nota-se que o 

comportamento do sistema é semelhante ao apresentado pela Figura 5.1, exceto no intervalo de 

tempo entre ͳͷ − ʹͷ segundos, no qual o modelo de sintonia de terceira ordem apresenta 

comportamento distinto, principalmente para os sistema que utilizaram os valores de ܳ[ͳ; ͳ] e ܳ[Ͳ.ͳ; ͳ]. 
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Figura 5.8 – Lei de Controle das Rodas Esquerda e Direita para Uma Trajetória De Referência 

Pontual Para o Modelo de Sintonia de Terceira Ordem. 
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Figura 5.9 – Trajetória da Cadeira de Rodas Motorizada para o Modelo de Sintonia de 

Terceira Ordem. 
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Figura 5.10 – Velocidades Angulares das Rodas Esquerda e Direita para Uma Trajetória De 

Referência Circular para o Modelo de Sintonia de Terceira Ordem. 
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Figura 5.11 – Lei de Controle das Rodas Esquerda E Direita Para Uma Trajetória De 

Referência Circular para o Modelo de Sintonia de Terceira Ordem. 
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Figura 5.12 – Trajetória Circular da Cadeira de Rodas Motorizada para o Modelo de Sintonia 

de Terceira Ordem. 

5.2 Experimentos Computacionais PID-RNA 

Os resultados foram obtidos através do algoritmo de controle proposto, onde a resposta 

do sistema é avaliada para uma entrada do tipo degrau unitário, ilustrado pela Figura 5.13. Ao 

longo do processo de simulação um sinal de distúrbio periódico foi aplicado para analisar a as 

respostas dos dois sistemas de controle, PID-RNA e PID Clássico. Em seguida, o modelo do 

controlador PID-RNA é implementado no sistema considerando o comportamento dinâmico e 

o cinemático, aplicando-se uma trajetória de referência do tipo pontual e outra do tipo circular. 
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5.2.1 Experimentos computacionais para atuador em malha fechada 

Os experimentos computacionais iniciais, foram realizados levando-se em consideração 

somente a dinâmica dos atuadores. Como mencionado anteriormente, o modelo matemático do 

atuador tem como entrada um sinal de tensão e saída a velocidade angular. A avaliação do 

controlador foi realizada através da análise da resposta do sistema após a adição de um sinal de 

perturbação periódico e comparada com um controlador PID clássico. Para inicialização do 

algoritmo utilizou-se ߟ௜ = [Ͳ.ͳ Ͳ.ͳ Ͳ.ͲͲͳ] e ܭ௖ = ʹ.ʹ, para o modelo de referência tem-se ߞ = ͳ e ݐ௦ = Ͳ.ͻݏ e taxa de amostragem utilizada para o sistema ௦ܶ = Ͳ.ͲͲͳݏ. 

 
Figura 5.13 – Resposta ao Degrau para o Sistema em Malha Fechada Aplicando PID-RNA. 

Na figura acima nota-se que nas primeiras iterações a saída apresenta um 

comportamento oscilatório, pois inicialmente os pesos da rede ainda se ajustam afim de seguir 

o modelo de referência, isto é ilustrado pela Figura 5.14, que apresenta a convergência dos 

parâmetros com a utilização da rede neuronal. Estas observações são confirmadas na Figura 

5.15, na qual pode ser observada a saída do controlador. 
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Figura 5.14 – Convergência dos Ganhos do Controlador PID-RNA. 

A partir da Figura 5.14, nota-se que inicialmente os parâmetros variam rapidamente e 

depois durante os sinais de distúrbios inseridos convergem para pontos específicos.  

 
Figura 5.15 – Comparativo entre o Esforço de Controle do Controlador PID-RNA e PID 

Clássico. 
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Como pode ser visto na Figura 5.15, o esforço de controle é maior nos instantes iniciais, 

isso se dá as condições iniciais atribuídas e aos primeiros ajustes do controlador. Observa-se 

que os maiores valores de esforço de controle não ultrapassam os 5 Volts. Nos sistemas de 

controle significa que a fonte pode ter atingido o seu valor máximo. 

5.2.2 Experimentos computacionais para sistema cinemático e dinâmico 

referência pontual. 

A análise realizada aqui nesta seção, leva em consideração a dinâmica e a cinemática 

do sistema, para uma melhor avaliação do controlador. O sinal de entrada do sistema é 

representado por um ponto o qual a cadeira de rodas deve alcançar. Da mesma forma que foi 

realizado no experimento anterior, perturbações foram inseridas nas duas rodas com períodos 

diferentes. Na Figura 5.16 é analisada a velocidade angular das rodas esquerda e direita e são 

apresentas os sinais de referência gerado pelo modelo cinemático e outro sinal gerado pelo 

modelo de referência do algoritmo de controle PID-RNA. Para inicialização do algoritmo 

utilizou-se ߟ௜ଵ = ௜ଶߟ = [Ͳ.͵ Ͳ.Ͳ͵ Ͳ.ͲͲͲͳ] ∙ ͳͲ−ଷ e ܭ௖ଵ = ௖ଶܭ = ʹ, onde 1 representa o 

controlador esquerdo e 2 o controlador direito, para o modelo de referência para os dois 

controladores tem-se ߞ = ͳ e ݐ௦ = Ͳ.ͻݏ e taxa de amostragem utilizada para o sistema ௦ܶ =Ͳ.Ͳͳݏ. 

 
Figura 5.16 – Velocidades angulares rodas esquerda e direita PID-RNA a um ponto. 
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Com os resultados apresentados das Figura 5.16, nota-se a influência do sinal de 

perturbação sobre a resposta do sistema, este sinal de perturbação é apresentado na Figura 5.17 

em conjunto com o esforço de controle dos dois controladores. A resposta do sistema apresenta 

bons resultados e tende a seguir as trajetórias de referência assim como projetado. 

 
Figura 5.17 – Esforço de controle controlador esquerda e direita PID-RNA a um ponto. 

A Figura 5.17 apresenta o esforço de controle dos controladores esquerdo e direito, em 

conjunto com o sinal de distúrbio inserido, afim de se obter resultados mais próximos do real, 

uma saturação foi inserida no esforço de controle, ݑ௦௔௧ = ± ͷܸ. Os controladores apresentam 

uma boa resposta em relação as perturbações inseridas. Nota-se que ao chegar em 20s o esforço 

de controle tende a zero, pois a trajetória de referência do sistema é um ponto. Logo ao chegar 

no ponto de referência a cadeira deve estar parada, isto é ilustrado pela Figura 5.19. Nas 

primeiras interações o esforço de controle apresenta um comportamento anormal, devido a 

adaptação dos parâmetros neste período de tempo. 
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Figura 5.18 – Acompanhamento da rede dos controladores esquerdo e direito PID-RNA a um 

ponto 

A Figura 5.18 apresenta a convergência dos ganhos do controlador ao longo das 

iterações. Observa-se que durante os sinais de perturbação os parâmetros variam com intuito de 

obter uma melhor resposta. E na Figura 5.19 é ilustrado o comportamento do sistema em relação 

ao plano ሺݔ,  .ሻ tendo como sinal de entrada um ponto localizado em ሺ͵Ͳ,͵Ͳሻ metrosݕ
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Figura 5.19 – Trajetória plano ሺ࢞,  ሻ PID-RNA a um ponto࢟

 
Na Figura 5.19 é ilustrado o deslocamento da cadeira de rodas em relação ao plano ሺݔ,  ሻ, através do qual é possível o comportamento do sistema como um todo. Ao logo de suaݕ

trajetória a cadeira de rodas apresenta pequenas variações devido as perturbações inseridas, mas 

ainda assim o sistema apresenta uma resposta aceitável. 

5.2.3 Experimentos computacionais para sistema cinemático e dinâmico 

referência circular. 

Os experimentos computacionais realizados nesta seção foram realizados levando-se 

em consideração o sistema cinemático e dinâmico e tendo como sinal de referência uma 

trajetória circular, com raio de 5 metros. Os mesmos valores de inicialização do algoritmo foram 

utilizados para esta trajetória de referência, ߟ௜ଵ = ௜ଶߟ = [Ͳ.͵ Ͳ.Ͳ͵ Ͳ.ͲͲͲͳ] ∙ ͳͲ−ଷ e ܭ௖ଵ ௖ଶܭ= = ʹ, para o modelo de referência para os dois controladores tem-se ߞ = ͳ e ݐ௦ = Ͳ.ͻݏ e taxa 

de amostragem utilizada para o sistema ௦ܶ = Ͳ.Ͳͳݏ. 
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Figura 5.20 – Velocidades angulares rodas esquerda e direita PID-RNA trajetória circular. 

As velocidades angulares das rodas esquerda e direita após os 5 segundos apresentam 

comportamento estável, ainda neste período nota-se que as rodas possuem uma pequena 

diferença em suas velocidades devido a trajetória de referência circular. Em relação as 

perturbações, a resposta do sistema dinâmico apresenta um bom comportamento e o controlador 

tende a rejeitar o sinal de distúrbio inserido. Isto é confirmado pela Figura 5.21, que apresenta 

a resposta do controlador e o sinal de distúrbio. 
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Figura 5.21 – Esforço de controle controladores esquerdo e direito PID-RNA trajetória 

circular. 

Durante os instantes iniciais, os controladores apresentam uma resposta anormal, devido 

ao ajuste dos parâmetros, nota-se através da Figura 5.21. Assim como realizado no experimento 

anterior, foi inserida uma saturação na saída do controlador, ݑ௦௔௧ = ± ͷܸ. Durante as 

perturbações os controladores variam em torno de um ponto especifico e afim de compensar os 

distúrbios inseridos, este comportamento é confirmado ao se observar a  Figura 5.22 a qual 

apresenta a convergência dos ganhos dos controladores ao longo das iterações.  
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Figura 5.22 – Acompanhamento da rede controlador esquerdo e direito PID-RNA trajetória 

circular. 
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Figura 5.23 – Trajetória plano ሺ࢞,  .ሻ PID-RNA circular࢟

 
 



Capítulo 6 

CAPÍTULO 6 -  CONCLUSÃO  

Neste capítulo são expostas as conclusões obtidas com o desenvolvimento do 

trabalho proposto. E em seguida são apresentados temas para trabalho futuros.  

6.1 Considerações Finais 

Em conclusão, o presente trabalho desenvolveu modelos matemáticos para sintonia de 

controlador dinâmico de cadeira de rodas motorizada, que combina a simplicidade e a robustez 

de um controlador PID com otimização e margem de ganho e de fase garantidos pela sintonia 

LQR. Portanto, a função de transferência do sistema em malha fechada foi representada no 

espaço de estados, onde o integrador do PID foi inserido no modelo da planta e o numerador 

do controlador foi considerado como detentor dos ganhos de realimentação de saída. Em 

primeiro lugar, os parâmetros da planta da função de transferência foram estimados pela 

medição de dados fornecendo num primeiro momento um modelo de primeira ordem.  

O desempenho da resposta do sistema com a aplicação da presente proposta, mostraram 

a eficiência do método, onde os valores do esforço de controle não excederam o limite imposto 

pela implementação do mundo real, mostrando o que viabiliza a sua implementação em uma 

cadeira de rodas motorizada. 

Ao contrário do modelo anterior, o qual o projeto é realizado off-line, o segundo modelo 

funciona de forma on-line e baseia-se em princípios de Redes Neuronais Artificiais para 

representar o controlador PID que é associado com abordagens do controle adaptativo direto 

por modelo de referência. Para treinamento, utilizou-se o algoritmo de treinamento baseado na 

regra de Hebb. O método proposto mostrou bom desempenho, devido ao fato de que apresentou 
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uma rejeição satisfatória ao distúrbio, isto é, propriedade de adaptação para liderar com 

situações imprevisíveis. Durante o desenvolvimento do projeto, ficou evidente a necessidade 

de validar o modelo matemático utilizado. Esta ação fornecerá os meios para uma melhor 

concepção e análise dos resultados. Consequentemente, obtém-se uma maior confiabilidade na 

implementação no sistema real. 

Ao analisar os resultados, é possível concluir que o método é eficiente e o algoritmo 

desenvolvido atendeu às especificações de projeto. Além de implementar o controlador PID-

RNA proposto, ele tem a flexibilidade de ser implantado em outras plantas. 

6.2 Trabalhos Futuros  

No decorrer do desenvolvimento deste trabalho de dissertação vários itens se 

apresentaram como oportunidades para estudos adicionais. A seguir, uma descrição das 

principais ideias as quais necessitariam mais atenção aos detalhes e consequentemente mais 

tempo e recursos disponíveis para o autor. Espera-se que este trabalho inspire o leitor com 

inúmeras ideias adicionais. 

• Avaliar a resposta da metodologia proposta através da implementação em hardware; 

• Pesquisar e desenvolver metodologia de projeto de sensores para o desvio de obstáculos 

que permitam a cadeira de rodas e cadeirante trafeguem em ambientes com segurança e 

evitando assim possíveis colisões; 

• Propor outros algoritmos de controle para o posicionamento da cadeira de rodas 

motorizada, levando em conta que o centro de massa do sistema variável, simulando 

assim quando a postura do usuário muda sobre o assento da cadeira; 

• Implementar planejadores da trajetória que trabalham diretamente com habilidades de 

percepção e motoras, ao invés de trabalhar com dados planejados pré-programados.  
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Apêndice A 

A p ê n d i c e  A .  SISTEMA ATUADOR E SENSOR  

A.1 Elemento atuador  

As aplicações que envolvem movimento exigem energia mecânica, e esta por sua vez 

pode ser obtida através de conversores de energia eletromecânica. Nestes tipos de conversores 

a energia elétrica é convertida em energia mecânica, ou vice-versa.   Em sua grande maioria, os 

robôs e as cadeiras de rodas motorizadas utilizam motores elétricos como conversores de 

energia, então para tal, se faz necessário o estudo da sua dinâmica bem como a sua aplicação 

no sistema em estudo.  

Os motores elétricos em geral podem ser classificados em motores de Corrente Continua 

(CC), Corrente Alternada (CA) e síncronos (Sen, 2013).  As cadeiras de rodas motorizadas em 

sua grande maioria utilizam motores CC com e sem escovas (Simpson, 2005), que são 

subclasses de motores CC e síncronos. 

A.1.1 Motores de Corrente Continua com escovas 

O projeto do motor CC com escovas é o mais simples e o mais antigo no campo de 

motores elétricos, embora tenha uma série de desvantagens, é barato e ainda é amplamente 

utilizado para aplicações de controle de torque e velocidade variável. 

Os motores CC com escovas ainda podem ser classificados de acordo com projeto do 

seu estator, naqueles cujo estator consiste em bobinas de campo e naqueles que usam ímãs 

permanentes no estator. A forma de alimentação da bobina de campo e a bobina de armadura 

pode ter três classificações básicas (Krishnan, 2003). A primeira forma de alimentação é a do 
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tipo shunt ou em derivação (paralelo), em que as bobinas de campo estão conectadas em 

paralelo com as bobinas da armadura através das escovas. A segunda forma é a alimentação em 

série, em que as bobinas de campo estão em série com as bobinas na armadura. E a terceira 

forma é a hibrida, com bobinas de campo separadas, onde uma está em série e a outra está em 

paralelo com as bobinas da armadura, as representações destas formas de alimentação são 

ilustradas pelas Figura A.1. 

 
Figura A.1 – Tipos de Conexão entre Bobinas de Campo e a Bobina de Armadora em Motores 

CC com Escovas. 

Os motores CC com escovas do tipo de ligação em paralelo podem gerar torque elevado, 

sem redução de velocidade com o aumento da corrente elétrica do motor e possuem um nível 

médio de torque de partida com velocidade constante (Fitzgerald, et al., 2003), por isso são 

amplamente utilizados em aplicações que incluem tornos, aspiradores, transportadores e 

trituradores. Já os tipos motores com ligação em série o controle de velocidade é realizado 

através da variação de tensão de alimentação, no entanto, esse tipo controle de velocidade 

ineficaz e, à medida que o torque aumenta a velocidade diminui, mas como vantagem têm um 

torque elevado de partida (Sen, 2013). 

Os motores de Corrente Contínua de Ímã Permanente (PMDC - Permanent Magnet 

Direct Current) são utilizados em uma variedade de aplicações, como por exemplo desde 

dispositivos com bateria, como cadeiras de rodas e ferramentas elétricas, até transportadores e 

abridores de portas, equipamentos de soldagem, sistemas de raios-X e tomográficos e 

equipamentos de bombeamento. Estes tipos de motores elétricos geralmente são melhor opção 

para controle de movimento e aplicações de transmissão de energia devido ao seu tamanho 

compacto, a ampla faixa de velocidade em que opera, a capacidade de se adaptar a uma 

variedade de fontes de energia ou a segurança por conta de sua operação em baixas tensões 

(Sen, 2013). A sua capacidade de produzir um elevado torque a baixa velocidade torna-os 

substitutos adequados para motoredutores em muitas aplicações, devido à sua curva de 

velocidade-torque eles são especialmente adequados em aplicações que necessitam de 
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velocidade ajustável (Fitzgerald, et al., 2003) e em aplicações de controle de servo onde o motor 

funcionará a menos de 5000 rpm. 

Os motores DC de ímã permanente são equivalentes aos motores de corrente contínua 

controlados por armadura ilustrados pela Figura A.1, de fato, em ambos o fluxo magnético é 

constante. Em motores DC convencionais, o torque desejado pode ser obtido aumentando a 

corrente armadura (𝑖௔) e/ou a corrente de campo (𝑖௘). Por outro lado, os motores com ímã 

permanente podem ser controlados por meio através de 𝑖௔.  

O controle de velocidade em motores PMDC é realizada, de forma similar aos demais 

motores CC com escovas através da variação da tensão aplicada à armadura. Os sensores de 

rotação enviam as informações ao controlador para variar a sua tensão de saída afim de se 

manter a velocidade o mais próximo possível do valor de referência ajustado.  

Nos últimos anos, os conversores de estado sólido foram utilizados para controlar a 

velocidade dos motores de CC.  

Para a utilização de um motor CC para uma devida aplicação deve-se, portanto, 

conhecer a relação entre torque e velocidade da máquina. A partir da Figura A.1 a relação 

velocidade angular e a tensão de alimentação obtida através de um modelo matemático é dada 

por  

݁௔ሺݐሻ = ܴ௔𝑖௔ሺݐሻ + ௔ܮ ݀𝑖௔݀ݐ + ݁௕ሺݐሻ , (A.1) 

onde ݁௔ é tensão de entrada, ܴ௔ é a resistência da armadura, 𝑖௔ é a corrente de armadura e ܮ௔ é 

a indutância da armadura e 

݁௕ሺݐሻ = ௕ܭ ݐ݀ߠ݀   , (A.2) 

onde ݁ ௕ é a tensão contra eletromotriz (emf - electromotive force), ܭ௕ é uma constante do motor 

e ߠ a posição angular do eixo.  

Aplicando a transformada de Laplace, a função de transferência que representa a 

velocidade angular é dada por ߱ሺݏሻ =  ሻ , (A.3)ݏሻܷ௔ሺݏሺܩ

onde ߱ representa a velocidade angular do rotor, ܷ௔ = ݁௔ representa a tensão de entrada dada 

pela Eq.(A.2) e a função de transferência ܩሺݏሻ é dada por 
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ሻݏሺܩ = ܬ௠ܭ ௔ܶܭ௔ܭ௧ܭ௕ ଶݏ + ௕ܭ௧ܭ௔ܭܬ ݏ + ͳ , (A.4) 

onde ܭ௠ = ͳ ⁄௕ܭ , ௔ܶ = ௔ܮ ܴ௔⁄ ௔ܭ , = ͳ ܴ௔⁄  e ܭ௧ é a constante de torque do motor. O diagrama 

de blocos que representa o modelo matemático expresso pela Eq.(A.4) é apresentado pela 

Figura A.2.  

 
Figura A.2 – Diagrama de Blocos de um Motor CC. 

sendo ௅ܶ representando o torque de cargas mecânicas externas, ௘ܶ representando o torque 

gerado pela força contra eletromotriz, ܶ ௠ o torque do rotor e ܫ௔ a corrente que passa pela bobina 

do motor. 

A.1.2 Motores de Corrente Continua sem escovas 

Os motores de Corrente Continua sem escovas são motores síncronos com imãs 

permanentes que operam em modo de autocontrole (usando um sensor de posição de rotor e um 

inversor para controlar a corrente dos enrolamentos do estator) é mais popularmente conhecido 

como motores BLDC (Brushless Direct Current). A estrutura interna de um motor BLDC é 

semelhante a um motor CC escovado, pois a armadura está em seu estator e os imãs estão no 

rotor e suas características de operação também são similares a um motor CC escovado (Sen, 

2013).  
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Figura A.3 – Diagrama de um Circuito Equivalente de um Motor BLDC de Três Fases. 

O sensor de posição e os comutadores de estado sólido no circuito de potência inversor 

desempenham o papel das escovas e o comutador mecânico do motor CC. A principal diferença 

entre os motores BLDC e os motores CC com escovas de imãs permanentes, é que nestes tipos 

de motores sem escovas os imãs permanentes são montados junto ao rotor, desta forma suas 

bobinas são posicionadas no estator, onde são comutadas eletronicamente através de um 

circuito inversor que pode ser ilustrado pela Figura A.4. 

 
Figura A.4 – Estrutura de Circuito Inversor para Controle de um Motor BLDC. 

Uma configuração típica de inversor alimentado a partir de uma fonte de CC, como 

ilustrado na Figura A.4, pode ser utilizada para um sistema de acionamento BLDC. O circuito 

inversor é composto por transistores representados por ܶ, que controlam a corrente de 

alimentação do circuito representada por I afim de se obter as correntes nas bobinas ܤ ,ܣ e ܥ 

representada respectivamente por 𝑖஺, 𝑖஻ e 𝑖஼. O circuito de controle de potencia é responsável 

por acionar ou desacionar os terminais Gate, ou Base no caso de transistores BJT, de acordo 

com o sinal de posição do sensor. Os pares de transistores ଵܶ e ସܶ, ଷܶ e ଺ܶ, ହܶ e ଶܶ fazem parte 



Apêndice A - Sistema Atuador e Sensor 87 

 

do circuito inversor de meia ponte que é responsável por controlar a corrente em função da 

amplitude e sentido de cada uma das bobinas.   

O motor BLDC opera de forma similar a um motor síncrono, onde os transistores do 

circuito inversor são comutados de acordo com o sinal da tensão da força contra eletromotriz. 

Nos circuitos de controle de potência para estes tipos de motores pode ser utilizado um inversor 

que emprega transistores de auto-comutação, tais como BJT, IGBT, MOSFET e outros. O 

estado “Liga-Desliga” destes tipos contatos podem ser controlados pelos seus sinais de porta 

(Gate) do transistor, os quais são obtidos a partir dos sensores de posição do rotor. O sensor de 

posição do rotor irá controlar os instantes de liga e desliga para os “contatos”, de modo que o 

ângulo entre o campo do rotor e o campo do estator seja de 90º, semelhante a um motor com 

escovas (Sen, 2013). Se o inversor é alimentado por uma fonte de tensão CC, a modulação de 

largura de pulso (PWM) de cada contato pode fornecer a regulagem da corrente do motor 

(Nilsson & Modrack, 2013). 

A forma de onda do sinal da força contra eletromotriz dos motores BLDC podem ter 

basicamente um formato trapezoidal ou senoidal. No tipo trapezoidal a força contra eletromotriz 

tem formato trapezoidal e, para operação sem flutuações de torque, a corrente de fase requerida 

é uma onda quase quadrada de 120º. No tipo senoidal, a força contra eletromotriz é senoidal e, 

para uma operação livre de oscilações de torque, a corrente de fase requerida é senoidal (Sen, 

2013). 

A obtenção do modelo matemático de motores do tipo BLDC baseia-se no princípio de 

que as correntes induzidas no rotor devido a campos harmônicos do estator e as perdas são 

negligenciadas (Krishnan, 2003). A relação corrente-tensão é dada pelas propriedades elétricas 

das bobinas e estas são dadas pelo seu circuito equivalente, como mostrado na Figura A.3, onde 

cada enrolamento do motor consiste em um resistor em série com um indutor. Uma fonte de 

tensão, que é a orientação de referência é oposta à tensão de alimentação, que ocasiona uma 

força contra eletromotriz. As três fases deste tipo de motor têm valores de impedância e 

resistência iguais, isto é, ܴ௔ = ܴ௕ = ܴ௖ = ܴ e ܮ௔ = ௕ܮ = ௖ܮ =  o que implica em uma carga ,ܮ

equilibrada. Aplicando a Lei de Kirchhoff das tensões em nas três fases o sistema de equações 

obtidos é dado por  

[௖௡ݒ௕௡ݒ௔௡ݒ]  = ܴ ∙ [𝑖௔𝑖௕𝑖௖] + ܮ ∙ ݐ݀݀ [𝑖௔𝑖௕𝑖௖] + [݁௔݁௕݁௖], (A.5) 
aplicando a transformada de Laplace na Eq. (3.1) e reorganizando os resultados o sistema de 

equações que representam o sistema no plano-s é dado por 
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 [𝑖௔𝑖௕𝑖௖] = ͳݏܮ + ܴ ∙ ([𝑖௔𝑖௕𝑖௖] − [݁௔݁௕݁௖]), (A.6) 
A intensidade da força contra eletromotriz depende do valor de sua constante (݇௘), da 

velocidade angular do rotor (߱௠) e a forma de onda é definida como uma função da posição 

angular do rotor (ߠ௠) de entrada (Nilsson & Modrack, 2013) e esta relação é dada por 

 ݁௜ = ݇௘ ∙ ߱௠ ∙ ݂ሺߠ௠ሻ, (A.7) 
sendo 𝑖 = ሺܽ, ܾ, ܿሻ e  ݁௜ representa a força contra eletromotriz para cada uma das bobinas. 

A função ݂ሺΩ ሻ neste caso possui um formato trapezoidal e é obtida por uma lookup-

table, que fornece o valor desta função para a posição angular (ߠ௠) referente a cada uma das 

três fases. Observa-se que a frequência do sinal da Eq. (A.7) e a frequência do sinal (𝛺௘) são 

relacionadas pelo número de pares de pólos (݌௠) nos ímãs permanentes do rotor, logo a 

frequência do ângulo elétrico é dada por 

 𝛺௘ = ߱௠ ∙  ௠, (A.8)݌
O passo final no levantamento do modelo matemático é modelar a dinâmica do rotor, 

ou seja, estabelecer uma relação entre a corrente elétrica e a velocidade angular, portanto, o 

torque aplicado externamente é desconsiderado e apenas uma carga inercial constante é levada 

em consideração, desta forma a equação mecânica é dada por 

 ௘ܶ = ݁௔ ∙ 𝑖௔ + ݁௕ ∙ 𝑖௕ + ݁௖ ∙ 𝑖௖߱௥ , (A.9) 
A simulação do motor é realizada incluindo o torque de carga no modelo, para isto 

realiza-se a subtração entre o torque da carga e o torque gerado eletricamente, de modo que o 

resultado é dado por 

 ௠ܶ = ௘ܶ − ௅ܶ , (A.10) 
sendo ௠ܶ o torque gerado pela rotação do motor e ௅ܶ o torque gerado por uma carga mecânica. 

Desta forma tem-se que a relação entre o torque e a velocidade angular é dada por 

 ௠ܶ = ௕ܭ ∙ ߱௠ − ܬ ݀߱௠݀ݐ  , (A.11) 
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sendo ܭ௕ a constante de amortecimento e ܬ o momento de inercia do rotor. A função de 

transferência que modela o torque em função da velocidade angular é dada por 

 ߱௠ሺݏሻ = ͳܬ ∙ ݏ + ௕ܭ ∙ ௠ܶ. (A.12) 
 As equações anteriores modelam o comportamento de um motor BLDC, desta maneira 

é realizada uma relação entre as mesmas e montado o diagrama de blocos do sistema (Nilsson 

& Modrack, 2013), que é ilustrado pela a Figura A.5. 

 
Figura A.5 – Diagrama de Blocos do Modelo Matemático de um Motor BLDC. 

Os motores do tipo BLDC tem várias vantagens quando relacionados com motores DC 

escovados, mas as principais são a eficiência energética e uma grande relação peso potência. 

Porém, pode ser notado através dos parágrafos anteriores, motores deste tipo de configuração 

possuem um preço e grau de complexidade elevados por conta do seu circuito eletrônico de 

potência responsável por seu funcionamento (Sen, 2013). Devido a estas desvantagens muitas 

cadeiras de rodas motorizadas disponíveis no mercado utilizam motores CC com escovas. 

A.2 Sensores 

O uso de sensores em cadeiras de rodas motorizadas é de suma importância para o 

fechamento da malha de controle, o que torna sua operação eficiente e automática em aplicações 

no mundo real (Tzafestas, 2014).  
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O sistema de orientação é uma das aplicações mais utilizada em cadeiras de rodas 

motorizada e pode proporcionar vantagens aos seus usuários devido à sua simplicidade. Este 

tipo de ferramenta possibilita a localização e a movimentação da cadeira em qualquer momento 

e é indispensável para sistemas de controle. 

Em sua grande maioria os sensores utilizados em robôs móveis são usados para medir 

valores simples como a temperatura do sistema ou a velocidade de rotação dos motores, já 

outros sensores mais sofisticados podem ser usados para adquirir informações sobre o ambiente 

ou mesmo para medir diretamente a posição global de um robô (Siegwart & Nourbakhsh, 2004).  

O pré-requisito para uma orientação precisa é a disponibilidade de sensores confiáveis 

de alta resolução e infelizmente, os sensores da vida real praticamente disponíveis possuem 

várias imperfeições devido a diferentes causas (Tzafestas, 2014). O ruído do sensor é causado 

principalmente pelas variações ambientais que não podem ser capturadas pelo robô. Uma falha 

dos sensores aplicado em robôs é o aliasing, isto é, o fato de que as leituras dos sensores não 

são únicas, implica que (mesmo que não exista ruído), a quantidade disponível de informações 

na maioria dos casos não é suficiente para identificar a posição do robô a partir de uma única 

leitura do sensor. Para minimizar o efeito de ruído e alias na prática, técnicas especiais de 

processamento de sensores devem ser empregadas, e assim obter uma estimativa precisa da 

posição do robô ao longo do tempo. Essas técnicas incluem métodos de probabilidade e teoria 

da informação (estimadores bayesianos, filtros de Kalman, Filtro de Kalman Estendido, 

aproximadores fuzzy/neuronal, etc.). No Apêndice C é apresentado um algoritmo do Filtro de 

Kalman aplicado em sensores de rotação, que tem por intuito atenuar o ruído gerado pelo sensor. 

Os sons têm capacidades de largura de banda espacial muito baixas e estão sujeitos a 

ruídos devido à dispersão de ondas e, portanto, o uso da detecção do alcance do laser é preferido. 

Mas, apesar de os sensores laser possuírem uma largura de banda muito maior, eles ainda são 

afetados pelo ruído. Além disso, os lasers têm um campo de visão restrito, a menos que sejam 

tomadas medidas especiais (por exemplo, incorporação de espelhos rotativos no projeto). 

Ao se mover, um robô móvel frequentemente encontrará características imprevisíveis 

do ambiente o que é considerado preocupante. Os sensores normalmente utilizados na 

orientação de robôs são medidores de alcance através de tecnologias como sonar, laser e 

infravermelho, radar, sensores táteis, bússolas e GPS (Alves, et al., 2011). Desta maneira, a 

determinação da localização do robô utilizando um único sensor é insuficiente para capturar 

todas as características relevantes de ambientes reais. Então, é necessário combinar dados de 

múltiplos sensores em um processo conhecido como fusão. A fusão de dados de múltiplos 

sensores é uma tecnologia que permite combinar informações de vários sensores, onde o 
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objetivo é ter uma melhor precisão e dar um resultado mais preciso do que o que poderia ser 

obtido pelo uso de um único sensor. O sistema de sensores geralmente utilizado em cadeiras de 

rodas motorizadas consiste em dois odômetros, uma bússola digital (magnetômetro) e um 

acelerômetro (Nada, et al., 2016), ilustrados pela Figura A.6.  

 
Figura A.6 – Exemplos de Sensores Utilizados no Sistema de Orientação de Cadeira de Rodas 

Motorizada. (a) Encoder Rotativo Óptico. (b) Bussola Digital. (c) Acelerômetro. 

Os odômetros são dispositivos utilizados para determinação da posição ሺݔ,  ሻ e aݕ

direção do sistema através de encoders rotativos. Estes tipos de dispositivos são montados na 

própria roda fornecendo desta maneira informações sobre a sua velocidade angular, e por 

integração é fornecida a posição angular. A resolução da medida da velocidade das rodas 

aumenta em uma proporção correspondente à do sistema de transmissão de movimento, onde 

sua precisão depende da qualidade do projeto mecânico e do desempenho do processamento 

dos sinais elétricos (Tzafestas, 2014). O encoder óptico é o dispositivo mais popular para este 

tipo de aplicação e é constituído basicamente por um bloqueador de luz que produz um certo 

número de pulsos de onda senoidal ou quadrada para cada rotação do eixo, sua estrutura básica 

é ilustrada pela Figura A.6.(a).  

A bussola digital possui dois semicondutores de efeito Hall em ângulos retos, 

fornecendo dois eixos de direção de campo magnético, produzindo assim uma das oito direções 

possíveis da bússola, ilustrado pela Figura A.6.(b). Estes tipos de instrumentos são baratos, mas 

também sofrem de uma série de desvantagens, uma delas é sua baixa resolução e as fontes 

internas de erro incluem a não-linearidade do sensor básico e os erros de polarização sistemática 

no nível de semicondutores (Siegwart & Nourbakhsh, 2004). Para atenuar os problemas gerados 

pela a aplicação destes componentes, um sistema de filtragem de sinais é necessário, no entanto 

o tempo de resposta do sensor é aumentado.  
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O acelerômetro é utilizado para medir a aceleração escalar utilizando o princípio da lei 

fundamental do movimento que é ܨ = ݉ ∙ ܽ, onde ܨ é a força (ܰ), ݉ é a massa (݇݃) e ܽ é a 

aceleração (݉/ݏଶ). De maneira mais especifica, este sensor consiste na igualdade entre a massa 

inercial do sensor de força sísmica e a força de polarização aplicada à massa, medido através 

de um circuito de medição de posição e então é convertido em um sinal. Os acelerômetros 

podem medir em até três eixos ortogonais, X, Y e Z. A aceleração é obtida geralmente em 

unidades de metros por segundo ao quadrado (݉/ݏଶ) ou G-force (݃), onde ݃ = ͻ.ͺ݉/ݏଶ. Os 

acelerômetros são utilizados para detectar tanto a aceleração estática (por exemplo, gravidade) 

quanto a aceleração dinâmica, por serem afetados pela aceleração da gravidade, um 

acelerômetro pode ser utilizado para orientação em relação à superfície da Terra. 

  



 Apêndice B 

A p ê n d i c e  B .  ALGORITMOS MATLAB  

B.1 Algoritmo de Simulação Sintonia LQR Controlador PID  % ----------------------------------------------------------------------- % %                          Sistema de Controle                            % % ----------------------------------------------------------------------- %  %                      Cadeira de Rodas Motorizada                        % %                    Sintonia Ótima Controladores PID                     % % ----------------------------------------------------------------------- % %       Desenvolvimento: Evandro Martins                                  % %       Supervisão: Prof.João Viana                                       % %       Data: 12/07/2017                                                  % % ----------------------------------------------------------------------- %    clc;clear;close all;  % ---------------- Gerar Modelo - Cinemático/Dinâmico ------------------- % Tf  = 30;          % Tempo final (s) Ts  = 0.01;        % Intervalo de amostragem (s) t   = 0:Ts:Tf-Ts;  % Intervalo de tempo (-) N   = length(t);   % Quantidade de amostras (-) a   = 0.2;         % Distancia do CG para eixo de tração (m) r   = 0.25;        % Raio da roda (m) b   = 0.2;         % Distância entre rodas/2 (m) % ---------------- Constantes - Controlador Cinemático ------------------ % Kxy = [2 2];       % Ganho do controlador em [x, y] Ixy = [2 2];       % Constante de saturação em [x, y] % --------------------------- Referencias ------------------------------- % xy_r1   = [35 35];            % Ponto de referência [x y] (m) dxy_ref = zeros(N,2);         % Velocidade escalar ref. (m/s) xy_ref  = ones(N,1)*xy_r1;    % Monta Vetor  % -------------- Função de Transferência - Motor+Driver ----------------- % [numc_l,denc_l]   = WC_model_d(Ts);  % [Num,Den] Motor Esquerdo [numc_r,denc_r]   = WC_model_d(Ts);  % [Num,Den] Motor Direito % ---------------------- Parametros Controlador ------------------------- %  Q  = diag([10 7 0]);          % Matriz de podneração de estados  R = 1;                        % Matriz de ponderação de entrada  K = gain_lqr(Q,R)             % Ganhos Ótimos K = [Ki Kp Kd]  s_sup =  5;                    % Tensão máxima de saída do controlador (V)   % ----------------------- FT - Controlador PID -------------------------- % Cs_l = pid(K(2),K(1)); C_l = c2d(Cs_l,Ts);  % F.T. controlador esquerdo [num_cl,den_cl] = tfdata(C_l); den_cl = den_cl{:}; num_cl = num_cl{:}; Cs_r = pid(K(2),K(1)); C_r = c2d(Cs_r,Ts);  % F.T. controlador direito [num_cr,den_cr] = tfdata(C_r); 
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den_cr = den_cr{:}; num_cr = num_cr{:}; % ------------------------- Condições Inicias --------------------------- % q    = length(denc_l); zz   = zeros(1,q);     % Vetor auxiliar para valores iniciais exy  = [zz' zz'];      % Erro de regime [x y] (m) U_r  = [zz' zz'];      % Lei de controle ref. [v_escalar w_angular] W_r  = [zz' zz'];      % Lei de controle ref. [w_esq w_dir] V    = zz; W    = zz;  % V (V. Escalar) (m/s); W (V. Angular) (rad/s) yl   = zz; yr   = zz;  % V. Angular Inicial Roda Esquerda; Direita;(rad/s) ec_l = zz; ec_r = zz;  % Erro de Regime Roda Esquerda; Direita; (rad/s) uc_r = zz; uc_l = zz;  % Esforço de controle Roda Esquerda; Direita; (v) dxy  = [zz' zz'];      % Velocidade inicial (m/s) xy   = [zz' zz'];      % Posição (m) psi  = zz;             % Angulo inicial (rad) v    = 0.04;           % Amplitude do ruído de medição  for k=q:N % ----------------------- Controlador Cinemático ------------------------ % [exy(k,:),U_r(k,:),W_r(k,:)] = ...   C_control(a,r,b,xy(k-1,:),xy_ref(k-1,:),dxy_ref(k-1,:),psi(k-1),Ixy,Kxy); % --------------------------- Controlador PID --------------------------- %   ec_l(k)= W_r(k,1) - yl(k-1);                          % Erro   uc_l(k)= ec_l(k)*num_cl(1)+ec_l(k-1)*num_cl(2) -uc_l(k-1)*den_cl(2);      ec_r(k)= W_r(k,2) - yr(k-1);                          % Erro   uc_r(k)= ec_r(k)*num_cr(1)+ec_r(k-1)*num_cr(2)-uc_r(k-1)*den_cr(2);     % ---------------------------- Saturação ---------------------------- %       uc_l(k) = sat_effort(uc_l(k),s_sup);       uc_r(k) = sat_effort(uc_r(k),s_sup); % ----------------------- Dinâmica Motores L + R ------------------------ %  el(k) = z*randn;                                         % Ruído   yl(k) = -denc_l(2)*yl(k-1) -denc_l(3)*yl(k-2)...          +numc_l(2)*uc_l(k) +numc_l(3)*uc_l(k-1) + el(k); % Saída Roda Esq.    er(k) = z*randn;                                         % Ruído  yr(k) = -denc_r(2)*yr(k-1) -denc_r(3)*yr(k-2) ...          +numc_r(2)*uc_r(k) +numc_r(3)*uc_r(k-1) + er(k); % Saída Roda Dir. % --------------------- Dinâmica Cadeira de Rodas ----------------------- %  [V(k), W(k)] = D_wchair(yl(k),yr(k),r,b);             % [(m/s), (rad/s)] % -------------------- Cinemática Cadeira de Rodas ---------------------- %  psi(k)   = psi(k-1) + W(k)*Ts;      % Integrador Posição Angular (rad)  dxy(k,:) = C_wchair(V(k),psi(k));       xy(k,:)  = xy(k-1,:) + dxy(k,:)*Ts; % Integrador Posição no plano[x, y](m)  end   figure(1)  hold on  title('Posição da Cadeira Plano (x,y)')   plot(xy(:,1),xy(:,2),'--b')   plot(xy_ref(:,1),xy_ref(:,2),'*r')    grid on    ylabel('Distância - y(m)')    xlabel('Distância - x(m)')    axis('square')    legend('Trajetoria','Referencia');  hold off   figure(2)  subplot(2,1,1)   hold on   title('Posição da Cadeira - x')    plot(t,xy_ref(:,1),'-r') 
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   plot(t,xy(:,1),'b')     grid on     legend('X Ref.','X Pos.');     ylabel('Posição (m)')     xlabel('Tempo (s)')  hold off  subplot(2,1,2)  hold on  title('Posição da Cadeira - y')   plot(t,xy_ref(:,2),'-r')   plot(t,xy(:,2),'b')   grid on   legend('Y Ref.','Y Pos.');   ylabel('Posição (m)')   xlabel('Tempo (s)')  hold off   figure(3)  subplot(2,1,1)  hold on  title('Velocidade Angular Roda Esquerda')   plot(t,W_r(:,1),'-r')   plot(t,yl,'b')    grid on    ylabel('Velocidade Angular (rad/s)')    xlabel('Tempo (s)')    legend('W-ref','W-esq');    axis([0 Tf 0 20])  subplot(2,1,2)  hold on  title('Velocidade Angular Roda Direita')   plot(t,W_r(:,2),'-r')   plot(t,yr,'b')    grid on    ylabel('Velocidade Angular (rad/s)')    xlabel('Tempo (s)')    legend('W-ref','W-dir');    axis([0 Tf 0 20])     figure(4)  subplot(2,1,1)  hold on  title('Esforço de Controle - Controlador Esquerdo')    plot(t,uc_l,'b')    grid on    ylabel('Tensão (V)')    xlabel('Tempo (s)')  subplot(2,1,2)  hold on   title('Esforço de Controle - Controlador Direito')    plot(t,uc_r,'b')    grid on    ylabel('Tensão (V)')    xlabel('Tempo (s)')       figure(5)  subplot(2,1,1)  hold on  title('Velocidade Escalar - Cadeira de Rodas')   plot(t,V,'b')   plot(t,U_r(:,1),'r') 
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   grid on    ylabel('Velocidade Escalar (V)')    xlabel('Tempo (s)')    legend('V-real','V-ref');  subplot(2,1,2)  hold on  title('Velocidade Angular - Cadeira de Rodas')      plot(t,W,'b')   plot(t,U_r(:,2),'r')    grid on    ylabel('W Angular (rad/s)')    xlabel('Tempo (s)')    legend('W-real','W-ref'); 
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B.2 Algoritmo de Simulação Sintonia LQR Controlador PID Simulink 

 

 



 

B.3 Algoritmo de Simulação Controlador PID-RNA % ----------------------------------------------------------------------- % %                          Sistema de Controle                            % % ----------------------------------------------------------------------- %  %                      Cadeira de Rodas Motorizada                        % %                                PID-RNA                                  % % ----------------------------------------------------------------------- % %       Desenvolvimento: Evandro Martins                                  % %       Supervisão: Prof.João Viana                                       % %       Data: 20/10/2017                                                  % % ----------------------------------------------------------------------- %    clc;clear;close all; load ref_circ; load ref_eight; load ref_circ_2; % ---------------- Gerar Modelo - Cinemático/Dinâmico ------------------- % Tf  = 30;          % Tempo final (s) 300s p/ circ Ts  = 0.01;        % Intervalo de amostragem (s) t   = 0:Ts:Tf-Ts;  % Intervalo de tempo (-) N   = length(t);   % Quantidade de amostras (-) a   = 0.2;         % Distancia do CG para eixo de tração (m) r   = 0.25;        % Raio da roda (m) b   = 0.2;         % Distância entre rodas/2 (m) % ---------------- Constantes - Controlador Cinemático ------------------ % Kxy = [1 1];       % Ganho do controlador em [x, y] Ixy = [1.8 1.8];   % Constante de saturação em [x, y] % --------------------------- Referencias ------------------------------- % % xy_ref  = [ref_eigth(1:N,1) ref_eigth(1:N,4)]; % "Oito" de referência (m) % dxy_ref = [ref_eigth(1:N,2) ref_eigth(1:N,3)]; % Veloc. referência (m/s)   xy_ref  = [ref_circ_2(1:N,1) ref_circ_2(1:N,4)]; % Circ. de referência(m) dxy_ref = [ref_circ_2(1:N,2) ref_circ_2(1:N,3)]; % Vel. referência (m/s)   % xy_r1   = [30 30];            % Ponto de referência [x y] (m) % dxy_ref = zeros(N,2);         % Velocidade escalar ref. (m/s) % xy_ref  = ones(N,1)*xy_r1;    % Monta Vetor    d1   = gensig('square',Tf/4,Tf,Ts); d1=1*d1;   % Disturbance d2   = gensig('square',Tf/4,Tf,Ts); d2=1*d2; d2=~d2;  % Disturbance % ----------------------- Reference Model Design ------------------------ % zeta = 1;            % Damping Ratio ts   = 0.9;           % Settling time pd   = 10;            % Desired Pole wn   = pd/(zeta*ts); % Natural frequency % -------------- Função de Transferência - Motor+Driver ----------------- % [numc_l,denc_l]   = WC_model_d(Ts);  % [Num,Den] Motor Esquerdo [numc_r,denc_r]   = WC_model_d(Ts);  % [Num,Den] Motor Direito   [num_gdr,den_gdr] = REF_model_d(wn,zeta,Ts);  % Discrete Model Referece % ---------------------- Parametros Controlador ------------------------- % s_sup =  5;                    % Tensão máxima de saída do controlador (V)   % ----------------------------- Parameters ------------------------------ % n   = [0.0003 0.00003 0.00000001];                          % Learning rate % ------------------------- Condições Inicias --------------------------- % q    = length(den_gdr);% Delay constant zz   = zeros(1,q);     % Vetor auxiliar para valores iniciais exy  = [zz' zz'];      % Erro de regime [x y] (m) U_r  = [zz' zz'];      % Lei de controle ref. [v_escalar w_angular] W_r  = [zz' zz'];      % Lei de controle ref. [w_esq w_dir] V    = zz; W   = zz;   % V (V. Escalar) (m/s); W (V. Angular) (rad/s) 
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yl   = zz; yr  = zz;   % V. Angular Inicial Roda Esquerda; Direita;(rad/s) ym1  = zz; ym2 = zz;    ec_l = zz; ec_r = zz;  % Erro de Regime Roda Esquerda; Direita; (rad/s) uc_r = zz; uc_l = zz;  % Esforço de controle Roda Esquerda; Direita; (v) dxy  = [zz' zz'];      % Velocidade inicial (m/s) xy   = [zz' zz'];      % Posição (m) psi  = zz;             % Angulo inicial (rad) v    = 0.04;           % Amplitude do ruído de medição e1   = zz; ee1 = zz;  e2   = zz; ee2 = zz;  x1 = zeros(3,q); x2 = zeros(3,q); K1    = 2; K2    = 2; w1 = (1/K1)*[0.5 2 0]; w1 = [w1;w1;w1]; w2 = (1/K2)*[0.5 2 0]; w2 = [w2;w2;w2];    for k=q:N % ----------------------- Controlador Cinemático ------------------------ % [exy(k,:),U_r(k,:),W_r(k,:)] = ...   C_control(a,r,b,xy(k-1,:),xy_ref(k-1,:),dxy_ref(k-1,:),psi(k-1),Ixy,Kxy); % --------------------------- Controlador PID --------------------------- % %   ec_l(k)= W_r(k,1) - yl(k-1);                          % Erro       ee1(k) = W_r(k,1) - yl(k-1);                % Error: Referencia - Medido;    e1(k)  = ym1(k-1) - yl(k-1);                 % Error: Desejado - Medido;   x1(1,k) = ee1(k);                    % NN State 1 - Error   x1(2,k) = x1(2,k-1) + ee1(k)*Ts;     % NN State 2 - Integral error   x1(3,k) = (ee1(k-1) - ee1(k-2))/Ts;  % NN State 3 - Derivative error        w1(k,:) = w1(k,:)/(sqrt(w1(k,:)*w1(k,:)')); % Normalização    uc_l(k)    = (K1*(w1(k,:)*x1(:,k)));         w1(k+1,1) = w1(k,1) + n(1)*e1(k)*uc_l(k)*x1(1,k); % Weight 1 Update: Kp   w1(k+1,2) = w1(k,2) + n(2)*e1(k)*uc_l(k)*x1(2,k); % Weight 2 Update: Ki   w1(k+1,3) = w1(k,3) + n(3)*e1(k)*uc_l(k)*x1(3,k); % Weight 3 Update: Kd      ee2(k) = W_r(k,2) - yr(k-1);         % Error: Referencia - Medido;    e2(k)  = ym2(k-1) - yr(k-1);        % Error: Desejado - Medido;   x2(1,k) = ee2(k);                    % NN State 1 - Error   x2(2,k) = x2(2,k-1) + ee2(k)*Ts;     % NN State 2 - Integral error   x2(3,k) = (ee2(k-1) - ee2(k-2))/Ts;  % NN State 3 - Derivative error     w2(k,:) = w2(k,:)/(sqrt(w2(k,:)*w2(k,:)')); % Normalização    uc_r(k)    = (K2*(w2(k,:)*x2(:,k)));             w2(k+1,1) = w2(k,1) + n(1)*e2(k)*uc_r(k)*x2(1,k); % Weight 1 Update: Kp   w2(k+1,2) = w2(k,2) + n(2)*e2(k)*uc_r(k)*x2(2,k); % Weight 2 Update: Ki   w2(k+1,3) = w2(k,3) + n(3)*e2(k)*uc_r(k)*x2(3,k); % Weight 3 Update: Kd        % ---------------------------- Saturação ---------------------------- %       uc_l(k) = sat_effort(uc_l(k),s_sup);       uc_r(k) = sat_effort(uc_r(k),s_sup); % ----------------------- Dinâmica Motores L + R ------------------------ %  el(k) = 0*randn;                                         % Ruído   yl(k) = -denc_l(2)*yl(k-1) -denc_l(3)*yl(k-2)...          +numc_l(2)*(uc_l(k)-d1(k)) +numc_l(3)*(uc_l(k-1)-d1(k-1)); % Saída Roda Esq. 
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       ym1(k)= -den_gdr(2)*ym1(k-1)  -den_gdr(3)*ym1(k-2) ...          +num_gdr(2)*W_r(k-1,1) +num_gdr(3)*W_r(k-2,1);        er(k) = 0*randn;                                         % Ruído  yr(k) = -denc_r(2)*yr(k-1) -denc_r(3)*yr(k-2) ...          +numc_r(2)*(uc_r(k)-d2(k)) +numc_r(3)*(uc_r(k-1)-d2(k-1)); % Saída Roda Dir.        ym2(k)= -den_gdr(2)*ym2(k-1)  -den_gdr(3)*ym2(k-2) ...          +num_gdr(2)*W_r(k-1,2) +num_gdr(3)*W_r(k-2,2); % --------------------- Dinâmica Cadeira de Rodas ----------------------- %  [V(k), W(k)] = D_wchair(yl(k),yr(k),r,b);             % [(m/s), (rad/s)] % -------------------- Cinemática Cadeira de Rodas ---------------------- %  psi(k)   = psi(k-1) + W(k)*Ts;      % Integrador Posição Angular (rad)  dxy(k,:) = C_wchair(V(k),psi(k));       xy(k,:)  = xy(k-1,:) + dxy(k,:)*Ts; % Integrador Posição no plano[x, y](m)  end    disp('    NNA-PID Controller Gains 1') disp(['      Kp  ','      Ki  ','     Kd  ']) disp([  K1*w1(k,1),   K1*w1(k,2),  K1*w1(k,3)])    disp('    NNA-PID Controller Gains 2') disp(['      Kp  ','      Ki  ','     Kd  ']) disp([    K2*w2(k,1),  K2*w2(k,2), K2*w2(k,3)])   aux = 1:fix(Tf/Ts);     % Aux. Vetor figure(1)  hold on  title('Posição da Cadeira Plano (x,y)')   plot(xy(:,1),xy(:,2),'-b','linewidth',1.5)   plot(xy_ref(:,1),xy_ref(:,2),'--r','linewidth',1.5)    grid on    ylabel('Distância - y(m)')    xlabel('Distância - x(m)')    axis('square')    legend('Trajetoria','Referencia');  hold off   figure(2)  subplot(2,1,1)   hold on   title('Posição da Cadeira - x')    plot(t,xy_ref(:,1),'-r')    plot(t,xy(:,1),'b')     grid on     legend('X Ref.','X Pos.');     ylabel('Posição (m)')     xlabel('Tempo (s)')  hold off  subplot(2,1,2)  hold on  title('Posição da Cadeira - y')   plot(t,xy_ref(:,2),'-r')   plot(t,xy(:,2),'b')   grid on   legend('Y Ref.','Y Pos.');   ylabel('Posição (m)')   xlabel('Tempo (s)') 
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 hold off   figure(3)  subplot(2,1,1)  hold on  title('Velocidade Angular Roda Esquerda')   plot(t,W_r(:,1),'-r')   plot(t,yl,'b')   plot(t,ym1,'k')    grid on    ylabel('Velocidade Angular (rad/s)')    xlabel('Tempo (s)')    legend('W-ref','W-esq','W-Modelo Ref.');    axis([0 Tf -5 15])  subplot(2,1,2)  hold on  title('Velocidade Angular Roda Direita')   plot(t,W_r(:,2),'-r')   plot(t,yr,'b')   plot(t,ym2,'k')    grid on    ylabel('Velocidade Angular (rad/s)')    xlabel('Tempo (s)')    legend('W-ref','W-dir','W-Modelo Ref.');    axis([0 Tf -5 15])     figure(4)  subplot(2,1,1)  hold on  title('Esforço de Controle - Controlador Esquerdo')    plot(t,uc_l,'b')   plot(t,d1(aux),'r')    grid on    legend('u_1','d_1');    ylabel('Tensão (V)')    xlabel('Tempo (s)')  subplot(2,1,2)  hold on   title('Esforço de Controle - Controlador Direito')    plot(t,uc_r,'b')   plot(t,d2(aux),'r')    grid on      legend('u_2','d_2');    ylabel('Tensão (V)')    xlabel('Tempo (s)')       figure(5)  subplot(2,1,1)  hold on  title('Velocidade Escalar - Cadeira de Rodas')   plot(t,V,'b')   plot(t,U_r(:,1),'r')    grid on    ylabel('Velocidade Escalar (V)')    xlabel('Tempo (s)')    legend('V-real','V-ref');  subplot(2,1,2)  hold on  title('Velocidade Angular - Cadeira de Rodas')      plot(t,W,'b')   plot(t,U_r(:,2),'r') 
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   grid on    ylabel('W Angular (rad/s)')    xlabel('Tempo (s)')    legend('W-real','W-ref');   figure(6)     subplot(2,1,1)   hold on  stairs(t,w1(aux,1),'-b','linewidth',0.5)  stairs(t,w1(aux,2),'-r','linewidth',0.5)  stairs(t,w1(aux,3),'-k','linewidth',0.5)     legend('\fontsize{10}K_P','\fontsize{10}K_I','\fontsize{10}K_D')     xlabel('\fontsize{12}Tempo - s')     title('\fontsize{16}Acompanhamento da Rede - Roda Esquerda')      hold off  subplot(2,1,2)  hold on  stairs(t,w2(aux,1),'-b','linewidth',0.5)  stairs(t,w2(aux,2),'-r','linewidth',0.5)  stairs(t,w2(aux,3),'-k','linewidth',0.5)     legend('\fontsize{10}K_P','\fontsize{10}K_I','\fontsize{10}K_D')     xlabel('\fontsize{12}Tempo - s')     title('\fontsize{16}Acompanhamento da Rede - Roda Direita')      hold off  
B.4 Funções MATLAB© - Modelos matemáticos 

B.4.1 Função WC_model_d.m function [num,den] = WC_model_d(Ts) b  = 2.6;        % Dados do artigo (Solea,2015) a0 = 0.0005636;  % Dados do artigo (Solea,2015) a1 = 0.28;       % Dados do artigo (Solea,2015) a2 = 1;          % Dados do artigo (Solea,2015)   num_gs = b; den_gs = [a0 a1 a2]; Gs  = tf(num_gs,den_gs);     % Modelo Real para simulação da saída   Gd  = c2d(Gs,Ts);            % Modelo Real Discreto [num,den] = tfdata(Gd); den=den{:}; num=num{:};   end 
B.4.2 Função gain_lqr.m function K = gain_lqr(Q,R)   a0 = 0.0005636; % Do artigo b  = 2.6/a0;    % Do artigo a2 = 9.3/a0;    % Do artigo a1 = 0.28/a0;   % Do artigo a0 = a0/a0;   
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A = [0   1   0;      0   0   1;       0  -a2 -a1];   B  = [0 0 b]';     K  = lqr(A,B,Q,R);   end 
B.4.3 Função C_control.m function [exy, U_r, W_r] = C_control(a,r,b,xy,xy_ref,dxy_ref,psi,Ixy,Kxy) % ----------------------------------------------------------------------- % %                         Controlador Cinemático                          % % ----------------------------------------------------------------------- %    exy(1) = xy_ref(1) - xy(1);     % Erro de regime x   exy(2) = xy_ref(2) - xy(2);     % Erro de regime y      B_c = [1/r -b/r ;          1/r  b/r];  % Matrix Transform: [U, V] to [U_esq, U_dir]      A_c  = [ cos(psi)    sin(psi)  ;            -sin(psi)/a  cos(psi)/a];      X_c  = [(dxy_ref(1) + Ixy(1)*tanh((Kxy(1)/Ixy(1))*exy(1)));           (dxy_ref(2) + Ixy(2)*tanh((Kxy(2)/Ixy(2))*exy(2)))];      U_r = A_c*X_c;             % Lei de controle ref. [v_escalar;w_angular]     W_r = B_c*A_c*X_c;         % Lei de controle ref. [w_esq;w_dir]   end 

 

B.4.4 Função D_wchair.m function [V, W] = D_wchair(Wesq,Wdir,r,L) % ----------------------------------------------------------------------- % %                    Sistema Dinâmico Cadeira de Rodas                    % % ----------------------------------------------------------------------- %  Vesq = Wesq*r; Vdir = Wdir*r;  V   = (Vdir+Vesq)/2;  W   = (Vdir-Vesq)/(2*L);   end 
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B.4.5 Função C_wchair.m function [dxy] = C_wchair(V,psi) % ----------------------------------------------------------------------- % %                   Sistema Cinemático Cadeira de Rodas                   % % ----------------------------------------------------------------------- %   dxy(1) = V*cos(psi);  dxy(2) = V*sin(psi); end 
B.4.6 Função sat_effort.m  % ----------------------------------------------------------------------- % %                      Saturação Esforço de Controle                      % % ----------------------------------------------------------------------- %  function [uc] = sat_effort(u,sat)   uc = u;    if u > sat     uc = sat;    end    if u < -sat     uc = -sat;    end   end 



 

Apêndice C 

A p ê n d i c e  C .  IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS  

C.1 Identificação do Sistema Eletromecânico 

O levantamento do modelo matemático nada mais é do que uma abstração do processo 

real com a finalidade de caracteriza-lo. Geralmente o modelo dinâmico que represente o sistema 

é muito difícil de ser obtido devido à complexidade do processo, que se dá por dinâmicas 

desconhecidas (Ljung, 1999). Afim de simplificar a problemática de encontrar um modelo que 

melhor represente o sistema, se faz necessário aplicar o procedimento de identificação de 

sistema, que constrói um modelo matemático a partir de dados medidos diretamente do sistema 

real. Para a presente estudo utilizou-se o algoritmo estimador dos mínimos quadrados 

recursivos (RLS) afim de se estimar os parâmetros do sistema, conforme exposto pelos blocos 

na Figura C.1. 

 
Figura C.1 – Diagrama de Blocos de Identificação do Sistema. 
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C.1.1. Algoritmo dos mínimos quadrados recursivos (RLS) 

Em controladores adaptativos as observações são obtidas sequencialmente em tempo 

real. Espera-se que as computações sejam realizadas recursivamente e consequentemente o 

tempo de computação será menor. O cálculo dos mínimos quadrados recursivos pode ser 

organizado de tal maneira que os resultados obtidos em ሺ݇ − ͳሻ podem ser usados para adquirir 

as estimativas no tempo ݇ e (Åström & Wittenmark, 1995) o descrevem da seguinte forma  

 

ሺ݇ሻߠ̂  = ሺ݇ߠ̂ − ͳሻ +  ሺ݇ሻ𝜉ሺ݇ሻ , (13)ܭ

 𝜉ሺ݇ሻ = ሺ݇ሻݕ − ߮𝑇ሺ݇ − ͳሻ̂ߠሺ݇ − ͳሻ , (14) 

ሺ݇ሻܭ  = ܲሺ݇ − ͳሻ߮ሺ݇ − ͳሻ(𝜆 + ߮𝑇ሺ݇ − ͳሻܲሺ݇ − ͳሻ߮ሺ݇ − ͳሻ)−ଵ , (15) 

 ܲሺ݇ሻ = ܫ) − ሺ݇ሻ߮𝑇ሺ݇ܭ − ͳሻ)ܲሺ݇ − ͳሻ𝜆  , (16) 

   

sendo ̂ߠሺ݇ሻ é o vetor de parâmetros estimados do modelo, o vetor ܭሺ݇ሻ é o vetor de ganhos do 

estimador, ߮ሺ݇ሻ representa o vetor de regressão, 𝜉ሺ݇ሻ é o erro de estimação, ݕሺ݇ሻ é a saída da 

planta, ܲሺ݇ሻ é a matriz de covariância do estimador e 𝜆 é o fator de esquecimento. 

A Eq. (13) é o resultado desejado para a atualização recursiva do algoritmo RLS. 

Basicamente, apesar da grande complexidade do algoritmo RLS, seu objetivo é simplesmente 

calcular todos os componentes indicador que formam o novo vetor de ganho ܭ௞ os quais são 

utilizados para atualizar os coeficientes passados de ̂ߠ௞−ଵ para os seus valores atuais ̂ߠ௞ de 

acordo com os pré-requisitos do algoritmo dos mínimos quadrados. 

C.1.2. Filtro de Kalman 

O funcionamento do filtro pode ser conceituado basicamente através de dois estágios. 

O primeiro é chamado de estágio de predição, o qual produz um estado estimado “a priori”, a 

partir do estado anterior, utilizando um modelo de previsão a partir da evolução do sistema. O 

segundo estágio, conhecido como estágio de atualização, que leva em consideração as medições 

no sistema para produzir um estado estimado “a posteriori”, através da correção da estimativa 

“a priori” anterior. Esse segundo estágio do processo começa com um estado inicial ̂࢞૙− 

estimado e é repetido em um loop recursivamente até filtragem finalizar (Brown, 2012), como 

pode ser visto na Figura C.2. 
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Figura C.2 – Algoritmo do filtro de Kalman. (Brown, 2012) 

Nesta figura é possível verificar todos os processos que ocorrem durante a filtragem de 

Kalman, por estágio. Onde ࢑̂࢞− é o vetor de estado estimado “a priori”. ࢑̂࢞  é o vetor de estado 

estimado “a posteriori”, resultante da atualização de estimativa a partir das medidas  ࢑ࢠ. 𝑲࢑ é 

a matriz de ganho ótimo de Kalman, que pondera a importância das novas medições 

introduzidas por ࢑ࢠ na fase de atualização. ࢑ࡼ é a matriz de covariâncias “a posteriori”. ࢑ࡼ+૚−  

é a matriz de covariância, o que fornece a estimação do erro de covariância “a priori” (Brown, 

 é a matriz de covariância do processo que de certo modo pondera o peso das ࡽ .(2012

estimativas de processo. ࡾ é a covariância do ruído observado, o qual reflete sobre o grau de 

confiança em cada uma das medições. As ponderações referidas se tornam maiores à medida 

que os elementos da matriz covariância tornam-se menores, o que significa que as grandezas 

estão se tornando mais confiáveis. 

C.2 Descrição do Sistema de Ensaios 

O sistema de aquisição de dados é composto por componentes capazes de medir as 

grandezas elétricas e mecânicas importantes da bancada, bem como processar esses sinais para 

obtenção de valores e resultados de interesse. A placa de aquisição de dados, mostrada na Figura 

C.3, modelo NI USB-6212 M, fabricada pela National Instruments (NI), é utilizada na 

conversão dos sinais analógicos em digitais para que sejam processados no software. Além da 

placa de aquisição, é utilizado uma fonte de tensão ajustável, para alimentação do motor. 
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Figura C.3- Módulo de aquisição de dados NI USB-6212 M, Fonte alimentação regulável 

Minipa, motor CC com sensor de rotação e tacogerador. 

Nesta imagem é possível se observar dois motores CC com seus eixos acoplados, o motor 

da esquerda é alimentado pela fonte de tensão e na outra ponta de seu eixo está acoplado um 

sensor ótico que faz a leitura de posição angular do eixo, podendo assim fornecer sua velocidade 

angular. O motor da direita funciona como tacogerador e a tensão gerada em seus terminais é 

adquirida através da placa de aquisição. 

C.3 Tratamento dos sinais 

Como abordado anteriormente, para esta etapa de tratamento de sinais foi utilizado um 

filtro de Kalman, afim de se remover erros apresentados durante a fase de aquisição. Este 

comportamento é representado pelo gráfico na Figura C.4 que relaciona o sinal medido pela 

placa de aquisição com o sinal estimado pelo filtro implementado.  
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Figura C.4 - Tensão medida e filtrada. 

A grande vantagem da utilização deste tipo de abordagem é que entre um instante de 

tempo e outro, é possível calcular uma nova estimativa do estado atual, o que viabiliza sua 

implementação junto a etapa de identificação, além melhorar os resultados durante esta fase. 

C.4 Identificação do sistema 

Para o início da etapa de identificação, se faz necessário a determinação da ordem do 

sistema, bem como a quantidade de polos e zeros. E para tal é necessário descrever o sistema 

por equações a diferença, para um sistema no tempo discreto com dois polos e nenhum zero, 

logo podemos escrever a saída do sistema como sendo 

 

ሺ݇ሻݕ  = ሺ݇ݕ−] − ͳሻ ሺ݇ݕ− − ʹሻ ሺ݇ݑ − ͳሻ ] ∗ [ܽଵ ܽଶ ܾ଴]𝑇 (17) 

 

Com a estrutura do modelo do sistema já definida, é possível iniciar o algoritmo de 

identificação, que é representado pelo gráfico  
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Figura C.5 - Processo de Identificação saída da planta: Estimada, Medida e Gerada pela 

Função Transferência estimada. 

 

Na Figura C.6 é possível se verificar a convergência dos parâmetros ao longo das 

interações 

 

 
Figura C.6 - Convergência dos parâmetros ao longo das interações. 
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Como pode ser observado a partir dos seis segundos os parâmetros sofrem poucas 

alterações, mostrando que os parâmetros foram identificados e pode ser evidenciado pela Figura 

C.7, que apresenta o erro de estimação ao longo do processo de identificação do sistema. 

 

 
Figura C.7 - Gráfico do erro de estimação de parâmetros. 

Analisando o gráfico do erro de estimação, é possível notar que o erro assume valores 

em um intervalo de dois à menos dois, levando em consideração o sinal de saída apresentado 

na Figura C.5, o que representa um erro de ͳ% nas regiões de transição, o que é aceitável. 


