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RESUMO

O estudo dos quatérnios tem sido desenvolvido nas tltimas décadas e resul-
tados que permitem generalizacoes a partir daqueles conhecidos da Analise Complexa
Classica puderam ser verificados para esta teoria. Assim, o escopo do presente trabalho
é o de apresenta-los além de mostrar outros decorrentes dos anteriores, cabe citar: novos

teoremas de derivacao e integracao quaternionica.

Palavras-chave: Quatérnios, Anélise Complexa Classica, Derivacao e inte-

gragao quaternionica.



ABSTRACT

The study of Quaternion has been developed in the last decades and results
that allow results acquaintance of the Classic Complex Analysis generalizations they could
be verified for that theory. Like this, the mark of the present work is it of presenting such
results besides showing new current of the previous ones, it fits to mention: new theorems

in quaternionic derivation and integration.

Keywords: Quaternion, Classic Complex Analysis, Quaternionic Derivation

and Integration. .
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INTRODUCAO

A historia dos Numeros Complexos até os Quatérnios sera aqui exposta de
modo cronoldgico buscando o encadeamento das teorias evidenciado em resultados futuros.
Todo o estudo bibliografico baseou-se nos trabalhos de J. Marao e M. Borges [17] e A.
Buchmann [9)].

Os Numeros Complexos surgiram da necessidade de se encontrar raizes qua-
dradas de numeros negativos. Quando elas apareciam na resolugao de uma equagao
acreditava-se que o problema nao tinha solugao. O primeiro a efetuar calculos com rai-
zes de nimeros negativos foi o matematico, fisico e médico italiano Geroénimo Cardano
(1501-1576). Ele, em meados do século XVI, publicou a obra Ars Magna, onde resolve o
seguinte problema: “dividir o nimero 10 em duas partes cujo produto é 407. Isso o levava
a equacao x(10 — z) = —2? 4+ 10z = 40. Ao resolvé-la, obteve 5++1/—15 e 5 —+/—15 como
solucoes. Em vez de simplesmente rejeitar essas operagoes, como era feito até entao, por-
que as mesmas continham radicais de nimeros negativos, Cardano resolveu multiplicé-las
e obteve (5 +v/—15)(5 — v/—15) = (5)? — (v/=15)? = 25 — (—15) = 40.

Em 1637, em uma frase descuidada de René Descartes (1596-1650), intitulou-
se as raizes quadradas de valores negativos, como niimeros imaginarios: "nem sempre as
raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equagao sao reais. As vezes
elas sao imagindrias”.

Em 1833, William Rowan Hamilton (1805-1865), num artigo publicado a Aca-
demia Irlandesa, quase trés séculos depois da formula de Cardano, formalizou a algebra
dos Nimeros Complexos. Ele considerou os Numeros Complexos a + bi como pares orde-
nados de nimeros reais (a,b) e definiu as operagoes de soma e multiplicagdo da seguinte

maneira;:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+d),

(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + be).

Os Numeros Complexos passaram a constituir um adequado método para re-

solver problemas em diversas areas. Entretanto, havia uma restrigao, eles resolviam esses
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problemas apenas no plano, e nao no espaco. Surgiu entao a questao: € possivel ampliar
a teoria dos numeros complexos para operd-la no espago?

Posteriormente, Hamilton tentou estender a teoria para trés dimensoes par-
tindo de um nimero complexo, a + bi, para ternas ordenadas, a + bi 4+ ¢j. Assim, ele
deparou-se com entraves ao tentar definir uma regra para multiplicar ternas que também
obedecessem a regra ja conhecida para multiplicar os Nimeros Complexos. Ele assumiu
naturalmente que i = j2 = —1, mas a dificuldade estava em determinar qual deveria ser
o valor para os produtos ij e ji.

Em uma carta enviada ao seu filho Archibald em outubro de 1843, fica claro a

dificuldade de Hamilton em relagao ao problema:
Toda manha, quando descia para o café, teu irmao William Edwin e vocé mesmo costu-
mavam perguntar-me “Bem, pai, vocé ja pode multiplicar ternas” A isso eu sempre me
via obrigado a responder, com um triste balanco de cabeca, "Nao, eu posso somd-las e
subtrai-la”.

Apos um incessante trabalho na tentativa de se obter essa regra, Hamilton teve
a ideia de usar quatro numeros, a + bi + ¢j + dk, que ele denominou Quatérnios. Dali,
ele obteve a regra i2 = j? = k? = ijk = —1. Com essa regra de multiplicacdo construiu
uma detalhada teoria de um sistema algébrico nao comutativo que constituiu o primeiro
exemplo de anel nao comutativo com divisao.!

O desenvolvimento da teoria dos quatérnios estimularam sucessivas investiga-
¢oes. Em 1843, Graves descobriu uma &algebra nao associativa com 8 elementos de base
também chamada de édlgebra dos octonios. Em 1845, os octonios foram redescobertos
por Artur Cayley, por causa disto os octonios também sao conhecidos como nimeros de
Cayley. Em 1864, o fisico James Clerk Maxwell aplicou os quatérnios na sua descoberta
sobre as equagoes do eletromagnetismo. Outras teorias surgiram, como por exemplo, a
Analise Vetorial introduzida por Josiah Willard Gibbs (1839-1903) e o Calculo Vetorial
introduzido por Oliver Heaviside (1850-1925). Entretanto, a Andlise Vetorial e o Calculo
Vetorial, devido a sua grande aplicabilidade na fisica, fizeram com com que os quatér-
nios perdessem a preferéncia na modelagem e estudo de problemas fisicos e geométricos.
Posteriormente, eles sdo usados na Teoria da Relatividade Especial de Albert Einstein

(1789-1955) com aplicagao dos biquatérnios ou quatérnios complexificados.

1O conceito citado serd definido no Capitulo 2.
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Apoés a concepcao e estruturagao dos quatérnios por Hamilton, vérios traba-
lhos foram desenvolvidos e os quatérnios foram aplicados nas teorias fisicas por longos
anos cabe citar: Eletromagnetismo, Mecanica Classica, Mecanica Quantica e Gravitacao.
Posteriormente o ensino matematico direcionou o desenvolvimento desta teoria, e cabe
citar que surge a Anélise Quaternionica com enfoque em funcgoes quaternionicas, suas
derivadas e integracao [17].

Ainda no que tange a Anélise Quaternionica alguns resultados cabem ser men-
cionados como as condigoes de Riemann-Cauchy, a derivagao e integragao [5]. Além disso,
analogias com a Analise Complexa Classica foram desenvolvidas e determinou-se assim,
as fungoes exponencial, trigonométrica e logaritmica, por exemplo [3]. O outro resultado
pertinente ao ambito da analogia com a teoria complexa classica foi o Teorema de Cau-
chy [6] e em seguida a formalizacdo das séries quaternionicas [7]. Resultados pertinentes
a analogia com a Andlise Complexa Cléssica determinados na obtencao da Equagao de
Laplace a partir das condigoes de Riemann Cauchy [16]. A Série de Laurent [7] e uma
férmula para a determinacao de derivadas com o uso do Teorema Integral de Cauchy [4]
foram determinados para fins de desenvolvimento da teoria de modo paralelo a Anélise
Complexa Classica.

No desenvolvimento deste trabalho serao mencionados os resultados descritos
acima e alguns novos resultados decorrentes da teoria exposta serao mostrados. Sendo

assim, o trabalho foi dividido como segue:

1. Nocoes de Algebra, onde apresentadas as defini¢oes e principais resultados da Alge—

bra que serao importantes para o bom desencadeamento dos temas aqui tratados;

2. A Algebra dos Quatérnios mostra, desde a formulacao dos Numeros Quaternionicos

até as principais funcoes Quaternionicas e algumas consequéncias;

3. A Derivagao Quaternionica é introduzida através dos conceitos e resultados apre-
sentados em [5], além de apresentar resultados ainda nao explorados na teoria em

questao;

4. A Integragao resume trabalhos [2], [4] e [6], além de apresentar novos resultados

também ainda nao explorados na teoria de Fungoes Quaternionicas.
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Capitulo 1
NOCOES DA TEORIA DE GRUPOS E ANEIS

O estudo da Algebra em seus conceitos fundamentais serd aqui abordado vi-
sando bem fundamentar os demais capitulos no que tange a Algebra e Analise Quater-

niénica. Algumas defini¢oes e resultados podem ser analisados com detalhes em [12] e

[14].
1.1 Teoria de Grupos

Apresentaremos nesta segao algumas defini¢oes e teoremas sobre a teoria de grupos.

Definicao 1.1.1. Um conjunto ndao vazio G forma um grupo se em GG esta definida uma
operac¢do bindria (r,y) — x %y e se essa operag¢ao se sujeita aos sequintes ariomas:

1) Associatividade - (axb) x c = a *x (b* c), quaisquer que sejam a,b,c € G;

2) Existéncia de elemento neutro - existe um unico elemento e € G tal que axe = exa = a,
qualquer que seja a € G;

3) Existéncia de simélrico - para todo a € G existe um unico elemento a’ € G tal que
axa =a xa=e.

Se além disso, ainda for cumprido o axioma da comutatividade, ou seja, a x b = b * a,
1

quaisquer que sejam a,b € GG, o grupo recebe o nome de grupo comutativo.

O grupo G pode ser indicado apenas por (G, *), onde * indica a operagao sobre G.

Exemplo 1.1.2. {Grupo aditivo dos complexos} Sabemos que, a soma de dois nimeros
complezos = = a+bi e w = ¢+ di ¢ definida por z+w = (a+c¢) + (b+d)i. E
simples averiguar que essa operacdao € associativa € que 0 = 04 0 -1 € elemento neutro
dessa operacdo. Ainda temos que para todo complexo z = a + bi, o numero complezxo

—z = —(a)+ (=b)i € o seu simétrico.

Exemplo 1.1.3. {Grupo multiplicativo dos complexos} Esse grupo é formado pelo con-

gunto C* e a multiplicacao usual de nimeros complexos. Sabemos que o produto de dois

!Também chamado de grupo abeliano, homenagem ao matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802-
1809).
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nimeros complezos € definido por zw = (ac — bd) + (ad + bc)i. Se os nimeros dados sio
diferentes de zero, o mesmo acontece com o produto, como se pode constatar. Além disso,

essa operacao € associativa e comutativa. O elemento neutro é 1 = 1+ 01, e o inverso

R . a -b . . )
de um elemento z = a + bi, nao nulo, é 27! = + t, também um niumero
a?+ b2 a2+ b2

complexo nao nulo, sendo a # 0 ou b # 0.

s

Defini¢ao 1.1.4. Seja (G, x) um grupo. Diz-se que um subconjunto nao vazio H C G é

um subgrupo de G se:

e H ¢ fechado para a operagdao * (isto é, se a,b € H entio axb e H);
o (H,x) também € um grupo.

Teorema 1.1.5. Seja (G, %) um grupo. Para que uma parte nao vazia H C G seja um
subgrupo de G, € necessdrio e suficiente que a x b’ seja um elemento de H sempre que a

e b pertencerem a esse conjunto.

Quando estudamos e analisamos os subgrupos de GG estamos interessados em
subconjuntos de G' que tém propriedades derivadas das de GG. Esse teorema é um critério

para decidir se um dado subconjunto de um grupo é um subgrupo.

1.1.1  Homomorfismos e Isomorfismos de Grupos

A idéia principal no conceito de isomorfismos de grupos é a de separar os grupos em
classes disjuntas tais que as propriedades deduzidas para um particular grupo possam ser
transferidas para todos os grupos dessa classe, e apenas para estes, com uma mudanca

adequada de notacgoes.

Defini¢ao 1.1.6. Um homomorfismo de um grupo (G, *) num grupo (J,-) é toda aplica¢do

f: G — J tal que, quaisquer que sejam x,y € G:

flexy)= f(z)- fy)

Quando o homomorfismo é uma aplicacao injetora, entao ele é chamado de
homomorfismo injetor. E quando a aplicagao é sobrejetora, de homomorfismo sobrejetor.

No caso em que a aplicagao é bijetora temos o conceito de isomorfismo.
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Exemplo 1.1.7. A aplicagiao f : Z — C* definida por f(m) = i"™ com as opera¢ao
usuais € um homomorfismos de grupos. Temos que 7 é um grupo aditivo e C* é um grupo

multiplicativo. Como
flm4n) =i =im " = f(m) - f(n)
fica provado que se trata de homomorfismo.

Teorema 1.1.8. Dados G,J e L grupos. Se f: G — J e g:J — L sao homomorfismos

de grupos, entdo o mesmo se pode dizer de g o f : G — L.

Demonstracao. Se a,b € GG, entao:

(g o f)(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f (b)) = g(f(a))g(f(b)) = (g o f)(a)(g o [)(b).

[]

Alguns resultados da Algebra Linear que sao estudados em transformacoes
lineares também sao validos para homomorfismos. Convém observar isso nos itens 1, 3 e
4 abaixo. Sejam G e J grupos e f : G — J um homomorfismo de grupos. Entao:
1) Dados e e u elementos neutros de G e J, respectivamente. Entao, f(e) = u.
2) Se H é um subgrupo de G, entao f(H) é um subgrupo de J.
Uma defini¢ao importante que temos € a de nicleo de um homomorfismo, que é o conjunto
de todos os elementos de G que sao levados no elemento neutro de J. Ele é denotado por

N(f) e formalmente definido da seguinte forma:

N(f) =A{r € G[f(x) = u}.

Assim, temos mais dois resultados importantes:
3) N(f) é um subgrupo de G;
4) f é um homomorfismo injetor se, e somente se, N(f) = e.
Acima definimos isomorfirmos de grupos, vamos agora ver um exemplo e depois

finalizaremos este subitem com um teorema sobre essa aplicagao bijetiva.

Exemplo 1.1.9. A funcdo logaritmica log : R} — R € um isomorfismo de grupos, como
podemos constatar abaizo:

1) log(zy) = logx + logy, isto é, log preserva as operagoes envolvidas (a multiplica¢ao
de R* e a adi¢do de R);

2) log € uma bijegdo.
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Teorema 1.1.10. Se f : G — J é um isomorfismo de grupos, entao f~*:J — G também

¢ um isomorfismo de grupos.

Demonstragao. Como temos que f é uma aplicacdo bijetiva, logo f~! também é uma

aplicacao bijetiva de J em G. O

1.2 Teoria de Anéis

A seguir temos um sistema algébrico que teve suas origens no século XIX e contou com
a colaboracao de varios matematicos, entre eles William R. Hamilton com seu trabalho

sobre quatérnios.

Definigao 1.2.1. Um conjunto nao vazio A € dito um anel, se em A estao definidas duas
operacoes, indicadas por + e - respectivamente, tais que para todos a,b e ¢ em A:
1) (A,+) € um grupo abeliano;

2) A multiplicagao goza da propriedade associativa, isto é:
se a,b,c € A, entio a(bc) = (ab)c.
3) A multiplicagao é distribuitiva com relagdo a adi¢ao:
se a,b,c € A entdo a(b+ c¢) = ab+ ac e (a+ b)c = ac + be.

Quando existir um elemento 1 € A tal que a-1=1-a = a para todo a em A,
A é denominado anel com elemento unidade.

Se a multiplicacao de A é tal que a-b=10- a, entao A é chamado de anel comutativo.

Exemplo 1.2.2. O conjunto dos nimeros inteiros Z. com as operagoes de adigcdo (+) e

multiplicacao (-) usuais é um anel comutativo com elemento unidade.

Exemplo 1.2.3. O conjunto dos nimeros racionais Q com a adicao e multiplicacao usuais
¢ um anel comutativo com elemento unidade. Além disso, observa-se que os elementos de
Q, diferente de 0, formam um grupo abeliano com relacao a multiplicacao. Um anel com

esta ultima propriedade € denominado um corpo.

Definicao 1.2.4. Se A ¢ um anel comutativo, entdio a # 0 € A € dito um divisor de zero

se existe um b € A, b# 0, tal que ab = 0.

Definicao 1.2.5. Um anel comutativo é um anel de integridade se nao possui divisores

de zero.
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O anel dos inteiros é, naturalmente, um exemplo de anel de integridade.

Definicao 1.2.6. Um anel € dito anel com divisdo se os seus elementos nao nulos formam

um grupo em relacao a multiplicacao.
Ja vimos anteriormente que um corpo é um anel com divisao comutativo.

Defini¢ao 1.2.7. Dados (A,+,-) um anel e L um subconjunto nao vazio de A. Dizemos
que L € um subanel de A se:

(i) L € fechado para as operagoes que dotam o conjunto A da estrutura de anel;

(i) (L,+,-) também é um anel com as mesmas operagoes de A, porém restritas aos

elementos de L.

Teorema 1.2.8. Um subconjunto L nao vazio de um anel (A,+,-) € um subanel de A se,
e somente se valem as sequintes afirmagoes:

(i) Para todo a,b € L =a—b=a+ (—b) € L.

(ii) Para todo a,b € L = a-b¢€ L.

Demonstrag¢ao. Provaremos, para fixar ideias, apenas (=). Como temos que L é um
subanel de A, entao para todo a,b € L, temos que —b € L e a € L. Logo, a + (=b) =

a—b € L, pois L é fechado para a operacao +, e a-b € L pois L é fechado para a operagao

()- =

1.2.1 Homomorfismos e Isomorfismos de Anéis

Vimos, no caso de grupos, que um homomorfismo foi definido como sendo uma aplicacao
tal que f(zy) = f(z)f(y). Como um anel possui duas operagoes, temos uma extensao

natural dessa férmula dada a seguir

Definigao 1.2.9. Uma aplicacdo f do anel A no anel A" € dita um homomorfismo se
1) fla+b) = f(a) + f(b)
2) f(ab) = f(a)f(b).

para todos a,b € A.

Quando o homomorfismo de anéis é uma aplicacao injetora, entao ele é cha-
mado de homomorfismo injetor. E quando a aplicacao é sobrejetora, de homomorfismo

sobrejetor. No caso em que a aplicacao € bijetora, temos o conceito de isomorfismo.
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Exemplo 1.2.10. Quaisquer que sejam os anéis A e B, a aplicagao f: A — B, f(x) =
Og(x € A) € um homomorfismo de anéis. De fato,

1) fla+b) =05 =0p+0p = f(a) + f(b);

2) f(ab) = 0p =05 - 0p = f(a)f(b).

Note que quando ignoramos as multiplicagoes em ambos os anéis, em um ho-
momorfismo de um anel A em outro A’, temos pelo menos um homomorfismo de A em A’
quando os consideramos como grupos abelianos em relagao as suas respectivas adigoes.
Temos alguns resultados interessantes que vimos na teoria de grupos que também sao
validos para a teoria de anéis. Dados A e A" anéis e f : A — A" um homomorfismo de
anéis. Entao:

1) Dados e e u elementos neutros de A e A’, respectivamente. Entao, f(e) = u.
2) Se H é um subanel de A, entao f(H) é um subanel de A’.

No caso de grupos, dado um homomorfismo, associamos a este homomorfismo
um certo subconjunto do grupo que denominamos nicleo do homomorfismo. Como temos
que o anel possui duas operacoes, adicao e multiplicacao, é natural perguntar: Qual destas
operacoes deve ser escolhida para ser a base da defini¢ao?

Assim, na definicaio de um anel arbitrario temos a condicdo de que os anéis formam
um grupo abeliano em relacao a adicao. A multiplicacao do anel é deixada muito mais
irrestrita e, de certo modo, muito menos sob o nosso controle que a adicao. Em virtude
disso é dado énfase a operacgao de adi¢ao e com ela definimos nicleo de um homomorfismo

de anéis.

Definicao 1.2.11. Seja f: A — A" um homomorfismo de anéis. O nicleo de f, que € o
conjunto de todos os elementos de A que sdao levados no elemento neutro de A’ € denotado

por N(f) e formalmente definido como segue:

N(f) ={z € Alf(z) = 0n}.

Com essa definicao temos mais dois resultados importantes:
3) N(f) é um subanel de A;

4) f é um homomorfismo injetor se, e somente se, N(f) = 04.

Teorema 1.2.12. Seja f : A — A’ um isomorfismo de anéis. Entaof™' : A" — A

também é um isomorfismo de anéis.
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Demonstracao. Como temos que f é um isomorfismo do grupo aditivo A no grupo aditivo
A’ entao f~! é um isomorfismo do grupo aditivo A’ no grupo aditivo A. Basta agora
provar que f~! preserva as multiplicacoes.

Dados ¢,d € A’. Como f é sobrejetora, ¢ = f(a) e d = f(b), para convenientes elementos

a,b e A. Logo, a= f~'(c) e b= f~!(d). Portanto,

fHed) = f7H(f(a) f(b)) = f7H(f(ab)) = ab = f~*(c) f~'(d)

temos que f~! ¢ um isomorfismo de anéis. O

As definicoes e resultados apresentados neste capitulo serao fundamentais para
o bom entendimento dos capitulos seguintes levando em consideragao o importante papel
da Algebra no desenvolvimento da teoria quaternionica. Principalmente pelo fato de a

Analise de Quatérnios ser nao comutativa, fato que sera evidenciado no Capitulo 3.
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Capitulo 2
NOCOES PRELIMINARES DA ANALISE COMPLEXA

A Anélise Complexa Classica possui elementos fundamentais para o desen-
volvimento e entendimento da Anélise Quaternionica. Sendo assim, serao apresentados
resultados e definigoes tais como derivada e integral complexa buscando bem fundamentar
os proximos capitulos a serem apresentados. Os resultados nao demonstrados podem ser

lidos em detalhes em [10] e [15].

2.1 Definicoes Preliminares.

Definicao 2.1.1. Um Numero Complexo z é um niumero da forma z = a + bi, onde
a,b € R ei=+/—1. O nimero a é chamado de parte real de z indicado por a = Re(z)
e 0o b é chamado de parte imagindria de z e indicado por b = Im(z). O conjunto dos

Numeros Complexos é denotado por C.

Dados dois nimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di podemos definir as
operacoes soma, subtragao, multiplicacao e divisao de ntimeros complexos da seguinte

maneira:
L. z4+w=(a+c)+ (b+d)i;
2. z—w=(a—c)+ (b—d)i;
3. z-w = (ac — bd) + (ad + be)i.
z ac+bd bc—ad.

4, — = 7.
w 02+d2+c2+d2

Definigao 2.1.2. O conjugado de um nimero complexo z = a+bi € definido por Z = a—bi.

Note que z geometricamente é a reflexao de z em relagao ao eixo real do plano complexo.

Definicao 2.1.3. O mddulo de um nimero complezo é definido por |z| = va? + b

Podemos perceber que geometricamente o modulo é a distancia de z até a origem.
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. EIx0 Imaginario

b oz =4 M

a eixo real

—hl T ==

Figura 2.1: O conjugado de um niimero complexo.

Pela nocao de conjugado e médulo de um ntimero complexo podemos deter-

minar z~! da seguinte forma:

2z = (a+bi)(a—bi) =a*+1? = |z|?

ou seja, 27! = ‘Z%

A partir dessas defini¢oes as seguintes propriedades podem ser facilmente verificadas para

0s nimeros complexos:

w

- |Re(2)] < |25

W

- [m(2)] < zf;

ot

Az w| < 2|+ wl.
2.2 Conceitos elementares de topologia nos Niimeros Complexos

O conjunto dos nimeros complexos possuem a mesma topologia do conjunto R?, isto por
causa do isomorfismo entre estes dois conjuntos que associa z = x + yi ao par ordenado

(z,9).
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Definicao 2.2.1. Fizado zg € C e um numero real v > 0, o conjunto
D, (z0) = {z; |z — 20| <1}

¢ chamado de disco aberto de raio r e centro zy.

Designa-se por disco fechado de centro zy e raio v e representa-se por D, (z) o conjunto
{z€Cslz — 2| <7}

Definicao 2.2.2. Uma vizinhanca de um ponto zy € o conjunto de todos os pontos para

0S quUais
|z — 20| <€

Diz-se que zy ¢ ponto interior de um conjunto V se existe um disco de centro
2o todo contido em V', ou seja, V é vizinhanca de z.
Um conjunto A é dito aberto se todos os seus pontos sao pontos interiores, ou seja, se A

¢ vizinhanca de cada um de seus pontos.

Exemplo 2.2.3. O disco aberto é um exemplo de conjunto aberto, bem como uma reuniao

qualquer de discos abertos.

O ponto zy é aderente a A se qualquer vizinhanca de 2z, contém pontos de A.
O fecho do conjunto A C C é o conjunto A formado pelos pontos aderentes a A.
Diz-se que o conjunto A é fechado quando todo ponto aderente a A pertence a A, ou seja,

A=A

Exemplo 2.2.4. O disco fechado € um exemplo de conjunto fechado, bem como uma

interse¢ao qualquer de discos fechados.

O ponto 2y é de acumulacao de A, se qualquer vizinhanga de zy contém pontos
de A diferente de z.
O fecho de um conjunto A C C é obtido acrescentando-se a A os seus pontos pontos de
acumulacao, ou seja, A = AU A’
O conjunto aberto é conexo se quaisquer dois de seus pontos podem ser ligados por um
arco todo contido no conjunto. Denomina-se regiao a todo conjunto aberto e conexo.
Entende-se que o conjunto A é limitado, se existe um numero positivo K tal que |z| < K
para todo z em A. Além disso, A é compacto se A é limitado e fechado.
Por fim, a fronteira de um conjunto A é conjunto de pontos z tais que qualquer vizinhanca

de z contém pontos de A e pontos do seu complementar.
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2.3 Funcoes Analiticas

Antes de definirmos as funcoes analiticas iremos apresentar os conceitos de funcao de
variavel complexa, limite, continuidade e derivada de uma fun¢ao complexa de variavel

complexa.

Definigao 2.3.1. (Fung¢do Complexa) Dado um subconjunto A C C, uma fungdo complezxa

f:A— C associa a cada z € A um unico elemento w no plano complezo.

O conjunto A é chamado de dominio, C de contradominio e

f(A) ={f(a):a e A}

o conjunto imagem da fungao f.

Observa-se que cada elemento da imagem de f é um nimero complexo, dai

w= f(2) = f(z+iy) = u(z,y) + iv(z,y)

em que u(x,y) e v(x,y) sdo fungoes reais de duas varidveis reais x e y, designadas por
parte real e imaginaria de f(z), respectivamente.
As defini¢coes de limite e continuidade de uma funcao complexa de variavel

complexa sao andlogas as de fungoes reais.

Definigao 2.3.2. Consideremos uma fung¢ao complexa f : A — C e zy um ponto de

acumulacao de A. O limite de f quando z se aprorima de zy € L, e escrevemos

lim f(z) =L

Z—20

se dado qualquer € > 0 existe 6 > 0 tal que
|f(2) — L| < € sempre que 0 < |z — z| < €

Se existe o limite de f no ponto zp, entao ele é tnico. Observa-se que as
propriedades operacionais de limites de funcoes complexas é essencialmente a mesma da

de funcoes reais.

Definicao 2.3.3. Seja f : A € C — C uma funcdo de uma varidvel. Dizemos que [ é

continua num ponto zy € A se

lim f(2) = f(z).

Z—20

Dizemos que f € continua mo conjunto A se ela for continua em todos os pontos de A.
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A andlise de f em termos de sua parte real e imaginaria, implica que [ é

continua em 2z se e somente se sua parte real e imaginaria forem continuas nesse ponto.

Definicao 2.3.4. Seja f uma fung¢ao complexa de varidvel complexa definida num con-

junto aberto A e seja zg € A. Dizemos que [ € diferencidvel no ponto zy € A, se

1o 1) = £ ()

Z—r20 z — ZO
existe. Se o limite existir indicamos o seu valor por f'(zy) e dizemos que a derivada de f

no ponto zy € f'(zo).

Note que as regras de derivagao de funcoes reais permanecem validas para
funcoes complexas.
Um importante resultado tal qual nas funcoes reais é que se uma funcao é diferenciavel
em zp, entao ela é continua em z,. Mas a reciproca nao é verdadeira, como podemos
constatar pela funcao f: 2 € C — z € C que é continua e nao diferenciavel em todos os
pontos.

A caracterizacao de fungoes de uma variavel complexa diferencidaveis é resumida

nos resultados que seguem.

Teorema 2.3.5. (Equacgées de Cauchy-Riemann) Seja f: A — C uma fun¢do compleza
de varidvel complexa definida por f(z,y) = u(z,y) + iv(x,y) num conjunto aberto A e
20 = xo+iyg € A. Se [ € diferencidvel em zy, entao as derivadas parciais de u e v existem

e elas satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann

ou ov ou ov
%(Zo) = a—y(zo) € a—y(zo) = —%(Zo)-

Além disso,

0 0 0 0
'(z0) = Gy o) i (20) = 55 (20) = i (20)

A reciproca do Teorema 2.3.5. nao é verdadeira. Considere a funcao f(z+iy) =
|xy\% para x + iy € C, onde as condigoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas em 2y = 0, e
f nao é diferenciavel em z.
Por outro lado, ela é valida se acrecentarmos a hipdtese adicional sobre a funcao de que

as derivadas parciais em relagao a u e v existem e sao continuas em z.

Definicao 2.3.6. Uma funcao f : A — C € analitica em zy se ela € diferencidvel em todo

disco contendo zy. Dizemos que f € analitica em A se f € analitica em todos os pontos de

A,
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Quando a funcao é analitica em todos os pontos de C ela é chamada de inteira.
2.4 Integracao complexa

Serao agora expostas algumas definicoes que serao importantes para o entendimento da
teoria de integracao de funcoes de uma variavel complexa, além disso, alguns exemplos

serao apresentados.

Definicao 2.4.1. Uma curva, um contorno ou caminho entre dois pontos z,w de A C C

¢ uma funcao continua
a:la,b] = A abeR,

tal que a(a) = z,a(b) = w. Desta forma, o ponto z é chamado de ponto inicial, e o ponto

w é chamado de ponto terminal e o € o caminho que une os pontos a e b.

Definicao 2.4.2. Seja « : [a,b] — C. Definimos a curva oposta de o como —a : [a,b] — C

por
(—a)(t) = ala+b—1t).

Uma curva fechada « é simples quando seus tnicos pontos de intersecao sao

os ponto inicial e terminal.

Definicao 2.4.3. Dizemos que duas curvas simples o e 8 sao homotopicas quando uma

pode ser transformada na outra por wma sequéncia de funcoes continuas'.

Exemplo 2.4.4. Todos os circulos e elipses sao curvas homotopicas. Podemos transfor-

mar o circulo de raio 1 e centro 0 no circulo de raio 2 com o mesmo centro pela aplica¢ao
. I
a, : C — C definida por o, (0) = (1 + —)e’ .
r
onde r € [1,00) € real e 0 < 0 < 2.

Com a nog¢ao de homotopia vamos definir o que é uma regiao simplesmente
conexa. Dizemos que um conjunto A C C é uma regiao simplesmente conexa quando

todas as curvas simples em A s@o homotdpicas com um ponto.

Exemplo 2.4.5. O conjunto {z € C;|z| < 1} € uma regiago simplesmente coneza.

!Diz-se que a transformacdo em questio é uma deformacao continua.
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2.4.1 Integral Curvilinea

Definigao 2.4.6. Se a : [a,b] — C é um caminho suave e se f € uma fun¢ao complexa

definida e continua em «, definimos a integral de f sobre o por

/Qf(z)dz = /abf(a(t))o/(t)dt.

Exemplo 2.4.7. Consideremos a circunferéncia centrada em 2 e raio 1. Uma parame-

trizacao para esta curva suave pode ser definida por
v(t) =2+ ¢ t €[0,27]

1
. Queremos calcular o valor da integral de f(z) = — ao longo da curva . Note que y é
z

um caminho fechado. Pela regra da cadeia temos,
7(t) = ide™.
Calculando a integral pela definicdo acima,

1 21 - it
/—dz:/ ¥ _at=o.
v Z 0o 2+e%

Os teoremas 2.4.8. e 2.4.9. caracterizam e mostram propriedades fundamentais

da integracao complexa.

Teorema 2.4.8. Seja f(2) = u(x,y) +iv(z,y), entdo

[ 161z = [ta) =il + i [ o)+ )il

Teorema 2.4.9. Dadas f,g: A — C funcoes integrdveis definidas em um aberto de C e
a,ap € ag caminhos contidos em A. Considere também a e b dois niumeros constantes.

Entdo valem as sequintes propriedades:
1) [(ere) +bgndz=a [ fe)dz+b [ ooz
@) [ seiz=- [ e

(3) f(z)dz = / f(z)dz +/ f(2)dz, quando oq + o estd definido.
altasg Qail a2
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Teorema 2.4.10. Sejam f : A — C uma func¢ao integrdvel definida em um aberto de C

e« [a,b] = A um caminho suave por partes. Suponha que F é a sua primitiva. Entdo,
| #)dz = F(a®) - Flaa),
Em particular, se a € fechado, entdo

‘Aﬂ@®=

Demonstragao. Por hipétese, F' é primitiva de f, entdo F'(z) = f(z). Tome F(a(t)) =
g(t) = u(t) +iv(t). Entao,

Portanto,

No entanto, a curva é fechada temos que a(b) = a(a) e concluimos que:

JRaC dz—/f

2.4.2 Teorema de Cauchy e Formula Integral de Cauchy

Os dois teoremas que seguem, sao teoremas fundamentais na Analise Complexa Classica e
recebem o nome de Teoremas de Cauchy?. Cabe citar que generalizacoes de tais resultados

sao objetos do presente trabalho.

2 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matemético frances.
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Teorema 2.4.11. (Cauchy) Se f € uma fung¢ao analitica e com derivada continua em

todos os pontos de uma regiago simplesmente conexa A, e v uma curva simples e fechada

tﬁﬂ@wz

Demonstragao. Iremos demonstrar esse teorema com a ajuda do Teorema de Green, con-

contida em A. Entao,

siderando que a derivada f’ seja continua em A e que f(z) = u +iv com z = z + iy,
temos

// F(2)dz = / (u + iv)(dz + idy)

o

= /(udx —vdy) +1 /(udy + vdx)

Y v

Pelo Teorema de Green, as integrais com formas diferenciais do lado direito sao iguais a

ov
// —a—y——dmdy+z// %_8_y dzdy = 0,

e pelas equagoes de Cauchy-Riemann concluimos a igualdade acima. O]

Uma versao mais precisa desse teorema foi desenvolvida pelo matematico fran-
cés Eduardo Goursart (1858-1936) em 1883. Ele provou que a hip6tese de continuidade

pode ser omitida.

Teorema 2.4.12. Seja f: A — C uma funcdao continua definida em uma regiago A C C.
Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) f tem uma primitiva em A;

(2) /f(z)dz = 0 para qualquer caminho fechado, suave por partes v em A;
v

(3) /f(z)dz s6 depende dos pontos inicial e final de qualquer caminho suave por partes
gl
v em A.

Teorema 2.4.13. Seja f uma funcdao analitica em uma regidgo simplesmente conexa A.

Entao, f tem primitiva.

Teorema 2.4.14. (Cauchy-Goursat) Se f é uma fun¢do analitica em uma regido sim-

plesmente conexa A e v uma curva simples e fechada contida em A, entdo

Af@MZZ
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Demonstracao. Pelo Teorema 2.4.13. como f é analitica em uma regiao simplesmente

conexa A, entdo f tem primitiva. Tendo f primitiva, pelo Teorema 2.4.12. concluimos

que /f(z)dz =0. O
v

Teorema 2.4.15. (Formula integral de Cauchy) Seja f uma func¢ao analitica em uma

regiao simplesmente conexa A. Entdo

G

2mi ), 2 — 2o

f(z0) = dz,z € A,

onde o € uma curva simples fechada em A e zg um ponto qualquer no interior de «.

Teorema 2.4.16. Seja f uma func¢do analitica em uma regiao A. Entao f tem todas as

derivadas em zy e a n-ésima deriwada é dada por

f(n)(zo) = n_'/—( /1z) dz

270 z— zo)" Tl

onde o € uma curva simples fechada em A e zyg um ponto qualquer no interior de «.

O Teorema 2.4.16, definimos funcao analitica como aquela que admite derivada
em todos os pontos do seu dominio sem fazer quaisquer outras hipdteses sobre a derivada.
Tem-se portanto, de maneira resumida e ilustrativa, resultados importantes na Anélise
Complexa Cléssica. Iniciamos esse capitulo com a formulacao de C, em seguida definimos
as fungoes complexas e finalizamos com teoremas de derivacao e integragao, teoremas estes

fundamentais nas generalizagoes a que o trabalho propoe.
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Capitulo 3
ALGEBRA DE QUATERNIOS

Neste capitulo serao apresentados as operagoes de soma e multiplicacao nos
quatérnios. Em seguida definimos fungao quaternionica e exibimos algumas de suas pro-
priedades, o que terda cunho tedrico e sera o ponto inicial para o estudo aqui proposto.

Todos os detalhes podem ser encontrados em [3],[13] e [18].

3.1 Numeros quaterniénicos

Definicao 3.1.1. O conjunto dos Quatérnios, denotado por H, é formado por todos os
nimeros da forma q = q1 + q2i + q3j + qak ou equivalentemente ¢ = (q1, G2, q3,qs), €m que

q1,q2,q3,q4 € R e 1,7,k satisfazem a relacoes

ij = k;
gk =1;
ki = j.

Os quatérnios sao compostos de uma parte escalar ¢; € R e uma parte vetorial

7= (q2,q3,q1) € R® e podem ser escritos da seguinte forma:

g=q +q@i+qj+quk=q+qouqg=|q,(q,qs,q)]

Observe que quando ¢» = g3 = q4 = 0 temos ¢ = ¢; é um escalar. Se ¢3 = ¢4 = 0 temos
¢ = ¢1 + @27 um nimero complexo. E, por ultimo, quando ¢; = 0 temos ¢ = ¢ um vetor,
chamado de quatérnio puro.

Pela definicao de quatérnios temos as seguintes implicagoes:

1) (1,0,0,0) =1
2) (0,1,0,0) = i
3
4

0,0,1,0

) ( ) =]
) (0,0,0,1) = k
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3.2 Operacoes com Quatérnios

3.2.1 Soma de Quatérnios

Dados p,q € H em que p = p1 + pai +p3j + pak ¢ ¢ = ¢1 + qot + q3J + quk. A soma de p e

q é definida pela adicao dos componentes correspondentes:

p+qg= 1+ q)+ D2+ q)i+ s+ q3)j + (pa+ qa)k.

Como temos que p e g podem ser escritos na forma p = p;1 +p e ¢ = ¢1 + ¢, onde

= (p2,p3,P4) € = (2,43, q1). Entdo, p+¢q=[p1 +q,p+ q].

3.2.2  Multiplicagao de Quatérnios

Dados p,q € Hem que p =p1+poi+psj+pik =pi+peq=q+qitgi+uk=qa+q
O produto de p e ¢ é dado por:

pq = (p1 + pai + p3jJ + pak) (@1 + @2t + @35 + @uk) (3.1)
= p1gi — (P2g2 + P3G + Paqs) + D1(q2i + @25 + q2k)

+ q1(p2i + p3j + pak) + (P3qs — Pags)i + (Paga — P2qa)j + (P2qs — P3ga)k

Agora iremos expressar os resultados obtidos em (3.1) em termos de produtos escalares e

vetoriais da seguinte forma:
pg=(P1¢i =P @1+ qp + P % q)

onde p - ¢ indica o produto escalar de p e ¢, e p X ¢ indica o produto vetorial de p e q.
Observe que a multiplicacao geralmente é nao comutativa, como podemos constatar atra-
vés do contra exemplo: ij =k e ji = —k.

O conjunto H com as operagoes usuais de soma e multiplicacao descritas acima é um anel

nao comutativo.

Definicao 3.2.1. O conjugado de um quatérnio q = q1+qot +q3j +quk = q1 +q € definido

por q = q1 — 2t — @3 — Quk = q1 — ¢.

Da definicao acima temos o seguinte resultado:
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Teorema 3.2.2. Sejam p,q € H. Entdo:
1)q=q

2) pq = pg;

) pFa=p+q

4) 4q = qq.

Defini¢ao 3.2.3. A norma |q| de um quatérnio ¢ = (q1,42,q3,q1) = @1 + Goi + q3J + quk

é o mimero real |q| = /¢ + @3 + & + ¢3.

Dado um quatérnio ¢ = ¢ +q2i+¢q3j+qk € H temos que q7 = ¢? +q5+ ¢+ q5.

Logo, temos uma relagao entre o conjugado e o médulo de um quatérnio que é dada por:
la* = ¢i + 4 + a3 + ¢i = qq ou ¢ = Vqq.
3.3 Funcoes Quaternionicas

As funcoes quaternionicas serao abordadas nesta secao e o objetivo é o de fundamentar
o estudo de derivadas e integrais além de ser fundamento necessario para o estudo de

funcoes exponenciais, logaritmicas e trigonométricas.

Definicao 3.3.1. Seja E* C H um espaco quadridimensional e ¢ € E* uma varidvel da
forma q = q1 + q2i + q3j + quk, com q; € R, (i = 1,2,3,4). Uma aplicacdo quaternionica
f: B* — H é uma aplicacdo que faz corresponder a cada ¢ € E* um nimero quaterniéonico

w = f(q), isto é:
f:B* = H;
(Q1aQQaQ3,Q4) —rw = f(Q17QQ7q3aq4)‘

Como temos que f é uma funcgao de variaveis quaternionicas, podemos decompo-

la em uma parte escalar ¢(q) e uma parte vetorial ¥ (q), isto é,

f(@) = d(q) +(q)

em que ¢(q) = fi(q),¥(q) = fo(a)i + f3(9)j + fa(@)k e as funges f; : RY = R, (i =

1,2,3,4), sdo fungoes coordenadas de valores reais.
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3.3.1 Fungoes quaternionicas requlares

De acordo com a Teoria de Fueter, [11], o operador quaternionico I' é dado como:

onde V é o operador gradiente.

Definigao 3.3.2. (Regularidade a Esquerda) Uma funcdo f de uma varidvel quaterni-
onica, tal que f = fi +ifa+jifs+kfs=¢ 4+, comas f; : R* > R, (i =1,2,3,4),

parcialmente diferencidveis, € reqular a esquerda se:
r'r=0

Com efeito, como pg = (p1q1 — P+ ¢, p1d + qp + P X ¢) temos,

0 0 0
Pf = (G + V)4 4) = 50— V0 55+ Vo4 T x v =0,

O operador quaternionico aplicado a esquerda de uma fun¢ao f de uma variavel quater-

nionica, de uma forma mais clara, é dado por

0 .0 .0 0 . )
I'f= <8_ql+l<9_q2 +‘78_q3+k8_q4>(f1+zf2 +jfs+ kfa)
0 0 0 0 0 0 0 0
(- - - ) i et - )
1 2 3 4 1 2 3 4
(Ofs Ofs Ofi  0Ofs Ofs Ofs 0Ofy  0fi
pg(e - 22 L 2 (2 2B 2 )
]<3CI1 0qz g3 aQ4> (3Q1 0qz dqs 8q4)

Definig¢ao 3.3.3. (Regularidade a Direita) Uma fun¢ao f de uma varidvel quaternionica,
tal que f = fi+ifo+jfs+kfs=¢+v0, comas f; : R* = R, (i =1,2,3,4), parcialmente

diferencidveis, € reqular a direita se:
f=0.

Com efeito, a igualdade acima pode ser vista como:

_ 9 _0 9 _
fr_(¢+¢)(a—q1+v>_6ql YV Vot g+ x V=0
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O operador quaternionico aplicado a direita da funcao f de uma varidvel quaternionica,

de uma forma mais clara, é dado como:

: : g .0 :

ofi Ofs Ofs 0Ofa (O0fy Ofi Ofs  Ofs

-\ )+ "\ "+ =+
(aCh 0qa dqs gy ) ! ( oq 0qs g3 dqu )

(Ofs  Ofy  Ofi  0Ofa dfs 0Ofs  0fs  Of
+j<3Q1+8Q2+3Q3 (9C]4>+k< - - >

oq 0qz dqs 0qq

Os resultados acima sao consolidados nas definigoes e teoremas abaixo.

Definicao 3.3.4. Uma funcdo f de uma varidvel quaternionica € dita reqular se ela for

reqular a direita e a esquerda simultaneamente.

A seguir temos dois teoremas que apresentam precisamente as definicoes de

regularidade a esquerda e regularidade a direita.

Teorema 3.3.5. Sejam f = fi+ifao+jfs+kfs = ¢+ uma funcao f de uma varidvel

quaternionica e o operador quaternionico

0 0 0
'=—+i—+j—+k;—=7"+V
‘7(9q3 Jq4 oq

. A funcao f € reqular a esquerda se, e somente se,

99

1. —=V_.
oq 4
2 V¢——8—¢—V P
oq

Demonstracao. Sabendo que f é regular a esquerda, entao por definicao I'f = 0. Logo,

%) ¢ 9 o
Tf=(——+V)(¢+¢)=—-V-b+—+Vp+Vxyp=0=0+0.
F= (g tV)@t0) =5 =V wt 5 VotV xy
0 9¢
Observe que . e V-1 formam a parte escalar de I'f e V¢, EPR V x 1 formam a parte
q1 q1
vetorial de I'f. Pela igualdade acima podemos concluir que:
O ¢
— V- ¢Yy=0=—=V
5 I v I 5 v
—¢+V¢+wa:6:>V¢:——¢—VX¢-
oq oq
Reciprocamente, temos por hipdtese
99
—Z V- =0;
Vo + L4 +V x¢=0.

da
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Somando essas duas ultimas igualdades obtemos

Ff:%—v-@/)—ira—w—i—ngﬁ—irVX@/J:O,
oq oq

onde concluimos que f é regular a esquerda. O

Teorema 3.3.6. Sejam f= fi+ifo+jfs+ kfs= ¢+ uma funcao f de uma varidvel

quaternionica e o operador quaternionico

. A funcao f € reqular a direita se, e somente se,

9¢
1. —=V_.
I v
0
2 V¢:——¢+VX¢.
Oq
Demonstracao. Como temos que f é regular a direita, entao por definicao fI' = 0. Logo,
0 0¢ o S
I=(@+)(+—+V)=7 ¢ - V+Vo+-——+9yxV=0=0+0.
fR=0+6) (5, +V) =5, — ¢ VHVotg +v
0 0¢
Observe que % e -V formam a parte escalar de fI" e Vo, %, 1 x V formam a parte
1 1
vetorial de fI'. Pela igualdade acima podemos concluir que:
0 0
—¢—w-V:0:>—¢:¢-V;
9 oq Oq1 p
—w+qu+¢><V:6:>V¢=——w+V><?/J-
oq Oq
Reciprocamente, temos por hipdtese
99
—— — V- =0;
6q16 w
Vo + L WxV =0
Oq1
Somando essas duas ultimas igualdades obtemos
0 0
=2 v ety xv =0,
oq Oq
onde concluimos que f é regular a direita. O

Por fim, o teorema a seguir define uma fungao quaternionica regular.
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Teorema 3.3.7. Sejam f = fi+ifo+jfs+kfs = ¢+ uma fungao f de uma varidvel
quaternionica e o operador quaternionico

0 0 0 0 0
= —+i—+j—+khk—=—+V
oq ! 0qs J dqs 0q4 oq

. Se f € reqular, entao

09
1. —=V_.
oq v
o
2. Vo= ——
¢ oq

Demonstracao. Por definicao temos que se f é regular, entao f é regular a esquerda e

regular a direita simultaneamente. Assim, pelos teoremas 3.3.5. e 3.3.6. sao validas as

seguintes igualdades:

o9
— :v . ;
Iq v
Vo= 2LV
Oq
Vo =— 8—¢ +V x .
I
Destas duas ultimas igualdades temos que V x ¢ = 0. Portanto,
9¢
— =V -
I v
o
Vp = ——.
¢ Iq

3.3.2  FEquagoes envolvendo operadores

Na subse¢ao anterior vimos que a agao do operador quaternionico I' sobre uma funcao

quaternionica f é dado por:

0 0 .0 0 . .
Lf= (8_ql+lﬁ_q2 +Ja—%+ka—%>(f1+lf2+]f3+kf4)
:%%_%_%_%)(%+%+%_%)

oq 0qa dqs 0q4 oq 0qz dqs 0q4
0 0 0 0 0 0 0 0
. < f3 fa fi f2>+k< fa f3 f2+ f1>‘

+1

J
dqpn Oq2  dgz  Oqa I Oqp  dgz  Oqa
Analogamente, a definicdo de operador quaternionico defini-se o operador conjugado I’

CcOo1mo
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T=——f— —j— —k—
oq 0qa ]a% 0qa
Logo,
— 0 o, 0 0 . ‘
I'f= <8_C]1_Za_(]2_j8_(]3_ka_q41)(fl+lf2 +jfs+ kfa)

ofi Ofy Ofs  Ofs (O0fy  Ofi Ofs  Ofs

=+ +——+—)+i|l=— "+

<8q1 gy Jqs a(I4> Z<8C]1 gy J0qs 3Q4>

<% ofys  0fi 8f2) +k’<g§4 gi;?, (;(jf C;f)
1 2 3 4

_l’_
/ I O0q2  dgz  Oqy
1 _
Seja o operador T'f = §(Ff + I'f). Portanto,

Ofi dfs 0fs Ofiy . .(0fs Ofi Ofi Of
7 =5 G~ 50~ 5~ 00) G0 50 5y~ )
(s 0% 0h [0y L\ (01 Of Ot Ohiy)

oq 0qz g3 0q4 oq 0qz dqs 0qa

ofi  0fy  Ofs 0Ofs (Ofy Ofi Ofs Ofs

+ — t+t =+ =+ = == = —— 4+ —
{ <3CI1 gy Jqs 0qa > <6’611 gy dqs 0qa >

_|_j(%+af4 N 5f2>+k(8f4 8f3+af2 3f1>H'

+J

O Oqa  Oqz  Oqa

0 Oqp  Ogz  Oqu

Dali, tem-se:

Pode-se verificar de imediato que as exponenciais quaternionicas

/sen\/q3 + ¢ + ¢?
eqzeql{cos< /q§+q§+q§>+q< \/2Q2 2Q3 2(14)}7
V45 + 95 +q;

tem a propriedade T'(e?) = ef.

Existem outras equagoes do operador que nao sao tao triviais quanto essa, mas podem
1 —
também ser deduzidas. Podemos, por exemplo, definir o operador Sf = §(F f=Tf).

Desenvolvendo S'f temos:

ofi 0fs Ofs Ofi\ ./0fs Ofi Of. Of
= 3G =5 e~ 00+ (o * s s~ )
(Ofs  Ofs  Ofr  Of Ofs  0Ofy 0fs, Of
+j<a—qf—a—q;*+a—q;+a—qz)+k<a—qf+a—qz—a—qi+a_@1)}
Ofr  Ofs  Ofs  Of (0f, Ofi Ofs Of
_{<a_qi+8_qz+6_qz+a_qi> Z(a_qi_a_q;_a_qura_qj)
~(%+3f4 df1 an)—i—k(% %+3f2 8f1)}].

+ -
J oq 0qo g3 0qa

oq 0qo g3 0qa
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Fazendo os calculos concluimos:

f 0fs 0Of (Ofi  fi Of
+jcyi+éé~—ié)+k<@ﬁ+}ﬁé aﬁ)

g3 0qa 0q2

Oqa 0qz 0qs

Usando f = e? em S encontramos as seguintes relagoes:

(-5 8 0) ool ) - (2R
g g3 O G+ @+ ¢ ’
R (qzsen\/QS +aitaiy.

VE+@E+¢
__eql(qssen\/ﬁgi;72?1753 .

VE+@E+¢ /7
—— (%mv(z% + a3+ qZ)k_

VG + G+ a

Nogs ™ 001~ 905

oft  0fs Ofs
k|l =—+=— — =
(3614 0qz 0qs

)
.((9f1 LOh 8f4)
)

Logo,

Se? :e‘“<—cos<\/qg +Q§+C]Z> - (286n % + 4 +qi>> _6q1<quenv % +q§+qz>i
VE+ @G+ Vi +aéE+ 4}
_ﬂm(%%nvﬁ%wﬁ+Q%j_em<%wnvﬁ+@?+ﬁ)k
V@ + 4+ 43 V@ + a3+ qi

Reorganizando e colocando termos em evidéncia temos:

o 5€NN/ G5 + 43 + ¢
VG + G+ 4

26‘11sen\/q§ + qg + qf
VG + a3+ a

Sel = —el'cos\/@G+ @ +q —e (@20 + ¢35 + quk) —

941 /3 2 D)
Fazendo A = ¢ 36712 q22+ q32+ 44
45 +q35 + qi

concluimos que
Sf=el—A

Podemos fatorar relagoes mais complicadas do operador com estas propriedades de forma

parecida a procedimentos usados para a solucao de equagoes diferencias ordinarias.

3.4 A exponencial quaterniénica

Nesta secao iremos apresentar a funcao exponencial de um nimero complexo e, a partir

disso, fazer uma generalizacao para o caso quaternionico.
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3.4.1 A exponencial de um nimero complexo

Lembremos que a expansao em série de Maclaurin de e’ para ¢ real é
2 3 44

t
t_ _
e —1+t+2!+3!+4!+....

Substituindo ¢ por iy(y € R) nesta série e fazendo os cdlculos, obtemos

2 3 4
. . Yy .Y )
Zy_ _ Y _ sY g
eV =141y o1 13!+4!+...
2 4 6 3 5 7
_(1_ Y.y _ ¥ (.Y Y Y
_<1 or T 6!+“'>“(y TR 7!+'">‘

Observe que as duas tultimas séries sao as expansoes em série de Maclaurin de cosy e de
seny, respectivamente. Portanto, concluimos que e® = cosy + iseny. Além disso, como

estt = ese! para s,t € R, é natural esperarmos que e* ™ = e®e'.

Definicao 3.4.1. Dado um nimero complero z = a+ bi, definimos a funcdao exponencial

de z por
e* = e*(cosy + iseny).

A férmula e = cosy + iseny é chamada férmula de Euler!.
Dai temos que a representacao trigonométrica de um nimero complexo z = x + yi pode

ser indicada como:

z = r(cosl + isenf)) = re'?

Podemos perceber que e* é imaginaria de periodo 2mi. De fato, substituindo y por

0,5, m, 37”, 21 em e temos:

0i )
et =1;
-
ezt =q;
T __
em = —1,
3 .
ezl = —q;
627ri =1
Logo, concluimos que
ez+2m' — 6z€2m’ — %,

Leonhard Euler (1707-1783), matemdtico Suigo.
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Desta forma temos,
e tonmi ef,n= (O, 1,2, .. )

Pela periodicidade de e* que acabamos de ver, todos os seus valores apresentam-se na

forma infinita,
—-T<y<m

que é chamada de regiao fundamental de €, e indicada na Figura 3.1 que segue.

Figura 3.1: Regiao Fundamental de e*.

3.4.2 A exponencial quaternionica

Para definir a funcao exponencial quaternionica faremos o processo analogo ao que fizemos

no caso Complexo.

Sabemos que a expansao em série de Maclaurin de e? para g € H é dada por

2 3 n
g _ .7 E
T=ldgt gt (3.2)
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Seja ¢ = ¢4 + ¢, em que ¢ = iq2 + jg3 + kqs é a parte vetorial de ¢. Substituindo ¢ em
(3.2) obtemos,

(fh @ _l_(Ch 5) +‘“_F(% CD +
21 3! n!

el =1+ (q+q) + (3.3)

Iremos calcular agora os termos (¢; + ¢)", n = 0,1,2,..., de forma andloga a expansao
binomial de uma soma de dois ntimeros reais a e b.

Lembremos que, dados a e b dois niimeros reais, a expansao binomial de a e b é dada por:
(a+b)" = zn: (”) AT (3.4)
r
r=0
em que (:f) denota a combinacao de n e r.

Calculando os termos de (3.3) e usando em (3.4) obtemos,

:Zl z 6111 + ,
a3 (o= (e (oo (o -

r=0
=q; + 207+ (@)%

De forma analoga temos,

¢ = ¢ + 367+ 3¢:1(9* + (9%

o¢' = qi + 46/ + 661(7)* + 40:(7)° + (@)

*¢’ = ¢} + 541 + 10¢7(9)* + 10¢7(q)* + 51 ()" + ()

o¢° = ¢i + 647q + 15¢1(7)* + 2047 (7)° + 15¢7(9)* + 641(7)” + ()°.
Logo, os termos representados na série (3.2) serao dados por

o’ =1,

' =q +¢
L4 207 (D
20 ~ 2l " gl T ool

¢ ¢ +3¢7 3a(@? (D

st 3 g * 3' ’

4 4 4

¢ ¢ 4 ((j)
o = T hd+ g’ + ,q (@ + =7

5 .. 5l , b 5 5! A
S d, mhT 341D 2,3,q1(® . 0@ L@
51 5l 5! 5! 5! 5!
|

6 .. 6 , ., 6 . .. 6 , . 6
q° q_? ath N E%(‘D N ﬁ‘h(@ N M‘h () N 5‘11(@ (@6
6! 6! 6! 6! 6! 6! 6! 6!
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Substituindo os resultados acima em (3.3) obtemos:

2 od 2 3 2= 2 2 .
_ @ | 204 (@ ¢ ¢d 0@ | (9%
e = )+l +a+ [Gr+ =t S5 [ - B )
-4 3= 2(2 2= 2 2
Lo, el 6@ | al@'d (9 }Jr
21 "3 T om 31 41
- D 4 = 3 (2 2 2= 2 2 2 2 2 .
@ 467, ¢(7) | DT (@) (9)°(9)°q
et T T T T s T
T S P L i R I B
60 " 51 24l 33l 2141 51 6! '

Pela multiplicacao de quatérnios temos que (¢)* = ¢7 = — (g3 +q5+q3) = —|q|*.
Agrupando os termos de e? na igualdade anterior e usando as poténcias de ¢ = ¢; + ¢

calculadas anteriormente temos:

2 4 2= 2 2 3~ 3 2
+E§@“y%§_“J+ﬁ¥m“}%§_“}+“, (3.5)

Colocando em evidéncia os primeiros termos dos primeiros cinco grupos de
somas infinitas da soma em (3.5) e executando algo semelhante nos termos seguintes ob-

temos

2 3 4 5 6 2
qi q1 qd1 q1 q1 |(ﬂ
q — - k) k) == - e =
6_[1+q1+2!+3!+4!+5!+6!+ Hl
2 3 4 5 6 2

o L N S L i ’(ﬂ
+4P+%+5+§+z+ﬁ+a+“?—5{”m+5+§+z+ﬁ+a+“l+

Lk @ ¢ qaq @ ¢
R e e -t AR RS (3.6)

@t |
R R

@ ¢ o ¢ &

O
Colocando [1 +q + o + 3l + a0 + = + il + - } em evidéncia obtemos:

2 3 4 5 6 2 4 6
_ q; q 91 q1 i |Cﬂ m |Cﬂ
o=[irargrgegrgegro -]
T
|-t | (3.7)

Sabemos que a fungao cosseno em série de Maclaurin é dada por:
o0 2n 2 4 6

cosm:Z(—l)"—zl——+—__+...
— ! !

Por (3.7) temos,

a® lat 1al° S .
LR R B e (gn)!:“’sm

n=0



Por outro lado, a expansao da funcao seno em série de Maclaurin é dada por

00
x2n+1 .113 I5 ZE7

senx:Z(—l) 2n+1:x_§+§_7+
0

n=

Assim, de (3.7) temos,

I I I A L7 A T 1
Pt Tt }[5 3!|q] 5!|(7|_7!|q1+"']
:i(_l)n ‘ﬂZn-‘,—l
pard (2n +1)!q]
ST
>
- [
_ sen|(ﬂ.

[

Como a expansao em série de Maclaurin da fungao exponencial real e* é dada por

72 3 0 "
e—1+x+§+§+ Z%H
e usando (3.7) temos:
> n
= 1gg h
21 3! — nl

Assim, se ¢ € H podemos escrever e? da seguinte forma

el = e‘“{cos|cﬂ + J(Sjgﬂ>},

em que |q] = /¢ + ¢3 + ¢;.
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Teorema 3.4.2. Seja e uma fungao exponencial do tipo quaternionica. Entao |el| = e?,

em que ¢ = q1 + g2 + jqz + kqa.

Demonstrag¢ao. Vimos anteriormente que:
U — o7 — o0l — N sen|q]
el =t =clel =¢ {cos|q_'\+q< Fi )}

Dal temos:

€] = le™]

cos|q”]+q<8€n‘(ﬂ>’ _ |eq1|{cosz|(j]+z (sen|cﬂ> }

|e‘11|{0052|q_1 +(a3+¢3 + q4)(sen|(ﬂ> } \eQI|{cosz|(ﬂ +1ar* (36"@) }

4]

= |e® [{cos?|q] + sen?|q|} = e®.
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Logo,
led] = e,
O

Pelo Teorema 3.4.2., concluimos que se e? é uma funcao exponencial quaterni-

onica entdo |e?] = 1.

A funcao exponencial quaternionica é uma funcao periddica, ou seja, para todo

p,q € H temos f(q+ p) = f(q). Veremos isso no Teorema 3.4.4..

Definicao 3.4.3. Seja u; um quatérnio cujas coordenadas sao nulas exceto a j-ésima

posicao , e seja f uma funcao quaternionica periédica, ou seja,
flg+u;) = fq), Vg € H.
O periodo de f serd dado pelo valor da j-ésima coordenada de u;.
Teorema 3.4.4. Dados ¢ = q1 + g2 + jgs + kqa e 0s vetores u;,i = 1,2,3,4, abaizo

U = (0,2%,0,0);
iy = (0,0, 2m,0);
7y = (0,0,0,27).

Se el € a funcdo exponencial do tipo quaternionica, entao esta € periodica.
Demonstrag¢ao. Observe que calculando e* com ¢ = 1,2, 3,4 temos:

e — 6(0,27r,0,0)

0,2m,0,0
(0,27,0,0) sen\/02 + (2m)2 + 02 + 02

= cos/02 + (27)2 + 02 + 0% +
VOt (2m) V0?2 + (2m)2 + 02 + 02

= cos2m = 1;

eu2 — 6(0707271-70)

(0,0,27,0)
V0% + 0%+ (27)% + 02

= cos\/0% + 02 + (27)2 4 02 + seny/02 + 02 + (2m)2 + 02

= cos2m = 1;
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eus — 6(0,0,0,27r)

(0,0,0,2r)

= cos\/02 + 02 + 02 + (27)2 +
V0?2 +02 4 02 + (27)2

seny/02 + 02 + 02 + (27)2

= cos2m = 1.

Portanto, temos €% = 1,7 = 1,2,3. Assim, e?t% = ele% = -1 = ¢4. Isso mostra que a
funcao e? é periédica de periodo imaginario em cada um dos eixos do espac¢o de dimensao

4 separadamente, ou seja:

edtnu — 6q7
comn=1,2---,e1=1,2,3, onde concluimos a demonstragao do teorema. O

Vimos na subsecao anterior que a funcao exponencial complexa é periddica e
todos os seus valores encontram-se na regiao infinita do plano —m < y < 7. O Teorema
3.4.4. é uma generalizacao disso, onde a regiao fundamental, no caso da fungao exponencial

quaternionica, serd uma regiao do R3 dada por

G = {w,wy,wz ER®} —1 <w; <7, —T<wy <7, —7 < wg <7}
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Figura 3.2: Regiao Fundamental de e?

3.5 Funcoes Trigonométricas

As funcgoes trigonométricas do tipo quaternionica sao determinadas usando a exponencial
do tipo quaternionica. Seja ¢ = q1 +iq2 + jq3 + kg = ¢1 + ¢, onde ¢ =iqs + jqs + kq4 € a

parte vetorial de ¢. Vimos que a exponencial de ¢ é dada por

el = e‘“{cos\ﬂ + H(%) }

Além disso,

e = e‘h{cos|tﬂ - (j(se@:(ﬂ)}

Dai concluimos que as fungoes sen g e cos q sao dadas por
senq = ———;
q
2

Jal

I
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el + e

cosq = 5

Com essas duas fungoes trigonométricas podemos determinar as outras fungoes trigono-

métricas tangente, cotangente, secante e cossecante definidas por:

senq g el—e1
tgq=——=—13——
cos q |q] €4 + e~9
’ cos q qel+e?
cotgq = = =
94 senqg |qlet —e4
1 2
secq = =
cosq ef+e?
1 2
cossecq = =

senq el—e 1

Observe que estas fungoes tem como dominio um subconjunto de H que é formado por

todos os pontos do espago exceto ¢ = (0,0,0,0). Podemos notar que
7N 2
(B
I
pois temos que (¢)* = —q5 — g5 — ¢i = [qI*.
Teorema 3.5.1. Se sen q e cos q sao fungoes trigonométricas do tipo quaternionica, entao
sen’q + cos’q = 1.

Demonstracao. Usando as definicoes de sen q e cos q temos

2, 4 ) (eq_eq>2+<eq+eq>2 62q_2+672q+62q+2+672q
sen cos’q=|——5—
ot q 2 22 22

94
I
sen?q + cos’q = 1.

]

O resultado acima é similar ao resultado determinado para o caso de uma
funcao de uma variavel complexa, e demonstraremos nos préximos teoremas que as func¢oes

trigonométricas também sao periddicas.

Teorema 3.5.2. Sejam senq e cosq funcoes trigonométricas do tipo quaternionica e

q=q1+ 192 + jq3s + kqs. Entao, essas fungoes sao periodicas com periodo 2m.
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Demonstracao. Dados os vetores
i, = (0,27,0,0);
iy = (0,0, 2m,0);
iz = (0,0,0,2m).

Logo,
6Q+Ui _ e*q*’ui eqeui — efqefui
sen(q + u;) = - = — ;
q q
2— 2—
Iq [
eq — e_q
sen(q+ u;)) = ——— = senq
9 4

[

onde i = 2, 3,4. Analogamente mostramos que:

cos(q + u;) = cosq
onde 1 = 2, 3, 4. O
Teorema 3.5.3. As funcgoes tgq e cotg q do tipo quaternionica com q = q1+1iqa+jqz+kqa
sao periodicas com periodo .

Demonstracao. Sejam os vetores:

ﬁl = (077‘_7070);
77:2 = (07077T70>;
ﬁg = (0,0,0,71’).

De fato temos,

e(Q+ui) — e(_q_ui)

tg(q +u;) = — =tgq;

€(Q+ui) — e(q_ui)

—

u
4l
o edtui + e 9w

cotgla +ui) = 1 — Col9 e
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3.6 Funcao Logaritmica

Veremos agora uma generalizacao da funcao logaritmica para quatérnios. Para isso, sera

necessario o uso generalizado das coordenadas esféricas dadas abaixo:

q1 =rcosbticosbycosts, O<r<oo
g2 =rcosbicosbysenbs, 0<6;<2m
T T

q3 =rcosbtsents, ) <6, < 5
s s

=rsent —— < b <=
44 1 2 1 9

Seja ¢ = q1 + 1q2 + jq3 + kqy. Logo, substituindo
q=q +iq2 + jq3 + kqs
(B Ty T )
rooor r r

=r <cos€16059200593 + cosbticosBysenbsi + costsenbyj + senb; k;)
sendo r > 0. O logaritmo de ¢ ¢é representado por [n q e é definido como a fungao inversa
da funcao exponencial do tipo quaternionica. Deste modo w = In ¢ satisfaz a relagao:
=q.
Tome w = w; + @. Como e = e+ temos que:
eV =eYe¥ =q.
Assim,

eWieW — r(cosBicosbyc0s03 + coshicosbasenbsi + coshysenbsyj + senbik).

Logo, concluimos que:

et =1 = w; = In|r|

W = In(cosBicosbycosls + costcosbasenbsi + coshysenbyj + senbq k).
Ou seja,
w = Inq = In|r| + In(cosbcosbycos03 + coshicosbasenbdsi + cosbsenbsj + senbk).
No estudo da Anélise Quaternionica resultados da Andlise Complexa Classica
buscam ser generalizados para melhor fundamentar esta teoria. Assim, apresentamos neste

capitulo generalizacoes das fungoes complexas exponencial, logaritmica e trigonomética, e

verificou-se semelhanga com os resultados ja determinados na Anélise Complexa Classica.
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Capitulo 4
INTEGRACAO E DIFERENCIACAO QUATERNIONICA

A derivagao e integracao quaternionica sao mostradas em detalhes em [5], [6]
e [16]. No entanto, o intuito do presente capitulo é prosseguir com os métodos e técnicas
apresentados nos trabalhos em questao com o objetivo de generalizar alguns resultados,
cabe citar a derivada segunda de uma funcao quaternionica e suas caracteristicas. Além

disso, os métodos usados em [16] serdo usados na demonstracao de alguns resultados.

4.1 Derivacao e Integracao Quaterniénica

Vimos no capitulo 3 que a multiplicagao dos quatérnios nao é comutativa. Assim, dada

uma funcao quaternionica f de uma varidavel quaternionica definiremos duas integrais
/fdz e /dz f:
/de = /(fl +ify +jfs + kfa)(dq +idga + jdgs + kdgs)
= /(fldCh — fadgs — f3dgs — fadqu)
+ [+ fudas — fudas + fudar) (41)
+ /(fsth + fadga + f1dgs — fodqa)j

+ /(f4d(h — f3dga + fadgs + fidgs)k,

/dzf :/(dq1 + idgy + jdgs + kdgs)(fr + ifo + jfs + K f)
= / (dqrfr — dgo.fo — dgs f3 — dgafs)
4 [(fo+ dasfi + dasfi — dasfo) (42
+ [dar s~ duati+ dus + df)i

+ /(dQ1f4 +dga f3 — dgs fo + dqufr)k.
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Considere as funcoes coordenadas f; : R* — R continuas e dado um caminho com extremos
em a = (a,as,as,ays) e b = (by, by, bs,by) em um dominio simplesmente conexo do espago
quadridimensional.

As integrais / fdz e / dzf independem do caminho de acordo com as condigoes dos

seguintes teoremas:

Teorema 4.1.1. Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-os em um
espago simplesmente conezo quadridimensional, a integral [ fdg independe do caminho
dado se, e somente se, existe uma funcao F = F| + iFy + jF3 + kFy, com / fdq =
F(b) — F(a) e que satisfaz as sequintes relagoes: ’

(?Fl 8F2 8F3 aF4

o O0qa  Oqs  Oqu’

_ 05 _ _ofa_ o (4.3)

Demonstracao. A integral / fdq, citada anteriormente, independera do caminho se exis-

tir uma funcao F tal que:

b b b
/ Fdq :/ iF :/ d(Fy +iFy + jFs + kFy) = F(b) — F(a),
de modo que o valor dessa diferenca dependera unicamente dos pontos extremos.
Supondo a existéncia de F', temos que as diferenciais totais das suas fungoes coordenadas
sao dadas por:

0F, 8F1 0F, 0F,
dFy = d d d
1 o 1 82 Q2+aq3 93‘1'84

=fidqi — fodga — f3dgs — fadqu;

dqy

8F2 8F2 8F2 aF2
dF; = d d d —=d
2 90 q1+@q2 Q2+83Q3+84Q4

=fadqy + fidgs — fadqs + f3dqu;

OF; OF3
dF; = d dgs d —2d
3 o0 Q1+8q2 83QB+84q4

=f3dqi + fadgo + frdqs — fodqu;

(9F3 O0F;
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0F} oF, 0F} oF,
dF, = d d d —d
1= 5 G+ 00, q2 + By q3 + O 4
=Jfadq1 — f3dgs + f2dgs + [1dgu;
resultam disso as seguintes relagoes:
£ = oFy,  0F, 0F; OF;
' 0q O Ogs Oqy
£, = OF, = 0F, _0F, _ 0OF;
’ Oq1 g2 0q3 dqy’
ot ofi "0 _of,
’ q1 g2 Jq3 dqy’
£ = OF, 0F; 0  0OF
! oq 0q2 0q3 9qs’

concluindo nossa demonstracao.

[]

Teorema 4.1.2. Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-os em um

espaco simplesmente conexo quadridimensional, a integral / dqf independe do caminho

b
dado se, e somente se, existe uma funcao G = Gy + 1Gy + jG3 + kG4, com / dqf =

G(b) — G(a), e que satisfaz as sequintes relagoes:

oGy 0Gy 0Gs3 0G4

Iq B g2 B dq3 B Oqs’
oGy  0Gy  0Gy  0Gs
I o 0o o 0qs 0qs’
0Gs 0G4y 090Gy 0Gy
Op  O¢x  9dgz  Oqi’
804:_6G3:8G2:_8G1‘ (4.4)
oq gz Oqgs O

b
Demonstracdao. A integral / dqf, citada anteriormente, independera do caminho se exis-
a

tir uma funcao G tal que

b b b
/dqu/ dG:/ d(Gy + iGo + jGs + kGy) = G(b) — G(a),

de modo que o valor dessa diferenca dependera unicamente dos pontos extremos.

Supondo a existéncia de G, temos que as diferenciais totais das suas fungoes coordenadas

sao dadas por:

oG,

dG1 = dq1 +

0G,

oq

gy

0G4
g3

0G,

dgo + ——dgz + ——dqu

dqy

=fidq — fadgs — f3dqs — fadqu;



52

dGy :%Z? dqi + %(;22 dgs + %—j;dq:a + %—jjd%
=Jfodq1 + f1dga + fadgs — f3dqu;
dGs :%C;f dg + 06223 dg + %—j;’dqs + %—i’d%
=f3dq — fadga + fidgs + fadqu;
dG, Zaafjf dq, + a@j; dqo + %—ild% + %dQ4
=fadqy + f3dgz — fodgs + frdgs;
resultam disso as seguintes relagoes:
0G,  0Gy  0Gs  0Gy
= Oq1 N 0qs - 0qs N dq4 ;
0G, 0G1 0Gy  0Gs
Py T e T o g
0Gs  0Gy 0G4 0G4
fo= Oq N 9qs :_8613 :_8614;
0G4 0Gs 0G5 0G4
1= %0 = 0w "0 om

concluindo nossa demonstracao.

]

Os Teoremas 4.1.1. e 4.1.2. podem ser vistos como o analogo quadridimensio-

nal ao Teorema de Cauchy em um dominio de duas dimensoes. Veja ainda que, as relagoes

(4.3) e (4.4) tém em comum as relagoes de Cauchy-Riemann que vimos no estudo de Fun-

¢oes de Varidveis Complexas, sendo conhecidas como as Equacoes de Cauchy-Riemann

generalizadas.

Agora, apresentaremos dois teoremas que apresentam as fungoes h(q) e g(q),

definidas em termos da fungao quaternionica f(q) cujas coordenadas obedecem as relagoes

de Cauchy-Riemann generalizadas (4.3) e (4.4). As fungoes h(q) e g(g) sdo chamadas de

derivada quaternionica a esquerda e derivada quaternionica a direita de f(q), respectiva-

mente.
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Teorema 4.1.3. Dada uma funcio f(q) sobre o anel dos quatérnios, H, com fungoes

coordenadas diferencidveis que satisfazem as relagoes (4.3), e uma fungao h(q) definida

em termos de f(q) por:

1[/0f  0f  Ofs | 0f
h(q)—1[<a—ql+a—q2+a—qs+a—q4>+
(O 0% Oh_ Oy,

01 0ga  Oqs  Oqu

(4.5)

entao /h(q)dq = f(q), e portanto h(q) pode ser tratado formalmente como a derivada

d,
quaternionica a esquerda de f(q) e denotado por h(q) = fcli—(qq)

Demonstracao. Para a demonstracao, iremos fazer a seguinte identificagao:
1 , .
h(q) = Z<h1 + Zhg + ]hg + kh4)

Observando que dq = dq; + idgs + jdqs + kdg, e usando a multiplicacao de quatérnios

tem-se:

1 . . . .
/h(q)dq = / Z(hl +ihy + jhs + khy)(dgr + idgs + jdgs + kdqy)

1
=1 /(hld(h — hodgy — hadgs — hadqy)+

(hedqy + hidgs — hadgs + hsdqs)i+
(hgdql + h4d(]2 + hldQ3 — hng4)j+
(hadqy — hsdge + hodgs + hidqq)k.

Substituindo as relagoes (4.3) em h(q)dq temos que / h(q)dq é dada por:

/h(q)dq :Z_ll /4(2—20&11 + g—ZdQQ + g—g;dqg + g—(ﬁd@;)—F
4(2—;?@1 + g—quz + g—gqug + Z—Zd%) i+

(g—idql + g—gjd@ + g—idqg + g—‘i’d%) j+

4(2—?2(1@ + g—i;;ldqQ + g—idqg + g—idq4)k.

4
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Quando aplicamos a regra da cadeia obtemos as diferenciais totais das fun¢oes coordena-

das, isto é,

/h(Q)dq :/(df1 + idfy + jdfs + kdfy)
=fit+ifo+ifs+kfs
=f(q).

]

Teorema 4.1.4. Dada uma funcdo f(q) sobre o anel dos quatérnios, H, com fun¢oes

coordenadas diferencidveis que satisfazem as relagoes (4.4), e uma funcgdo g(q) definida

em termos de f(q) por:

_1p/0fi  Ofa  Ofs  0fs
g(Q)—zKa—ql ErS 3_q3+8_q4>+

i(%_%_%+%>+

Ofs 0fs 0fs Ofi
B2t - 258 : 4.6

(3611 02 Ogs 86]4>] (4.6)
entao /dqg(q) = f(q), e portanto g(q) pode ser tratado formalmente como a derivada

df,
quaternionica a direita de f(q) e denotado por g(q) = fd<Q)'
q

Demonstracao. Primeiramente iremos fazer a seguinte identificacao:

1 . .
9(q) = Z(gl +ig2 + jgs + kga).

Observando que dq = dq; + idgs + jdqs + kdq, e usando a multiplicagao de quatérnios
tem-se:

, . 1 . ,
/ dqg(q) = / (dq1 + idgs + jdgs + k’dQéL)Z(gl +ig2 + jg3 + kga)
1
=1 / (dqig1 — dgogo — dq3gs — dgags)+
dgq192 + dgog1 + dgsgs — dqags)i+

(
(dg193 — dg294 + dgsg1 + dgage)j+
(

dq194 + dgags — dgsge + dgagr k.
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Substituindo as relagoes (4.4) em dgg(q) temos que / dqg(q) é dada por:

1 ofr afr ofi dfi
d =— [ 4 =—dqg; + =dgs + =—dgz + =—dq4 |+
/ q99 1 / ( e q1 Er q2 B4 qs o Q4>

dfs dfa dfa Ofs .
422 ZJ2 ZJ2 ZJ2
( o dg1 + 9 dgs + s dgs + s dq4) i+

Ofs Ofs Ofs Ofs .
4( o 0+ e 5 gy das)j+

Ofa O f4 Of4 0fs
4<3ql dagr + 9q> Az + dqs das + dqu dQ4> b

Quando aplicamos a regra da cadeia obtemos as diferenciais totais das funcoes coordena-
das, isto é,
/dqg(q) :/<df1 + idfs + jdfs + kdfs)

=fit+ifo+ifs+kfs
=f(q)

4.2 Derivadas sucessivas de uma funcao de uma variavel quaternioénica

Veremos agora as derivagoes sucessivas, até ordem 2, de uma funcao de uma varidvel
quaternionica. Inicialmente partindo dos Teoremas 4.1.3. e 4.1.4., definiremos a deri-

vada quaternionica segunda a esquerda e a direita de uma fungao quaternionica f, isto é,

d’fi(q) & f:(q) .
hi(q) = e e gi(q) = i , respectivamente.
4.2.1 Derivando h(q)
Observe que:
d?f,(q) d dfi(q dh(q
hi(g) = 21(2)_( It )): (@)
d?q? dq° dq dg



Pelas coordenadas de h(q) iremos calcular hi(q) da seguinte forma:

B 1 6 6f1 8f2 afS 8f4
hl(Q) - 16 [(86]1 (6(]1 + 8q2 + 8Q3 + 0q4

L9 (31“2 Of | 0ta 8f3)

N——

qa

o1 0ga  OJqs  Oqu

H(i (%_%+%_%>
O \ Oq 0qo dqs 0qa

0 (0fi Ofy Ofs 3f4)

| == 2
392 <aQ1 8q2 (9613 aQ4

P (2 0000
0g3 \0¢x  0qa Oqz  Oqu

L2 (309, o))

oq 0q2 g3 0qa
0 (0ft Ofx  0Ofs (9f4)
- |+t +
dqs (5’% 0qz dqs 0qa
g [0
4_(£_%+M %»
0q4
k

oq 0qs dqs 0qa
0 (0f4 +8f3 dfs afl)

dq1 \ O gy dqs 0qa
P (S0 00, 08
Og2 \Oq1  0q2  Oqz  Oqu
9 (%_%+6’f4 8f3>
O 0qx  Oqz  Oqa
_9 <% Of:  Ofs  Of
oq gy dqs 0qu

v
~_
[
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Fazendo os calculos concluimos que:

hla) = ; Pf 2 Of 0N
n= ¢t 0¢3  0¢F O3
9% f D*fs D*f4 ))
+2 +
(86118612 0q10q3 ~ 0q10qs
<02f2 D*fy  O*fy  O*fo

¢ 03 O Oq;

+2( —9%f N Pl 0fs ))
010q2  0q10q3  0q10q4

.(32f3 Pfs  Ofs O°fs

oi  0¢3  0q3  Oq3

( P Ph N 9 fa ))
0q10q> 0q:10q3 0q10q4
(021"4 _Pf Pl L

dqi  O¢5  Oqz  Oq;
0% f 9 f 2*fi ))1
+2 — — ) 4.7
(86115'@2 0q:10q3 0q10q4 ( )

Derivando parcialmente todos os membros das igualdades em (4.3) decorrentes

das condig¢oes de Cauchy-Riemann generalizadas em relacao a ¢; temos:

Ph _ Pfh  Pfs 0P

03  0010¢a  0q10qz  0q10qs

Pfo  Pf Pfs  DPfs
8q% a _8611892 B dq10q3 B _(9q18q4
Pfs  Pfa  PH P
dq3 a _36118% B _36116% B 9q10q4
Pfy  Pfs PR P h

0  00dp  0pdgs 0oy
Aplicando essas igualdades em (4.7), obtemos:
1 Ph PH Ph PH
M@ = K7 ot Oq3  0gf 3%?)
( Pfy Pfh fy 32f2)
+i |7 — —

Ogt 05 Og3  Oqi
(0% f3 32f3 32f3 0% f
+5 17 5 — 5
a(h an 0q3 894
D*fy  O*fy O*fs Oy

+k (7&1% 083 03 &ﬁﬂ'

(4.8)

As quatro sequéncias de igualdades abaixo sao encontradas quando deriva-

mos parcialmente as igualdades em (4.3) decorrentes das condi¢oes de Cauchy-Riemann
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generalizadas em relagao a qi,q2,q3 e q4 e serao usadas para simplificar a estrutura de

hi(q).
’H - PH PH PhH

o8 03 043 g
Ry Pf  Pf 0
Oqt g g3 O
Pl Pfy  Pf 0y
gt 0d3 g3 Oq
Pfy  Ff Pf
Oqt g3 g3 Oq
Utilizando as igualdades acima em (4.8) obtemos,
2 2 2 2
mig) = 10 (%q’; +i%q§2+j%q‘é3+k%q‘?>. (49)

Teorema 4.2.1. Se f é uma funcao quaternionica que satisfaz as equacgoes de Cauchy-

Rieman generalizadas e hy a sua derivada quaternionica seqgunda a esquerda, entdao

h(@) =~ 2(Afy +id o + AT + kAf)

em que A € o operador laplaciano.

Demonstracao. Procedendo de forma analoga ao que fizemos para concluir a igualdade

em (4.9) temos o seguinte resultado

2 2 2 2
RS

2 2 2 2
B2

(4.10)

Somando as quatro igualdades em (4.10) e fazendo os calculos concluimos que

(a) = —2(Afy +iAf + AL+ FAS) (1.11)



4.2.2 Derivando g(q)

Agora vamos desenvolver g;(q) observando que

df,(q)

~ dyg(q)

g1(q) = & j;;ﬁq) diq(

dq)_ dg

29

Iremos encontrar ¢;(¢) utilizando as coordenadas de g(¢q) analogamente ao que fizemos

com hy(q) anteriormente. Assim,

1 of
ale) = 16 [(3_% <aQ1 *

Of2 , Ofs  Ofa

SN
g2

(0 0 0n 0k
gz \ O gy dqs dqy

)
Oqs \Oqn  Oqa  Ogqs  Oqu
+.( 9, (%_% 8f4 3f3)
0y \O0¢n  Oqz  0Oqs  Oqu
ofi  0fy Ofs 8f4)
S L T L ML
g2 (8q1 0z Ogq3  Oqu

0 (0f4 dfs  0fs 6f1>
- + - _ -
Jq

+_
N

+i(
0qs
_9
0qs3

“an (

_ﬁ(%+%
0q2 \ 01 0qs

oq 0qs

0qs 0qu

oq 0qa 0q3 0qu

o (L (o om0k
O \ Oq 0q2 dqs 0qs

Ofs  Ofs

oq 0qo
ofi  0f

+ -
8q1 0qz
0fy  0fi

0 (%+af4_%_%))

%_%>

dqs 0qa
dfs 8f4)

+ = + —
dqs 0qa

)
dgs 0q4

oq 0qs

0 (0fs Ofs 0fs 6’fl)
k(= +2 20
(0611 (0611 0g  Oqz  Oqu

df1 0fz>
0qs 0qu

+_<%_%_%+%)
gz \ O gy g3 dqy

ofy | O
0 o))

aQ4 (

Isso resulta:

dfy  0fs
+ - -
oq 0qs

—_— = _+_
9qa Jqs 0qa

)
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1 PfHh PH PH Ph
gi(q) = —K - -

16 [\ o2 0¢ 0¢ 0

2( *f (92f3 N 0% fy ))
0q10¢s 3(118613 0q10q4
Pl Pfy Pf Ph

¢ 03 O Og

_|_

+2( —0%f D*f4 N D*fs ))
aqlf’?qz © 910gs | 019,
PR P P
+J aq 02 02 Of
1 q5 q3 q;
(G~ ndn~ 5ad)
0¢10q 8q18q3 0¢10q4
Tk <32f4 Pl Pfs Pfh

0¢¢  0¢3  0¢3  0q}
9% f3 9 fa *f1 ))}
+2 | — + — . 4.12
( 0¢10q> 0q,10qs3 0¢10q4 ( )

Derivando parcialmente todos os membros das igualdades decorrentes em (4.4)

das condig¢oes de Cauchy-Riemann generalizadas em relacao a ¢; temos:

Ph _ Pfh  Pfs _ 0Pf

36]% B 0q:10q> B 0q30q, B 0q40q,

P fo  PH Pfa Sy
8q% a _8611892 B _86115'@3 B 0q10q4
Pf  Pf  PH DPf
dq3 a Iq10q2 B _861136]3 B _3(113@4
Pl Pfs 8 h Ph

0  0pde  0gdgs 0oy
Utilizando essas igualdades em (4.12), obtemos:
( ) o i 782f1 _ a2fl N a2f1 N a2f1
= Ot 9d¢5  0q3  Odi
< Pl Pfa Pf 32f2>
+i |7 — —

dgi  9d¢i  J¢i  Oqj
82 82 82 32
ﬂ(Yﬁ_ fs _Pf ﬁ)

ot O¢3  Oq3  Oqi
D*fy  O*fy  O*fy  O*fy
+k (7 ¢  0¢3 O3 9@13”'

(4.13)

As quatro sequéncias de igualdades abaixo sao encontradas quando deriva-

mos parcialmente as igualdades em (4.4) decorrentes das condi¢oes de Cauchy-Riemann
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generalizadas em relagao a qi,q2,q3 e q4 e serao usadas para simplificar a estrutura de

91(q).
’H PH PH PhH

o8 03 043 g
Pl Pfy P P
0~ 0 9@  0g}
Pfs _ Pfs _ 0fs _ Pfs
0 0@ 0@ 0
s T T
Oqt g3 g3 Oq
Portanto, aplicando as igualdades acima em (4.13) temos:
2 2 2 2
gl(q)zi—g(%q];—m%q‘?%—j%q?%—k%q?). (4.14)

Teorema 4.2.2. Se f é uma funcao quaternionica que satisfaz as equacoes de Cauchy-

Rieman generalizadas e g1 a sua deriwada quaternionica sequnda a direita, entdo

g91(q) = —g(Afl + iAfo + jAf3 + kA fy)

em que A € o operador laplaciano.

Demonstracao. Procedendo de forma andloga ao que fizemos para concluir a igualdade

em (4.14) temos o seguinte resultado:
10 Ph P Pfs 0
91(q) —E< EXE) ! A2 tJ oq? K g3 )

1000°f | Pf  0f 0f

__10 k
16(aq§ —Haq% J dq3 " 861%)
1000°f | Ph f  0f

__ 10 k
16(aq§ o Tag T @q§>
10Pf | fr  0fs Ph
16(8q§ g Tiag T 8612>

Somando as quatro igualdades em (4.15) e fazendo os célculos concluimos:

(4.15)

5 ) )
gi(q) = —g(Afl +iAfo + jAf3 + kA fy). (4.16)
Os Teoremas 4.2.1. e 4.2.2. nos fornecem um resultado imediato:

Teorema 4.2.3. Uma funcgao quaternionica f que satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann

tem as suas derivadas quaternionicas sequnda o esquerda e a direita iguais.

Demonstracao. De fato, por (4.11) e (4.16) concluimos que h; e g sdo iguais. O
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4.3 Equacoes de Laplace para fungoes quaternionicas

4.3.1 Caso Complezo

Definigao 4.3.1. Considere um conjunto aberto A C R?. Uma funcio f : R* — R € dita

harmonica se for solucao da equagao de Laplace

2 2
ﬁ + a_f — 0.
ox?  0y?

Teorema 4.3.2. Se f(z) = u(z,y) + v(x,y) € uma funcao analitica em um conjunto

aberto A C C, entdo u e v sdo funcoes harmoénicas em A C R2.

Demonstracao. Seja f(x,y) = u(z,y) + iv(zr,y) uma funcao analitica em uma regiao A.
Como f é analitica em A entao f satisfaz as equacgoes de Cauchy-Riemann

ou B ov

—(2) = — 4.17
)= 5) (417
e
Ju ov
—(2) = —=(2). 4.18
5 = —52(2) (1.18)
Derivando (4.17) em relacéo a x e (4.18) em relac@o a y, obtemos
0?u 0% 0%u 0%
Entao,
0*u Pu gy o2
@<Z> + ay2 = dzdy  Oydx = 0.
Logo, a parte real de uma funcao analitica é uma funcao harmonica.
Analogamente, prova-se que v é uma funcao harmonica. O

4.8.2  Caso Quaternionico

Nesta secao mostraremos que as equacoes de Laplace da Anélise Complexa podem ser
generalizadas para as fungoes quaternionicas. Para isso usamos as equacoes de Cauchy-
Riemann generalizadas e suponhamos que as fungoes coordenadas f;, 1 = 1,2,3,4, de f
sao de classe C? e, portanto, o Teorema de Schwartz é valido.

Por (4.3), temos que as equagoes de Cauchy-Riemann sdo dadas por:
Of _0fs _0fs _ 0
oq dg2  Oq3  Oqa’

9fr _ Oh _0fs _ Ofs
oq 0qa g3 3(]4’

(4.19)

(4.20)



Ofs _ Ofs _ 0h _0f
oq 0qa g3 0qa ’

Ofs _0fs _ _0f_ _Oh
oq g2 dgq3 Oy

Inicialmente iremos derivar as equagoes (4.19), (4.20), (4.21), (4.22) em relacao

a qi,q2,q3 € q4 €, a partir disso, concluir que as equacoes de Laplace sao vélidas.

Asim, derivando a equacao (4.19) em relacao a qi, ¢2, g3 € g4 temos:

fH  Pf  Ofs P
an% 0q10q2  0q10qs  9q10q4
IfH  Pf  Pfs  OPfy
a(haQZ 3(]23 aC_I2GQ3 5Q2aQ4
9*fr Pf.  0fs  Ofy

0q30q B 0q30q2 B 861?, B 0q40qs3

0*f1

0°f *fs _ *fa

010qs  00p  O0qdqs  OF

Derivando as condigoes da equagao (4.20) obtemos:

3fr B fH  Pf B D% fs
3q2% 0020q1  q30¢n 0q40q1
0 fo _32f1 P fy _ 0*fs
0q10q> 8612% 9q30q> 0q40qs
Pfs _ PhH _PhH . Pfs
0¢10q3 0¢20q3 8q§ 0q40q3
Pfr - PfH Of _32f3
0¢10q4 0q20q4 0q30q4 aqi '

Derivando as condigoes da equacao (4.21) obtemos:

fi _ 0fs _ OPf

T 001 0wdq  Oga0qy

.

B _0%8% B 0q40q B @CI%
FfhH P L

T 8q§ B 0q40qs3 B _3(]28(]3
’fH Pf 0

T 00 0 0g0q

Derivando as condigoes da equacao (4.22) obtemos:

fHh o 0Pf  Pfs

B _8(]48(]1 B _3(]336]1 B 0q20q

Ph P Pfs

B _3(143% - _aq;;3q2 B 8q§
PfH P f 0*f

B _aCJ43Q3 T 8q§ B 0q20qs3
9 fr Pf,  Ofs

0 9gs0q  Oqdq
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(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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Pelas equagoes (4.23), (4.24), (4.25) e (4.26) temos os seguintes resultados:

Oh (Oh Oh_Of Of Ok Ok _, (4.27)

ofi
03 02 0¢F  0q0q  0q0qy 0qidqs  Oq30qs

+
g3

Ofy  0fy Ofy 0fs *fi 9*fi *fi 2*fi
St e + + - — 0 4.98
o 0g¢5  0¢3  Oqi 0010qs ~ 0q10qa  0qs0q3  Dg30qy (4.28)

Ofs 0fs Ofs 0Ofs 9% f4 *f4 D*f4 D*f4
L R L N Nk R ~ — 0 4.99
o 0g¢5  0¢3  Oqi 0q20q1  0q10qa  0qs0q3  Dq30qy (429)

Of, Of Of Ofi  f 0y Ofs 9
Ofs  Ofs  Ofr Ofs _ _ _ + —0 4.30
02 " o2 Vo2 T 0@ T 9moq  900m  0qides  dgsdan (4:30)

Portanto,
Afi =0
Afy = 0;
k (4.31)
Afy=0;
Af,=0.

Por (4.31) concluimos que se uma fungao quaternionica satisfaz as condigoes de Cauchy-
Riemann, o laplaciano das suas fungoes coordenadas é nulo.

Além disso, obtemos um novo resultado:

Teorema 4.3.3. Uma funcao quaternionica [ que salisfaz as condi¢oes de Cauchy-
Riemann generalizadas tem as suas derivadas quaternionicas sequnda a esquerda e @

direita nulas.

Demonstracao. De fato, pelos Teoremas 4.2.1. e 4.2.2. temos

h(g) = g1(g) = —g(A fo il + JAfs + KAL) (4.32)

Utilizando (4.31) em (4.32) concluimos que

O teorema seguinte é uma consequéncia do teorema 4.3.1.:
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Teorema 4.3.4. Se f € uma funcdao quaternionica que satisfaz as equagoes de Cauchy-
Riemann generalizadas, entao as suas derivadas quaternionicas a esquerda e a direita sao

funcoes constantes.

Demonstragao. De fato, como hi(q) = g1(q) = 0 concluimos que as fungoes h e g dadas

pelos Teoremas 4.1.3. e 4.1.4. sao constantes. O

Inicialmente apresentamos a derivada segunda de uma fungao quaternionica,
em seguida a generalizacao das equacoes de Laplace para o caso quaternionico e, final-
mente, resultados novos foram apresentados como a derivada quaternionica segunda de
uma funcao escrita em funcao do laplaciano de suas fungoes coordenadas. A partir disso
concluimos que se a fungao satisfaz as condigoes de Cauchy-Riemann, entao a sua derivada

quaternionica segunda ¢ zero.
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Capitulo 5

FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY E SERIE DE
POTENCIAS PARA FUNCOES QUATERNIONICAS

A férmula integral de Cauchy e as séries de Poténcias apresentadas neste ca-
pitulo tem uma grande utilidade no desenvolvimento da teoria de integracao na variavel
quaternionica. Assim, serdao apresentados aqui alguns resultados que fundamentam esta
teoria. Todos os detalhes desta teoria pode ser lida com detalhes em [2], [4], [6], [7] e
[16]. Além de, por fim, apresentar uma demonstragao, baseada em hipéteses adicionais

do Teorema de Cauchy (nulidade).

5.1 Foérmula Integral de Cauchy e Formula geral de Cauchy-caso quaterni-
Onico
Nesta secao iremos apresentar uma generalizacao da féormula integral de Cauchy que vimos

na Analise Complexa para o caso quaternionico.

Teorema 5.1.1. Seja ) um dominio simplesmente conexo num espaco quadridimensional

e f(q) uma fungao regular em ). Entao,

%dq =f(a0) (i + j +2k) (5.1)

onde ¢ € uma hipersuperficie fechada simples em ) e gy um ponto qualquer em .

Demonstragao. Seja ¢y uma hiperesfera em torno do ponto qo, |¢ — qo| = 7o, onde 7y é
suficientemente pequeno para que g esteja no interior de . Como a funcao M é
q—4qo

regular em Q/{qo}, temos:

R e (O
04— 490 wo 4 — 40

[ e
:/ [f(QO) + f(q) — f(QO)}dq

qd—4qo

f(QO) / q ig(]o - / f(qC)I : Zo(qO)dq'

Logo,
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Podemos escrever o quatérnio ¢ — gy da seguinte forma:
q — qo = roe”TIITOE, (5.2)

0nder0>Oe—§§€1§%,— <, <

S
MBS

60§03§27T.

Segue de (5.2) que:
dq — d(T0691i+02j+93k> _ Tod(€91i+02j+03k).

Dai verificamos que:

B(ePritoai+osk)

_ a6 do,+ N~ )
90, 1t 5, T

=(idb, + jdby + kdfs)ef 020 +0sk

0(691i+92j+93/€) 8(691i+92j+93k)

d<€6’1 i+92j+93k)

dbs

Utilizando a expressao (5.2) e a diferencial dada acima temos:

d 01i+025+03k
/ ¢ _ / 10" (idf, + jdfs + kds)
® ®

_ - 0114625+03k
04— 4o o T0€

= / (idfy + jdby + kdbs)
¥o

5 5 21
:@/ d01+j/ d02+k/ 6
- - 0

Jus us
2 2

=n(i+j + 2k)

Usando agora o fato de f ser continua no ponto gy, para € > 0 dado, existe 6 > 0, tal que



lg — qo| < 0, o que implica que |f(q) —

f(a) = f(a) flq) —
U@ e b e 0

_ / (/(@) = F(a0))idt + jdby + kdb)

[VE]

o/
<|[
| e

wu

< / (a) — Flao)ldo: + /

()

- / "(F(a) — Flqo))ids + / " (Fla) -

f(qo)| < e= . Logo,

91Z+92J+93k’(@d01 _|_ jd02 —I— kd@g)‘

us

(f(a) - f<q0>>kdeg\

(@)~ Flao))jdtat
q() Zdel“l’)/7r qo )jdeg
0 )kdﬁg‘

|f(q) — f(qo)|db2+

us
2

- f(QO)|d93

=27e + me + me

=4r— = €.

4

Como € — 0, tem-se:

s

2w 3
< / Ed(gl + /
0 _

jus
2

i

edfy + / * edoy

INE]

—f(QO)quO.

/ f(q)

Logo,
f(a)
04— 49

o que conclui a demonstracao.

q—4qo

dg = f(qo)m(i +j + 2k),
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O

A seguir, apresentamos dois teoremas que sao formulacoes equivalentes para a

Formula Integral de Cauchy. As provas serao mostradas em partes, pois o restante final

¢ andlogo ao teorema anterior.

Teorema 5.1.2. Seja 2 um dominio simplesmente conexo num espago quadridimensional

e f(q) uma funcao regular em ). Entao,

f(q)
04— 40

dg =f(qo)m(i +2j + k)

(5.3)
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onde o € uma hipersuperficie fechada simples em €2 e gy um ponto qualquer em .

Demonstragao. Seja ¢y uma hiperesfera em torno do ponto qo, |¢ — qo| = 7o, onde ry é

f(q)

suficientemente pequeno para que g esteja no interior de ¢. Como a fungao ——— ¢
q9—4qo
regular em Q/{qo}, temos:

fa) dg = f(9) dq
o q = qo o0 —q

Logo,

q—qo wo 4 — 4o

:/ [f(CIo) +qf_(q()]0_ f(qO)}dq

o [ G [

Podemos escrever o quatérnio ¢ — qg da seguinte forma:

/ f(q) d= [ 194,

Oui-+02j-+03k
q — go = roe” IR,

onde ry > 0. Fazendo agora —5 < 0; < 7,0 <0, <27 e —5 < 63 < 7 e procedendo de
forma andloga a demonstracao do Teorema 5.1.1. concluimos:

f(q) p

=g =f(q0)m(i +2j + k).

]

Teorema 5.1.3. Seja Q2 um dominio simplesmente conexo num espago quadridimensional

e f(q) uma fungao regular em §). Entao,

%dq (o) (2i+ j+ k) (5.4)

onde p é uma hipersuperficie fechada simples em €2 e gy um ponto qualquer em .

Demonstragao. Seja ¢y uma hiperesfera em torno do ponto qo, |¢ — qo| = 7o, onde rg é

f(q)

suficientemente pequeno para que g esteja no interior de ¢. Como a fungao —— ¢é

q—4qo
/ 0 dq:/ fla) da.
04— 490 0o 4 — 4o

regular em ©/{qo}, temos:
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Logo,

/ 19 4, [ 9,

04— 40 0o 4 — 4o
:/ [f(QO)"{'f(Q)_f(QO)}dq
w0 4 — qo
B dq f(@) — f(q)
—f<qo>/¢0—q_q0+ [Ty

Podemos escrever o quatérnio ¢ — qo da seguinte forma:

_ 01i+025+63k
q—CIO—ToelH-QH-S,

onde 79 > 0. Tomando 0 < ) <27, -7 < 0 <

NTE]
wl:\

<05 < % e procedendo de forma
analoga a demonstracao do Teorema 5.1.1. concluimos:

f(q)

¢ 49— 4o

dg =f(qo)m(2i + j + k).
0

O teorema seguinte é uma consequéncia dos Teoremas 5.1.1., 5.1.2. ¢ 5.1.3. e

nos déd uma “férmulacao fechada’para a Formula Integral de Cauchy.

Teorema 5.1.4. Seja Q2 um dominio simplesmente conexo num espago quadridimensional

e f(q) uma funcgdao reqular em Q). Entao,

f9)

q—qod = —Wf(CIo)(“FJ + k),

onde p € uma hipersuperficie fechada simples em €2 e gy um ponto qualquer em .

Demonstragao. Por (5.1), (5.2) e (5.4) temos

@,
04— 4o

=f(qo)m(i+ 7+ 2k)

=f(qo)m(i + 25 + k)

=f(qo)m(2i + 7 + k).
Somando as igualdades acima concluimos que

Hd = —Wf(CIo)(i +j+k).
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Agora iremos mostrar a Férmula geral de Cauchy que serd importante para
resultados futuros.
Considerando a férmula integral de Cauchy dada em (5.1) temos:

1 f(q) da.

f<qo):7r(i+j+2k) » 4= o

Colocando ¢’ como varidvel de integragao e ¢ como ponto do dominio €2, a expressao é

reeescrita da seguinte maneira:

_ 1 fd) .,
f(CJ)—ﬂZ.JFjJF%) SOq,_qolq.

Afim de determinar a derivada f’(¢q) devemos tomar a diferenga:
m(i+j+2k) J,d —q—Aq m(i+j+2k) J,d —q
_ 1 /f(Q’)(Q’—Q)—f(Q’)(Q’—q—AQ)dq,
m(i+j+2k) J, (¢ - ’

flg+Aq) — f(q)

9

Q)¢ —q—Aq)

_ 1 f(d)Aq ,
w(i+ j + 2k) /¢ (¢ —a)(d —q-— Aq)dq ’

_ Agq f(d) ,
wl(i+ j + 2k) /ga (¢ —a)(d —q-— AQ)dq'

Assim,
fla+Aq) — fla) _ 1 / fd) o
Agq m(i+j+2k) J, (¢ —)(d —q— Aq)
Fazendo Agq tender para zero, chegamos a expressao:
: 1 fd)
J'(q) = —— / ; dq .
& m(i+j+2k) J, (¢ — q)?

Afim de assegurar o que foi feito, é necessario mostrar que a diferenca:

‘= 1 / ) 40 1 / fd) o
w(i+j+2k) J, (¢ —q)? w(i+j+2k) J, (¢ — (@ —q—Ag)
tende para 0 quando Ag — 0. Fazendo a diferenca, segue-se:

___ Ad fd) ,
s L s

Observe que:
1

=g >d*VgeQ= ——
" — 4

1
< .

Pela desigualdade triangular:

d<|{ —ql=1¢—q—Aq+ Aq| <|¢ —q—Aq| + |Aq|
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d d
Fazendo |Ag| < 3 temos —|Agq| > —5 Logo,

1 <
¢ —q—Aq| — d

(\V]

1
§d§d—|AC]|§|q/—q—AQ|=>

A funcdo f(q') é continua e limitada em ¢, ou seja, |f'(¢)| < M. Considere A a édrea da

hiperesfera de raio d e centrada em ¢. Assim,

IAq!‘/ )
dq'|.
o= 2(¢ — q— Aq)

|Aq
3 MAd

Logo,

IS

Dai, resulta que ( — 0 quando Aq — 0. Portanto,

Fq) = — 2'! /(f(q/) dq'.

(i +j + 2k) q —q)?

Procedendo indutivamente segue-se:

fq) = — n.! / (@) dq'. (5.5)

m(i+j+2k) J, (¢ — g™

A igualdade acima é chamada de Féormula Geral de Cauchy para fungoes quaternio-

nicas.
5.2 Série de Poténcias para fungoes quaternionicas

O desenvolvimento em série de poténcias é um recurso natural para determinar como
uma funcao pode ser expandida em série de poténcias. Isso ajuda na determinacao de
integracao em alguns casos.

Em Analise Complexa temos que a série de Taylor centrada em a de uma funcao analitica

¢ dada por
£ = fl@) + =2+ oL v E L i 1Ry ()
_ i an(z — a)"
em que a, — fnn—(f‘) e lim R,(2) = 0.

Para o caso em que a = 0, a série é chamada de Série de Maclaurin.

Para a determinacao da série de Taylor para funcoes quaternionicas considere uma func¢ao
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quaternionica que tem derivadas em uma vizinhanca do ponto ¢ = a e seja a hiperesfera
que existe naquela vizinhanga e tem centro em a.

Considere também a férmula integral de Cauchy:

1 ) 4

= — 5.6
Ut m(i+j+2k) J,d —q (5.6)
onde ¢ é um ponto arbitréario fixado no interior de € e ¢’ é a varidvel de integracao.
Note que:
1 1 B 1
¢—q (@—a)—(¢g—a) (y_q_91"0
(¢ —a)( v ~)
Dados q e ¢' segue-se que
172)
¢ —a
Além disso, temos
1 q—a qg—ai? qg—ain q—ajntl
S [ Y s s Y
[ d-a q,_a+ 7 a +. pr— + 7 a + (5.7)
q¢—a

que ¢é determinada pela progressao geométrica.

Substituindo (5.7) em (5.6) segue que f(q) é dada por:

B 1 ) q—a flq) .,
f(9) _(i+j+2k:)7r/¢q’—adq * (i+j+2k)w[0(q’—a)2dQ+
(q—a)" f(d)
, / : + Ru(g) (5.8)

(i4j+2k)7m o (@' — a)ntl
_ (g—a) f(d) ,
onde i) = G 5 o / @ —ar (g =g

i
Seja a funcao f(q) desenvolv1da como segue abaixo

g—a  (qg—a) (g —a)"

fla) = fla) + e+ —5r—a+ - cn(q) + Rn(q)
ou
icnq—a
n=0

Realizando derivagoes sucessivas em f(q) obtém-se

_ ")

n!

n

Além disso, usando a forma geral de Cauchy dada em (5.5) por
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g @) g
0= |

concluimos o resultado em (5.8).

Resta agora provar o limite abaixo:

li =0.
i Falg) =0
Usando os fatos abaixo
Iq’ - Q| > 0,
‘ <k
7 —q
e
¢ —a| =,

tendo em vista que f'(q) é analitica em ¢ e ¢ € p. Desde que a area da hiperesfera é

_|q_a’n / f(q/) /
|Rn| - 67T | o <q1_a)n+1dq

|q_ a|n+1 1

271213, segue-se entao

2.3
< o krn+127r r
1 —a n+1
=—mr3k 4
3 r
Mas como ) - q _ |4 < 1 quando n — 0o a expressao segue.
qg —a r

Todos os resultados nessa secao estao resumidos no teorema seguinte:

Teorema 5.2.1. Se f € analitica em P e ¢q = a € P. FEzxiste uma série de poténcia

centrada em a tal que

~Seg-ar
n=0
onde
1 n
Cp = m (Q)vn 07 ]-7 27

€

lim R, = 0.

n—o00

Este teorema nos diz que toda funcao quaternionica analitica pode ser escrita
como uma série de Taylor.

Utilizando o resultado do Teorema 4.2.1. obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 5.2.2. Se f € uma funcdao quaternionica que satisfaz as equagoes de Cauchy-
Riemann generalizadas, entdo f pode ser escrita pela série de Taylor centrada em a da

sequinte forma:

1 n f(a)
flq) = ;O cn(q —a)" onde ¢, = o
f(a) = f(@) + T2 (a) + Rulq) onde Tim Ra(q) =0

Esse teorema garante que dada uma funcao que satisfaga as hipdteses acima,
entao ela pode ser aproximada apenas duas vezes pelo polinomio de Taylor.
O préximo teorema trata de mais uma analogia com a Analise Complexa Classica, e serd
mostrado que, usando algumas restri¢oes para f(q), tem-se que o Teorema de Cauchy

(nulidade) para Fungoes Quaternionicas.

Teorema 5.2.3. Seja f(q) uma func¢ao quaterniénica, onde f(q) = f(q1,q2,q1,G2), entdo

b
| g =0,
onde a e b sao pontos ligados em um espago simplesmente conexo quadridimensional.

Demonstrag¢ao. Considerando, segundo [3], a integral em questao em relagao as varidveis

((.ha q2, 43, q4)7 temos:
b b
/ f(q)dg = / i+ ifo + s + b f2)(day + idgs + jdgs + kdgs)
b
:/ (fidgr — fadgo — f3dqs — fadqa)
b
+ / (fodqy + fidge — fadgs + f3dqy)i (5.9)
b
+ / (fsdqy + fadgo + fi1dgs — fodga)j

b
+ / (fadqy — f3dga + fodgs + frdgs)k,
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Usando agora as identidades mostradas em [3], segue imediatamente que:

b b
/ f(q)dq = / (ot ifo -+ jfa+ kfa)(da + idgs + jdas + kdgy)

b OF aF OF. OF
=/ ( 2 dgy dgy — 3dq:a——3dq4>

Jqs 8 4 o 0q
+ /ab (g—id% + (;_F;jd(h gFf dgs — g—F;d%) (5.10)

Por hipétese7 q= (q17 42,41, (12) LOgO,

b
f(q)dg = 0.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS.

A formulacao da Teoria dos Quatérnios e, particularmente, das Fungoes Qua-
ternionicas apresenta uma configuracao adequada para a estruturacao e estudo de pro-
blemas fisicos e também geométricos [3] e [17]. No entanto, o estudo de problemas dessa
natureza por vezes ficou limitado a uma teoria que alguns de seus resultados importantes
ainda nao haviam sido determinados ou consolidados, cabe citar que as derivadas de ordem
superior e Teoremas de Integragado como, por exemplo, o Teorema de Cauchy (nulidade)
ainda nao haviam sido determinados e demonstrados.

O presente trabalho apresentou resultados ja analisados e consolidados na Ané-
lise Quaternionica, cabe citar, [2], [3]-[8], [17] e [19]. Sendo assim, a teoria de derivacao
quaternionica [3], [5] e [8] careciam de mais resultados e foi determinada uma férmula
para derivacoes de ordem superior além da verificacao que a derivada segunda a direita
e a esquerda s@o iguais, ou seja, comutam. Além disso, verificou-se que se a funcao qua-
ternionica satisfaz as condigoes de Riemann-Cauchy generalizadas entao suas derivadas
quaternionicas a direita e a esquerda sao constantes. Ja no que concerne a Teoria de Inte-
gracao de Funcoes Quaternionicas, a obtencao de uma féormula unificada para o Teorema
Integral de Cauchy, além do Teorema Integral de Cauchy (nulidade) foram demonstrados
e uma aproximacao por série de Taylor Quaternionica como aplicacao das derivadas su-
cessivas foi demonstrado, apresentando assim, uma configuracao propria para a referida
aproximacao.

O estudo e o desenvolvimento propostos neste trabalho tem importancia na
estruturacao da Andlise Quaternionica tanto como uma teoria que faz analogias com a
Analise Complexa Classica quanto na consolidacao desta teoria com resultados préprios,
isto é, resultados que nao sao determinados na Teoria Classica. O fato de a derivacao de
ordem superior ter sido determinada motiva o estudo da Geometria associada a Funcoes
Quaternionicas, além de bem fundamentar uma possivel formulacao de Mecanica Classica,
Mecanica Quantica e Relatividade, baseada nos resultados determinados neste trabalho.
Por outro lado, a Teoria de Integracao e a aproximacao destas fungoes, quando satisfazem

as condigoes de Riemann-Cauchy, serao de fundamental importancia na obtencao de uma
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configuracao algébrica e geométrica adequada da teoria de modo consistente.

Por fim, o trabalho aqui apresentado mostra-se uma alternativa para obtencao
de novos resultados como a Teoria Quaternionica de Residuos, a generalizagao para ordens
superiores das derivadas e analise posterior da comutativadade das referidas derivadas

quando de ordem n > 2.
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