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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar a importancia da analise combinatéria, tanto
no Ensino Médio como no Ensino Fundamental. Listaremos varios exemplos de problemas
envolvendo andlise combinatéria e veremos como esse assunto é cobrado no ENEM e em
olimpiadas de matematica. Além disso, apresentamos algumas das principais dificuldades
dos alunos em combinatoria, e como o professor podera ensinar por meio da resolucao
de problemas, além disso apresentaremos a situacao da educagao matematica no Brasil e

seus impactos no ensino bésico.

Palavras-chave: Analise Combinatéria. Matematica. Ensino. Contagem.



ABSTRACT

This work will present the importance of combinatorial analysis, both in middle school
and elementary school. We will list several exemples of problems involving combinatorial
analysis and we will see how the subject and matter is charged in Enem and mathematics
Olympics. Basic, we present some of the main difficulties of some students and combina-
toy, shows how the teacher can teach through the solution of the problems, basic that we
will present the situation of mathematical education in Brazil and its packaging of basic

education.

Keyword: Combinatorial Analysis, Mathematics, Teaching, Counting.
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1 Introducao

Nos ultimos anos houve um aprimoramento muito significativo no ensino da analise com-
binatoria e probabilidades. Muitas tecnologias dependem do estudo dessas disciplinas

como a ciéncia da computacao, engenharia e a estatistica. Segundo Vazquez e Noguti

[17]:

A Analise Combinatéria é um conteido matematico que apresenta grande
dificuldade em relacao a formulacao, interpretacao dos seus enunciados.
E um ramo da mateméatica que permite que se escolha, arrume e conte
o numero de elementos de determinado conjunto, sem que haja necessi-
dade de enumera-los.

Cada um desses problemas é um desafio para os alunos, pois exige flexi-
bilidade de pensamento: é necessario parar, concentrar, discutir e pensar
para poder resolvé-los. As operagoes combinatodrias sao essenciais para o
desenvolvimento cognitivo, por isso seria de extrema importancia que o
aluno tivesse contato com esse topico desde os primeiros anos da escola
bésica, para familiarizar-se com problemas de contagem, descrevendo os
casos possiveis e contando-os através de uma representagao por ele esco-
lhida, sem regras em principio, de modo que ele adquirisse um método
sistematico e gradativo para a resolugdo dos problemas, visando uma
posterior formalizacdo no ensino médio.(VAZQUES,NOGUTI,2004,p.5
e 6)

No Brasil, o ensino e aprendizagem de matematica estda muito distante do
ideal, como mostram as avaliagoes oficiais nacionais e internacionais de Matemética como
(PROVA BRASIL e PISA). Mas aqui trataremos apenas do ensino de andlise combi-
natoéria, pois, além de ser um tema classico na Matematica tem sua importancia e utilidade
estendidas a outras areas do conhecimento. Dai a necessidade de investigar aspectos como:
as dificuldades no entendimento e uso de ferramentas como o Principio Fundamental da
Contagem; a dificuldade em identificar a estratégia adequada para resolver determinados
problemas que envolvem combinatéria; a falta de habilidade e discernimento dos alunos

ao tentarem redigir solucoes de problemas que envolvem o pensamento combinatoério.

O Professor Augusto Cesar Morgado (1944-2006), uma das referéncias em com-
binatoria no Brasil, afirmava que combinatéria é a parte mais dificil de ensinar aos alunos
do Ensino Médio, pois em um determinado problema o aluno poderia recorrer a uma
formula e uma interpretacao errada. Segundo ele, nao s6 os alunos do Ensino Médio

como também os professores do Ensino Basico tem dificuldade quando o assunto é com-



binatdria.

Este trabalho trata da importancia de se trabalhar conceitos de combinatoria
através de problemas, nao somente no Ensino Médio, mas também no Ensino Fundamental

e mostra como ¢ abordado esse assunto no ENEM e olimpiadas de matematica como OBM

e OBMEP.

Procurou-se evidenciar a importancia da resolucao de problemas envolvendo
combinatoria; explicitar que é possivel o aluno aprender através da solugao de variados
problemas comecando por problemas de contagem bem simples e evoluindo o grau; de di-
ficuldade, mostrar que a resolucao de problemas utilizando férmulas prontas nao estimula
o aprendizado, ao contrario, faz com que o aluno tenha mais dificuldades em interpretar

e resolver problemas de combinatoria.

O Principio Fundamental da Adicao e o Principio Fundamental da Contagem
podem ser introduzidos no Ensino Fundamental quando o aluno ja souber somar e multi-
plicar. Nesta fase o professor pode lancar mao de artificios como arvore de possibilidades,
pares ordenados e outras técnicas que sao de dominio do aluno nessa fase do aprendizado.
Os conceitos devem ser ampliados no Ensino Médio, a medida que o aluno desenvolve a
capacidade de generalizar conceitos utilizando férmulas e entender que as formulas sao
apenas instrumentos que ajudam a resolver os problemas mais complexos, mas nao subs-
tituem o raciocinio. Este trabalho esta organizado em quatro capitulos. No segundo
capitulo exploraremos consideragoes a cerca do ensino e aprendizagem da matemética no
Brasil ao longo dos anos e na atualidade. No quarto capitulo mostraremos que analise
combinatoria pode e deve ser trabalhado ja no Ensino Fundamental e no 1ltimo capitulo
faremos uma analise das principais dificuldades enfrentadas pelos alunos ao resolverem

problemas envolvendo combinatdria e por fim, apresentaremos como esse assunto é abor-

dado no ENEM e olimpiadas de matematica como OBM e OBMEP.
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2 Situacao do Ensino e Aprendizagem no Brasil

Segundo Parametros Curriculares Nacionais [3] o ensino de matemética deve ser necessario
a formacao do cidadao, pois a necessidade de qualificacao aumenta a proporcao que a
populagao se torna maior, ou seja, as habilidades adquiridas pelos alunos devem satisfazer
as exigéncias do mercado de trabalho para que a sociedade tenha mao de obra qualificada.
Sabemos da importancia da matematica na ciéncia, como as novas tecnologias utilizam a
matematica. O ensino da matematica deve esta relacionado com problemas do cotidiano

para que o aluno entenda a importancia da matematica.

A educacao no Brasil tem muitos resquicios da sua histéria. Tudo que vemos
hoje na educagao tem muito dos costumes adquiridos ao longo dos anos. Segundo Lima
[10] o Brasil ainda é um pais colonia em vérios quesitos, e na educagao nao é diferente.
Devido as mudancas que ocorrem nos paises de primeiro mundo, e que sao adotadas
aqui no Brasil sem questionamentos e sem estudos, o autor ver o Brasil como um palis
que nao questiona nada, pois enquanto os outros paises discutem essas mudancas e tem
muitas criticas e solucoes para determinados temas, nosso pais as aceita sem questionar
os impactos no pais. Um dos exemplos é a onda da matemética moderna que se alastrou
nos anos 60 e 70, que tinha como base a matematica abstrata sem considerar o concreto

e a contextualizacao dos problemas.

Segundo Lima [10] o Brasil teve duas fases do desenvolvimento matematico:
Desde 1500 até a vinda da corte portuguesa para o Rio de Janeiro, em 1808, era proibida
a impressao de livros ou jornais e extremamente dificil qualquer contato com outros paises
da Europa. Nao havia universidades no Brasil, nem sequer uma escola de nivel superior.
Com a vinda de D.joao VI foram criadas a Imprensa Régia, a Biblioteca Publica e em
1810, a academia Real Militar. Nesta havia uma certa formacao de matematica para os

oficiais e engenheiros.

Somente em 1874, teve uma separacao do curso Civil do Militar e foi criada a
Escola Politécnica, a primeira escola de engenharia do Brasil. Até 1939, o Brasil ja contava
com as Faculdades de Ciéncias e Letras, primeiro em Sao Paulo, depois no Rio de Janeiro
foi criada a escola Politécnica e em Minas Gerais foi criada a Escola de Minas de Ouro

Preto. As duas fases foram bem distintas, uma sem ter acesso nenhum ao conhecimento
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matematico que é desde a descoberta do Brasil até a primeira escola de engenharia de
1810, outra ja obteve varias conquistas como o advento de varias escolas politécnicas e o
surgimento de varios matematicos importantes como Joaquim de Sousa Gomes. A seguir,
trataremos como a educagao em matematica é abordada e seus principais desafios tanto

no nivel médio quanto fundamental.

2.1 Ensino Fundamental

O aluno passa a maior parte do ensino basico no Ensino Fundamental, com isso, é de se
esperar que ele tenha nogao das principais ferramentas da matematica. Ainda de acordo
com o autor, a matematica se ocupa de dois tipos de objetos: Numeros e Espaco. Para

ele, o aluno do Ensino Fundamental deve ter as principais nogoes desses elementos.

O autor ainda aborda que muitas mudancas ocorreram no ensino ao longo
dos anos. Mas o tipo de aula, a forma como o contetido é abordado e a formacao dos
professores tem sido um dos pontos negativos no aprendizado dos alunos. Segundo Lima
[10], as professoras que ensinam nos primeiros anos escolares nao tem a formagao adequada
e a maioria sem formacao até do ensino médio, se preocupa com muitas disciplinas para
ministrar e muitas abordam a matematica da forma inadequada. Mas para que tenha
uma mudanca significativa, varias varidveis devem ser consideradas como estruturas das
escolas, plano de governo para melhoria de salarios, visto que os professores com boa
formacao estao em escolas particulares ou com renomes no setor publico. Assim, a maioria
das escolas publicas que nao oferece o minimo para que atraiam esses professores ficam

as vezes sem aula, ou sem mao de obra qualificada na area exigida.

Ja os professores de 5° a 8° séries, ou conhecidos hoje como sexto e nono
ano, tem formacao em matemadtica, mas sua formacao foi precaria, e os assuntos que eles
trabalham no Ensino Fundamental nao foram vistos na universidade por nao ser assuntos
de nivel universitario. Lima [10] ainda enfatiza que, quando esses professores ingressam
no trabalho eles ficam subordinados a ministrar suas aulas por livros didaticos que nao
apresentam problemas interessantes para serem trabalhados em sala de aula, apresentam
conceitos errados, problemas desprovidos de contextualizacao e sem atrativos para os

alunos.

Para Lima [10], da 5° & 8° séries ou sexto e nono anos, os alunos deveriam
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estd familiarizados com o uso de letras para representar varidaveis ou incognitas e ter

habilidades com técnicas de demonstracao.

2.2 Ensino Médio

No Ensino Médio diferentemente do Fundamental, temos um publico com caracteristicas
distintas, os anseios sao outros, as preocupacoes aumentam, e a exigéncia por parte da
familia comeca ser cobrada, pois ja é exigido que contribua de alguma forma na base

financeira da familia aqueles que nao tém uma renda satisfatéria.

De acordo com o autor, as escolas tém o mesmo curriculo escolar para dar o
mesmo ensino com alunos de diferentes aptidoes. O curriculo de matematica do Ensino
Médio é baseado nos vestibulares, com isso o professor fica mais preocupado em dar o
conteudo do vestibular do que atender as necessidades primordiais dos alunos no mo-
mento. Pois como ja foi dito, no Ensino fundamental eles geralmente nao tiveram a base
necessaria. Assim a matematica para esses alunos fica sem sentido, pois eles precisam da

base elementar da matematica.

Muitos alunos ja tem uma certa ideia do curso que pretendem fazer, da area
que querem atuar, e muitos desses alunos nao percebem a relevancia da matematica nas
aplicagoes, acabam menosprezando a matematica e as demais ciéncias que dela dependem.
De certa forma estamos colhendo os frutos do que foi passado nos anos anteriores, como
a ma formagao dos professores, a falta de aplicacao da matematica que nao estimula a

criatividade, o pensamento e o desvirtuamento da matematica em relacao as outras areas.

Lima [10] afirma que alguns livros dedicam capitulos inteiros ao uso dos loga-
ritmos como instrumento de calculo ou a inumeraveis férmulas trigonométricas, quando
poderiam estar explorando as multiplas utilizacoes da funcao exponencial e das fungoes

trigonométricas em problemas de economia, saude, e politica.

A mesma situacao acontece em andlise combinatéria, muitas vezes é dado as

formulas sem ter explicado o significado de arranjo, combinacao e permutacao.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Fundamental[2]:

Integrarao este bloco estudos relativos a nogoes de estatistica, de pro-
babilidades e de combinatéria. Evidentemente, o que se pretende nao
é o desenvolvimento de um trabalho baseado na definicao de termos ou
férmulas envolvendo tais assuntos.

Relativamente a combinatéria, o objetivo é levar o aluno a lidar com
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situacoes-problemas que envolva combinacoes, arranjos,permutacoes e
especialmente o principio multiplicativo da contagem.(PCN,1997,p.40)

Anaélise combinatéria trata de nimeros envolvendo possibilidades, contagem e
agrupamentos, para que o aluno possa ter dominio desses processos de contagem, é ne-
cessario ter familiaridade com os nimeros. Se tratando de andlise combinatoria, é possivel

trabalhar os processos de contagem que envolvem os principios Aditivo e Multiplicativo.

Em estudo realizado por Borba [1], com 718 estudantes em idade escolar regu-
lar e jovens e adultos (EJA), com o objetivo de verificar o desempenho desses estudantes,
com distintas experiéncias escolares, ao resolverem as mesmas situagoes combinatorias
(produto cartesiano, arranjo, permutagao e combinacao) observaram que: mesmo antes
do estudo formal da Combinatéria, estudantes sao capazes de compreender problemas
combinatorios, mas a maioria nao é capaz de sistematicamente listar todas as possibi-
lidades requeridas ou de utilizar procedimentos de contagem indireta de todos os casos

possiveis e validos.

O estudo mostrou um efeito da escolarizagao no desempenho, tanto no ensino
regular (entre criangas e adolescentes), quanto na Educagdo de Jovens e Adultos. O
desempenho foi melhor entre os que possuiam maior tempo de estudo formal. Entretanto,
esperava-se um desempenho melhor entre os estudantes do Ensino Médio que ja haviam

estudado Combinatoria na escola, tanto os do ensino regular quanto os da EJA .

O estudo realizado evidenciou ainda que, um maior periodo de escolarizacao
possibilita um melhor desempenho em Combinatéria, mas o estudo formal em Combi-
natoria nao garante um desempenho significativamente superior. Segundo as autoras, o
pensamento combinatério se faz presente em situagoes de combinacao, andlise e catego-
rizacao de elementos, sendo, assim, uma forma de pensamento mais elaborada. Elas de-
fendem, no estudo realizado, que embora seja uma forma de pensamento mais complexa, o
raciocinio combinatoério pode iniciar-se na infancia e desenvolver-se por um longo periodo
de tempo e argumentam que o estudo da Combinatoria pode ser um meio de avanco
no raciocinio légico, em geral, e auxiliar no desenvolvimento matematico de criangas,

adolescentes, jovens e adultos.

Defende-se, portanto, a necessidade de se considerar os quatro tipos de pro-
blemas no ensino de Combinatéria desde os anos iniciais do Ensino Fundamental até ao

final do Ensino Médio, tanto na escolarizacao regular de criangas e adolescentes quanto
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na Educagao de Jovens e Adultos.

2.3 Resolucao de Problemas

A aprendizagem através da Resolugao de Problemas é objeto de estudo de varios ma-
tematicos. E cresce cada dia a ideia de que a forma de aprender um conteido, nao sé de

matematica, mas de outras areas da ciéncia, pode ser dado através desse método.

Para Dante[5], os objetivos da resolugao de problemas sao:

e Fazer o aluno pensar produtivamente

e Desenvolver o raciocinio do aluno;

e Ensinar o aluno a enfrentar situacoes novas;

e Dar ao aluno a oportunidade de se envolver com as aplicacoes da matematica;
e Tornar as aulas de matematica mais interessantes e desafiadoras;

e Equipar o aluno com estratégias para resolver problemas;

e Dar uma boa base matematica as pessoas.

Para Polya [14] resolver problemas é como aprender a nadar, o aluno exercita
todas as suas habilidades e talentos em um determinado problema, assim como o nadador
treina seus musculos na natacao. Afirma ainda que o docente deve participar do processo
de aprendizagem do aluno mas nao deve da as solugoes prontas. O conteido deve ser
dado de maneira que o aluno entenda o assunto e se sinta motivado, saiba diferenciar os
elementos, a ordem e como deve ser interpretada a questao. Depois o aluno pode tracar um
plano coloca-lo em pratica e em seguida comprovar os resultados. Ainda segundo o autor,
ao procurarmos resolver um problema, podemos variar continuamente a nossa maneira de
encarar o problema. Vérios questionamentos surgirao e para agrupar convenientemente

essas indagagoes, o autor destaca as quatro fases listadas a seguir:

e Compreender o problema:

E uma tolice responder a uma pergunta que nao tenha sido com-
preendida. E triste trabalhar para um fim que nao se deseja.
Estas coisas tolas e tristes fazem-se muitas vezes, mas cabe ao
professor evitar que elas ocorram nas suas aulas. O aluno precisa
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compreender o problema, mas nao s isto: deve também desejar
resolvé-lo. Se lhe faltar compreensao e interesse, isto nem sempre
serd culpa sua. O problema deve ser bem escolhido, nem muito
dificil nem muito facil, natural e interessante, e um certo tempo
deve ser dedicado a sua apresentacao natural e interessante.
Primeiro que tudo, o enunciado verbal do problema precisa ficar
bem entendido. O aluno deve também estar em condigoes de iden-
tificar as partes principais do problema, a incégnita, os dados, a
condicionante. Dai porque, raramente, pode o professor dispensar
as indagacgoes: Qual € a incdgnita ? Quais sao os dados? Qual é
a condicionante?

O estudante deve considerar as partes principais do problema,
atenta e repetidamente, sob varios pontos de vista. Se houver
uma figura relacionada ao problema, deverd tracar uma figura e
nela indicar a incégnita e os dados. Se for necessario designar estes
elementos, deverd adotar uma notacao adequada,pois, dedicando
alguma atenc@o a escolha dos signos apropriados, serda obrigado
a considerar os elementos para os quais esses signos tém de ser
escolhidos.(POLYA,2006, p.5)

e Estabelecer um plano:

Temos um plano quando conhecemos, pelo menos de um modo
geral, quais as contas, os calculos ou os desenhos que precisamos
executar para obter a incégnita. O caminho que vai desde a com-
preensao do problema até o estabelecimento de um plano, pode
ser longo e tortuoso. Realmente, o principal feito na resolugao
de um problema é a concepgao da ideia de um plano. Esta ideia
pode surgir gradualmente ou, entao, apods tentativas infrutiferas
e um periodo de hesitagdo, aparecer repentinamente, num lam-
pejo, como uma ”ideia brilhante”. A melhor coisa que pode um
professor fazer por seu aluno é propiciar-lhe, discretamente, uma
ideia luminosa. As indagacGes e sugestoes que passamos a discutir
tendem a provocar tal ideia.

Para sentir a posicao do estudante, o professor deve pensar na sua
prépria experiéncia, nas dificuldades e sucessos que ele mesmo
encontrou ao resolver problemas.

Sabemos, naturalmente, que é dificil ter uma boa ideia se pouco
conhecemos do assunto e que é impossivel té-la se dele nada sou-
bermos. As boas ideias sao baseadas na experiéncia passada e em
conhecimentos previamente adquiridos. Para uma boa ideia, nao
basta a simples recordacao, mas nao podemos ter nenhuma ideia
boa sem relembrar alguns fatos pertinentes.(POLYA,2006, p.7)

¢ Executar o nosso plano:

Conceber um plano, a ideia da resolucao, nao é facil. Para con-
seguir isto é preciso, além de conhecimentos anteriores, de bons
héabitos mentais e de concentragao no objetivo, mais uma coisa:
boa sorte. Executar o plano é muito mais facil; paciéncia é o de
que mais se precisa.

O plano proporciona apenas um roteiro geral. Precisamos ficar
convictos de que os detalhes inserem-se nesse roteiro e, para isto,
temos de examina-los, um apds outro, pacientemente, até que tudo
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fique perfeitamente claro e que nao reste nenhum recanto obscuro
no qual possa ocultar-se um erro.

Se o aluno houver realmente concebido um plano, o professor tera
entdo um periodo de relativa tranquilidade. O maior risco é o
de que o estudante esqueca o seu plano, o que pode facilmente
ocorrer se ele recebeu o plano de fora e o aceitou por influéncia do
professor. Mas se ele préprio houver preparado o plano, mesmo
com alguma ajuda, e concebido com satisfacao a ideia final, nao
perderd facilmente essa ideia. De qualquer maneira, o professor
deve insistir para que o aluno verifique cada passo.(POLYA,2006,
p.10 e 11)

e Retrospecto:

Até mesmo alunos razoavelmente bons, uma vez chegados a solugao
do problema e escrita a demonstragao,fecham os livros e passam a
outro assunto. Assim fazendo, eles perdem uma fase importante e
instrutiva do trabalho da resolucao. Se fizerem um retrospecto da
resolucao completa, reconsiderando e reexaminando o resultado
final e o caminho que levou até este, eles poderao consolidar o seu
conhecimento e aperfeicoar a sua capacidade de resolver proble-
mas. (POLYA,2006, p.12)

Polya ainda afirma que um bom professor precisa compreender e transmitir a seus alunos
o conceito de que problema nenhum fica completamente esgotado. Sempre sobra alguma
coisa para fazer. Com estudo e aprofundamento, podemos melhorar qualquer resolugao

e, seja como for, é sempre possivel aperfeicoar a nossa compreensao da resolugao.

Neste momento, o estudante cumpriu o seu plano. Ele escreveu a resolucao,
verificando cada passo. Assim, tem boas razoes para acreditar que resolveu de maneira
correta o seu problema. Todavia, é sempre possivel haver erros, principalmente se o ar-
gumento for longo e trabalhoso.Por isso tem a necessidade de verificagoes. Em particular,
se tiver algum plano rapido e intuitivo para verificar, quer o resultado, quer o argumento,

ele nao devera ser negligenciado.
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3 Analise Combinatoria no Ensino Fundamental

Na pré-escola a crianca aprende a contar, embora nao seja necessario frequentar a sala
de aula para tal aprendizado, pois essa habilidade é desenvolvida pelo homem, inde-
pendentemente de frequentar a escola, por necessidade. Essa é a primeira técnica ma-
tematica aprendida por uma crianca, antes mesmo de virar uma necessidade. As operagoes
aritméticas sao aprendidas pelas criancas através da aplicacao em problemas de conta-
gem, sem que isso seja mencionado pelos livros ou mesmo pelo professor. A operacao de
adicao, por exemplo, é introduzida como resultado de uma contagem. Como mostra o

exemplo abaixo.

@@ 0@

[\
+ | P -

e
[

Figura 3.1: Exemplo Principio Aditivo

A figura acima ilustra um dos principais principios da combinatoéria: o Principio

Aditivo.

Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, com p e q elementos, respectivamente,
entao a uniao destes dois conjuntos possui p+q elementos. Segundo os Parametros Cur-
riculares Nacionais [2] recomenda o ensino de contagem desde os anos iniciais do Ensino
Fundamental com problemas envolvendo situacgoes simples de contagem. Para o Ensino
Médio os PCNs orientam que sejam trabalhados problemas que envolvam nimeros mai-
ores do que aqueles trabalhados nas séries iniciais. Isso levara os alunos a perceberem a
necessidade de utilizar o Principio Fundamental da Contagem (PFC) e sua importancia.
E preciso uma mudanca gradativa na abordagem de problemas envolvendo o raciocinio
combinatério, para isso faz-se necessdario a valorizacao do pensamento e estratégias uti-
lizadas pelo aluno ao tentar resolver tais problemas. A partir de operacoes aritméticas,
desenhos, listagens, diagramas; o aluno, gradativamente, construira procedimentos mais

formais para resolucao desses problemas.
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3.1 Principio Fundamental da Contagem (PFC)

Uma das primeiras ferramentas no estudo de andlise combinatéria é o principio funda-
mental da contagem (PFC), no qual estuda todas as possibilidades de ordenagao dos
elementos de um determinado conjunto. Seu estudo é muito amplo dependendo do con-
junto e os elementos considerados. Veremos que o PFC pode ser utilizado na solucao de
problemas envolvendo: arranjos, permutacoes, combinagoes. Essencialmente, o Principio
Fundamental da Contagem ou PFC, ¢ dividido por dois principios basicos: O Principio

Aditivo e o Principio Multiplicativo.
Principio Aditivo
Definicao 1. Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, com p e g elementos, respectivamente,

entao A U B possui p + ¢ elementos.

Principio Multiplicativo

Definicao 2. O principio multiplicativo da contagem diz que, se ha x modos de tomar
uma decisao D; e, tomada a decisao D7, ha y modos de tomar a decisao Ds, entao o

nimero de modos de tomar sucessivamente as decisoes Dy e Dy é xy.

Para introduzir problemas de contagem no Ensino Fundamental o ideal seria
comegar fazendo problemas bem basicos utilizando a arvore de possibilidades. Assim o
aluno percebera que em determinados problemas vai precisar generalizar e partir direta-
mente para o Principio Multiplicativo. Segue um exemplo basico envolvendo a arvore de

possibilidades.

Exemplo 3.1. Aproveitando a liquidacao de uma loja de roupas e calgados, Joao pretende
comprar uma camisa, uma calga e um ténis. Se a loja dispée somente de dois tipos de
camisas, dois tipos de calgas e dois tipos de ténis, de quantas maneiras Joao podera fazer

essa compra?

Solucgao 3.1. Na figura 3.2! Foi feito o diagrama da &rvore de possibilidades e identifica-
mos cada item com uma numerac¢ao, chamamos as camisas de 1 e 2, calcas 1 e 2, e ténis

1 e 2, depois fez-se a combinacao de todas as maneiras que Joao poderia comprar.

!Disponivel em: pibiduspsc.blogspot.com.br/2013/03/sequéncia — de — aulas — principio.html Acesso

em: 13 de fevereiro de 2017.
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Agora pelo Principio Multiplicativo teriamos; duas possibilidade para camisa,
duas para calcas e duas para os ténis, assim: 2 x 2 x 2 = 8. Como foi dito anteriormente
por Polya [14], o professor deve deixar o aluno ser independente, deve exercitar suas
habilidades, compreender o problema, e ter um plano, depois executar, e a seguir fazer
um retrospecto. A utilidade dos pequenos problemas envolvendo contagem é que o aluno
nao tera dificuldades no inicio, pois sao problemas simples que podem ser feitos através

de um simples diagrama. O

Ténis 1 \
Calga 1 {

Camiseta 1
Ténis 1
Calga 2
Ténis 1
Calga 1 {
Camiseta 2
Calga 2 { Ténis 1

Figura 3.2: Arvore de possibilidades

> 8

A seguir apresentaremos alguns problemas simples que utilizam o Principio
Multiplicativo, ou o Principio Fundamental da Contagem. O leitor podera perceber que
nao ha necessidade de conhecimentos avancados de matematica para se chegar a solucao
desses problemas. Portanto um aluno do Ensino Fundamental com nocoes basicas das

quatro operagoes poderia resolveé-los.

Exemplo 3.2. (Obmep-2005) O campeonato 2005 é disputado por 22 times. Cada time
enfrenta um dos outros duas vezes, uma vez em seu campo e outra no campo do adversario.

Quantas partidas serdo disputadas por cada time?

Solucgao 3.2. Tem-se 22 times, se pegarmos um time e fizermos por ele toda a anélise da
questao teremos que um time vai enfrentar todos os outros 21 times na sua casa. Tem-se
21 jogos, e os outros jogos serao na casa do adversario. Veja que a pergunta é ”quantas

partidas serao disputadas por cada time”e nao quantos jogos serao realizados no torneio.
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Entao tem-se 21 jogos na casa do time e 21 jogos ele joga na casa do adversario. Tem-se:

21 + 21 = 42 jogos.O

Exemplo 3.3. (Obmep-2007) Manuela quer pintar as quatro paredes de seu quarto
usando as cores azul, rosa, verde e branco, cada parede de uma cor diferente. Ela nao
quer que as paredes azul e rosa fiquem de frente uma para outra. De quantas maneiras

diferentes ela pode pintar seu quarto?

Solucao 3.3. Manuela pode comecar pintando uma das 4 paredes de azul, depois disso
sobram 2 escolhas de cor para a parede oposta (verde ou branco), por fim, ela podera
pintar a ultima parede com a cor que falta. O nimero de maneiras diferentes de efetuar

esse procedimento é 4 X 2 x 2 =16. O

Exemplo 3.4. (Obmep-2008) F4bio tem cinco camisas: uma preta de mangas curtas,
uma preta de mangas compridas, uma azul, uma cinza e uma branca, e quatro calcas: uma
preta, uma azul, uma verde e uma marrom. De quantas maneiras diferentes ele pode se

vestir com uma camisa e uma calca de cores distintas?

Solucgao 3.4. Sao cinco possibilidades de escolha de camisas e quatro a de calcas, logo,
sem levar em conta as cores, ha 5 x 4 = 20 modos de vestir. Destes, devemos descontar
0s casos em que se repetem as cores de calca e camisa que sao apenas trés: camisa preta
de mangas compridas com calga preta, camisa preta de mangas curtas com calca preta e
camisa azul com calca azul, logo, sao 20 — 3 = 17 maneiras diferentes de se vestir com

uma camisa e uma calca de cores distintas. O

Na resolucao de problemas combinatoérios devemos sempre ter em mente as restrigoes,
se uma determinada solucao deve ou nao comecar por determinada ordem, pois combi-
natéria tem varios caminhos para iniciar uma resolugao, mas tem varios momentos na
resolucao de certos problemas que percebemos que é mais conveniente comecar por outra
maneira. Segundo Morgado [11], temos que adotar os seguintes critérios quando tratar-se

de problemas de contagem:
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1) Postura Devemos sempre nos colocar no lugar da pessoa que deve fazer a

acao solicitada pelo problema, e ver o que deve ser feito e quais decisoes tomar.

2) Divisao

Nesse critério Morgado fala que podemos complicar mais ainda o problema
quando nao dividimos a questao em etapas. Para ele devemos tomar as decisoes mais

simples. Na questao (4.1) foram escolhidas as pegas por etapas, foi analisado cada con-

junto que poderia ser formado.
3) Nao adiar Dificuldades

As pequenas dificuldades adiadas podem se transformar em grandes dificul-
dades. Se uma das decisoes a ser tomadas for mais restrita que as outras, essa deve ser
a decisdo a ser tomada primeiro. Essas trés recomendagdes de Morgado [11] devem ser

seguidas tanto por professores quanto alunos.

Exemplo 3.5. (Obmep-2009) Um torneio de futebol com 57 times serd disputado com

as seguintes regras:
e Nenhum jogo pode terminar empatado.
e O time que perder duas partidas sera eliminado.
e O torneio termina quando sobrar um time, que serd o campeao.

Se o time campeao perder uma vez, quantas partidas serao disputadas no torneio?

Solucao 3.5. Sao 57 times. Tirando o time que foi campeao sobram 56 times. Para
esses times sairem do torneio eles precisam perder duas vezes, entao tem-se duas partidas
garantidas para cada um dos 56 times. Havera entao 112 partidas. Como o campeao
perdeu uma vez tem-se 112 + 1 = 113 derrotas, como o torneio acaba quando sobra um,

tem-se que o nimero de partidas é igual ao de derrotas.O

Exemplo 3.6. (Obmep-2010)De quantas maneiras é possivel escolher trés nimeros intei-

ros de 1 a 19, de modo que o maior e o menor sejam ifmpares e o outro seja par?
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Solugao 3.6. O numero central pode ser qualquer dos pares de 2 a 18. Se o numero
central é 2, ha um tnico impar de 1 a 19 menor que ele e 9 impares maiores que ele, logo
ha 1x 9 = 9 triplas nesse caso. Se o numero central é 4, ha 2 impares menores e 8 impares
maiores que ele, nesse caso temos 2 x8 = 16 triplas. Continuando esse processo, vemos que

o numero total de triplas é: 1 X9+2Xx8+3X7+4x6+5Xx5+6x4+7x3+8%x2+9 = 165.0

Segundo Fomin e Genkin [8] o principal objetivo do professor durante a dis-
cussao desses problemas deve ser fazer com que os estudantes compreendam quando os
nimeros devem ser somados e quando eles devem ser multiplicados. Devem ser apresen-
tados muitos problemas como compras, mapas de transito, e outros modelos para que o

aluno saiba diferenciar.

Exemplo 3.7. (UFMG) Observe o diagrama. O ntimero de ligagoes distintas

entre X e Z é:

Figura 3.3: Estradas

Solucao 3.7. Na figura 3.32, esse tipo de questao é muito comum nos exames vestibulares
e bastante didatico na aplicacao dos principios aditivo e multiplicativo. Vamos fazer
primeiro os possiveis percursos. Os percursos sao: XRYZ, XRZ, XYZ, XSZ e XSYZ. De
uma ligacao para outra no mesmo trajeto iremos multiplicar e as possibilidades diferentes

iremos somar.

e XRYZ =3x3x2=18

2Disponivel em: www.google.com.br/search?q = figuras+de+ligacoes+distintas+x+e+ 2z Acesso

em: 20 de julho de 2017.
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e XRZ=3x1=3
o XYZ=1x2=2
e XSZ=3x2=6

o XSYZ=3x2x2=12

Agora pelo principio aditivo temos: 18+3+2+46+12=41.0

Observe que nestes problemas nao ha nenhuma férmula envolvida ou conceitos
mais avangados em combinatoria. O professor ao ensinar o aluno o principio da contagem,

deve deixd-lo produzir, ajudar a se tornar independente, segundo Polya [14]:

Um dos mais importantes deveres do professor é o de auxiliar os seus alu-
nos, o que nao é facil, pois exige tempo, pratica, dedicag@o e principios
firmes. O estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho inde-
pendente quanto lhe for possivel. Mas se ele for deixado sozinho, sem
ajuda ou com auxilio insuficiente, é possivel que nao experimente qual-
quer progresso. Se o professor ajudar demais, nada restard para o aluno
fazer. O professor deve auxiliar, nem demais nem de menos, mas de
tal modo que ao estudante caiba uma parcela razodvel do trabalho. Se
o aluno nao for capaz de fazer muita coisa, o mestre devera deixar-lhe
pelo menos alguma ilusao de trabalho independente. Para isto, deve
auxilid-lo discretamente, sem dar na vista.(POLYA, 2006,p.1)

Ainda de acordo com Polya[14], o melhor é ajudar o estudante com natura-
lidade. O professor deve colocar-se no lugar do aluno, perceber o ponto de vista deste,
procurar compreender o que se passa em sua cabega e fazer uma pergunta ou indicar um

passo que poderia ter ocorrido ao proprio estudante.
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4 Analise Combinatdoria no Ensino Médio

Sao inumeras as aplicagoes de andlise combinatéria no Ensino Médio e é a base de es-
tudo para probabilidades. Neste capitulo aborda-se as principais dificuldades dos alunos
no assunto de Combinatoria, os erros mais comuns, os principais equivocos nas inter-
pretacoes. Veremos ainda como andlise combinatéria é abordada nos principais vestibu-

lares, olimpiadas de matematica e Enem.

4.1 Principais Dificuldades

No estudo de anélise combinatdria nao é recomendado ao professor apresentar as férmulas
no inicio e comegar a fazer questoes sem antes apresentar os fundamentos tedricos ne-
cessarios, porque isso podera levar o aluno a fazer contas e tentar resolver questoes
mecanicamente. O aluno podera confundir arranjo com combinagao; podera confundir
permutacao com combinagao ou elementos repetidos com contagem como se costuma ver

em sala de aula.

O presente trabalho aborda o assunto de analise combinatéria comecando
através de problemas propostos em sala de aula. Neste capitulo resolveremos variados
tipos de problemas. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio[4],

os problemas de contagem devem ser tratados da seguinte maneira:

“As habilidades de descrever e analisar um grande ntmero de dados,
realizar inferéncias e fazer predicbes com base numa amostra de po-
pulacao, aplicar as ideias de probabilidade e combinatéria a fenémenos
naturais e do cotidiano sao aplicacoes da matematica em questoes do
mundo real que tiveram um crescimento muito grande e se tornaram
bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos
sao, sem duvida,tanto das Ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias
Humanas. Isso mostra como serd importante uma cuidadosa aborda-
gem dos conteudos de contagem, estatistica e probabilidade no Ensino
Médio, ampliando a interface entre o aprendizado da matemaética e das
demais ciéncias exatas.(PCNEM,2000,p.44)

O professor podera comegar por pequenos problemas e usard simples conta-
gem; logo a seguir vai aumentando gradativamente o ntimero de elementos nas questoes

posteriores. Depois os alunos perceberao que fica cada vez mais complicado fazer cdlculos
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por contagem simples sem usar algum artificio ou férmula. Por tltimo é necessario a de-
finicao de cada conceito e a dedugao das férmulas. Mas em muitos casos, em sala de aula o
professor comega por fatorial fazendo manipulacoes algébricas e isso acaba desestimulando
os alunos. Outro erro bem comum ¢é achar que fazer os alunos decorarem as férmulas vai
possibilitar a compreensao do assunto. Mas é perceptivel em uma atividade em sala por
exemplo que os alunos leem a questao e escolhem a formula para aquela questao, depois

olham no final do livro e se a resposta estiver errada tentam outra férmula.

O aluno deve ser levado a perceber sozinho por meio de problemas qual técnica
serd mais apropriada para a resolucao de cada problema de arranjo, permutacao, ou
combinacao. Assim o aprendizado serd bem melhor do que simplesmente jogando as
formulas e fazendo questoes. Isso nao significa que as férmulas nao sejam importantes, mas
para que o aluno saiba os conceitos de arranjos, combinagoes e permutacoes, ¢ necessario
comegar pelos problemas e depois formalizar os conceitos. Depois que o aluno souber
sem nenhuma dificuldade os conceitos, entao pode-se trabalhar varias questoes dentro do

assunto.

Veremos a seguir uma forma de introduzir, por exemplo, o conceito de arranjo,

combinagao e permutacgao através de problemas.

Exemplo 4.1. Quantos nimeros de trés algarismos distintos podemos formar com os

algarismos 1, 5 e 87

Em primeiro lugar devemos explicar ao aluno se a ordem em que os elementos
nas centenas, dezenas e unidades vai alterar o conjunto solucao, ou seja, se a ordem vai
importar. Se colocar o 1 nas unidades, 5 nas dezenas e 8 nas centenas, vai formar o nimero
851, mas se for 1 nas centenas 5 nas dezenas, e 8 nas unidades vai formar o nimero 158,
logo percebe-se que a ordem vai importar com a mudanga dos elementos, entao se trata

de arranjo.

Solucgao 4.1. E importante analisar as questoes simples sem usar férmulas, fazendo o
aluno listar todas as possibilidades. Na questao anterior o aluno poderia listar todos os
nimeros que comecam com o nimero 1 nas centenas, que seria dois nimeros, o 158 e o
185, depois com o 5 nas centenas, obtendo 518 e 581. Finalmente os que comecam com

8, que ira formar 815 e 851, no total seis niimeros.O
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Como seria feita a questao se os algarismos fossem de 1 4 97 O aluno perce-
beria que seria bem trabalhoso listar todos os niimeros que poderia formar com tantos
algarismos, dai seria levado a pensar em outras alternativas para fazer o problema, mas
como ele pode resolver o problema anterior com apenas trés algarismos e generalizar uma

forma para resolver com niimeros com mais algarismos?

O professor podera sugerir ao aluno a divisao em trés passos:

e Primeiro ver se os algarismos devem ser distintos ou nao.
e Desenhar no quadro a quantidade de casas.

e Comecar a contagem partindo da primeira casa da esquerda para a direita.

No primeiro exemplo com algarismos 1, 5 e 8, tinhamos trés possibilidades para
primeira casa, duas possibilidades para segunda e uma para ultima, que seria 3 x 2 x 1

que seria igual 6.
Agora, voltando a pergunta anterior, se fossem os algarismos de 1 a 9?7

Usando o método anterior seriam nove possibilidades para a primeira casa, oito

possibilidades para a segunda, e sete possibilidades para terceira, assim o cédlculo seria

9 x 8 x 7= 504.

4.1.1 Arranjo Simples

Falaremos de arranjo simples, um tipo de agrupamento em que a ordem dos elemen-
tos importa, gerando novos subconjuntos. Demonstraremos sua férmula logo a seguir, é
importante porque veremos que sua formula depende exclusivamente do principio funda-

mental da contagem quando os elementos sao distintos.

Veremos a importancia da sua férmula para problemas que envolvem uma
grande quantidade de elementos, e quando necessita-se apenas simplificar. Abordamos
a importancia de apresentar os conceitos através de problemas, mas isso nao substitui
a conceituacao formal da Matematica, pois cairemos no erro de nao considerar as ma-
nipulagoes, demonstragoes e generalizagoes que a defini¢ao requer do assunto. Segundo
Lima[10]:

A conceituagao compreende varios aspectos, entre os quais destacaremos
0s seguintes:
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A) A formulagao correta e objetiva das definigbes matemadticas. Isto
inclui a nitida compreensao de que definir significa dar um nome a um
conceito, a uma situacao ou a uma condigao, substituindo uma frase por
uma palavra ou um pequeno numero de palavras, contribuindo assim
para maior clareza do discurso, maior precisdao das afirmagoes, maior
concentracado nos pontos essenciais da argumentacdao e mais destreza
nos raciocinios.

Por exemplo, nos ”Elementos” de Euclides encontramos as seguintes de-
finigoes: (a) linha é um comprimento sem largura;(b) angulo é a figura
formada por duas semi-retas que tém a mesma origem. Faz parte da boa
obediéncia & componente ”Conceituacao”deixar claro que (a) é apenas
uma motivacao intuitiva e (b) é uma verdadeira definigao.

Muitas vezes o mesmo conceito pode ser definido de maneiras diferen-
tes em forma porém equivalentes em significado. Dependendo das cir-
cunstancias, uma ou outra forma da definicdo pode ser a mais conveni-
ente. Nestes casos, manda a coeréncia, até mesmo a ética, que o professor
ou autor advirta sua audiéncia e, sempre que possivel,demonstre explici-
tamente que se trata apenas de descrever a mesma ideia com diferentes
termos.

B) O emprego bem dosado do raciocinio dedutivo, deixando clara a
distingao entre o que supoe (hipdtese) e o que se quer provar (tese),
diferenciando uma proposicao de sua reciproca e enfatizando que toda
conclusao necessariamente advém de uma premissa.

C) O entendimento e a percepcao de que algumas nogdes e certas pro-
posicoes podem ser reformuladas ou interpretadas de diferentes formas
ou em diferentes termos, reconhecendo assim situacoes equivalentes ou
mesmo idénticas em esséncia porém apresentadas de maneiras varias,
aparentemente descrevendo casos diversos.(LIMA,2007, p.199 e 201)

Definicao 3. Arranjos simples de n elementos p a p, onde n > 1, e p é um numero
natural tal que p < n, sao todos os grupos de p elementos distintos, que diferem entre
si pela ordem e pela natureza dos p elementos que compoem cada grupo. A notacao de

P
arranjo € AP.

De acordo com Santos [16], caracteriza-se uma expressao matemética de arranjo usando
o principio multiplicativo. Temos n elementos dos quais vamos tomar p. E equivalente a

termos n objetos para preencher p lugares.

Sendo o primeiro lugar preenchido de n maneiras diferentes, o lugar L, foi
preenchido, restando (n — 1) objetos e, portanto, o segundo serd preenchido de (n — 1)
maneiras diferentes. Apés o preenchimento de Lo, hd (n — 2) maneiras de se preencher
L; e, assim sucessivamente, preenchendo as posicoes de forma que L, terd (n — (p — 1))
maneiras diferentes de ser preenchido. Pelo principio multiplicativo, podemos preencher

as p posicoes sucessivamente de: n(n—1)(n—2)(n—3). ... .(n—(p—1)) maneiras diferentes.

Portanto, A? = n(n—1)(n—2). ... .(n—(p—1)). Sabemos que uma igualdade
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nao se altera se a multiplicarmos e dividirmos pelo mesmo valor, teremos entao que:

n(n—1)(n—-2). ... .(n—(@-1))[(n—p)(n—p—1)....21]
(n—p)(n—p—1)....21

A =

n!
(n —p)!

E importante salientar que todos os problemas de arranjos podem ser resolvidos

AP =

através do Principio Fundamental da Contagem.

Agora que vimos uma definicao de arranjo, vamos ver algumas aplicagoes em

exercicios.

Exemplo 4.2. Quantos ntiimeros inteiros entre 1000 e 9999 tém digitos distintos e:
a) Sao numeros pares?

b) Muiltiplos de cinco?

Solugao 4.2. Os numeros procurados sao de quatro digitos, ou, de forma semelhante,

podemos pensar em quatro casas para preencher. P, P, P; P,

Para resolver o item a devemos explicar ao aluno primeiramente quando que o
nimero é par, para ser par precisa terminar em nimero par ou zero, dai deve-se separar

esse problema em dois casos:

e Quando o nimero termina em zero.

e Quando o nimero termina em dois, quatro, seis ou oito.

Faremos o primeiro item. Fixando o zero na casa das unidades, sobram os
algarismos de 1 a 9, e ficam faltando trés casas para serem preenchidas. Podemos fazer

pelo principio multiplicativo ou ir para a formula do arranjo.

Usando-se a férmula do arranjo temos:

3 9! 9l 9 x8xT7x6!

Ag = — (= —= —
(9-3)! 6 6!

Agora o zero nao pode ir para a ultima casa pois ja foi considerado na solucao

=9 x8x7=504

anterior, e nao pode ir para a primeira casa, pois seria um nimero com trés algarismos,
na ultima casa ha 4 possibilidades, que sao os quatros algarismos pares, e para a primeira

casa temos 8 possibilidades, pois foi desconsiderado o zero e o algarismo que foi para a
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ultima casa, para a segunda casa temos 8 possibilidades ainda, pois o zero volta a ser

considerado, e na terceira casa temos 7 possibilidades, entao tem-se: 8 x 8 x 7 x 3 = 1344.

Pelo principio da adicao teremos a soma das duas possibilidades: 504+ 1344 =

1548

Para o item b temos que separar também em dois casos: o ntimero é multiplo
de cinco quando termina em zero ou em cinco, como o zero é um caso particular para ser
analisado é sempre indicado fazé-lo separado dos outros casos, é o que vamos fazer nesse
item. Primeiro faremos com o zero na casa das unidades e depois com o cinco na casa

das unidades.

e Fixando o zero na casa das unidades temos os algarismos de 1 &4 9 pra escolher trés
9 91 9x8x T x6!

9 9 — 98X T=
©9—3) " 6 6! o

nimeros, isso pode ser feito por A3 =

504.

e Agora fixando o cinco na casa das unidades temos nove algarismos, mas o zero
nao pode ir para a primeira casa ou teriamos um nimero de trés algarismos, entao
dos nove algarismos que restam, podemos usar apenas oito. Tirando o zero, agora
sobraram oito algarismos incluindo o zero agora, pois ele s6 nao poderia ir para a
primeira casa, mas nas demais casas ele podera ir, assim temos: Oito possibilidades

para a primeira casa, agora que temos duas casas para serem preenchidas e podemos

8!
contar com o zero, teremos A% Assim o cdlculo é: 8 x A2 x 1 = 8 x R =
8! 8 X 7 x 6! '

8xgz8xT:8x8x7:448
Somando-se agora pelo principio da adigao os dois resultados temos: 504 + 448 =
952.0

Nota-se nesse exemplo, a importancia de separar esse tipo de questao em casos
particulares, pois dos dez algarismos do sistema decimal nao pode-se fazer simplesmente o
arranjo de 10 tomado 4 a 4, pois como o zero é um dos algarismos, pode cair na primeira
casa, mas se isso acontecer o numero fica sendo de trés algarismos e nao com quatro

algarismos como a questao requer.

Nesse tipo de problema é muito recomendado ao docente refletir sobre o que
o aluno poderia pensar. Sugerimos aos docentes fazer algumas questoes erradas, ou seja,
como NAO fazer a questao. A seguir, listaremos alguns possiveis erros que os alunos

poderiam cometer nesse tipo de questao:
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e Um dos equivocos que poderia ser cometido seria o aluno fazer o arranjo de 10
tomado 4 a 4, o professor explicaria que nao poderia fazer porque corre o risco do
zero ir para a primeira casa, € que para ser par o ultimo algarismo deve ser par, e
na letra b para ser multiplo de cinco precisa terminar em zero ou cinco, entao ele
iria entender que nao se pode fazer em um tnico cédlculo quando a questao vem com

certas restricoes como na questao anterior.

e Outro equivoco seria confundir a natureza dos elementos e pensar que a ordem nao
importaria, e com isso fazer através de combinacao. Outro equivoco seria fazer
apenas uma parte, na letra (b) o aluno poderia fazer apenas com os nimeros que
terminam em cinco, e esquecer que os que terminam em zero também sao multiplos

de cinco. Ou seja, ele pode acertar partes da questao.

4.1.2 Combinagao Simples

Definicao 4. Combinacao simples de n elementos tomados p a p, onden >1 e p € um

numero natural tal que p < n, sao todas as escolhas nao ordenadas de p desses elementos.

A notacao para a combinacao é C? e uma relacao entre combinacao e arranjo
¢ exatamente CPp! = AP Se multiplicar o nimero de combinagoes pela quantidade de
ordens que poderemos ter em relacao a quantidade de conjuntos que serao formados, vai

dar exatamente a quantidade de arranjos do conjunto.

Um exemplo que podemos usar no conceito de combinagao seria escolher uma
determinada quantidade de pessoas dentre um conjunto para formar uma comissao, ou
para formar um time. Por exemplo, se temos 5 pessoas em grupo, em que Ana, Beatriz e
Carol participam e se as trés forem escolhidas a ordem nao ird importar, pois o conjunto
(Ana, Beatriz e Carol) e (Carol, Ana e Beatriz) sdo as mesmas pessoas no conjunto, nao

importando a ordem em que foram escolhidas.

Na outra se¢ao vamos resolver varios outros problemas que exigem uma com-
preensao mais aprofundada do assunto. Por enquanto vamos introduzir exemplos para o

aluno entender o conceito de combinagao.
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Exemplo 4.3. Em um grupo de seis estudantes, em que Joao participa, escolhem-se trés
estudantes para fazer uma viagem para uma feira de ciéncias. Com base nos dados, calcule
as seguintes possibilidades:

a) De quantas maneiras podem escolher os trés alunos ?

b) De quantas maneiras podem escolher os trés alunos se Joao necessariamente deve ir na
viagem?

¢) De quantas maneiras podem escolher os trés alunos se Joao nao vai na viagem?

Solugao 4.3. No item a) Temos seis pessoas e dentre elas vamos escolher trés. Para o
aluno deve ficar claro que nao se trata de arranjo porque a ordem nao importa. Nessa

primeira pergunta basta usar a férmula da combinacao C? em quen é 6 e p é 3:

. i n! 3 6! 6 x5 x4x3l
Utilizando a férmula Cﬁzm, temos 06:3!(6 — 3)!: e
6 x5x4 s
cancelando o 3! e sabendo que 3! = 6 temos: — 5 - 20, temos 20 possibilidades.

Na letra b) Jodo participa do grupo de estudantes e necessariamente precisa
estd entre os trés que forem viajar. Como Joao precisa ir, basta escolher mais dois alunos
para obter os trés que irao para a viagem. Entao o calculo se resume em calcular a

combinacao de 5 tomado 2 a 2, substituindo na férmula temos:

02— 5! x4 x3l 5x4
Po25—2)r 23t 2
alunos que irao viajar com Joao.

= 10 possibilidades de escolher os dois

Perceba que neste exercicio, o cédlculo se assemelha com o anterior, mas com
uma restri¢do, joao deve participar. Segundo Polya [14], o professor deve deixar claro a
relacao com questoes anteriores que o aluno ja teve contato. A primeira questao ja deve

levar o aluno ter ideias das questoes a seguir, nao pode isolar os problemas dos demais.

Na letra ¢) Tirando o Jodo podemos contar com apenas 5 alunos, dos quais

vamos escolher 3, entao o calculo é:
5! 5 x4 x 3 5 x4
Cr=C3= = =

353 32 2
trés alunos entre os cinco restantes.O

= 10 possibilidades de escolher
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Exemplo 4.4. Em uma empresa com 3 gerentes e 4 administradores, serd formada uma
comissao com 3 pessoas sendo pelo menos um gerente, de quantas maneiras pode ser formada

essa comissao?

Devemos estar com os principios aditivo e multiplicativo sempre em mente
para saber quando se aplica. No problema ¢é dito que pelo menos um gerente precisa
compor a comissao que serd escolhida, vamos chamar de A os administradores e de G os
gerentes, como o problema disse que precisa ter pelo menos um gerente, as configuragoes

possiveis sao: (A4, A,G),(A,G,G),(G,G,G), essas sao as configuragoes das comissoes.

Na primeira configuracao escolhemos um gerente e dois administradores, na
escolha das duas profissoes uma nao interfere na escolha da outra, entao usamos o principio
multiplicativo, como temos 3 gerentes e 4 administradores, faz-se combinacao de 3 tomado
1 a 1 e combinacao de 4 tomado 2 a 2, seguindo o mesmo raciocinio para as outras
configuragoes temos entre os administradores 4 e escolhe-se 1 e entre os gerentes, temos 3
e escolhemos 2, entao fica combinacao de 4 tomado 1 a 1 e combinacao de 3, tomado 2 a
2, na ultima temos combinacao de 3 tomado 3 a 3. Depois que terminamos de fazer cada
calculo o que resta fazer é somar cada possibilidade de cada configuragao, pois podemos
ter a primeira, segunda ou terceira configuragao, que tem no minimo um gerente, entao

veremos as possibilidades:

3! 3 x 2!
Solugao 4.4. No primeiro cdlculo temos: Ci = G- 1) = rxal = 3 possibilidades.
4! 4 x 3 x 2! 4x3
Agora faremos com os administradores: C? = =2 = orxal = g = 6.

Assim, pelo principio multiplicativo temos: 3 x 6 = 18.

Na segunda configuragao temos que escolher dois gerentes e um administrador

que fica:
3! 3 x 2!
C2 = 23— 2) = xal — 3. Agora dos administradores tem-se: C} =
4! 4! 4 x 3|

= = = 4. Multiplicando as possibilidades de cada temos:
14 -1)! 1! x 3! 1! x 3!
3x4=12

3!
Na terceira configuragao escolhemos os trés gerentes que fica: C35 = e 1.

A resposta total é a soma das possibilidades de cada configuracao que podemos formar,

é essencial enfatizar ao aluno a importancia de saber usar bem os principios aditivos e
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multiplicativos, a resposta é: 18 + 12 4+ 1 = 31 possibilidades.

Uma outra solucao bem mais simples é calcular todas as possibilidades possiveis
e diminuir das possibilidades que nao podem acontecer. No total temos 3 gerentes e 4 ad-
ministradores que somam 7, fazendo agora combinacao de 7 tomados 3 a 3 e diminuindo
da possibilidade que nao pode acontecer, ou seja, de ter somente administrador que é

combinacao de 4 tomados 3 a 3 chegamos no resultado desejado. Segue o calculo:

o 7! _ Tx6x5x4l  Tx6x5)
ToosT=3)!  3lx4l 6

mar uma comissao com 3 pessoas contendo gerentes ou nao. O qué nao pode acontecer é

= 35 possibilidades para for-

de ter os trés na comissao sendo somente administrador que é:

4! 4 x 3!
3 . o o . 1. ~
Cy = A1l 13l - 4 possibilidades que nao podem acontecer, e a

resposta é 35 —4 = 31.0

Exemplo 4.5. Seja a reta AB com 7 pontos, e outra reta CD com 9 pontos, que é paralela
a AB, calcule o ntimero de maneiras de se formar:

a) Um triangulo;

b) Um quadrilatero;

¢) Uma reta com um ponto em AB e outra em CD.

Nessa questao o professor precisa recordar conceitos de geometria, explicar a
colinearidade dos pontos e quando é que dar para formar a figura pedida, e explicar o
paralelismo entre as retas. Como a questao envolve geometria, é fundamental o professor
deixar claro a ligacao entre os ramos da matematica e entre outros problemas resolvidos,
segundo Polya [14]:

Um dos primeiros deveres do professor é nao dar aos seus alunos a
impressao de que os problemas matemadticos tém pouca relacao uns
com os outros, de que nenhuma relacdao tém com qualquer outra coisa.
Surge uma oportunidade natural de investigar as relagoes de um pro-
blema quando fazemos o retrospecto de sua resolucao. Os estudantes
acharao realmente interessante o retrospecto se eles houverem feito um
esforco honesto e ficarem conscientes de terem resolvido bem o pro-
blema.(POLYA, 2006,p.13)

e Os pontos sao colineares quando estao na mesma reta;

e Retas paralelas sao retas que sao equidistantes em toda sua extensao nao tendo

nenhum ponto em comum,;
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e Para formar o triangulo os trés pontos nao pode estd na mesma reta, precisa que dois
pontos estejam em uma reta, e outro ponto esteja em outra reta, pode-se selecionar
dois pontos na reta AB e um ponto na reta C'D, ou dois pontos na reta CD e um

ponto na reta AB.

Solugao 4.5. No item a) Com dois pontos em AB e um ponto em C'D, vamos escolher 2
pontos entre os 7 de AB, e um ponto entre os 9 de C'D, agora o que devemos utilizar para
escolher esses pontos, arranjo ou combinagao e por qué? Iremos usar combinagao pois a
ordem dos pontos nao vai importar, pois em uma reta XY por exemplo, nao importa se

é escolhido primeiro X ou Y, sempre vai se tratar da mesma reta. Entao temos:
o2 7! T Tx6x5! Tx6
TooT—2) 25 2x5 2

Esse calculo foi para calcular os dois pontos que serao escolhidos primeiro,

21.

agora vamos escolher o ponto da outra reta para formar um triangulo com os outros dois

pontos.

9! 9! 9 x 8!
Isso pode ser feito da seguinte maneira: Cg = 1o — 1)1 =181~ ; =9

Assim a quantidade de triangulos com dois pontos em AB e um ponto em C'D

é: 9 x 21 = 189.

Faremos a primeira parte da questao com dois pontos na reta AB e um ponto
na reta C'D, agora vamos inverter com dois pontos em C'D e um ponto em AB seguindo

o0 mesmo raciocinio da parte anterior.

7! 7 x 6!
]'— p—t p—
¢ = (7 —1)! 6! /
o 9! O _9x8xT_ o

ST 29—2)l 271 2x Tl
Agora multiplicando as possibilidades de escolha em cada reta temos: 7 x 36 =

252.

A resposta é a soma das duas possibilidades, pois podemos ter dois pontos na
reta AB ou CD e um ponto em uma dessas retas para formar o triangulo. Assim temos:

189 + 252 = 441 triangulos.

Temos uma segunda solucao, até mais pratica, a primeira ¢ melhor para o
aluno entender o sentido da questao e como proceder, mas depois é importante mostrar
que tem outros meios para que o aluno possa ver como a matematica é interessante e tem

varios caminhos para chegar em uma solugao.
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Outra solugao do item a seria pegar todos os pontos que é 7 pontos da reta
AB, os 9 pontos da reta C'D, que no total é 16 pontos e fazer todas as combinagoes
possiveis de encontrar os triangulos e diminuir das possibilidades que nao pode acontecer,

ou seja, ter os trés pontos na reta AB, ou os trés pontos na reta C'D, assim:

cs _ 160 160 16x15x 14x 131 16x15x 14 _
16773116 —3)! 313! 3113! B 6 T
7! 7! 7TX6XDH
O3 = = = =35
ToosNT—3) 314l 6
9! 9! Ix8xT7Tx6l 9x8x7T
CS — — — = == 84
7319 —3) 36! 36! 6

Agora diminuimos a quantidade total de escolhas pelas quantidades que nao

formam triangulos: 560 — (35+84) = 560 — 119 = 441 triangulos que podem ser formados.

Na letra b) - O raciocinio dessa questao é semelhante a anterior, para formar o
quadrilatero devemos ter dois pontos em cada reta, ou podemos fazer conforme a segunda
solugao da questao anterior, pegar todas as possibilidades de escolher os quatro pontos e

diminuir do total do que nao pode ser feito, faz-se as duas maneiras:

Vamos fazer a combinagao de cada reta e depois usaremos o principio multi-

plicativo para determinar a quantidade de quadrilateros:

7! Tx6x5  7Tx6
2 = — — = 21.
¢ 21(7 — 2)! 215! 2
9! 9x8xT7 9x8
C2 = = = = 36.
9219 —2)! 217! 2

Pelo principio multiplicativo temos: 21 x 36 = 756 quadrilateros que podem

ser formados.

Uma segunda solucao da letra b) seria pegar a quantidade total de pontos
que é 16 e quantas combinagbes possiveis podem ser, depois fazemos a combinacao da
quantidade total de pontos de cada reta tomado 4 a 4, que é as possibilidades que nao
formam quadrilateros e também a possibilidade de ter trés pontos em uma reta e um
ponto em outra. Dal fez-se a diferenca de tudo que pode acontecer das possibilidades que

nao formam os quadrilateros.

Todas as possibilidades possiveis que temos, se escolhermos 4 pontos quaisquer
16! 16 x15x14x13x12! 16 x15x 14 x 13
é: Cfs = = = = 1820 possibilidades.

41120 4112! 24

Agora faremos as possibilidades que nao formam quadrilateros. A primeira é

escolher somente 4 pontos em uma tnica reta, podemos escolher na reta AB ou C'D. Pelo
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principio da adicao somando as duas possibilidades, pois ou acontece com uma reta ou
7! 7! Tx6x5x4l  Tx6x5

A(7T—4) 43 413! G
que nao pode acontecer na reta AB.

outra. Assim: CF = = 35 possibilidades

9! _9><8><7><6><5!_9><8><7><6_
419 —4)! 415! B 24 B

Agoranareta C'D temos: Cg =

126 possibilidades que nao pode acontecer.

Agora o aluno poderia se perguntar o porqué de nao dar certo a mesma res-
posta agora que fizemos a quantidade total e pegamos as possibilidades que nao formam
os quadrilateros, isso aconteceu porque nao fizemos todas as possibilidades, pois diferen-
temente do triangulo podemos ter mais configuragoes com esses quatro pontos que nao
formam quadrildteros. E essas configuragoes é somente se tiver 3 pontos em uma reta e

um ponto em outra, assim:

Podemos ter 3 pontos em AB e 1 ponto em C'D ou 1 ponto em AB e 3 pontos

em CD.

7! 7!

31(7 — 3)! =30 35 possibilidades de esco-

No primeiro caso temos: CF =

lher os trés pontos em AB.

Cg¢ = 9 possibilidades de escolher o ponto em C'D. Pelo principio multiplicativo
tem-se: 35 x 9 = 315 possibilidades que tem de nao formar quadrilatero com trés pontos

em AB e um ponto em CD.

9! Ix8xT7x6l 9x8xT7
LB _ _
No segundo caso : Cy = SO —3) 3161 = 5
bilidades de escolher 3 pontos na reta CD.

= 84 possi-

C} = 7 possibilidades de escolher uma reta em AB.

Agora pelo principio multiplicativo : 84 x 7 = 588 Quadrilateros que nao

pode-se formar com 3 pontos na reta C'D e 1 ponto na reta AB.

Agora somando todas as possibilidades que nao formam quadrildteros com 4
pontos: 35+ 126 + 315 4+ 588 = 1064 quadrilateros que nao podem formar com 4 pontos.
Entao a resposta é: 1820 — 1064 = 756 quadrilateros.

Na letra ¢) podemos fazer pela contagem simples pelo principio multiplicativo,
mas nao é conveniente dizer isso ao aluno devido ao fato dele fazer em outras perguntas
que envolva combinacao e fazer por contagem. Pois essa questao se trata de combinagao,

nao importa a ordem de onde comeca a reta, pois AB e BA se trata da mesma reta.
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9! 9 x 8!
Vamos aos cdlculos: Cd = ] = 1>!<8! = 9.
1 7! 7! 7x6!

C: = =
TaT—1)! 1! 1l6!

Agora pelo principio multiplicativo: 9 x 7 = 63 retas que pode-se formar.O

Exemplo 4.6. Em uma escola com quatro professores de matematica, trés de fisica, e
dois de quimica, serd formada uma comissdo com trés professores sendo no méaximo um de

quimica, e pelo menos um de matematica, quantas comissoes poderao ser formadas?

Verificaremos as possiveis configuracoes que poderemos formar. Chamaremos

os professores de matematica de M, os de fisica de F e os de quimica de Q:
Podemos ter: (M, F,Q), (M, M,Q),(M,M,M),(M, F,F)e(M,M,F).

Essas sao as possiveis configuragoes, tem configuracao que nao tem quimica
porque a questao deixou claro que é no maximo um de quimica, ja matematica tem
configuracao que tem trés, pois a questao disse pelo menos. Entao faremos os calculos
combinatérios de cada configuracao e no final usaremos o principio aditivo, ou seja, vamos
somar os valores das quantidades de cada configuracao e dentro de cada uma delas, o

principio multiplicativo.

Solugao 4.6. Na configuracao (M, F, @Q)) temos que escolher um de cada, temos 4 profes-
sores de matematica, 3 de fisica e 2 de quimica. Existem : C} x C3 x C3=4 X 3 x 2 = 24

possibilidades.

4] _4><3><2!_

Na configuragao (M, M, Q) temos: C} = dA—2) 2 6.

Cy =2.
Pelo principio multiplicativo: 6 x 2 = 12.

- 4! 4 x 3!
Na configuragao (M, M, M): C3 = a3 1l
Na configuragao (M, F,F) C} =4 e C3 = 3.

Multiplicando: 4 x 3 = 12.

E por fim temos a configuragao (M, M, F') que é:

4! 4 x3x2!
204 —2) 212

Ct = =6eCj=3.
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Agora multiplicando: 6 x 3 = 18.

Utilizando o principio aditivo: 24 4+ 12 4+ 4 + 12 + 18 = 70 possibilidades de

escolher 3 professores sendo pelo menos 1 de matematica e, no méaximo, 1 de quimica.O

4.1.3 Permutacao Simples

Abordaremos agora o conceito de permutacao, um dos topicos mais extensos da combi-
natéria e também onde se trata as questoes mais dificeis desse assunto, pois como veremos
adiante, a permutacao envolve os topicos tratados anteriormente e em uma mesma per-
gunta pode envolver mais de um tipo de Permutacao. Depois trataremos da permutagao
circular e com elementos repetidos. E um assunto que gera muitas duvidas por parte
dos alunos, pois como eles ja acostumaram resolver problemas de arranjos e combinacao,
agora eles devem aprender a diferenca de agrupamentos e como as questoes podem ser

abordadas nesse assunto.

Definicao 5. Uma permutacao de n objetos distintos é qualquer agrupamento ordenado
desses objetos, de modo que, se denominarmos P, o nimero das permutacoes simples dos

n objetos, entio: P, =n(n —1)(n —2). ... .1 =n! e define-se Py = 1 ou seja 0! = 1.

Se vocé possui n objetos e deseja colocar esses objetos em uma ordem qualquer,
todas as possibilidades sdo chamadas de permutacao dos n objetos, segundo Oliveira[12].
Por exemplo, seja os objetos (A, B, C e D) a ordem BDAC é uma das permutagoes desses
objetos. A permutagao simples parte do principio multiplicativo quando os elementos
nao podem se repetir. Mais adiante trataremos da permutacao com elementos repetidos
e usaremos muito a notacao de fatorial como por exemplo 5!, 4!, n! pois na maioria das
vezes as respostas é simplificada, por exemplo, quantos nimeros pode-se formar com os

numeros 3, 5 e 97
359 539 935 395 593 953

Como a quantidade de elementos nao é grande, foi possivel listar as confi-
guracoes possiveis, mas nao ¢ possivel sair listando todas as possibilidades quando o
nimero de elementos é muito grande, se fosse os algarismos de 1 a 7 por exemplo, e
perguntasse de quantas maneiras é possivel formar nimeros com 7 algarismos 7 Seria
possivel listar, mas ninguém teria a disposi¢ao para encontrar a quantidade de ntimeros

possiveis listando todos os nimeros, seguindo o raciocinio da questao anterior temos trés
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niumeros, entao a quantidade de niimeros é: 3 x 2 X 1 = 6 ou simplesmente 3!.

Entao para essa questao com 7 algarismos tem-se: 7 X 6 X 5 x4 x 3 X2 x 1=
5040 ou 7! A permutagao usa varios tipos de objetos nas perguntas. Podem ser niimeros,
letras, pessoas, e outros. Segundo o portal da mateméatica OBMEP ! os principios aditivo
e multiplicativo precisa sempre ser ressaltado nas aulas, e comecar resolvendo questoes
simples que trata as operacoes basicas, pois depois possibilitard ao aluno em resolver

questoes mais complexas.

A seguir listamos exemplos que envolvem permutacao:

Exemplo 4.7. Em um grupo de seis pessoas, com trés homens e trés mulheres. irao assistir
um filme no cinema, se eles vao sentar sempre juntos responda cada item a seguir:

a) De quantas maneiras eles podem se distribuir nas cadeiras?

b) De quantas maneiras eles podem se distribuir, se os homens e mulheres devem se sentar
intercalados?

c¢) De quantas maneiras eles podem se distribuir se os homens devem sentar sempre juntos

e as mulheres também?

Solugao 4.7. Nessa primeira questao nao tem nenhuma restrigao, apenas utilizaremos o
principio multiplicativo para obter a resposta, para a primeira posi¢ao temos 6 possibili-
dades, para a segunda 5, e assim por diante. Calculando, tem-se: 6 X 5 x 4 x 3 x 2 x 1 =

720 ou 6! possibilidades.

Na item b) ndo fala se a primeira cadeira deve ser ocupada por homem ou
mulher, nesse caso vamos utilizar o principio aditivo, e em cada item da questao resolver
pelo principio multiplicativo. Dividir em duas partes, quando comega com homem e

quando é com mulher.

Parte 1: Designa-se H por homem e M por mulher, nessa primeira parte
trabalha-se quando comega com homem e termina com mulher, a configuracao é [H, M,
H, M, H, M| mas temos 3 homens e 3 mulheres, para a primeira possibilidade temos 3,
para a segunda 3 possibilidades também, para a terceira temos 2 possibilidades pois volta
ser homem, e a quarta 2 também, e as duas iltimas temos cada uma com 1 possibilidade

cada. Assim tem-se: 3 X 3 X 2 X 2 X 1 x 1= 36 possibilidades.

!Disponivel em: http : //matematica.obmep.org.br/ Acesso em: 10 de dezembro de 2016.
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Parte 2: Seguindo o mesmo raciocinio da parte 1 mas considerando a confi-
guracao [M,H,M,H,M H]| temos o mesmo calculo: 3 x 3 x 2 x 2 x 1 x 1= 36 possibilida-
des.

Agora utilizando o principio aditivo temos: 36 + 36 = 72 maneiras.

Na letra c) Diferenciamos os homens entre si e as mulheres também, os ho-
mens devem ficar juntos e o mesmo com as mulheres, [Hy, Hy, H3| e [M;, My, Mj3] sdo os
grupos que formaremos. Sao dois grupos, mas no mesmo grupo podemos permutar as
pessoas envolvidas, havera dois grupos distintos e dentro de cada grupo trés pessoas para
permutar, entao temos 2! possibilidades para permutar os grupos e dentro de cada um
3! possibilidades de mudar a posicao das pessoas. Entao: 2! x 3! x 3! =2 x6 x 6 = 72

possibilidades.O

Exemplo 4.8. Considere os algarismos 1, 3, 4, 5 e 8, considerando todos os ntimeros de
cinco algarismos distintos que podemos formar com esses ntimeros, qual a posicao do nimero

43158:

Solugao 4.8. Nessa questao iremos separar cada passo devido aos detalhes que a questao
exige. Pois ela tem certos detalhes que se nao forem bem claros, o aluno tera dificuldades

no entendimento.

e Primeiro contamos quantos ntimeros podemos formar com os algarismos que cons-
tituem o numero dado, temos cinco algarismos distintos, entao podemos formar

5! = 120 nimeros.

e O numero comeca com o algarismo 4, mas devemos ver se nao tem algarismos
menores para calcular quantos comecam por eles, o nimero dado comecga com 4, e
tem 1 e 3 como os algarismos menores que ele, entao calcula-se quantos nimeros

tem com esses algarismos que comecem por 1 e depois por 3.

e Comecando por 1, nao podemos repetir esse nimero por se tratar de nimeros dis-
tintos, sobram 4 algarismos, e permutando eles nas outras casas temos 4! = 24

numeros.

e Os que comecam por trés também tem o mesmo procedimento, fixando o 3 na

primeira casa, temos 4! = 24 maneiras de permutar os outros.
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e Agora devemos ter cuidado com os que comecam com 4, pois nao precisamos de
todos, devemos parar no nimero no qual foi dado e somar com os anteriores para
ver a posicao deles. Comecando por 4, devemos levar em conta os nimeros que
comecam na segunda posicao, na terceira, quarta e depois quinta, pois devemos
considerar a ordem dos nimeros do menor para o maior para saber a posicao em
que este ocupa. Comecando com 4, vamos fixar o menor nimero que sobrou que
é o 1, agora calcula-se quantos niimeros temos comecando com 4 e o 1 na segunda

posicao, como sobram 3 temos 3! = 6.

e Mantendo o niimero 4 ainda na primeira posi¢ao, pegaremos o segundo menor que
sobrou para ocupar a segunda posicao que neste caso é o 3, mas 4 e 3 sao justamente
0s primeiros niimeros que ocupa as posi¢oes do nimero procurado, assim usaremos
0 menor nimero que sobrou para ocupar o terceiro lugar que neste caso ¢ 1, mas o 1
¢é o terceiro algarismo do nimero procurado, entao pegaremos o menor que sobrou
para ocupar a quarta posicao que é o 5, e assim sobra o 8 para a tultima posicao,
assim esses nimeros ocupando essas posi¢oes chegamos no niimero procurado que é

43158.

e Agora para finalizar, temos que somar o total de niimeros obtidos para ver a posicao
deste numero: 24 4+ 24 + 6 + 1 = 55 é posicao do nimero, quinquagésimo quinto

lugar.O

Este é um problema em que todos os passos sugeridos por Polya [14] se fazem necessérios.
O aluno precisa compreender o problema para depois ter um plano, logo a seguir executar,
pois o problema nao é tao simples. E o tipo de questao que necessita de paciéncia para
seguir os passos que foram dados na solugao. Depois se faz necessario o retrospecto

sugerido por Polya [14], pois a questao além de dificil é trabalhosa.

4.1.4 Permutacao com Elementos Repetidos

Abordaremos outro tipo de permutacao. Envolve agora com elementos repetidos, tratamos
no tépico anterior quando envolve elementos distintos, mas agora veremos outras formas

de permutagao.

Definicao 6. Consideremos n elementos, entre os quais o elemento a; compareca n;

vezes, 0 elemento as compareca ny vezes, ..., o elemento a; comparega ny vezes:
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Q1,015 .05 A1,Q2,A2, ...y Ak, Afy Afy veny Q.

n elementos.
ny elementos iguais a a;.
ne elementos iguais a as.

ny elementos iguais a ay.

Sendo aq, as, ... € ai distintos entre si e ny + no + ... + np = n. O nimero de

permutacoes desses n elementos, é dado por:

ni, N2, N3, ..., N
‘PTE 1 2 3 r)

" () n)!(n3)! .. (np)!

Exemplo 4.9. Calcule quantos anagramas tem a palavra Bala.

Solucgao 4.9. Como tem 4 letras, devemos fazer 4!, mas tem duas que se repetem, entao:

A 4 o1
A _AXSIXZ 3190
o 5

Segundo Hazzan [9] aborda-se a defini¢ao de elementos repetidos em dois casos:

Primeiro caso, quando apenas um elemento se repete e o segundo caso

quando dois elementos se repetem.

Exemplo 4.10. Um dado é langado sete vezes sucessivamente. De quantas formas distintas

pode ser obtida uma sequéncia com quatro faces iguais a 1 e as demais iguais a 2, 5 e 67

Solugao 4.10. Devemos escolher as posiges (ordem dos resultados) que as faces 2, 3 e
6 podem ocupar. Para isso eles escolheram uma sequéncia de uma possivel escolha e ver

como os algarismos 1 vao se permutar.

Fixando as posicoes das faces 2, 5 e 6, e as posicoes das faces iguais a 1 ficam
determinadas de maneira tnica, uma vez que qualquer permutacao de faces 1 gera a

mesma sequéncia.
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Trata-se, entao, de escolher trés entre sete posicoes. Isso pode ser feito de:

08 _ 7! :7><6><5><4!
T31(7—3)! 3! x 4!

Para escolher de quantas maneiras as faces 2, 5 e 6 podem variar, tem-se:

Py =3 =6.

= 35 maneiras.

E seguindo os passos anteriores temos que o nimero de sequéncias possiveis

7! !
6 C2x Py = 3l x 3! = i 210 possibilidades. Sendo 7 o numero de faces, e 4 a

quantidade de vezes que 1 se repete.O

Segundo caso.

Outro exemplo para embasar mais ainda a definicao, utilizando um exemplo

agora com outros elementos que se repetem.

Exemplo 4.11. De quantas formas distintas pode ser obtida uma sequéncia com quatro

faces iguais a 1, duas iguais a 3 e as demais faces iguais 2, 5 e 67

Solucgao 4.11. - Para resolver este problema faremos logo a combinagao das faces distintas
9! 9! 9><8><7><6><5!_126

59—5) 54l 51 % 24

colocando em seguida uma possivel configuracao para os nimeros, temos:

de 1, como tem cinco, teremos: C§ =

Para tal escolha de lugares (2°, 4°, 7° e 9° lancamentos), as faces 2 (uma vez),
3 (duas vezes), 5(uma vez) e 6 (uma vez) podem trocar de lugar entre si. Agora utilizando
|

, . 5! - .
o método anterior teremos: o multiplicamos por C§. Assim temos:

9! 5! 9!
ol X o1 = aon em que 9 é o nimero de elementos, 4 a quantidades de algarismos 1, e

2 a quantidade de algarismos 3.0

Exemplo 4.12. Em relagao aos anagramas da palavra LIVRARIA, responda:
a) Quantos comecam com a letra L e termina com V?

b) Quantos comegam e terminam com R?

¢) Quantos tem as vogais sempre juntas?

d) Quantos tem as vogais sempre juntas e as consoantes sempre juntas?
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Este modelo de questao poderd gerar certos questionamentos quanto a aplicacao, mas
o professor deve deixar claro a importancia da manipulagao algébrica, pois nao basta
compreender o problema, no percurso havera a necessidade de fazer calculos algébricos.

De acordo com Lima [10] :

Para analisar corretamente o papel da manipulagao, o critico deve policiar-
se atentamente para nao incorrer no erro de menospreza-la. Durante
séculos, e ainda hoje, a manipulacdo quase que monopolizou o ensino da
Matemadtica. A tal ponto que, para a maioria das pessoas (e até mesmo
de professores e autores de livros didéticos) a matemética é essencial-
mente manipulagao. Houve, nos anos 60, uma forte reagao contra isso, a
qual chegou ao extremo de praticamente banir os calculos e exacerbar o
abstrato. Hoje prevalece uma posicao mais sensata: a manipulacao esta
para o ensino da Matematica assim como a pratica de escalas musicais
estéd para o aprendizado do piano ou como o treinamento dos chamados
”fundamentos”estd para a pratica de certos esportes como o ténis ou o
voleibol.

A fluéncia no manuseio de equacées, férmulas e operagoes com simbolos
e numeros, o desenvolvimento de atitudes mentais automaticas diante de
célculos algébricos ou construcoes geométricas, a criacao de uma série
de reflexos condicionados sadios em Matemadtica, os quais sao adqui-
ridos através da pratica continuada de exercicios manipulativos bem
escolhidos, permite que o aluno (mais tarde, o usudrio da Matemética)
concentre sua atencao consciente nos pontos realmente essenciais, sal-
vando seu tempo e sua energia de serem desperdicados com detalhes
secundérios.(LIMA,2007,p.204)

Solucgao 4.12. - Esse problema tem uma restri¢ao, nesse caso o cuidado deve ser dobrado,
primeiro sabemos que essas letras vao ficar fixas nos lugares indicados pela questao, as
outras letras devem se permutar entre elas. Na letra a) as que sobram tem 3 letras que se
repetem, que sao as letras que se repetiram na questao anterior, mas agora nao contamos
com essas letras que irao ficar fixas, permutam-se apenas as que sobraram, como sobrou

6 letras temos:

6! _6><5><4><3><2!
212121 2 x 2 x 2!

= 90 anagramas.

Na letra b) R é uma das letras que se repetem, e agora a palavra escolhida
vai comegar e terminar por ela, e as letras restantes vao se permutar nos demais lugares,

fixando a letra R no comego e no final temos apenas as letras A e I que se repetem:

6! _6><5><4><3><2!
2121 2% 2

= 180 anagramas.

Na letra ¢) As vogais s@ao apenas A e I, e ambas se repetem, mas devem ficar
todas juntas,mas a letra R que nao deve ficar necessariamente junta com as vogais também

se repete, aqui nesse tipo de questao devemos fazer duas observagoes: A primeira devemos
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fazer o calculo de elementos repetidos de todas as letras, e a segunda devemos fazer
elementos repetidos das letras que devem ficar juntas. A questao diz que as vogais devem
ficar juntas, entao como tem elementos repetidos, juntam-se essas vogais e considera-se
no conjunto todo como se fosse uma tnica letra, entdao tem-se AAII, e depois faremos
a permutagao somente entre essas vogais, tirando as vogais sobrou L,R,V e R, mas o R

se repete, considerando as vogais juntas como uma unica letra temos o seguinte calculo

combinatorio:
5! 5 x4 x3x2 60
o1 = o — 00 anagramas.
4! 4x3x2
Agora faremos a combinacao das vogais: = =
212! 2! x 2!

Agora multiplicando: 60 x 6 = 360 anagramas.

Na letra d) as vogais devem permanecer sempre juntas e as consoantes também,
e em ambos os casos iremos considerar como uma unica letra e fazer as permutacoes
necessarias. As vogais devem ficar juntas, AAII e as consoantes LVRR, considerando
as duas configuragoes como elementos Unicos a permutacao ¢ 2!, Aproveitando o céalculo

anterior das vogais teremos 6 possibilidades e faremos agora o calculo das consoantes:
41 24
— = — = 12 anagramas.
20 2

Multiplicando os resultados de cada um temos: 2 x 6 x 12 = 144.0

Exemplo 4.13. Joao sai com trés moedas de 5 centavos, trés moedas de 10 centavos, e
uma de 25 centavos, se ele compra 40 centavos de chicletes, de quantas maneiras ele pode

pagar estando com essas moedas?

Solucgao 4.13. Utilizando conhecimentos combinatorios de elementos repetidos podemos
fazer essa questao, mas devemos antes fazer as configuragoes de quais moedas iremos
trabalhar para dar o valor exato de 40 centavos. Para isso vamos chamar as moedas de
cinco centavos de C, as de dez centavos de D, e a tnica de vinte e cinco de V, entao
para termos 40 centavos precisamos ter as seguintes configuracoes, logo a seguir faremos

a permutacao de cada uma:
CDV — 3!, pois nao tem elementos repetidos, entao sao 6 possibilidades.

4!
cCCV — 3= 4 possibilidades .
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5! 5 x4x3!
2131 2x 3!
dades, usando o principio aditivo temos que: 6 + 4 4+ 10 = 20.0

ccbbD —»

= 10 possibilidades. Apenas essas possibili-

4.1.5 Permutacao Circular

Em alguns livros didaticos aplicados no Ensino Médio o topico permutacgao circular é dei-
xado de lado pela maioria dos livros, principalmente nas publicacoes mais atuais. Ainda
nos exemplares mais antigos ¢ comum encontrar essa abordagem.Talvez pela pouca abor-
dagem em vestibulares e Enem, nao se fala tanto nesse topico importante da analise

combinatoria.

Definigao 7. Existem n! permutagoes dos n elementos;

Existem x permutacgoes circulares em que a cada uma correspondem n per-

~ | ’ , ~ .
mutagoes. Logo: n.x =nl ez =2 = (n—1)! Que é o niimero de permutagdes circulares

de n elementos.

Exemplo 4.14. De quantas formas 4 pessoas podem se sentar ao redor de uma mesa

circular?

Segue um exemplo de uma das possiveis posi¢oes que essas pessoas podem ter
na mesa. Segundo Hazzan [9], duas permutagoes sao consideradas idénticas se, e somente
se, quando percorremos a circunferéncia no sentido anti-horario a partir de um mesmo
elemento das duas permutagoes, encontramos elementos que formam sequéncias iguais.

Observe as disposicoes a seguir:

C A D
B D D B | A C
A | C B
Situacdo 1 Situagdo 2 Situagdo 3

Figura 4.1: Quatro pessoas disposta em uma mesa.
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De acordo com a (Figura 4.1) 2, temos as seguintes situacoes que ilustram as

quatro pessoas dispostas em uma mesa:

situagao 1) temos a sequéncia: A, B, C e D;

situagao 2) temos a sequéncia: A, B, C e D;

situagao 3) temos a sequéncia: A, B, C e D.
Solucao 4.14. Em todas elas temos as mesmas sequéncias. Assim, partindo do ponto A
e colocando este nas 4 posicoes possiveis teremos 4 posigoes idénticas. O mesmo vale para

os outros pontos. Assim, partindo de qualquer ponto temos 4! para distribuir as pessoas,

. ~ . ! !
mas como tem 4 repetidas em cada sequéncia, teremos P = % = % =3 =6.0

Segundo Hazzan [9], a cada conjunto de permutagdo chamamos de CLASSE.

Como temos x permutagoes circulares, teremos x classes.

Segundo Oliveira [12], autor que também aborda permutagao circular, aborda

uma situagao semelhante ao problema anterior, como ilustra a (Figura 4.2) 3.

Figura 4.2: Posicoes das pessoas em volta das mesas: P, P, P3 e Py

Na mesa Py, a pessoa 1 tem a impressao que a pessoa 2 estd a sua esquerda,
a pessoa 4 a sua direita e a pessoa 3 esta a sua frente. Na mesa P, se fizer uma rotacao
de 90 graus no sentido horério, a pessoa 1 continua tendo a impressao de que a pessoa 2
estd a sua esquerda, a pessoa 4 a sua direita e a 3 na sua frente, se fizer a rotacao mais
uma vez teremos a configuracao da mesa Pj, e na mesa P, temos a mesma configuracao

se fizer a rotacao novamente.

Teremos entao quatro configuragoes que representam apenas uma situacao,

obteremos situagoes distintas se mudarmos as pessoas de lugar, mas se tiver no mesmo

2Disponivel em: https : //asscconl.wordpress.com/category/permutacao/permutacao — circular/.

Acesso em: 20 de dezembro de 2016.
3Disponivel em: https : //mscabral.pro.br/setemauro/aulas/combina.htm. Acesso em: 20 de dezem-

bro de 2016.
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lugar e apenas fizer a rotacao teremos a mesma configuracao.

Hazzan[9] aborda que na permutagao circular o que interessa é a ordem ciclica
dos elementos. Assim, se uma permutacao pode ser obtida a partir de outra por rotacao
dos elementos, entao estas duas permutagoes sao consideradas iguais. Entao cada uma
das n! permutacoes simples distintas dos n elementos, analisando como se eles estivessem
em linha, é contada n vezes, pois existem exatamente n possibilidades de rotacionar os
elementos em torno do circulo até voltar a situacao inicial. Desta forma , concluimos que

, - . , |
o nimero de permutagdes circulares é (PC), = =

Exemplo 4.15. De quantos modos quatro casais podem sentar-se ao redor de uma mesa

circular de tal forma que cada marido e mulher sente cada um do lado de seu conjuge?

Solucgao 4.15. - Consideramos que cada casal como um tinico elemento e depois a per-

~ . ~ . ~ , | |
mutacao entre os casais. Como sao 4 casais, a permutagao de cada casal é: % = % =
3! = 6. Agora a permutacao de cada casal separadamente, que é 2! para cada casal.

Entao temos que a quantidade de maneiras desses casais estarem juntos cada um com seu

conjuge é: 6 x 2! x 2! x 2l x 21 =96.0

4.2 Combinatéria no Enem e Olimpiadas

Muitos alunos que estao no Ensino Médio ja estao com o foco no vestibular, e na maioria
das instituigoes o acesso é através do ENEM( Ezame Nacional do Ensino Médio), entao
nesta se¢ao vamos tratar como é abordado as questoes de combinatéria no Enem. Alguns
dizem que as questoes do Enem vém mais contextualizadas e as questoes dos tradicionais
com mais objetividade e resumidos. Segundo Lima [10] a conceituagao, manipulacao e
aplicagao deve ser um trio inseparavel, e o que vinha ocorrendo era que o enfoque do Enem
estava sendo somente a aplicacao . Abordaremos a seguir uma questao do Enem para
ver como vem o assunto de analise combinatéria, como é sua contextualizacao, quando se
trata deste assunto, sabemos que gera duvidas quando se trata de aplicacao, essa questao
traz o retrato do conteido no exame.

E verdade que a Matematica é bela; que seu cultivo é uma das mais
elevadas expressoes da intelectualidade humana; que os problemas por
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ela propostos constituem desafios cuja solucao fortalece a auto-estima,
sublima o espirito e recompensa nobremente o esforco. Tudo isto é
verdade, mas nao é somente por isso que a Matemaética é estudada na
escola, em toda a parte. Nao é apenas por isso que a Matematica é
considerada cada dia mais imprescindivel para a formagao cultural e
técnica do homem moderno.

A Matemaética é indispensdvel por tudo isso e, mais particularmente,
porque serve ao homem. Porque tem aplicacoes. Porque permite respon-
der, de modo claro, preciso e indiscutivel, perguntas que, sem o auxilio
dela, continuariam sendo perguntas ou se transformariam em palpites,
opinioes ou conjecturas.

As aplicagbes sao a parte ancilar da Matemética. Sao a conexao entre a
abstracao e a realidade. Para um grande ntimero de alunos, sao o lado
mais atraente das aulas, o despertador que os acorda, o estimulo que os
incita a pensar.

O professor deve considerar como parte integrante e essencial de sua ta-
refa o desafio, a preocupacao de encontrar aplicagoes interessantes para
a matematica que estd apresentando. Como dissemos acima, nem sem-
pre isso é facil. Mas vale a pena indagar, pesquisar, pensar, incomodar
os colegas, vasculhar livros. (LIMA,2007,p.205)

Diante disto, vemos que o trio Conceituacao, Manipulacao e Aplicagao devem
sempre estd presente em uma aula, nao podemos dissociar uma da outra, pois elas se com-
plementam entre si. A abordagem para o aluno fica mais completa quando trabalhamos

as trés ao mesmo tempo.

Exemplo 4.16. (Enem - 2015) Uma familia composta por sete pessoas adultas, apds
decidir o itinerario de sua viagem, consultou o site de uma empresa aérea e constatou
que o voo para a data escolhida estava quase lotado. Na figura, disponibilizada pelo site, as
poltronas ocupadas estao marcadas com X e as tnicas poltronas disponiveis sao as mostradas

em branco.

O numero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo é calculado

por:
a) 91/2!
b) 91/(7! x 21)
c) 7!
d) 51/2! x 4l

e) 51/41 x 41/3!
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Digponivel em: wewgebh net. Acesso em: 30 out. 2015 (adaptada).

Figura 4.3: Questao do Enem 2015

Solucgao 4.16. Primeiro devemos fazer a combinacao entre os bancos, devemos escolher
sete entre os nove. E depois permutar as sete pessoas nos bancos escolhidos. E cada
escolha dos bancos e das pessoas que serao permutadas independe da escolha da outra.

Entdo: Cf x 71 =9!1/21.71 x 7! = 91/21.0

No Brasil temos duas olimpiadas de matematica em nivel nacional, OBMEP
(Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Piblicas) e OBM (Olimpiada Brasileira
de Matemdtica), fora as olimpiadas regionais e estaduais realizadas em alguns estados.
Entao nao é opcional falar de analise combinatdria nas olimpiadas, temos muito que
tratar desse assunto nessas competicoes, até porque qualquer assunto que seja abordado
em olimpiadas é abordado de uma forma diferente em relacao ao que é visto no Ensino
Baésico, nao que nao seja visto, mas a dificuldade é bem maior, a complexidade é outra
e muitas vezes professores e alunos de licenciaturas tém muita dificuldade devido tanta

logica e complexidade nas questoes.

Toda prova da OBMEP e OBM vém com pelo menos uma questao de combi-
natéria, nao somente nas provas de Ensino Médio, mas do Ensino Fundamental também,
ja falamos sobre a importancia de iniciar esse assunto no Ensino Fundamental, e neste
capitulo vamos tratar de resolver algumas questoes de combinatéria. Antes de falar e tra-
tar de questoes, é importante que se fale do que vem acontecendo no Brasil e o impacto
que as olimpiadas vem causando na vida dos alunos, e o que podera ser feito daqui em

diante para melhorar o ensino de matematica no pais.

Em muitos estados, como a OCM (Olimpiada Cearense de Matemdtica), sao
realizadas as olimpiadas estaduais temos a do Pard, Sao Paulo, Rio de janeiro e outros

estados. A OBMEP por ser uma olimpiada nacional vem ganhando destaque, e mudando a
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vida de cidades e escolas, é o caso da cidade no Piaui em Cocal dos Alves?, uma cidade em
que a renda das familias vem da lavoura e a maioria dos pais dos alunos sao analfabetos,
cidade simples e humilde, mas que é destaque nacional nas olimpiadas, nao somente em
matematica, mas em outras areas do saber como astronomia, portugueés, fisica e demais
areas. Mas comecou com a OBMEP essa sede por medalhas e conhecimento, a cidade
tem uma tnica escola com Ensino Médio . Hoje por causa das olimpiadas, alunos que
ganharam medalhas e foram influenciados pela OBMEP hoje sao professores, outros estao

em mestrados e doutorados em matematica, e outros partiram para outras areas do saber.

A seguir abordaremos algumas questoes de olimpiadas e como o aluno deve

comegar esses tipos de problemas.

Exemplo 4.17. (OBM-99) Um gafanhoto pula exatamente 1 metro. Ele estd em um ponto
A de uma reta, s6 pula sobre ela, e deseja atingir um ponto B dessa mesma reta que estd
a b metros de distancia de A com exatamente 9 pulos. De quantas maneiras ele pode fazer

isso?

Solugao 4.17. Primeiro devemos retomar o que foi visto anteriormente, temos que o
gafanhoto pula exatamente 1 metro e pretende atingir outro ponto que estd a 5 metros
de onde se encontra, mas quer fazer isso com 9 pulos. Logicamente nao dar para fazer
esse percurso apenas indo para frente, o aluno precisa logo ver isso, e como diz Polya
[14], o aluno deve participar da questdao, mas a questao nao diz que ele nao deve pular
para tras, entao devemos levar isso em conta, pois como nao pode dar pulos somente para
frente, pois assim ultrapassaria o ponto de chegada, devemos levar em conta que pode dar
pulos para tras. Agora precisa ser exatamente no ponto B que deve parar. Considera-se
x o numero de passos para frente e y o nimero de passos para tras. O total de passos
¢ 9, entao a soma de todos os passos deve ser 9, e o nimero de passos para frente deve
sobressair em 5 passos em relagao ao nimero de passos para tras. Entao a diferenca entre

x e y deve ser 5. Temos entao:

r+y=9
rT—y=>5

4Disponivel em: jornalggn.com.br/blog/luisnassif/o— fenomeno—matematico— de — cocal — dos —

alves — no — piaui. Acesso em: 13 de janeiro de 2017.
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Somando as duas equacoes temos: 2 = 14 e x = 7 Substituindo o z na
primeira equacao temos 7+ y = 9 e y = 2. Entao para que o gafanhoto possa atingir
o ponto B com 9 pulos, deve dar 7 pulos para frente e 2 para tras. Agora surge uma
pergunta, onde exatamente ele deve dar os passos para tras e para frente? Temos x
que significa os passos para frente, e y para tras, o x repete 7 vezes, e o y duas vezes,
entao devemos considerar a permutacao com elementos repetidos com 9 elementos, sendo
7 iguais a z e 2 iguais a y.

7,2 9l _9><8><7!_9><8:

P — — _
9 7! % 2! 7! % 2! 2

36. O

Exemplo 4.18. (OBM-2004) De quantos modos podemos sombrear quatro casas do ta-
buleiro 4 x 4 abaixo de modo que em cada linha e em cada coluna exista uma tnica casa

sombreada?

Solugao 4.18. A questao pode ser feita apenas olhando através das colunas ou linhas,
serd feita pelas colunas. Olhando para a primeira coluna temos 4 possibilidades para
escolher uma casa, até ai nenhuma dificuldade, para a segunda nao pode-se pintar a casa
na mesma linha da casa anterior, entao 3 possibilidades, a terceira casa nao pode estar na
mesma linha da primeira e da segunda casa, 2 possibilidades entao, e a ultima o mesmo

raciocinio temos 1 possibilidade. Usando o principio multiplicativo: 4 x 3 x 2 x 1 = 24.0

Exemplo 4.19. (OBMEP) Seis amigos, entre eles Alice e Bernardo, vao jantar em uma
mesa triangular, cujos lados tém 2, 3 e 4 lugares, como na figura. De quantas maneiras
esses amigos podem sentar-se a mesa de modo que Alice e Bernardo fiquem juntos e em um

mesmo lado da mesa?

Solucao 4.19. Escolhendo-se os lugares em que Alice e Bernardo devem ficar, sobram 7

lugares para os demais, fazendo arranjo de 7 tomado 4 a 4 temos:
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Figura 4.4: Questao da OBMEP 2012

7! _7><6><5><4><3!
(7—4)!7 3!

Se Alice e Bernardo ir para o lado que tem duas cadeiras, eles podem ficar

=T7x6xHx4=2840.

Al =

de 2 maneiras. Se eles irem para o lado que tem 3 cadeiras, eles podem se permutar
de 4 maneiras. Se eles irem para o lado que tem 4 cadeiras, eles tem 6 maneiras de se
permutar. Pelo principio aditivo temos 12 maneiras de Alice e Bernardo se permutarem,

e pelo PFC, tem-se: 12 x 840 = 10080.0

Exemplo 4.20. (OLIMPIADA DA BELGICA) Cada lado de um cubo é pintado de uma
cor (existem 6 disponiveis). De quantas maneiras é possivel fazer isto? sabe-se que duas

coloracoes sao idénticas se podem ser obtidas por rotacao do cubo.

Solucao 4.20. Considera seis cores distintas, identificadas por A, B, C, D, E e F.
Comecando com o cubo sem nenhuma face pintada, escolhe-se uma face para ser pin-
tada pela cor F. Percebemos que a escolha da face nao interessa, pois o cubo com apenas
uma face pintada pela cor F, pode ser obtida por rotacao do cubo, e isso independe da
face escolhida para ser pintada. Agora escolhemos a cor para pintar a face oposta a face
pintada pela cor F. Entao tem-se 5 possibilidades. Agora temos 4 cores para pintar as
faces restantes. Colocamos as faces ja pintadas como bases do cubo. Devido a simetria
das faces laterais que nao foram ainda pintadas e se duas coloragoes serem obtidas por
rotacao do cubo, entao o que falta é permutar circularmente as 4 cores restantes nas faces
laterais do cubo que é (4 — 1)! = 3! = 6 permutagbes. Como temos que pintar as bases e

as faces laterais, entao: 5 x 6 = 30 coloracoes diferentes.
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