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Resumo

O estudo tedrico a respeito da existéncia do monopolo magnético foi iniciado por P. A. M.
Dirac em 1931 e teve como principal consequéncia a possibilidade de explicar a quantizacao da
carga elétrica.

Em Teorias de Grande Unificagado (GUT’s), o monopolo magnético pode surgir como um
defeito topoldgico por meio da quebra espontanea de simetria, em um processo conhecido como
mecanismo de Higgs. As GUT’s preveem também a existéncia de um séliton topolégico que
possui tanto carga magnética quanto elétrica: o chamado dyon. Teoricamente, essas particulas
se apresentam muito massivas e abundantes no Universo. H& casos particulares do monopolo
e do dyon, denominados estados BPS’s, que tém os menores valores possiveis de massa, cujas
solugoes sao analiticas.

Neste trabalho, apresentamos algumas ideias bésicas acerca de topologia e homotopia; des-
crevemos os principais pontos que levaram ao desenvolvimento do estudo teérico do monopolo
e do dyon como sélitons topoldgicos; e investigamos finalmente os efeitos dos termos CPT-
pares de violagao da simetria de Lorentz nos setores de Gauge (em especial, nao birrefrigente)
e de Higgs sobre os estados BPS’s do monopolo magnético de 't Hooft-Polyakov e do dyon de
Julia-Zee, ambos dados no modelo SO (3) de Georgi-Glashow.

PALAVRAS-CHAVE: defeitos topoldgicos; monopolo; dyon; violacao da simetria de Lo-

rentz.



Abstract

The theoretical study about the existence of magnetic monopole has begun by P. A. M.
Dirac in 1931 and its main consequence has been the possibility of explaining the quantization
of the electric charge.

In Grand Unification Theories (GUT’s), the magnetic monopole may appear as a topological
defect by spontaneous symmetry break, in a process known as Higgs mechanism. The GUT’s
also predict the existence of a topological soliton which has both magnetic and electric charges:
the so-called dyon. Theoretically, these particles are predicted very massive and abundant in
the Universe. There are particular cases of monopole and dyon, called BPS’s states, which have
the smallest possible mass values, besides analytical solutions.

In this work, we present some basic ideas about topology and homotopy; we describe the
main points that have led to the development of the theoretical study of monopole and dyon
both as topological solitons; and finally we investigate the effects of the Lorentz-violating CPT-
even terms in the Gauge (in particular, non birefringent one) and Higgs sectors on the BPS’s
states of the 't Hooft-Polyakov magnetic monopole and of the Julia-Zee dyon, both given in
the Georgi-Glashow SO(3) model.

KEYWORDS: topological defects; monopole; dyon; Lorentz-violation.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das propriedades mais fundamentais da natureza é a simetria. A investigacao sobre as
caracteristicas simétricas de um sistema fisico é um fator essencial para testes de consisténcia de
uma teoria, bem como um dos principais meios pelos quais se pode desenvolver novos modelos
tedricos. A exemplo disso, temos a mecanica newtoniana que possui a transformacao de Galileu
como simetria fundamental. E alids a observacao da nao invariancia do Eletromagnetismo de
Maxwell perante tal transformagao culminou no desenvolvimento da Teoria da Relatividade
Restrita, a qual é covariante com respeito a transformagao de Lorentz. Outra interessante
simetria bastante especulada por muitos fisicos tedricos é a dualidade entre as cargas elétrica
e magnética. Embora o monopolo magnético nunca tenha sido detectado experimentalmente,
modificar as equagoes de Maxwell a fim de descrevé-lo exige o minimo esforgo. Um trabalho
inédito nessa diregao foi apresentado por P. A. M. Dirac em 1931 [1], onde a descricao de
um campo magnético tipo-monopolo necessitaria de um potencial vetor singular. Mesmo em
frente a esse obstaculo, o modelo de Dirac poderia prever que a existéncia de uma tnica carga
magnética isolada explicaria a quantizacao da carga elétrica.

A possibilidade de se construir uma teoria para o monopolo sem a presenca de um potencial
vetor singular foi mostrada somente em 1969 por T. T. Wu e C. N. Yang [2] no cenario do Modelo
Padrao (MP) em uma teoria de Yang-Mills (também conhecida como teoria de calibre nao
abeliana) pura com o grupo de simetria SU(2). Porém, essa tentativa conduziu a dificuldades
na definicao da carga magnética e da energia finita. Tais problemas s6 foram resolvidos em

1974 por G. 't Hooft e A. M. Polyakov [3, 4] no modelo SO(3) de H. George e S. L. Glashow [5],
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no qual um campo de Yang-Mills é acoplado a um tripleto de campos escalares reais de Higgs
que se transforma na representacao adjunta. A configuracao do monopolo de 't Hooft-Polyakov
surge como um séliton em um processo de quebra espontanea de simetria SO(3) — SO(2) por
meio do mecanismo de Higgs e a carga topologica associada corresponde a carga magnética do
defeito.

O séliton aparece como uma solucao classica de equacoes de movimento que exibem uma
certa nao linearidade e além de ter a energia concentrada em uma pequena regiao do espaco,
sua estrutura é mantida no transcorrer do tempo. O primeiro estudo teérico dos sélitons foi
feito por de D. Korteweg e G. de Vries em 1895 com a proposigao da famosa equacao KdV [6, 7],
a qual leva em conta o balanceamento entre efeitos nao lineares e dispersivos para descrever as
ondas solitdrias de translagao. Essas solugoes tipo-sélitons foram redescobertas a partir de 1970
no contexto da Teoria Quanticas de Campos (TQC), ao se tentar aplicar métodos perturbativos
de quantizacao no dominio da interacao forte.

Existe um caso peculiar do monopolo tipo-séliton de 't Hooft-Polyakov conhecido como
estado BPS, cuja solugao é analitica. Tal estado é encontrado no limite de Bolgomol nyi-
Prasad-Sommerfield (8], quando o potencial é nulo, e possui 0 menor valor possivel de massa.
Como exemplo da aplicagao desse tipo de séliton a TQC, podemos destacar o alto grau de
simetria entre os monopolos BPS e os bdsons massivos de calibre que levou a conjectura de
Montonen e Olive [9], uma espécie de dualidade eletromagnética modificada em que os mo-
nopolos magnéticos se comportam como os bdsons de calibre de uma teoria dual, enquanto
reciprocamente os bésons da teoria original sao mapeados em monopolos da teoria dual. Cor-
respondéncias duais desse tipo em teoria de Yang-Mills mapeiam modelos com acoplamento
forte em outros com acoplamento fraco, haja vista que a constante de acoplamento da teoria
original é inversamente proporcional aquela da sua teoria dual. Portanto, esse formalismo pode
ser usado no estudo das interacoes fortes.

O estudo do monopolo também ¢é 1til para dar uma possivel explicacdo ao problema do
confinamento! dos quarks na Cromodinamica Quantica (QCD) através da conjectura de 't

Hooft [10] e Mandelstam [11], segunda a qual poderia se obter um tipo de efeito Meissner dual

1Grosso modo, o confinamento é um mecanismo pelo qual os quarks e os gliions, mantidos dentro dos hadrons,

nao podem ser detectados como particulas livres.
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onde as cargas elétricas seriam confinadas por meio da condensacao de monopolos magnéticos.

Configuragoes de monopolo também surgem em Teorias de Grande Unificagao (GUT’s) em
processos de transi¢do de fase, quando um grupo de gauge é quebrado em subgrupos [12].
Estima-se que esses sélitons sejam altamente pesados, com massas da ordem de 10'¢ Gev,
tornando as suas detecgoes dificeis em aceleradores de particulas, como o LHC cuja ordem de
energia atingida é de 10* Gev. As GUT’s preveem ainda que os monopolos sejam extremamente
abundantes no Universo — com densidade estimada em 107*° g/cm?® — pois apresentam uma
densidade em torno de 107!8 g/cm?3. Dentro do modelo cosmoldgico padrao, isso ficou conhecido
como o problema dos monopolos e uma possivel explicagao foi dada pelo modelo de Universo
inflacionario, proposto inicialmente por Alan H. Guth [13]. Teoricamente, admite-se ainda a
possivel existéncia de monopolos possuindo tanto carga magnética, quanto elétrica. Sao os
chamados dyons, primeiramente estudados por Julian Schwinger [14].

No ambito da TQC, a tentativa de unificar a forca gravitacional as outras forcas funda-
mentais: fraca, forte e eletromagnética, conduziu ao desenvolvimento de novas teorias além do
MP, tais como a Gravidade Quantica em Loop e a Teoria de Cordas. Dentre outros problemas
apresentados pelo MP, para que os efeitos quanticos da gravidade comecem a se manifestar,
é preciso considerar uma faixa de energia da ordem de 10' Gev, conhecida como escala de
Planck. No inicio dos anos 90, S. Samuel e A. Kostelecky, propuseram um modelo conside-
rando que a simetria de Lorentz ativa possa ser quebrada espontaneamente nessa escala de
energia [15-20]. O Modelo Padrao Estendido (MPE) é uma teoria que descreve a fisica ap6s
tal quebra e incorpora termos de viola¢ao da simetria de Lorentz (VL) em todos os setores de
interagao do MP [21-23].

O nosso trabalho consiste em investigar uma extensao dos estados BPS do monopolo
magnético de 't Hooft-Polyakov e do dyon de Julia-Zee [24], considerando os termos da VL
nos setores de Gauge — nao birrefrigente — e de Higgs, os quais preservam simultaneamente as
simetrias de conjugagao de carga (C), de reversao temporal (T) e de paridade (P).

Esta dissertacao esta dividida na seguinte forma: no segundo capitulo, discutimos os prin-
cipais conceitos sobre Topologia, necessarios para o entendimento da formagao do monopolo
tipo-séliton; no terceiro capitulo, fazemos uma apresentacao a respeito do pioneiro trabalho de

Dirac, que trata da existéncia do monopolo magnético e de suas implicagoes na quantizacao da

14



carga elétrica e na dualidade eletromagnética; mostramos no capitulo quatro o modelo unificado
de Wu-Yang, onde o potencial de Dirac, correspondente ao grupo de simetria U(1), é imerso
em um grupo maior SU(2); ainda no mesmo capitulo, descrevemos também o modelo SO(3) de
George-Glashow; no capitulo cinco, aprenderemos o formalismo BPS tanto para o dyon, como
para o monopolo; apresentamos no capitulo seis o cenario do MP e alguns de seus problemas
que levaram ao desenvolvimento do MPE; os resultados de nossa pesquisa sao discutidos no
capitulo sete e no capitulo oito expomos as nossas conclusoes e perspectivas; no final, ha o
apéndice A com as convencoes e unidades, o apéndice B, que mostra o processo de quebra

espontanea de simetria, e o apéndice C, no qual os nossos resultados sao esclarecidos.
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Capitulo 2

Nocoes de Topologia e Homotopia

O estudo da Topologia se divide em quadro areas: a Topologia Geral [25, 26], cujo interesse
é estudar as propriedades dos espacos topoldgicos, utilizando como ferramenta a Teoria dos
Conjuntos; a Topologia Combinatéria [27], na qual se investiga tipos especiais de espagos to-
poldgicos conhecidos como poliedros ou simplexos; a Topologia Algébrica [28-30], que relaciona
as caracteristicas dos espacos topoldgicos com propriedades de grupos — tal como grupos de
homotopia e homologia — ; e, por fim, a Topologia Diferencial [31], onde se estuda as varie-
dades diferenciaveis, com o uso de conceitos do Calculo Diferencial e Integral e da Topologia
Algébrica.

Este capitulo é reservado para apresentar algumas ideias basicas e heuristicas sobre Topologia

e Homotopia que contribuirao para o melhor entendimento deste trabalho.

2.1 Espaco Topoldégico

Primeiramente, vamos introduzir o conceito de espaco topoldgico [28, 32, 34, 35]. Seja X
um conjunto qualquer com uma cole¢ao 7' de subconjuntos, os quais denominamos conjuntos

abertos, tal que T contém:

1. O conjunto X e o conjunto vazio &;
2. A uniao de quaisquer subconjuntos — finitos ou infinitos — abertos de T

3. A interseccao de qualquer niimero finito de subconjuntos abertos de 7'

16



Ao par (T, X), denominamos espago topoldgico e diz-se que T é uma topologia em X. Alguns
textos chamam (7, X) simplesmente de X. Adotaremos essa convengao por simplicidade.

Considere, por exemplo, um conjunto discreto 7' = {@,{1},{2},{1,2}, X = {1,2,3}}.
Ele é um espaco topoldgico descrito por finitos subconjuntos. Um contra-exemplo imediato
que segue ¢ o conjunto 7' = {@,{1},{3},{1,2}, X ={1,2,3}} que nao forma um espago
topoldgico, pois {1} U {3} = {1,3} ¢ T, nao satisfazendo, assim, a definigao 2. Outro
exemplo que podemos destacar é o espagco R™ — o qual seria o conjunto X — com a topolo-
gia T dada como discos abertos, onde cada j-ésimo disco esta centrado em um j-ésimo ponto
P; = (le-,x?, ,x?) € R”. Matematicamente, esses discos podem ser representados por um
conjunto de pontos Q); = (yjl.,yjz, ,y?) € R™, tal que |P; — Q;| < rj, sendo r; o raio. Vamos
chamar de D, o disco de raio r;. Note que a condicao 1 ¢é trivialmente satisfeita para r; =0
— 0 que equivaleria a um disco de raio nulo Dy, ou simplesmente nenhum disco. As defini¢oes 2
e 3 sao verificadas, pois D,, U D, e D, N D, €T para quaisquer ¢ e j. Nesse caso, o conjunto
R"™ tem uma topologia T' descrita por infinitos subconjuntos: os discos D, .

Define-se vizinhanga aberta — fechada — de um ponto x pertencente a um espaco topolégico
X qualquer conjunto aberto — fechado — A contido em X que contém z. Ou seja, se X D A e
x D A, entao A é vizinhanca aberta — fechada — de x.

Sejam dois espagcos topologicos X e Y. Se tivermos uma transformacgao F' bijetiva que conecta
cada ponto x pertencente a um conjunto de X a um, e somente um, ponto y pertencente a
um conjunto de Y (F': P, — P,) e, ademais, se a transformacao e, logicamente, sua inversa
(F~': P, — Py) forem continuas’, entdao F' é chamada de homeomorfismo e os dois espagos
sao ditos topologicamente equivalentes. Quando dois pontos arbitrarios de um mesmo espago
topoldgico tém a interseccao de suas vizinhangas vazia, chamamos esse espaco de Hausdorff.
Diferentemente dos espagos métricos, onde a nocao de distancia entre dois pontos é definida, a
topologia geral vai além disso e o conceito de vizinhancga é introduzido sem fazer referéncia a um
nimero real, como € o caso do disco aberto D,, em que os pontos @; formam a vizinhanca de
um dado ponto P;. Portanto, podemos entender a topologia como a descri¢cao de propriedades

que permanecem invariantes perante homeomorfismos e sem lidar com propriedades métricas

1O nome continua se refere ao fato de que pontos vizinhos de P; sdo levados a pontos vizinhos de P em

uma correspondéncia de um para um.
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ou numeéricas. Com base nisso, dizemos, por exemplo, que um circulo é equivalente a uma elipse

— no sentido topolégico.

2.2 Manafold

Todos nés temos a sensacao de que a Terra é plana, muito embora sabemos que ela tem uma
forma quase esférica. Essa sensacao acontece porque vemos os pontos da superficie terrestre
localmente e em pequena escala — se comparada ao globo —. O manifold, também conhecido
como variedade, ¢ uma generalizagao da ideia de superficie que localmente poder ser considerada
plana. Assim podemos dizer que vivemos em um “manifold terrestre”.

Quando queremos localizar um ponto em uma superficie esférica — imagine a Terra, por
exemplo — , podemos considerar essa superficie imersa — “dentro” — do espaco tridimensional
R3 e utilizar os dois angulos usuais (6,¢) [32]. Contudo, nem sempre é interessante fazer
isso. No caso da Terra, os pontos geograficos, projetados em uma superficie plana, podem ser
localizados pelas suas longitudes e latitudes, conforme o mapa-mundi. A ideia fundamental do
conceito de manifold, entretanto, é generalizar a representagao de uma superficie sem fazer a

imersao em outro espago [35]. E 1til, portanto, introduzir o conceito formal de manifold:

e Manifold* é um espaco topoldgico de Hausdorff em que cada ponto e sua vizinhanca sao

homeomorficos a R™.

2.3 Homotopia

Antes de apresentar o conceito de homotopia, primeiramente vamos considerar um exemplo
ilustrativo [32]. Sejam dois espagos topologicos X e Y, segundo mostra a figura 2.1. Em (a),
podemos deformar o caminho fechado § continuamente até reduzi-lo em um ponto. O mesmo
nao podemos fazer com o caminho «, uma vez que existe um buraco no seu interior. Por outro

lado, qualquer percurso fechado «, 5 ou  na figura (b) pode ser encolhido de forma continua

2Estamos apenas dando uma definicdo genérica, mas existem caracteristicas peculiares dos manifolds, tais
como diferenciabilidade e manifolds complexos que ndo entramos em detalhes aqui. O leitor interessado pode

consultar as referéncias.
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Figura 2.1: Classe de homotopia. Figura extraida da referéncia [32].

a um ponto. Entao dizemos que os circuitos em Y sao homotépicos a um ponto, estabelecendo
entre si uma classe de equivaléncia denominada classe de homotopia. Em particular em (b),
o circuito § pode sofrer um deformacao continua, tornando-se «. Nessas condigoes, também
dizemos que « e B sao homotodpicos ou que estabelecem uma relacao de homotopia entre si.
Pode-se imaginar entao que esse mecanismo de deformacao é regulado por um conjunto de
fungdes f (t), em que t é um parametro continuo, digamos t € 7 = [0,1]. As fungoes f (¢)
poderiam, por exemplo, representar um ponto y € Y — veja a figura 2.1 (a) —, tal que em um
tempo t = 0, f(0) = yo pertence ao circuito e em um tempo f (1) = y; pertence ao percurso

fechado a.

2.3.1 Homotopia de Caminhos

Consideremos agora um espago topoldgico X e um parametro ¢ pertencente ao intervalo
fechado 7 = [0, 1]. Um mapeamento continuo f (t) : 7 — X é chamado de caminho em X ou
homotopia de caminho, cujo ponto inicial é z e ponto final é z1, se f(0) =xge f(1) = 2y .
Dizemos que X é conezo por caminhos. Caso tenhamos um circuito — fechado —, ou seja, f (0) =
f (1) = xg, entdo ele é denominado loop, sendo z conhecido como ponto base. Especialmente,
se x € X e I for a identidade, entao definimos o caminho constante por I : 7 — X, tal que
I(t) = z para todo t € 7 = [0,1]. Dai decorre imediatamente que I forma trivialmente um
loop com ponto base x, a saber: I (0) =1 (1) = x. Além disso, se dadas duas curvas quaisquer

g(t),h(t): 7 — X em X, ambas com os mesmos pontos inicial e final — g (0) = h (0) = ¢ e
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g(1) =h(1) =21 — e se g(t) for deformada continuamente em h (t) — ou vice-versa — , entao
X é chamado de simplesmente conexo [28, 29, 35].

Em outras palavras, se existe uma fungao continua F'(s,t) : 7 x 7 — X | de tal forma que
para cada s e um intervalo, pomos s € [0, 1], F'(s,t) deve satisfazer:

FOH=g), [ F0=g0) =h0)=m o)
F(1,t)=h(t) F(s,1)=¢g(1)=h(1) = 2.

Note que s é o parametro de deformacao continua de g (t) — h(t). Nas mesmas cir-
cunstancias descritas acima, mas com z; = g, os caminhos g (t) e h(t) tornam-se loops com
ponto base xy e as condigdes (2.1) passam a ser:

F0,1) =g (t), F(s,0) = g(0) = h(0) = o,
e (2.2)
F(1,t)=h(t) F(s,1)=g¢g(1)=h(1) = .

Veja na figura 2.1 (b) que se considerarmos g (t) e h (t) como sendo /3 e «, respectivamente,
F (s,t) representa a deformacao continua de ¢ (t) sobre h(t). Nesse caso, g (t) e h(t) sao
chamadas de homotopicas. De forma geral, a classe de todos os segmentos conectando xg a x1 —
x1 pode ser o préprio zy no caso do loop — é homotdpica a um dado caminho que liga os pontos
To a x1, se esses segmentos podem ser deformado um no outro, formando assim uma classe
de homotopia. Em particular, a classe de homotopia dos loops apresentam uma estrutura de

grupo que sera discutida na secao 2.3.3.

2.3.2 Mapeamento Homotdpico

Na se¢ao anterior, vimos a descricao de propriedades homotopicas considerando mapea-
mentos em um unico espago topolégico X. No entanto, essas ideias podem ser estendidas para
mapeamentos entre dois espagos topolégicos X e Y de maneira andloga. Sejam g (t),h (t) : X —
Y aplicagoes continuas de X em Y . Se houver uma funcdo continua F' (s,t) : X x¢ — Y, com
ter=1[0,1eseq¢=101], tal que F(0,t) =g(t) e F(1,t) = h(t), g(t) ¢ dita homotdpica a
h (t) e representamos por g (t) ~ h(t). O mapa F (s,t) é denominado homotopia entre g (t) e
h(t). Dizemos que os espacos X e Y tém o mesmo tipo de homotopia e denotamos por X ~

Y, se existirem aplicagdes continuas g (t) : X - Y eh(t): X - Y talquea g(t)o f(t) ~ 1
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s=1 s=2/3 s=1/3 s=0

Figura 2.2: Relagao de homotopia entre um cilindro e um disco. Figura adaptada da referéncia

[34).

e f(t)og(t) ~ I, em que I é o mapa identidade. O mapa ¢ (t) é chamado de homotopia
equivalente e h (t), de homotopia inversa.

Como exemplo [34], seja um disco D em R? — veja a figura 2.2 — . Um cilindro ¢ x D é
homotdpico a D, quando consideramos ¢ (t) : ¢ x D — D, com (t,y) = y,e h(t): D — ¢ x D,
com y — (0,y) [conforme a se¢@o anterior, s é o parametro deformagao continua de g (t) — h (¢)
e neste exemplo ele estd associado a altura do cilindro; o espago topoldgico X (especificamente
a variedade desse espago) é representado pelo préprio cilindro, quando o espago Y, pelo disco
D; a varidvel y representa um ponto no espago topoldgico Y, ou no disco]. A homotopia F
entre g (t) e h(t) pode ser dada como F (s, (t,y)) = (st,y). E facil notar que g (t) o f (t) ~ I e
f(t)og(t) ~ I etambém:

(2.3)
conforme as premissas estabelecidas.
Notamos assim que homotopia pode ser entendida como uma relagao de equivaléncia entre

um conjunto de fungoes continuas — caminhos — ou entre dois espacos topoldgicos, com um

mapeamento continuo regulado por um parametro.

2.3.3 Grupo Fundamental e Grupos Superiores

Vimos nas secoes 2.3.1 e 2.3.2 as relagoes fundamentais de equivaléncia entre caminhos e
espacos topolégicos. Em especial, a classe de loops forma um grupo. Um grupo é um conjunto

G no qual dada uma operacao de multiplicagao, as seguintes propriedades sao satisfeitas [33]:
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9(1)=h(0) h(1)

g('(])\//‘/’\
X2

X Xi

Figura 2.3: Operacao de caminho.

1. Associativa. Para todos os elementos g;, g2 € g3 € G, temos: (g192) 93 = g1 (9293)

2. Elemento identidade. Deve haver um elemento I € G |, tal que para todo g € G
gl =1g=g

3. Elemento inverso. Existe um elemento inverso ¢! € G, de forma que gg~ ' = g lg =1

para todo g € G.

Para entender a caracteristica de grupo dos loops, vamos introduzir a operagao de caminhos
[28-32, 34]. Seja o espaco X e os mapas ¢ (t),h(t) : 7 — X, com t € 7 = [0, 1], sendo um
caminho tal que ¢ (0) = h(1). Definimos o produto de g (t) e h(t), denotado por (g * h) (t),

como:
1
g(2t),se 0 <t <3,

h(2t —1), se

p(t)=(gxh)(t) = (2.4)

$<t<1

Veja na figura 2.3 que o produto (g * h) (t) representa a primeira metade do caminho dada
por g (t) (de zp a x;1) e a segunda metade, por h(t) (de z1 a x2 ). O elemento inverso de g (t)
¢ definido como g~! (t) = g (1 —t), correspondendo a um percurso inverso de g (t), ou seja,

saindo de x; para x.

Perceba que a propriedade (1) é satisfeita, pois uma vez que p(t), g (t) e h(t) € G, temos:

() g®]h @) =pt)[g () h )] (2.5)

Como vimos, a identidade é determinada pelo mapa I : 7 — X, tal que I (t) = z para todo
t € 7 = [0,1] e para algum = € X. Ela representa um caminho constante. Entretanto, no
exemplo dado acima, a identidade nao é constante, pois:

W)=[g' @)y, emt=0 (ouz=u) e (2.6)

D=t ®]l,, emt= % (ouz=um).
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Dessa forma, temos as condicoes para os elementos inverso e identidade:

g(t) g7 W))lg=Io,emt =0 (ouz=u1x) e

(2.7)
g g @), =L, emt= % (ouz=um).

Note que em (2.7) a identidade possui um valor diferente em cada extremidade do intervalo
[to, t1]. Em vista disso, as propriedades (2) e (3) nao sao obedecidas, ou seja, classes de caminhos
abertos nao formam uma estrutura de grupo. Todavia, se o caminho — figura 2.3 — for fechado,
isto é, for um loop com ponto base xj, entao teremos uma classe de homotopia de loops
formando um grupo, pois a identidade serd tinica. A classe de loops que podem ser mapeadas
continuamente a um ponto por uma deformagao continua é denominada grupo fundamental
do espago topolégico X com ponto base xq, primeiro grupo de homotopia ou ainda grupo de
Poincaré — por ter sido o primeiro a estuda-lo — . Esse grupo é representado por 7 (X, o) .
Os loops sao homotépicos a um circulo® S*. Loops que possuem um buraco no seu interior —
veja a figura 2.1(a) — nao podem ser encolhidos a um ponto e portanto nao sdo homotdpicos
a ele. Por exemplo, o mapeamento g : S! — R*\{0} — um circulo a R? excluindo a origem
— . Classificamos os grupos de loops que circundam a origem, segundo um numero inteiro
Z, conhecido como “winding number”, o qual determina o nimero de vezes que a origem ¢
englobada. Se o sinal for positivo (negativo), o loop rodeia a origem no sentido horario (anti-
horério), dependendo da convengao adotada.

Como exemplo, no caso do defeito topoldgico tipo-vértice [36-38], o qual surge em um pro-
cesso de quebra espontanea de simetria U (1) na teoria de Maxwell-Higgs em (2+1)-dimensoes,
para configuragoes estaveis de energia, um manifold M (dado por um circulo cujo raio tende ao
infinito) pertencente a um espago topolégico X (o préprio espago fisico bidimensional) é ma-
peado homotopicamente a um outro manifold N (um circulo de raio finito formando o vacuo?)
de um espaco topoldgico Y, que é o proprio espaco interno dos campos escalares. Em outras
palavras, dado um campo escalar complexo ¢ = ¢; + iy, no espaco interno e dado o vetor

posigao ¥ = xZ + yy no espaco fisico, os vértices surgem quando:

(@) 1ol = 0,56 77 0. .
(b) |¢|* = ¢? = constante, se |F]> — co.

3A notacdo S! significa um circulo em R?, S? representa uma esfera em R? e assim por diante.

40 vécuo é o nome dado as configuracdes dos campos no infinito que estabelecem a energia finita e minima.
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A condigao (a) implica que, na origem do espago interno, o circulo formado por |¢| 2 = ©? +

2 = 2 tem um buraco. Dessa forma, a condigao (b) mostra que um circulo no espago fisico
2

i = a4y = ¥

.o de raio infinito é mapeado naquele do espago interno. O campo ¢

formando o circulo de vacuo pode ser dado como:

p = e, (2.9)

O angulo 6 é o polar usual e o winding number dado por n = 0, £1, £2... caracteriza o nimero de
vezes que o circulo do espago fisico envolve o do espaco interno, ou também podemos interpreta-
lo como o nimero voltas que o campo ¢ da em torno do circulo de vécuo, quando o vetor 7
rodeia o circulo do espago fisico. O winding number pode ainda ser expresso como uma integral

de movimento [38]:

n ! j{gp*@gp. (2.10)

T 2mip?

Analogamente ao grupo fundamental, existem outras classes de grupos que, ao invés de
envolver o mapeamento homotépico entre circulos, caminhos fechados e pontos, estao relaci-
onadas ao mapeamento entre esferas — ou hiperesferas — , superficies — ou hipersuperficies —
fechadas e pontos. Representamos esses grupos por m,, (X, zy). Existem teoremas [28, 29, 32]
garantindo que os grupos com m > 1, sao abelianos e, portanto, independem da escolha do
ponto base xg — por isso, tais grupos sao simplesmente denotados por m,, (X) — . Além disso,
garantem que os grupos fundamentais (m = 1) sdo nao abelianos, exceto quando s@o grupos
fundamentais de Lie [33].

E importante ressaltar que o mapa f : S™ — S™ entre duas hiperesferas corresponde ao
grupo de homotopia representado por ,, (S™) , o qual ¢ isomorfo® [33] ao conjunto dos nimeros
inteiros Z [28-30, 32, 34, 38|,

T (S™) =2 Z. (2.11)

De forma similar a discussao anterior, Z ¢é caracterizado pelo winding number — também

conhecido como Brower degree [41] neste contexto —n = 0, +1,4+2..., que agora estd associado

ao numero de vezes que uma hiperesfera envolve a outra. Na descricao de monopolos e dyons

5 . . 7 .
°0 isomorfismo entre dois grupos ocorre quando cada elemento de um grupo é correspondido a um e somente
um elemento do outro, mantendo a mesma tabela de multiplicagao. No caso dos nimeros inteiros, a operagao

de multiplicagao do grupo é a soma.
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na teoria de Yang-Mills-Higgs [24, 42] por exemplo, configuragoes estéveis de energia surgem
em um mapeamento do tipo f : S? — 52, onde um manifold dado por uma esfera cujo raio
?|

tende ao infinito — dada por |7]> = 22 + ¢y + 22 = r com 7 = % + Yy +2Z — no espago

r—o0’
fisico € mapeada homotopicamente a outro manifold representado por uma esfera de raio finito
lo” = ©? + 3 + 2 = ©? no espaco interno; o campo ¢ agora é um tripleto de campos
escalares reais ¢ = (¢y, ¥y, p3). Veremos que o winding number associado ao isomorfismo
79 (S?) & n = 0,41,42... determinard a relagao de quantizagao entre as cargas elétrica e
magnética.

Em geral, existem grupos de homotopia do tipo 7, (S™) que estao associados & formagao de
diferentes defeitos topolégicos [43] e ao mapeamento entre hiperesferas f : S™ — S™. Quando
n > m, o grupo de homotopia é denominado trivial, pois m,, (S™) = 0, indicando que existe ao
menos um ponto em S™ que nao é mapeado em nenhum ponto de S™.

O winding number nao muda perante pequenas deformacoes nos campos em configuracoes
para as quais a energia ¢ finita. Para tais deformagoes , o mapeamento f : S, — SI% . per-
manece na mesma classe de homotopia. Assim, o winding number é um nimero topoldgico que
caracteriza diferentes configuracoes de campo com mesmo valor de energia finita. Dizemos que

a cada valor desse ntiimero estd associado um setor topoldgico diferente. Os sélitons topolégicos

com energia minima sdo dados no setor n = 1 [38, 40].
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Capitulo 3

Monopolo Magnético Abeliano

3.1 Eletrodinamica de Maxwell

O fisico e matemaético escocés James Clerk Maxwell (1831-1879) é conhecido, dentre ou-
tras contribuigoes, por ter dado uma descrigao completa do Eletromagnetismo Cléssico. J. C.
Maxwell reuniu, conforme a seguir, todas as equagoes que envolvem o divergente e o rotacional
dos campos elétrico e magnético, caracterizando inteiramente esses campos vetoriais de acordo

com teorema de Helmholtz [45, 46]. Essas equagoes sao:

V-E = p, (3.1a)
V-B = 0, (3.1b)
. . OB .
E4+— =0 3.1
. . OE .
B—— = J. 3.1d
V X 5 (3.1d)

A expressao (3.1a) é a lei de Gauss; a (3.1b) ndo tem um nome especifico e implica na
inexisténcia de monopolos magnéticos; a equacao (3.1c) é a lei de indugao de Faraday e a
(3.1d) é a lei de Ampere com a correcao Maxwell. Essas equacoes®, juntamente com condigoes

de contorno adequadas e com a lei de forca de Lorentz,

—

F=q (E+U>< é) (3.2)

LComo é usual, E, B, p, e J. representam os campos elétrico e magnético e as densidades elétricas de carga

e corrente, respectivamente. F' indica forca e ¥ é a velocidade da carga g.

26



constituem a base da Eletrodinamica Cléssica.

3.2 Simetria entre Cargas Elétrica e Magnética

As equacgoes de Maxwell apresentadas na se¢ao anterior exibem uma interessante simetria
entre as cargas elétrica e magnética. Em particular, se as considerarmos no véacuo, onde as

densidades p, e J. se anulam, obtemos:

V-E = 0, (3.3a)
V-B = 0, (3.3b)

. - OB .
E+— =10 3.3

. - OFE .
B-— =0 3.3d
V x o (3.3d)

Note que se fizermos a transformacao de dualidade E—-BeB—E , as equacgoes acima

permanecem invariantes:

V-B = 0, (3.4a)
V-E = 0, (3.4b)
. . QE _
B—-= = 4
V x T 0, (3.4c)
= - B o
VXE+%—t = 0 (3.4d)

No entanto, tal simetria é perdida quando consideramos as fontes p, e J. nao nulas, em
virtude das leis de Gauss e de Ampere. Assim, parece que alguma quantidade esta “faltando”.
Nao é dificil perceber que podemos recuperar essa simetria se introduzirmos as densidades de

carga e de corrente magnéticas nas equacoes de Maxwell, como segue:

V-E = p, (3.5a)
V-B = p,, (3.5b)
. . OB .

E+— = —J,, 3.5
V xE+ T (3.5¢)
. . OFE .

B—-—— = . .5d
V X 5 Je (3.5d)
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Agora, fazendo E — — B (equivalente a p, — —p,, e J, — —J, ) e B — E (que corresponde

a P, = pPe € Jym — Je), encontramos:

V-B = p,, (3.6a)
V-E = p, (3.6b)
. . OF .
B-=— = I, 3.6
V x ey (3.6¢)
. - OB .

Ou seja, tal como acontece na auséncia de fontes — espaco livre —, a simetria é mantida.
Outro ponto importante a notar é que a introducao da carga magnética na teoria continua
satisfazendo equagoes de continuidade. Para ver isso, basta aplicar o divergente nas expressoes

(3.5¢) e (3.5d) para obter, respectivamente:

= 7 ape
VoJo= - (3.7)
= T apm
Vidm = -2 (3.8)

3.3 Formulacao Covariante

A formulacao covariante é dada pela definicao do field strength, W,,, em termos do 4-

potencial eletromagnético A, [38, 39]:
Wy = 0,A, —0,A,, (3.9)
com 0s campos elétricos e magnéticos expressos por:

E; = Wi, (3.10)

1
Bi = §€ijijk, (3.11)

respectivamente.

A agao que descreve o campo eletromagnético é

1
S=— /d% (W W+ A, JH) (3.12)

28



da qual obtemos as equagoes de movimento com fontes, (3.1a) e (3.1d), na forma covariante:
oWH = J7, (3.13)

sendo J# = (—p,, J.) a 4-corrente elétrica.

Segue imediatamente que a equacao de continuidade (3.7) é satisfeita:

S = 0. (3.14)
Além disso, as equagoes no espago livre (3.3a) e (3.3d) sdo obtidas fazendo J” = 0 em (3.13),
9,WH = 0. (3.15)

As equagoes homogéneas (3.1b) e (3.1c) sao determinadas a partir da identidade de Bianchi:

"0, Wap = 0. (3.16)

A transformacao de dualidade poder ser dada se definirmos o field strength dual [39]:
1

*W;w = ég,uuaﬁwaﬁy (317)
que é equivalente a:
0O E E E 0 -B, -B, —B.
s _ | “E- 0 B B - B, 0 -E. &, 1
= % v = . .
_ Ey Bz 0 _ B:c dualidade " By Ez 0 _ Ex
~BE. -B, B, 0 B. -E, E, 0

De (3.16) e (3.17), podemos prontamente encontrar a identidade de Bianchi para o field
strength dual:
0, (CWH) = 0. (3.19)

Dirac, no seu trabalho seminal [1], descreve a quantizagao da carga elétrica introduzindo a
conceito de monopolo magnético e estendendo essa ideia para o contexto quantico. Assim, as
equagoes de campo (3.13) e (3.19), invariantes perante a transformagao de dualidade (3.17),

seriam escritas como:

QWM = J”, (3.20)
9, (WY = J, (3.21)
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se J! — JI e J) — — JY. Ha também uma equacao de continuidade para 4-corrente magnética

JY = (p,,, —Jm) aplique a 4-divergéncia em (3.21):

0, J" =0, (3.22)

m

que reproduz uma condicao semelhante a (3.14).
Desse forma, as equacoes de Maxwell permitiriam perfeitamente a existéncia do monopolo
magnético, se exibissem explicitamente a invariancia perante a transformacao de dualidade.

Infelizmente até hoje ele nunca foi encontrado.

3.4 Monopolo Magnético de Dirac

Motivado pela hipotética da simetria existente entre as cargas elétrica e magnética apre-
sentada pelas equagoes de Maxwell, o primeiro pesquisador a propor uma ousada descri¢ao dos
monopolos magnéticos foi P. A. M. Dirac em 1931 [1]. Para entender melhor esse assunto,
considere uma carga elétrica ¢. na origem de um sistema de coordenadas cartesiano. Seja 7 um

vetor que vai da carga a um ponto P de observagao qualquer — veja a figura 3.1.

V4 0 F

\\ P
e
|
|
Qe i

o~
X R

~—_ — \J

Figura 3.1: Sistema de coordenadas cartesianas; os angulos esféricos foram desenhados porque

serao considerados a seguir.

Sabemos que o campo elétrico gerado pela carga ¢. no ponto de observacao sera dado por:

E=2" (3.23)

A3’

em que temos adotado a constante eletrostatica igual a unidade, por simplicidade e r = |r].
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Analogamente, considerando uma carga magnética g,,, esperariamos por simetria que o

campo magnético fosse escrito como:

B= Zﬂ; :3 . (3.24)
E exigimos ainda que B seja dado em termos do potencial vetor A:
B=VxA. (3.25)
Se aplicarmos a divergéncia as expressoes (3.24) e (3.25), obtemos respectivamente:
VB =g¢.d(7) , (3.26)
V-B=0. (3.27)

A equagao (3.27) é uma das Leis de Maxwell, enquanto a (3.26) gera uma contradigao.
Contudo, devido a simetria esférica do campo magnético, é possivel introduzir um potencial

vetor escrito da seguinte forma:

A=7F(0) (Vo). (3.28)
Ao fazer a escolha f (0) = —9=(1 4 cos ), obtemos o potencial vetor de Dirac [1],
J m X Z _m1 X Z :_q_ml sin 0 gAb, (3.29)

drr—(F-2)  4drr(1—cosf) 47 r (1 — cosf)

=13y

assumindo 7 = £ e Z um vetor normal apontando na direcao positiva do eixo-z .
Note que a partir do potencial de Dirac (3.29), podemos encontrar B expresso em (3.24)

por meio da equagcao (3.25), como segue :

B=VxA= (3.30)

A3

Todavia, para o calculo da expressao (3.30), devemos ter cuidado, uma vez que o potencial vetor
(3.29) é singular em 6 = 0, embora seja regular em 6 = w. Assim, em virtude da singularidade
de A ao logo do semieixo-z positivo, nao é possivel computar o campo magnético correto nessa
regiao. Mas, se usarmos um processo de regularizacao [47, 48], conseguimos obter B da seguinte

maneira;:
= Qm T

B = 47‘(’ 7'3 _me (Z)é(x)é(y)'% ’ (331>
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com f(z) =0sez<0e f(z) =1sez > 0. Dessa forma, o campo magnético de Dirac pode
ser interpretado como aquele gerado por um carga magnética mais uma contribuicao singular

ao logo do semieixo-z positivo, segundo mostra a figura abaixo:

—_
3

Figura 3.2: As linhas radiais correspondem ao primeiro termo do campo magnético [equacao
(3.31)]; ao passo que as linhas de campo na diregao negativa do eixo-z referem-se ao termo

extra que decorre da singularidade fora da origem. Figura adaptada da referéncia [48].

Podemos calcular o fluxo magnético total ® através da superficie fechada acima e obter:

o - %g.dg
S
_ Gm [T-dS j{ s d
= T p T@)I) (2 45)
= 4m — qm
= 0. (3.32)

A introducao da contribuicao da linha de singularidade para o campo magnético corrige o
paradoxo existente entre as expressoes (3.26) e (3.27).
Outro ponto interessante a ser destacado é que a equagao (3.29) para o potencial vetor pode

ser dada como uma transformacao de calibre, com o operador da transformagao definido por
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U = exp(—iqeqm®). Veja a seguir:

1 0) i
%qiszlwl . (3.33)

A=F(0)(Ve) == (1+cost) (Vo) = -
Essa representacao ¢ um gauge singular puro, a menos de um fator angular multiplicativo.
Considere agora uma transformagao de calibre com Us; = exp(—%qeqm) :
A =A+Vr=A+ UV, , (3.34)

em que foi considerado \ = %qmgb . Escrevendo A de acordo com (3.29), essa transformagao

é equivalente a:
> Qm T XZ > QT XZ
47t (1 — cos ) 47r (1 + cos )

Portanto, a transformacao de gauge é interpretada como uma mudancga na dire¢ao da linha de

(3.35)

singularidade. No caso da transformacao Us, a linha singular foi mudada de # = 0 para 6 = =

— ou equivalentemente z — —2Z.

3.5 Quantizacao da Carga Elétrica na Teoria de Dirac

Mesmo com o problema da singularidade apresentada pelo potencial vetor, uma consequéncia
que surge da existéncia do monopolo de Dirac é a quantizacao da carga elétrica. Para verificar

isso, vamos considerar a funcao de onda de uma particula livre com carga elétrica q.:

W = (1), (3.36)

Sabemos da Mecanica Quantica [49] que a interagao entre tal particula e um campo magnético

B =V x A é descrita pelo acoplamento minimo:
Dy = (v — z'qeff) . (3.37)
Assumimos a transformacao de calibre mostrada em (3.35) que conecta A" e A como:
A= A4+ V), (3.38)

em que a funcao escalar da transformacao é A = %qmqb. Isso corresponde a introducao de uma

fase na fungao de onda (3.35), como segue:

Y = exp (—ige\) Y = exp (—iqeqm%> 1. (3.39)
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Consideramos agora que o angulo azimutal ¢ varie de ¢ = 0 a ¢ = 27w. Assim, funcao de

onda ¢ resultars em:
/ , 1
¢ = exp _ZQeQmQ_ (Qb + 27T) ¢
™
- e |
= exXp _ZQeQm% exXp (_ZQeQm) ¢ (340)

Para que 9 seja definida univocamente, devemos exigir que:
exp (—igegm) = 1,
de onde somos conduzidos a condi¢ao de quantizacao de Dirac [1] para a carga elétrica.
GeGm = 270, M € Z. (3.41)

A especulagao mais interessante dessa teoria € o fato de que a existéncia de qualquer carga

magnética isolada g, seria o suficiente para explicar a quantizagao da carga elétrica.
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Capitulo 4

Monopolo Magnético de ’t
Hooft-Polyakov e Dyon de Julia-Zee

4.1 Modelo de Wu-Yang

Como vimos na secao 3.4, o potencial vetor proposto por Dirac apresenta um problema
de irregularidade. Porém, isso poder ser resolvido com o modelo de Wu-Yang [2], no qual se
considera a eletrodinamica abeliana como parte de uma teoria unificada onde o grupo abeliano
U(1) é inserido em um grupo nao abeliano SU(2). Essa inser¢ao poder ser vista da seguinte
forma: uma vez que na teoria nao abeliana o campo de Yang-Mills' A; se transforma como [38]
(veja também o apéndice B):

Al =wAw™ + Ew@-w_l, (4.1)
e

sendo w € SU(2) e “e”, a constante de acoplamento do campo de Yang-Mills com o campo
de Higgs, A; pertence a algebra do grupo SU(2). Assim, podemos escrever A; na base dos

geradores de SU(2), os quais sao as matrizes de Pauli?:

A; = Ao, sendo a,i =1,2,3. (4.2)

Na literatura, é preferivel chamar A,, de campo de Yang-Mills em vez de campo de gauge, quando tratamos

do grupo de simetria de calibre SU(2) ou SO(3).
20 indice “i”é referente as componetes espaciais — do espaco-tempo —, enquanto o “a”, ao espaco interno dos

campos.
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Com isso, propde-se entdo que o potencial vetor abeliano de Dirac — (A4;)p;... — esteja
associado ao subgrupo de Cartan de SU(2) por meio da relagao:
Ai = (Ai) pirac T35 (4.3)
m i 9
em que (A;)pioe = _h—(lilgose) i3

Comparando (4.2) com (4.3), as componentes A? do potencial vetor nao abeliano A; podem,

portanto, ser identificadas como:

Aj = A2 =0, (4.4)
A? = (Al)DiTac = 07 (45)
Ag = (Az)Dirac =0e (46)
in
A3 (A ‘ _ am Sin ' 4.
3 ( 3)Dzra,c 4rr (1 — COS 0) ( 7)

Note que A3 estd de acordo com (3.29), mantendo a ainda singularidade em 6 = 0. En-
tretanto, se considerarmos o seguinte elemento do grupo SU(2), correspondente a rotagoes

sucessivas [33] em torno do terceiro eixo do espago interno:

W = €73 ei02 I3 (4.8)
a transformagao de gauge (4.1) conduz (4.3) a [42, 50]:
Al = AFot | (4.9)

X ’ , . .. ~ , .
de modo que AF o £, .1 ¢ 0 simbolo de Levi-Civita e os ;s sdo as componentes esféricas
1 JIR 29 =] J

usuais, as quais satisfazem z ;27 = r2,

O potencial vetor singular de Dirac, dado na expressao (4.3), desaparece porque o termo

Lwdw™! na transformagao (4.1) tem o sinal contrdrio, a saber:
4 1 sinf At
Cww T = S0y = —— (A)) pirac 03 = 4.10
ew “ er (1 — COS Q) 393 e ( )Dzmc 03 ( )
e eqm Dirac

se a condigao de quantizagao de Dirac (3.41) com n = 2 e ¢. = e for satisfeita, ou seja, eq,, = 4.
Assim (4.11), torna-se:
Lwdw ™+ (A, o5 = 0. (4.12)
e

Dirac
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Isso mostra que o termo éw@iw_l da transformagao de calibre (4.1) apresenta a mesma
natureza singular que o potencial de Dirac.
O potencial (4.9) proposto por Wu e Yang também apresenta solugao tipo-monopolo, pois

com a definicao do field strength nao abeliano — consulte o apéndice® B —
Wi, = 0, A% — 0,A% — e A AS (4.13)

o analogo ao campo magnético abeliano:

1
B = sk s (4.14)
comporta-se como:
0 Tilq 1

A teoria de Wu e Yang, contudo, resulta em um problema com a definicao da carga
magnética, porque se consideramos a integral de superficie S de B{*, quando essa se estende ao

infinito, obtemos um resultado nulo, ou seja:

/ dS; B = 0, (4.16)
S5—00

implicando em ¢,, = 0. Além disso, a singularidade na origem do potencial nao abeliano gera
uma dificuldade na definicao da energia. O problema da carga magnética poder ser resolvido
se o field strength nao abeliano for projetado em uma dire¢ao privilegiada. Como veremos, o

acoplamento do campo de Yang-Mills com o campo de Higgs solucionara tais empecilhos.

4.2 Modelo de George-Glashow

A descricao moderna da teoria do monopolo magnético foi dada de forma independente por
't Hooft e Polyakov [3, 4] em meados dos anos 70. Eles descobriram a existéncia de solugdes tipo-
monopolos no modelo SO (3) de George-Glashow [5], em um processo de quebra espontanea

de simetria pelo mecanismo de Higgs (veja o apéndice B), onde um campo de Yang-Mills A,, é

30 sinal negativo no terceiro termo —esad’AZAg é uma convengao no modelo SU(2), que decorre da relagéo
comutacao das matrizes de Pauli. Na proxima secao, assumiremos outra convegao, —l—ee‘waZA,ﬁ, no modelo

SO(3) em virtude da relagao de comutagao dos seus geradores.

37



acoplado a um tripleto de campos escalares reais de Higgs ¢ = ((bl, ®?, ¢3) que se transforma
na representagao adjunta — wew ™!, w € SO (3).

A densidade lagrangiana desse modelo é dada por:
1 a v\a 1 a a a | a
L= = =W, (W) + 5 (D) (D) = V (676", (117

em que a = 1,2,3 é um indice associado ao espaco interno dos campos — definidos na algebra

de SO (3) —, u,v =0,1,2,3 sao indices relacionados ao espago-tempo de Minkowski e:

We, = 9,A% — 9,A% + es™ AL AC, (4.18)
(Dy)" = 0,6" + e A}", (4.19)

A
V(9°9") =V (I8]) = 5 (Ief* = )" (4.20)

com “e”sendo a constante de acoplamento entre os campos de Yang-Mills e Higgs e associada
as cargas elétrica e magnética.
Os campos elétricos e magnéticos nao abelianos sao determinados de forma andloga aos

abelianos, respectivamente:

B o~ we (4.21)
1
B = §5ijkw/quc (ou Wi = €iju B).- (4.22)

As equagoes de movimento nao homogéneas sao:

(D, WHN* = e (J), (4.23)
Dy (D"¢)" = =X (lo]* —v?) ¢, (4.24)
(D WH)" = 0, (WH)" + ec™ AL (WH), (4.25)
dadas as definigoes:
(79" = (D) ¢, (4.26)
Dy (D'6)" = 9, (D'6)" + ee™ AL (DVo)° (4.27)

e considerando (J*)* como a a — ésima componente da densidade de corrente J°.
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Ja as equacoes de movimento homogéneas para campo de Yang-Mills decorrem da identidade

de Bianchi, similarmente ao caso abeliano [veja a equacao (3.16)]:
e (DaW,,)* = 0. (4.28)
O tensor energia-momento é expresso como:
T = =g " WiaWis + (Dud)* (D))" = Loy, (4.29)

o qual satisfaz a lei de conservagao:

"7, = 0. (4.30)
Computamos o funcional da energia na maneira usual:

E= / dPxTy = / d*w [—g* W5, Wi + (Do) (Dodp)” — L]

2
+ EE® + BB + 2V). (4.31)

— 5 [ =20 W W+ (Do) (Do) + (D) (Dio)”

O vacuo da teoria é obtido no regime estacionario e nos calibres puro e temporal:

w0 = (Do®)" = Ef = B = 0. (4.32)
Assim, a energia torna-se:
1
B= / &2 [(Dio)* (D) + 2V] . (4.33)

Além disso, para configuragoes de energia minima e finita, devemos exigir que os campos de

Higgs sejam homogéneos no infinito:

(D))" = 0. (4.34)

Portanto, encontrar configuragoes estaveis significa determinar os minimos do potencial, os

quais formam um esfera de vacuo de raio v :
of* = 0? (4.35)

No apéndice B, o mecanismo Higgs com de quebra de simetria de SO (3) para SO (2)

apresenta o surgimento de dois bdsons vetoriais massivos, os quais absorvem os dois campos
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escalares ¢' e ¢®. Porque escolhemos uma estrutura de vécuo como em (B.63) por razoes

3 aniquilando o

didaticas, o subgrupo nao quebrado restante SO (2) apresenta o gerador T
vacuo. Ele é o gerador da carga elétrica dos bésons vetoriais massivos — veja a equagao (B.87)
—. Porém, para um escolha arbitraria de vacuo do campo de Higgs, o gerador nao quebrado
de rotacoes em uma direcao genérica no espaco interno pode ser dado como uma combinacao

inear dos geradores T T e T (&4 0S quais representam rotacoes em torno do seus
1 d d Lr2 e 73 de SO (3), t tac t d

respectivos eixos ¢', ¢ e ¢° [51]:

T3 — R= qAbaT“, em que &a = & (4.36)
para uma diregao qualquer v
Olhemos para a derivada covariante:
Dy =04 (A0 a0 aber = Ou + eANTY; (4.37)
comparando com aquela do caso abeliano:
Dy = 0y + Q (A) gy » (4.38)

sendo () operador carga elétrica, podemos definir (A,)_, , como a uma decomposi¢ao no espago

interno do campo de Higgs, a saber:
(AL) e = A (4.39)

com Q dado por:
Q= eéﬁbTb —eR (4.40)

O um fato interessante é que as componentes A}, do campo nao abeliano (A,) , na base

nao abe
dos geradores de SO (3) sao as mesmas componentes do campo abeliano (A,),,.; na base das

coordenadas normalizadas éa do tripleto de Higgs.

4.3 Consideracoes Topoldgicas

Ao contrario do modelo de Wu-Yang, a descricao de George-Glashow admite solucoes
estaticas tipo-solitons, possuindo energia finita, cujo comportamento assintético é tipico de

um monopolo magnético. A configuracao de energia minima e finita introduz uma esfera de
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’ . 2 . . .
vdcuo S?, .. para a teoria — || = v? —, determinando um manifold no espaco interno. Essa

configuragao ¢ atingida no limite assintético, quando r — o0; ou equivalentemente, quando

fazemos a esfera S?, 2 + y* + 2% = r?, no espago fisico crescer para infinito 52

T—00 "
fold S? AN

r—00 r—00 vacuo

O mani-

entao é mapeado ao S? — estabelecendo assim uma classe de

vdcuo

homotopia [42]. O grupo de homotopia associado, isomorfo ao conjunto dos niimeros inteiro é:
Ty (5%) 2 n=0,+1,42... (4.41)

Como visto na segao 2.3.3, o parametro n refere-se ao nimero de vezes que a esfera S? .,

envolve S? As solugoes com energia finita estao associadas a diferentes classes de homotopia

vacuo*
de acordo com o comportamento assintético dos campos ¢“. Por exemplo, se o comportamento
assintotico de ¢ for independente das coordenadas do espaco fisico, suponhamos igual ao valor

de vécuo (B.63) do apéndice B:

0
limp=0¢,=1 0 |, (4.42)
r—r00
v
entdo o mapeamento S?,  — S%, . é equivalente ao mapeamento de S?,_ ao ponto (0,0, v).

Nesse caso, o grupo de homotopia correspondente é o trivial:
T (S%) 2 n =0, (4.43)

ois n conta o numero de vezes que o manifold S? rodeia o ponto (0,0, v). Estamos assim
) b

7—00

diante do setor topoldgico trivial n = 0.
Outra possivel escolha é considerar o comportamento assintético simetricamente esférico [4]:

lim ¢° — 22 (4.44)
T

=00

em que 7,2% = r? e os £%’s sdo as componentes esféricas usuais. Dessa forma, o mapeamento

entre os manifolds S*,__ — S?

<o ieno 120 Mmantém mais uma correspondeéncia trivial. Agora o

grupo de homotopia nao trivial satisfaz a seguinte relagao isomorfica:

T (S%) 2 n=+1,42, ... (4.45)
indicando o nimero de vezes que a esfera S* , _ circula S%,,, . Consideramos (+) para o sentido

horario e (—), anti-horédrio, por convencao. Solugdes tipo-monopolos com energia minima sao

41



dadas no setor topoldgico n = +1 e anti-monopolos, n = —1 [40]. Trataremos aqui apenas do
primeiro caso, pois o segundo é descrito trival e analogamente.

As solugoes pertencentes a diferentes setores topolégicos, ou similarmente, a diferentes clas-
ses de homotopia nao podem ser deformadas continuamente uma a outra [3]. Isso acontece por-
que se tentarmos conectar as duas estruturas de vécuo (4.42) e (4.44) por uma transformagao de

calibre, esta apresentard singularidade® no polo (0,0, v) da esfera S?

vacuo*

Essa transformacao de
gauge nao pode ser definidas globalmente e, portanto, existe uma barreira infinita separando os
vacuos supracitados. Do ponto de vista energético, entendemos tal barreira da seguinte forma:

configuragoes de minima energia sao determinadas para campos homogéneos, isto é:
(D;p)" = 0; (4.46)
e no gauge temporal, o termo cinético de ¢ é do tipo:
Ky o 000 (4.47)

Assim, a energia F necessdria para sair do estado de vdcuo (4.42) para (4.44) ao longo de S?

vacuo

é proporcional ao volume V' do espago fisico [38]:
ExVEK,=V |0 . (4.48)

No limite que V' — 0o, E — o0; em vista disso, uma barreira infinita de energia separa os dois

setores topologicos.

4.4 Quantizacao da Carga Elétrica no Modelo George-
Glashow

A condigao de homogeneidade dos campos no vacuo (4.34) , juntamente com o comporta-
mento assintético de (4.44), em ordem:

lim (D;¢)* — 0 e lim ¢* oc — (4.49)
T

=00 r—00

4Em geral, transformacdes ou mapeamento envolvendo simetria esférica exibem singularidades nos polos. A
exemplo, temos a transformagao (4.1) que tem a mesma natureza singular do potencial de Dirac. Existe também
o conhecido mapeamento do manifold esférico a um plano, no qual sdo necessdrios no minimo dois mapas para

cobrir toda a esfera [32, 35].
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resultam na seguinte equagao:

lim (D;$)® — 0 = lim (aajkaﬁm@ + ecadl ﬂ) 0. (4.50)
r—00 r—00 r r
De onde decorre que devemos escolher:
lim A7 — — e, Ym (4.51)
lim A7 = —Zejin 5 -

correspondendo ao comportamento assintético de By

lag; 1
lim BY — -2 o~ (4.52)

r—oo e ré r2

Isso é uma caracteristica tipica do campo de uma carga pontual de natureza coulombiana de
acordo a expressao (3.24).

Podemos notar em (4.36) que o gerador R nao quebrado aniquila o vécuo (4.44) do setor
topolégico n = +1, ou seja R € SO(2), o grupo de simetria remanescente. E natural entdo
definir o potencial eletromagnético abeliano como a projecao em uma direcao arbitraria no
espago interno, posto que esse potencial estd associado ao grupo U(1) o qual é isomorfo a SO(2).
O mais interessante é que isso pode ser obtido diretamente das equagoes de estabilidade (4.32)
e homogeneidade (4.34) para os campos de Higgs, analogamente ao comportamento assintético
de (4.51). Dessa forma, o campo de Yang-Mills que satisfaz (D,¢)* = 0 é apresentado como
[51]:

A = éeabcébau&ﬁc + 0", (4.53)

para algum 4-vetor II, constante arbitrdrio, identificado imediatamente como o 4-potencial

abeliano pela condigao (4.39), a saber:
¢ +¢'9, = (4.54)
I, = ¢ AL = (Ay) s - (4.55)
Por conseguinte, a equacao (4.53) torna-se:
a 1 ~b ~c ~a
Al = géabcqb 0, + & (AL) e - (4.56)
Substituindo (4.56) na defini¢ao do field strength (4.18), encontramos:

W, = (W) ¢ ou (4.57)

~a

(Wuu);bel = Wqub? (4.58)
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sendo [42]:

Wr)per = O (Av)gper — O (Ap) s + égabc{ba (a“;bb> <8U(Abc)

1 ~a ~b ~cC
= (W) gt + - Zanc (9:0') (2.6°). (4.59)
Pela transformacao de dualidade (3.17), teremos:
v 1 prof /
(w )abel ~5° (Was) aper =
a ( Wlw)abel = Euvaﬁa (Waﬂ>;bel

1

2

1 1 e
urap = prap

35" On Was)apea + 528" €ateDy [¢ ( “¢> <aﬁ¢ ﬂ (4.60)

Da equacao (3.20), obtemos:

O (W) e = J2; (4.61)

mas as configuragoes de monopolo sao dadas na auséncia de carga elétrica — JY = 0 —, de modo

que:
a.“« (Wﬂy)abel =0. (462)
Com (4.62), a expressao (4.60) fica:
* 1 va ¢
O Wt = 525" 2 [qﬁ ( a(p) ((95¢ )] . (4.63)
Comparando (4.63) com a hip6tese de Dirac (3.21):
a ( I/I/ij)abel = JV (464)
chegamos & definicao da 4-corrente magnética’:
1 ~c
v o~ _pvaf
T = 5" e |8 ( 0.0') (9:6°)]. (4.65)

Note que J! depende somente dos campos de Higgs e satisfaz a equacao de continuidade
(3.22):
oJl = 0. (4.66)

50 fndice m de JY é para indicar que JY, é a 4-corrente magnética. Nao confunda aqui m com fndice do
espaco interno, os quais representamos com indices superiores; nem confunda com indice espacial de Minkowski.

Isso deve ficar claro no contexto.

44



A carga magnética topoldgica é entao obtida como:

Qm = /d?’a:(Jm)O:/d?’x(Jm)o: 216 d*x {eo e ey [qﬁ (acb)(@zafbc)]}

1 ~a N ~cC
= o | da {g ) [¢ (aﬂgb ) (a% )} } (4.67)
e
O célculo dessa integral exige muitos passos algébricos {o leitor interessado pode ver tal

resolugao detalhadamente no limite em que r — oo na referéncia [42]}, resultando em:

4
Qm = gn n € Z. (4.68)

A equagao (4.68) é o andlogo nao abeliano a condigdo de quantizagao de Dirac (3.41).
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Entretanto, é a constante de acoplamento e nao a carga elétrica do monopolo [lembre-se
de que para o calculo de (4.68), assumimos em (4.62) a auséncia da carga elétrica do defeito].
Essa constante estd relacionada ao autovalores do operador Q em (4.40) e, consequentemente,
as cargas elétricas dos bdsons vetoriais massivos. Conforme ja mencionado, n é o Brower degree
e corresponde ao ntiimero de vezes que a esfera 5%, __ envolve S, . Ao passo que na descrigao
Dirac n surge no contexto da Mecanica Quantica, n aparece sendo um parametro topologico
no modelo de George-Glashow, ou seja , um resultado da relacdo de homotopia entre S?

r—00
S2. ... Por isso, a carga magnética @, também é chamada de carga topoldgica. Se os campos
evoluirem suavemente com tempo, o que é permitido pelas equagoes de movimento no regime
nao estacionario, n nao pode mudar, conforme foi dito na secao 2.3.3. Assim, a carga magnética
é topologicamente conservada, refletindo na equagao de continuidade (4.66).
Uma outra discussao importante a ser feita é que no setor topoldgico trivial n = 0, onde

vécuo é dado por (0,0,v), a carga magnética se anula. Nesse caso, as equagoes de Maxwell sao

as usuais na auséncia de carga elétrica:
o, (W) ., =0e0d, ("W)., =0. (4.69)

Entretanto, no setor n = 1, as equagoes de Maxwell sem fonte de carga elétrica tornariam-se:

O (W) gy = 0 € 8y (W™ )y = I, (4.70)

abe.
em que

Cwe = (W), + (termo extra de Higgs).
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Podemos entao imaginar que tudo isso acontece como se a natureza singular da trans-
formacao de calibre (4.8) no polo introduzisse um termo extra, dependente do campo de Higgs,
responsavel por gerar a carga magnética topolégica [51]. Curiosamente, essa natureza singular
é a mesma do potencial vetor de Dirac — veja a equagao (4.12).

Por fim, vale ressaltar que a definicao de (W#,,);bel nao é unica. Qualquer escolha é vélida,
desde que a invariancia de gauge e o comportamento assintético lim, ., (D;¢)" — 0 sejam

mantidos. Segue como exemplo o (W) de t'Hooft [3]:

abel
a 9 1 ~a ~b ~cC
(Wi oper = Wi = =eane |8 (D) (D)) - (4.71)
Mas esse é um caso mais geral de (4.59), onde &)a passa a ser <Aba = % e nao gAba = %a Claramente,

(4.71) tem irregularidade nos zeros dos campos de Higgs. Poder ser interpretado que tais zeros
indicam a localizacao dos monopolos em R? e que o Brower degree n esté associado também ao
nimero de zeros e, obviamente, de monopolos [40]. No caso de um tnico monopolo, o campo

de Higgs tem apenas um zero — na origem —, correspondendo portanto a n = 1.

4.4.1 A Carga Magnética como o Fluxo Magnético

Por causa do comportamento assintético de (4.52) e também em virtude da equacao (4.58),
a carga magnética (), é definida, por outro lado, como a integral de superficie fechada S —
quando esta se estende ao infinito — da projecao do campo magnético ao longo da direcao gAba
[48, 52], ou seja, @, é dada em termos do fluxo:

a1 4
QO = f dS; - B; = % dS; - Big" = — 7{ dS; - Bi¢® = —“n (4.72)
s—00 $—00 s—00 (&

v

Repare que esse resultado é similar a condicao de quantizagao de Dirac (4.68). Especial-

mente, a carga magnética elementar é obtida quandon =1 :

4

Observe a importancia de projetar o campo B{ na direcao do campo de Higgs para a

definigao de @,,. Isso de fato corrige o problema que surgiu em (4.16) no modelo de Wu-Yang,.
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4.5 Os Ansatze de 't Hooft-Polyakov e Julia-Zee

Em virtude da simetria SO (3) original da densidade lagrangiana (4.17) e dos comportamen-
tos assintoticos (4.44) e (4.51) dos campos de Higgs e de Yang-Mills, respectivamente, pode-se
propor uma solucao simplificada das equagoes de movimento dos campos, escolhendo o ansatz

simetricamente esférico de 't Hooft-Polyakov [3, 4, 53]:

*H
¢a _ €T (T) ’ AZa — Eiak% [W (7») F 1] e Ag =0 , (474)

er?
em que o0s T,’s sao as coordenadas esféricas usuais, tal que z,2% = 12, ¢ os parametros H e W

sao funcoes adimensionais de r.

As condigoes de contorno que satisfazem configuragoes de energia finita sdo {veja também

[54]}:

H©O) =0¢ lim 2 7@ = toe, (4.75)
W (0) =+l e lim W(r) =0. (4.76)

O sinal superior (inferior) corresponde ao monopolo (antimonopolo).

Solucoes que suportam tanto carga magnética quanto elétrica sao conhecidas como dyons.
Elas surgem quando o gauge temporal ¢ substituido por um ansatz também simetricamente
esférico. A componente temporal A} pode ser vista como um tripleto de Higgs extra, uma vez
que os ansatze possuem a mesma estrutura. Essa ideia é conhecida como correspondéncia de

Julia-Zee [53]:

x*J (7")

er?

Al = (4.77)

A fungao adimensional J (r) no ansatz de Julia-Zee deve satisfazer as seguintes condigoes de
contorno:

7©0) =0, tim 20 = foer, (4.78)

r—00 T

sendo K uma constante adimensional que, conforme veremos, estd relacionada as cargas elétrica
e magnética, bem como estabelece a relacao de proporcinalidade entre A} e o campo de Higgs

¢”. O sinal superior refere-se ao dyon e o inferior, ao antidyon.
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4.5.1 A Carga Elétrica como o Fluxo Elétrico

Analogamente a definicdo da carga magnética (4.72), a carga elétrica é dada pelo fluxo

[48, 52]:

Q. - 7{ dsz--Ei:jf ds; - E03"
Emdee] S§—00
1

= —f ds; - El¢" = i4—7TK’ =+K'Q,,, (4.79)
oo e
considerando-se K’ como um parametro arbitrario introduzido na teoria [veja a equagao (5.24)].
Uma vez que K’ define a razao entre as cargas elétrica e magnética, o mesmo também estd
vinculado a constante K.
As solugoes BPS das equagdes de movimento (4.23) e (4.24) nos ansatze de 't Hooft-Polyakov
e Julia-Zee, descrevendo monopolos e dyons, respectivamente, serao apresentadas como limites
de um modelo estendido com termos CPT-pares de violacao de Lorentz nos setores de gauge e

de Higgs.
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Capitulo 5

Formalismo BPS

Em 1976, Bolgomol'nyi apresentou um método para encontrar solucoes classicas estaveis
[41], o qual consiste em reescrever o funcional da energia na forma de quadrados perfeitos. Tais
termos entao sao anulados afim de se minimizar a energia, originando equagoes diferenciais de
primeira ordem, que além de serem mais faceis de resolver, satisfazem as equacoes de segunda
ordem de Euler-Lagrange, fornecendo assim as solugoes legitimas do sistema. Um outro fato
interessante nesse procedimento é que, uma vez conhecidas as condigoes de contorno, é possivel
determinar a energia minima sem contudo conhecer as solugoes. Em seu artigo, Bolgomol'nyi
discute a estabilidade das solugoes topolédgicas tipo parede de dominios, linhas de vortices,
monopolos magnéticos e dyons. Coincidentemente, antes da publicacao de Bolgomol'nyi, Prasad
e Sommerfield [53] j& houveram publicado em 1975 a aplicagdo da mesma técnica na obtencao
de solugoes estaveis para o monopolo de 't Hooft-Polyakov e para o dyon de Julia-Zee, no
limite em que a razao entre os quadrados das massas dos campos Higgs e de Yang-Mills de
perturbacao tendem a zero — ou de forma equivalente, quando se faz o potencial nulo —. Esse
método ficou conhecido como formalismo BPS e o limite anteriormente descrito, como limite
de Bolgomol’nyi-Prasad -Sommerfield (BPS), em homenagem aos trés pesquisadores.

Explicaremos brevemente adiante o formalismo BPS para os casos do monopolo e do dyon

no modelo SO(3) de George-Glashow.
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5.1 Formalismo BPS para o Monopolo

Partiremos do modelo SO(3) de George-Glashow (segao 4.2), onde o funcional da energia

no regime estaciondrio, no gauge temporal e no limite BPS ¢ escrito como:

E=3 [ #lBiBr + (Do) (Do), (5.1)

em que (D;$)* é dado em (4.19) e B¢, em (4.22).

Introduzindo o formalismos BPS, podemos reescrever (5.1) na forma:

E= % / &’z (B F (D;9)"]” £ / &’z [Bf (D;¢)*] > Epps = £ / &z (B (Di9)"].  (5.2)

Com o uso da identidade BY (D;¢)* = 0; (B¥¢"), a expressao (5.2) torna-se:

E = %/d?’x [Bf F (D)) + /dgﬂfai (Bi¢") > Epps = i/di”x@- (B/'¢") . (5:3)

O limite inferior Eppg em (5.3), conhecido como energia de Bolgomol’'nyi-Prasad -Sommerfield,

é atingido quando anulamos o termo quadrado, obtendo a equacao de estado BPS:
BY — +(D;$)" ou eiWi, = £2 (D;)" . (5.4)

O dltimo termo no funcional da energia (5.3) poder ser convertido em uma integral de

superficie S pelo teorema da divergéncia, como segue:

Epps = if dS; (B}¢")
S—o00

e identificado como a defini¢ao da carga magnética (4.73). Assim, a energia minima da confi-

guracao ¢ computada na forma:

47
Epps = vQp = U?, (5-5)

levando em conta o setor topologico n = 41, onde temos considerado o sinal superior para o

monopolo e inferior para o antimonopolo.

5.1.1 Equivaléncia entre a Equacao BPS e as Equacoes de Euler-
Lagrange

Mostraremos nesta segdo que, de fato, a equacao BPS (5.4) conduz as equagoes de mo-

vimento de segunda ordem. Para tanto, basta aplicarmos a derivada covariante em (5.4),
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obtendo:
i DiW5, = £2D; (Dig)* =0 (5.6)

em que temos usado a identidade de Bianchi (4.28) — com « = 0—, a qual corresponde, conforme
j& mencionado, as equagoes de movimento homogéneas para o campo de Yang-Mills.
De (5.6), concluimos que:

D; (Dig)" = 0. (5.7)

A expressao acima ¢é a equacdo de movimento para campo de Higgs (4.24) no regime esta-
ciondrio, no gauge temporal e com \ = 0, cujo resultado é esperado no limite de BPS.

Além disso, podemos reescrever a equacao BPS (5.4) como:
i =t (Dig)" (5.8)
da qual, tomando a derivada covariante D; em ambos os membros, encontramos:
D;Wj, = +eiD; (Dig)" = i%ejki [D;, D;] ¢“. (5.9)

Em vista da identidade,

[Dj, D] ¢* = ee®™W}¢*, (5.10)
a expressao (5.9) torna-se:
1
D; W, = Fee™ <§5jkiWﬁ-) ¢° = e=" (Dyo)" ¢, (5.11)

sendo que usamos novamente a equacao BPS (5.4).
Identificamos a quantidade ¢ (D,¢)" ¢° em (5.11) como a densidade de corrente Ji, ou
seja,

Ji = £ (Do)’ ¢°, (5.12)

de onde somos levados a lei de Ampere [extraida de (4.23) com a = k] no regime estaciondrio
e no gauge temporal,

Djok = €Jk, (513)

o que mostra a consisténcia do formalismo BPS.
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5.2 Formalismo BPS para o Dyon

No caso do dyon, o procedimento é similar. Entretanto serd necessario usar um “truque”
trigonométrico, segundo veremos a seguir. O funcional da energia no regime estacionario para

este modelo é:
1
B=3 [ dlBE: + BB + (Do) (D)), (5.14)
de onde, usando a relacao:
E{E} + B{Bf + (Di¢)" (Di¢)" = [E} Fsinv (D;¢)*]" + [B{ F cosy (D;¢)°]’

+2siny (D;¢)" Ef & cosv (D;¢)" B (5.15)

encontramos:

1

B = 5 [ @s{iEr sing (Do) + (B2 % cosy (D))} +
isin*y/d?’x (D;9)* Eficosv/d‘ga: (D;¢)" B

> FEpps = :I:sin’y/d?’x (Di¢)a Ef + COS’Y/d?’?C (D#b)a B (5-16)

A energia minima Eppg em (5.16), chamada de energia de Bolgomol nyi-Prasad -Sommerfield,
¢ alcancada quando anulamos os termos quadrados, determinando as equagcoes de estado BPS:
Bi = Zcosy(Di¢)" ou Wi, = +2cosy (Dig)*, (5.17)

Ef = =siny (D;¢)* ou W§, = £siny (D;¢)*. (5.18)
Analogamente ao caso do monopolo na secao anterior, usamos as identidades:
By (Dz‘éb)a = 0; (Bf(ba) , B} (Di¢)a = 0; (Eflfba) ) (5-19)
que convertem as duas tltimas integrais na energia (5.16) em integrais de superficie, pelo
teorema da divergéncia. Dessa maneira, temos:

EBPS = ﬂ:SiH’y%

S—o00

45, (E26") + cos ]{ 45, (Bo6") . (5.20)

S—o0
Mais uma vez, as integrais superficiais sao identificadas como as definicoes das cargas

elétricas e magnéticas, respectivamente:

Egps = vQ.siny + vQ,, cos 7, (5.21)
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para o setor topoldgico n = +1; o sinal superior corresponde ao dyon e o inferior, ao antidyon.
A partir das equagoes BPS (5.17) e (5.18), podemos determinar o angulo constante . Para

tanto, basta calcularmos as integrais,

j{ dS; (Ef¢®) = vQ.= isinny(I{ dS; [(D;o)" ¢, (5.22)
S—o00 S—o00
]{ 45, (B'¢") = vQum = +cosy 7{ 45, [(Ds)" ¢°] (5.23)
S—o0 S—ro0
e tomarmos a razao entre elas, obtendo:
Qe
tany = . 5.24
"o, (5.24)
Essa relagao permite-nos inferir que:
Qe Qm

(5.25)

siny =

Jara T T an

de onde é possivel reescrever a energia minima de (5.21) como:

EBPS = Uy Qe + Qm (526)

Perceba que pudemos determinar a energia conhecendo somente as condi¢oes de contorno,

sem antes calcular as solugoes, tanto na situagao do monopolo, quanto na do dyon.

5.2.1 Equivaléncia entre as Equacao BPS’s e as Equacoes de Euler-
Lagrange

Como na situagao do monopolo, a equagao BPS (5.17) conduz a equagao de movimento de
segunda ordem do campo de Higgs no limite BPS. Para ver isso, aplicamos a derivada covariante
D; em (5.17), a saber:

i DiW3, = £2cosy (D;D;¢)* = 0, (5.27)
donde decorre:
(DiDip)" =0, (5.28)

segundo esperavamos. Novamente, nesse resultado, temos usado a identidade de Bianchi.
A lei de Ampere estaciondria e, obviamente, na auséncia do gauge temporal [determinada
de (4.23) com a = k|,
— DWWy, + DW= ey, (5.29)
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também é recuperada aqui. Para tal finalidade, representamos a equagao (5.17) como:
e = Fcosyejri (Did)” . (5.30)
e tomamos a derivada covariante D; em (5.30),
a a 1 a
Dj ik =+ cos VEjki (DJDZ¢) = :t§ COS V€ jks [Dj, Dz] QZS

1
= egabc Ccos 7y (ﬂ:§€ijWJZ> ¢c

= (cos®7) e (Do)’ ¢¢ = (cos®7) eJy. (5.31)
Além disso, reescrevemos a equagao BPS (5.18) na forma
— (D;A)" = =siny (Dig)" =
Ay = Fsinvye® (5.32)
Por outro lado, aplicando a derivada covariante Dy em (5.18), encontramos:

DoWE = =siny (DyD;¢)* = +ec™ sinyA} (D;i¢)°
= — (sin®~y) es™ (D;p)’ ¢ =
—DoW§, = (sin®v)eJy, (5.33)

em que usamos a igualdade (5.32).

Somando (5.31) e (5.33), achamos:
—D()W(?k + DjW;»lk = €Jk,

conforme desejavamos.

Por analogia, a equacao BPS (5.18) resulta imediatamente na lei de Gauss:
D,W§. =0, (5.34)

coincidindo com a equagao de movimento (4.23) para o campo de Yang-Mills no regime esta-

cionario e com base nos ansatze de 't Hooft-Polyakov e Julia-Zee.
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Capitulo 6

Aspectos Gerais do MP e do MPE

6.1 O Modelo Padrao

No cendrio da Mecanica newtoniana, a descricao de um sistema fisico é a mesma quaisquer
que sejam os referencias inerciais, os quais estao conectados pela transformacao de Galileu. A
introducao das ideias de isotropia e homogeneidade do espaco estabelece ainda que as Leis de
Newton independem da localizagao do observador no espaco e no tempo — absoluto —, bem como
da orientacao espacial do sistema. Portanto, um sistema fisico — isolado — também é invariante
perante as translagoes e rotagoes espaciais e evolugoes temporais, implicando na conservacao
dos momentos linear e angular e da energia, respectivamente.

Durante muitos anos, a Mecanica Classica foi sendo muito bem estabelecida porque todos o
resultados tedricos estavam em perfeito acordo com a experiéncia. No século XIX, entretanto,
depois da formulacao da Eletrodinamica de Maxwell, verificou-se uma inconsisténcia entre essas
duas teorias, pois o Eletromagnetismo nao é invariante perante a transformacao de Galileu. Tal
problema s6 foi solucionado com a formulagao da Teoria da Relatividade Restrita (TRR) por
Albert Einstein em 1905. No contexto da TRR, referenciais inerciais distintos sao relacionados
pela transformacao de Lorentz [55], a qual além de corresponder a rotagoes em trés dimensdes
e boosts ao longo dos eixos coordenados espago-temporais, deixa a teoria de Maxwell invariante
e recupera a transformacao de Galileu no limite de baixas velocidades. A TRR incorpora a
transformacao de Lorentz como uma simetria fundamental da natureza e, juntamente com a

Mecanica Quantica, constituiram a base para desenvolvimento do Modelo Padrao (MP) [56].
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O MP descreve as particulas elementares e as trés forcas fundamentais da natureza: a forte,
que é estudada dentro da Cromodinamica Quantica (QCD) e é responsével pela interagao entre
os quarks; a fraca, a qual explica a interacao fraca no decaimento de particulas, no ambito da
Teoria Eletrofraca (ET); e a forga eletromagnética, tratada dentro da Eletrodinamica Quantica
(QED) e encarregada de descrever essa interagao em escala microscopica. A forga da gravidade
nao ¢é incluida no MP por problemas de renormalizacao e quantizacao do campo gravitacional.
Tanto a QCD, quanto a ET e a QED sao teorias de calibre e as forcas de interacao que
elas descrevem sao modeladas por bésons mediadores conhecidos como bdsons de calibre. Na
descricao unificada dessas trés forcas fundamentais, o MP tem como grupo de simetria de calibre
o grupo composto SU(3)xSU(2)xU(1) [56-58].

Além da simetria de calibre, o MP exibe também invariancia perante a simetria discreta
CPT [C (inversao da carga), P (inversao espacial), T (reversao temporal)]. Embora ji se
tenha sido observada a violagao das simetrias C, P e T individualmente, bem como a composta
CP [59], nunca foi visto a violagdo da simetria CPT e acredita-se que esta seja uma simetria

fundamental da natureza.

6.2 O Modelo Padrao Estendido

No cenario do MP, a tentativa de incorporar a gravitacao como uma Teoria Quantica de
Campos e, assim, unificar a forca gravitacional as trés outras forgas fundamentais tem sido um
dos maiores anseios dos fisicos tedricos nas tltimas décadas. Entretanto, a principal dificuldade
é a questao da renormalizacao e quantizagdo do campo gravitacional. A particula que seria
mediadora dessa interacao, o grdviton, nunca foi detectada. Isso levou ao desenvolvimento de
algumas teorias, como a Teoria de Cordas [15] por exemplo, na qual os efeitos quanticos da
gravidade surgem em uma faixa de energia da ordem de 10!® GeV, denominada escala de Planck
— logo abaixo desse valor esta a faixa na qual acontece a unificacao das forcas fraca, forte e
eletromagnética: 10' GeV; em seguida, tem-se a escala eletrofraca na ordem dos 100 GeV -.
Essas Teorias Além do Modelo Padrao, como sao conhecidas, almejam também explicar outros
problemas nao bem resolvidos pelo MP [60, 61]. Dentre eles, podemos destacar o desequilibrio

entre matéria e antimatéria [62], que supostamente estd atrelada a violacdo da simetria CP
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[59], o problema da matéria escura [63], a variacao lenta da constante de estrutura fina [64-66],
etc!.

No contexto da Teoria de Cordas, a possibilidade da quebra espontanea da simetria de
Lorentz foi apresentada por S. Samuel e A. Kostelecky no inicio dos anos 90 [15-20]. A partir
da violagao espontanea dessa simetria na escala da energia de Planck, sao originados valores
esperados no vacuo de campos tensoriais, conhecidos como campos de fundo, os quais podem
estar remanescidos em teorias definidas em escalas de energia menores, tal como o MP. Com
base nisso, foi concebido o Modelo Padrao Estendido (MPE), cujos termos de Violacao de
Lorentz (VL) sao inclusos em todo os setores do MP através do acoplamento dos campos de
fundo com os campos do MP [21-23].

Ao nos referimos a VL, é necessario contudo levar em conta a diferenca existente entre as

duas perspectivas das transformacgoes de Lorentz {o leitor poderda encontrar uma abordagem

detalhada na referéncia [67]}:

1. Ponto de vista passivo ou do observador - quando fixamos os pontos do espago-tempo e

as bases de dois referenciais inerciais distintos sao transformadas uma na outra.

2. Ponto de vista ativo ou da particula - ao contrario, quando as bases sao mantidas fixas
e dois pontos do espaco-tempo, localizados com respeito as suas respectivas bases de

referenciais inerciais diferentes, sao transformados um no outro.

Diante dessas consideracoes, é esclarecido que a VL remete-se a transformacao do ponto de
vista ativo, implicando em variagoes na descricao fisica de um sistema quando a sua orientagao
ou o seu movimento muda em relagao ao campo de fundo. Por conseguinte, o efeito resultante de
tal campo é introduzir uma anisotropia no espaco-tempo, haja vista que ele nao se transforma
conforme um tensor genuino de Lorentz. Em contrapartida, ao se considerar transformacoes de
Lorentz passivas, a simetria nao é quebrada.

Vale ressaltar ainda que o MPE preserva estrutura de calibre SU(3)xSU(2)xU(1) do MP,
bem como as propriedades de renormalizacao, hermiticidade e positividade da energia. E além
da VL, a extensao do MP permite também introduzir a violagao da simetria CPT. Um resultado

interessante obtido por O. W. Greenberg [68] estabelece que a quebra da simetria CPT induz

'Um apontamento geral desses problemas ¢ dado na referéncia [60].
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a VL. Todavia, a reciproca nao valida, pois pode existir um sistema que apresente a VL sem
violar a simetria CPT. Os termos de VL adicionados ao MP variantes perante a transformacao

CPT sao comumente chamados de CPT-impar, enquanto que aqueles invariantes, de CPT-par.

6.2.1 O Setores de Gauge (nao birrefrigente) e de Higgs CPT-pares

Da mesma forma que o MP, o MPE ¢ divido em cinco setores, os quais sao: setor de Higgs,
de Gauge, de Yukawa, setor dos quarks e dos léptons. Neste trabalho, investigamos somente o
setores Gauge? [da estrutura de calibre SU(2)] e de Higgs CPT-pares. Antes de introduzir as

contribuicoes da VL, é util apresentar os setores de Gauge e de Higgs, respectivamente:

1
LGauge = —ETr(WWW“”), (6.1)

Lo = (Du9) (D"0) + 42610~ ) (619)°. (62

em que ¢ ¢ um dubleto de campo escalar complexo na representacao fundamental, W, é o field
strength e |1 e X\ sao constantes reais positivas. As contribuigoes aqui consideradas da VL nos

correspondentes setores do MPE sao dadas por:

1
ﬁ%gg;pm = 3 (Kgo)" (Ducb)T (D,¢) + conj. hermitiano, (6.3)
1
)Cgfug;par — _5 (/{w)uvaﬂ Tr (WMVW(X5> , (64)

levando em conta que (kgp)™ € (ko)™ sd0 0s campos tensoriais de fundo violadores da
simetria de Lorentz. Eles sao definidos como sendo adimensionais; o primeiro pode ter parte real
simétrica e imaginaria antisimétrica, enquanto o segundo ¢ real e possui as mesmas simetrias

que o tensor de Riemann, a saber:

(k)" = (10)™ (R 4 (R0)" ™ 4 (k)" =0, (6.5)

além do duplo trago nulo:

(ko)™ =0, (6.6)

2Existem também os setores de Higgs e de gauge CPT-impares, mas eles ndo sao de interesse neste trabalho
porque optamos por investigar apenas os setores CPT-pares. O leitor interessado em uma discussao mais

completa sobre todos os setores pode consultar o artigo original do Kostelecky [22].
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resultando num total de 19 componentes independentes, das quais 10 sao do setor birrefrigente
e as 9 componentes restantes pertencem ao nao birrefrigente. As componentes birrefrigentes
sao assim designadas porque introduzem a birrefrigéncia no modelo, uma propriedade que esta
associada a rotacao do plano de polarizacao da luz em decorréncia de diferentes modos de
polarizacao se propagarem com velocidades de fase distintas.

As propriedades de (k44)"" sdo exigidas para que a contribuigao da VL nao seja trivialmente

)% sdo impostas de

nula por contragao dos indices. J4 as condigbes de simetria para (k.
antemao para excluir termos supérfluos absorvidos em 4-divergéncias, enquanto a condicao de
duplo trago ignora termos que podem ser suprimidos por uma renormalizagao do termo cinético
(6.1).

Nesta pesquisa, optamos por estudar apenas o setor nao birrefrigente, cujas componentes

sdo parametrizadas pelo tensor x**[69]:

(k)" = < (g7 = g7 K 4 g PR — g ). (67)

N | —

O tensor k" é simétrico, tem o traco nulo e possui todas as componentes nao birrefrigentes,
representadas como:

K — (Hw>ul/a

(6.8)

Em decorréncia do isomorfismo existente entre os grupos SU(2) e SO(3), vamos investigar
uma extensao do monopolo de 't Hooft-Polyakov e do dyon de Julia-Zee no modelo SO(3) de
George-Glashow nos setores de Gauge (nao birrefrigente) e de Higgs CPT-pares. Nesse caso,
o dubleto complexo de Higgs na representacao fundamental é substituido por um tripleto real
o= (gbl, P, gz53) na representacao adjunta. Assim, tanto W, como ¢ serao definidos na élgebra

de SO(3) e o setor de Higgs considerado do MP passa a ter a seguinte estrutura:

1 2
Lpiggs = Tr [(Du¢) (D"¢)] + ,u2Tr (¢T¢) - 5)\ [Tf <¢T¢)] )
enquanto a sua contribuicao para a VL:

LG = 1 (g0 T [(D,0) (D19

Higgs

sendo (kgg)"” agora definido com um tensor real e simétrico.
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Capitulo 7

Monopolo Magnético com Violacao da

Simetria de Lorentz

Neste capitulo, vamos averiguar a existéncia de estados BPS [8] do monopolo de 't Hooft-
Polyakov [52, 53] com os termos de violagao da simetria de Lorentz, que preservam a simetria
CPT, nos setores de gauge e de Higgs. Veremos quais os efeitos dos campos de fundo viola-
dores, bem com as condigoes impostas sobre eles para a estabilidade de tais estados. Como ja
discutimos no capitulo anterior, o campo tensorial de fundo da VL. CPT-par no setor de Higgs
é representado por (kse)". Por outro lado, no setor de gauge, o termo CPT-par da VL possui
pvaf

o tensor de fundo (k)

A densidade lagrangiana do modelo é expressa como:

L= W (W) = () W, (W) +
1 1
b3 (D) (D#6)° + 3 (ko)™ (D) (Du0)" —V (67, (7)

em que V' é dado por (4.20).
Em particular, estudamos o setor de gauge nao birrefrigente (6.8), onde, no conhecido
limite de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS), quando A = 0, ou seja, V = 0, a densidade

lagrangiana reduz-se simplesmente a:

1 1
L= = WL, (W) — Sk WE (W )" +
5D (D) + 3 (ao)™ (Dud)" (D) (12
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As equagoes de movimento do campo de Yang-Mills sao dadas por — veja o apéndice C —:
(DLW — k%D, (W, #)"™ 4+ 5 D (W, )™ = —e [(J)" + (ko) J7],  (7.3)

sendo (D, W#*)™ e J definidos em (4.25) e (4.26), respectivamente.

1

E interessante explicitarmos a lei de Gauss no regime estacionéario', encontrada quando

a =0 em (7.3), segundo a seguir:

0; [(1+ koo) (—OAY + e™PAGAY) + koj (AT — QAT 4 ec™ P AT AY) ]
—£K;;0; (—@-Ag” + esmeAgA?) — (14 Koo) ec®m (—0;Af + ec™ ™ AGAY) Af

= =€ [1+ (1go)go] €T MBS — € (1505) =" 6" (D) (7.4

As equagbes homogéneas, conforme ja mencionado em (4.28), provém da identidade de
Bianchi:

e (DgWo5)™ = 0. (7.5)

Além disso, apresentamos também a equacao de movimento do campo de Higgs,
D, (D*¢)™ + (k)" Dy (Dy9)™ =0, (7.6)

onde temos definido D, (D,¢)" = 9, (D,¢)" + ee™* A% (D, ¢)*.

Note que se Ko; 7# 0 ou (Kgg)o; 7 0 em (7.4), entao o gauge temporal Af = 0 nao é vélido. Em
vista disso, o modelo pode admitir somente a existéncia de dyons. Todavia, se considerarmos
Koi = (Kgg)o; = 0, podem haver tanto solugoes tipo-monopolos quanto tipo-dyons.

Quando adotamos as condigoes ko = (Kgg),; = 0, observamos que a lei de Gauss pode
ser trivialmente satisfeita pelo calibre temporal A} = 0 e assim teremos um defeito topolégico
somente com carga magnética.

O funcional de energia dessa configuracao no estado estaciondrio é dado por*:

1 1 1 1
E= /d% {ZWZ‘W& — SHi Wik + 3 (Dig)* (Dig)* — 3 (Kgp)y; (Did)" (ngb)“} - (77

INao tratamos aqui a dinamica dos dyons e dos monopolos. O leitor interessado nesse assunto pode consultar

a referéncia [40]. Por isso, as solugbes consideradas serao independentes do tempo.
2A discussdo detalhada dos resultados pode ser vista na secio C.4 do apéndice C.
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Considerando as relacoes®
1
a __ a a __ a
Wij = —¢€ijwBy, B = — 5%k ks (7.8)
a energia pode ser reescrita como:

b= % / &’z {([1 — tr (k)] 05 + kij) B B§ + [&-j — (%)ij] (Dig)* (ngza)“} . (7.9)

Vemos claramente que a energia sera definida positiva se, e somente se, as matrizes [1 — tr (k;;)] 0,5+
Kij € 0ij — (Kgg); assim forem .
Com a finalidade de implementar o formalismo BPS, primeiramente fazemos as seguintes

definigoes:
B = NyBY, (7.10)
(Dg)* = Rui (Dig)", (7.11)
tal que as matrizes Ny; e Ry; satisfacam as propriedades:
NkiNkj = [1 — tr (lﬂiij)] (5ij -+ Rij, (712)
RiiRi; = 0ij — (Kog)y; » (7.13)
respectivamente. Com isso, a energia fica expressa em uma forma mais simplificada,
1 - . .
B=3 [ & [Bibr+ (Do (Dioy]. (7.14)
Um outro passo na implementagao do formalismo BPS consiste em reorganizar (7.14) na
forma:
3 1 pa » a 2 - ana
E= [ & B s (Do)] + (Do) By f (7.15)
Conforme adiante, mostramos que o termo (Dkgb)aég pode ser escrito em funcao de uma

derivada total:

S 1
BZ(Dk@a = NijkpaP(B?(ba) + §¢6Nijkp5jiquVViCq’ (7-16)

3Diferentemente da defini¢do usual que vinhamos utilizando, introduzimos o sinal negativo em (7.8) para

. sy . o . . « o~ a a .
garantir que a carga magnética seja positiva, em vista das definicoes de W, e (Du9)" e do ansatz. Se assim
nao fosse, o monopolo teria que ser dado de forma nao convencional no setor topolégico n = —1, ao de invés

n = +1.
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O segundo termo em (7.16) serd nulo se, e somente se, a condi¢ao a seguir sobre os coeficientes

de Lorentz for imposta:

NijBip = RipNij = Ddjp, (7.17)
ou seja,
NijRipejig DpWiy = Apig DyWi, = 0, (7.18)
devido a identidade de Bianchi. Desse modo, chegamos ao resultado desejado,

Bi(Dyo)" = Adk(Bi¢"). (7.19)

A relacao (7.17) estabelece que as matrizes de quebra [1 —tr (k)] 65 + iy € 0ij — (Kgo)

sejam inversas uma da outra, isto é:
A25ik = { [1 —tr ("iz’j)] 51']' —+ "fz'j} |:5jk — (K‘M’)jk] , CoIm (720)
1/6
A = {det { 1 — tr (ki;)] 855 + mj} det [@k - mw)jk} } , (7.21)

de maneira que A > 0, pois as matrizes sao definidas positivas.

Em virtude de tais consideragoes, podemos reescrever (7.15) como:
3 1 pa » @72 a a

E = /d 25 [Bkzp (Dm) ] + 9, (AB¢") (7.22)

> + / d*x0y (ABL¢). (7.23)

A fim de minimizar a energia, zeramos o termo quadratico de (7.22) e encontramos a equagao
BPS (5.4) modificada:

Bo =+ (Dkqb) , (7.24)
na qual o sinal superior (inferior) refere-se ao monopolo (antimonopolo), definido no setor
topoldégico n = +1 (—1) — seguiremos essa convengao em todo o capitulo.

Assim, obtemos o limite inferior de (7.22), correspondendo a energia BPS
Epps = =& / >0 (ABL¢). (7.25)
A integral de volume em (7.25) pode ser convertida em uma integral de superficie S, com
esta se estendendo ao infinito:

Epps = & / d*x0, (ABf¢") = + ]{ dS; (AB{¢") (7.26)

S—00
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e expressa em termos da carga magnética topolégica modificada pela violagao,

- 1
Om = +- f dS; (AB2¢")
U JS—eo
4
- AngQm (7.27)

sendo v o valor esperado do campo de Higgs no vacuo. Enfim, a energia BPS minima fica dada

simplesmente por?
Epps = 0Qm. (7.28)

A equagao BPS (7.24) no ansatz (4.74) de 't Hooft-Polyakov é equivalente ao par de equagoes

diferenciais acopladas de primeira ordem:

d (H A(1—W?)

= = f+— 7/ 7.29

dr ( r ) n rz ( )
AW n HW
—_— = — . 7.30
dr :FA r ( )

A constante n > 0 estd relacionada com os coeficientes da quebra de Lorentz no setor de Higgs

por meio de
1 1
n=ctr (65 = (o) = 1- St [(560);] (7.31)
As solugoes das equagoes BPS (7.29) e (7.30) devem satisfazer as condigoes de contorno

semelhantes a (4.75) e (4.76),

H

HO) = 0, 1im 20 _ 4oy, (7.32)
r—soco T

W) = £, lm W) =0, (7.33)

para configuragoes de energia finita e minima.

Os comportamentos assintéticos das solugoes proximo a origem (r — 0) sdo da forma®

H A

? ~ Cog (61))27', (734)
1

W o~ 1—§co(ev)2r2, (7.35)

. - [ tiv . .. .
4Independentemente do sinal, a energia sempre serd positiva definida por causa das condicoes de contorno
Assim, configuracoes de monopolos e antimonopolos possuem a mesma energia, embora diferem por um sinal

nas solugoes.

5No que segue, consideraremos apenas o monopolo; os resultados para o antimonopolo sdo trivialmente

encontrados.
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enquanto para r >> 0,

(7.36)

2
@
c

|
|
I

= sl
3
=

N~ e A (7.37)

E interessante ressaltar que o decaimento exponencial (7.37) ocorre por causa da massa
dos bosons de calibre. Perceba que a massa ev dos bdsons vetoriais [veja a equagao (B.77) do
apéndice B] é modificada pela presenca da VL via o parametro %: ev — Xev. Este regula o
decaimento de W e, obviamente, do campo magnético. Em particular, o campo de Higgs H,
cuja forma assintética também é controlada por %, apresenta o perfil (7.36) porque o béson de
Higgs possui massa nula no limite BPS.

As solugoes de (7.19) e (7.20) sao obtidas analiticamente, a saber:

evr A
H(r) = W Ty (7.38)
W) = 2“9 (7.39)

A sinh(£evr)’
A partir da expressao (7.25), podemos também determinar a densidade de energia & (r) no

ansatz,
£(r)

Em seguida, apresentamos os perfis das fun¢oes H/r, W e £/A. Em todos os graficos,

_AYnd {M} . (7.40)

er? dr r

consideramos e = v = 1 e varios valores de % espelhados acima e abaixo da unidade. Lembrando
que o valor % = 1 (linha preta) é similar ao caso usual, onde nao temos a influéncia da quebra
da simetria de Lorentz.

Todos os perfis referem-se a mesma carga magnética Qm = A (@Qm = 1) e, obviamente, a

mesma energia BPS Fgps = A.
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—— n/A=1.45 1.30 1.15
——070 ——055

1.0 ——

Figura 7.1: Campo de Higgs Hr),

T

Segundo observamos na figura 7.2, a

medida que - se aproxima de zero entre

n
A
<

% < 1, o campo de Yang-

os valores 0
Mills W fica menos localizado em relacao
ao caso usual e decai cada vez mais lenta-
mente quando r — co. De forma reciproca,
quando % > 1 e cresce continuamente, W
vai ficando menos distribuido e tendendo
a zero muito mais rapido. Da mesma ma-
neira que acontece com o campo de Higgs,

a separacao entre duas curvas consecutivas

torna-se menor com o aumento de %.

A figura 7.1 mostra que todas as curvas
H/r convergem para 1 no infinito. O tnico
efeito do parametro %, ao passo que varia,
¢é determinar quao rapidamente o campo de
Higgs tende ao seu unico valor de vécuo,
em referéncia a situacao padrdao. Assim,
vemos que para valores de £ > 1, as linhas
ficam cada vez mais estreitas conforme %
incrementa. Em contrapartida, para valo-
res 0 < X < 1, os perfis vao se tornando
mais largos com a diminuigao de %. Veja
ainda que o espacamento entre duas linhas

n

adjacentes vai ficando menor, se X aumen-

tar gradativamente.

15

—— n/A=1.45 1.30 1.15
— —0.70

1.0 ——0.85

— —0.55
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Figura 7.2: Campo de Yang-Mills W(r).



Figura 7.3: Densidade de energia BPS £(r).
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Um comportamento similar ocorre com
a densidade de energia (figura 7.3), a qual
se torna menos (mais) localizada & pro-
porgao que & decresce (cresce). Repare
que embora { modifique o comportamento
assintético das solugoes usuais (§ = 1), so-
mente A altera o valor da carga magnética
e da energia. Portando, isso implica em
todas as curvas corresponderem a mesma

energia Egps = A e, obviamente, & mesma

massa do monopolo.



Capitulo 8

Dyon com Violacao da Simetria de

Lorentz

Investigaremos neste capitulo a formacao de estados BPS do dyon de Julia-Zee, com a adigao
dos termos CPT-pares da VL nos setores de gauge nao birrefrigente e de Higgs, bem como as
restricoes necessarias sobre os campos de fundo para existéncia desse defeito. A energia da

configuracao no regime estaciondrio é dada por':

1 a a 1 a a 1 a a 1 a a
L = /d?’l‘ {5 (1 + o) WoiWoi — 56 Wig Wi + 7 Wi Wi — Srig Wi Wi
1 a a 1 a a
3 [+ (ioedn] (D) (Du)” + 5[5 = (heal ] (D0 (Do} (8.0
Com as defini¢oes?
1
E;-l = —Wé‘; y B;l = _égijk ;lk,, (82)

a energia toma a seguinte forma:

1 1
E = /d3x {5 [(1 + Iio()) (52']' - "fij] EZaE]a + 5{[1 —tr (Fdij)] 52‘j + Iiij}B?B;

1

+% [1+ (Kos)o0] (Do)" (Dod)" + 5 [&-j - (nqs(,,)ij] (D))" (qus)“} . (8.3)

LA explicacdo mais minuciosa de nossos resultados é dada na secio C.5 do apéndice C.
2Mais uma vez enfatizamos que introduzimos o sinal negativo em (8.2) para garantir que as carga elétrica e

magnéticas sejam positivas, em vista das defini¢oes de W, e (D,¢)* e do ansatz. Se o contrario fosse, o dyon

teria que ser dado de maneira nao convencional no setor topolégico n = —1, ao de invés n = +1.
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A positividade da energia é garantida se as matrizes (1 + ko) 0;5 — Kij, [1 — tr (Kij)] 0ij + Kij
e 0;; — (Kgp),; forem definidas positivas e 1+ (Kgg)o, > 0.

Usando as defini¢oes

MkiMkj = (1 + Hoo) 51']' — /fij = [1 + tr (/‘im‘)] 5@']’ — /ﬁ?ij, (84)
RiiRyj = 03 — (Koo )y » (8.5)
NkiNkj = [1 —tr (liij)] 5ij + liij, (86)

a energia pode ser escrita como:

1 1
E = / d3x{§MkiMkjEfE§.‘ + 5NNy B By

% [1+ (Ko6)o) (Dod)* (Dod)” + %RMRM (Dig)" (Dﬂp)“} . (87

Sob as condigoes ko = 0 € (kgg),; = 0, é possivel estabelecer solugoes para a componente

temporal do campo de Yang-Mills na forma:
At o™, (8.8)

analogamente ao caso usual posposto por Bogolmol'nyi [8].

A escolha (8.8) estabelece ainda, na situagao independente do tempo, que:
(Dogp)* = 0. (8.9)
Essas condigoes, uma vez levadas a lei de Gauss (7.4), conduzem a:
My My;D;D; Ay = 0
My My; Di (D)™ = 0. (8.10)
Por outro lado, se olharmos para a equacao de movimento do campo de Higgs (7.6) no
regime estacionario, temos:
Ry Ry D; (D)™ = 0. (8.11)
Necessariamente, as equagoes (8.10) e (8.11) devem ser iguais, pois o campo de Higgs deve

satisfazer uma unica equacao de movimento. A partir dessa observacao, é preciso fazer a

seguinte imposi¢ao sobre os campos de fundo:

MkiMkj X szRk]:

MMy, = A’RyRy;, My = ARy, (8.12)
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em que o parametro A é dado por

A . 3 —|— 2tl" (/{ij)
3—tr ('{975975)@'7

considerando-se A > 0, para preservar a positividade da energia.

Juntamente com os resultados (8.9) e (8.12), podemos reescrever a energia (8.7) como:
1 3 a rha ana a a

e tendo em conta as defini¢oes

EY = MyEg, (8.14)
Bf = NuBj, (8.15)
<Di¢> = Ry (Dro), (8.16)

a expressao (8.13) fica dada em uma forma mais compacta e conveniente,

~~

- / P [BeBr + BeBe + (Do) (Do) 8.17)

Implementando o formalismo BPS em (8.17), encontramos:

1 ~ - a72 - - a12
E = §/d3${[E§‘$sin7(Di¢) ] + |:Bia:FCOS’}/ (Digb) } }
:I:sinv/dsx [EZ‘I <l~)l¢> } + cosv/d?’x [Ef ([?lqb) ] (8.18)
> :I:sin’y/d:":c [Ef <Dl¢>a} + cos*y/dgsc [Bl“ (ﬁlcﬁ) a] . (8.19)
O sinal superior refere-se ao dyon e o inferior, ao antidyon. Alids, seguiremos essa convengao
em todo o capitulo.
Com intuito de minimizar a energia, zeramos os dois primeiros termos em (8.18), obtendo
as equacoes BPS modificadas:
E’Z“ = Zsinvy (Diqﬁ)a,

B! = :i:cosv(f)@)

(8.20)
. (8.21)
Dessa forma, ao passo que o limite inferior (8.19) é atingido, determinamos a energia BPS

Epps = :tsin’y/d3x [EZ“ (ngb)a] + COS’y/d3$ [BZ‘I <l~)z¢>a} ) (8.22)
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E possivel reorganizar Ef ([)Zgb) €omo:

- - a 1 1 1
Er (Do) = 5 Macdiy; (BRo") — = MachMiyo™ (D Ef) = + M Migd; ("), (8.23)

em decorréncia da lei de Gauss, M, M;; (D;E}) = 0. De forma semelhante, podemos reescrever
Be (Did))“:
~ ~ a 1
Bo <Di¢> = NuwRy; (BE6") + 5N Ry 2o (D Wy, (8.24)
Mas validade da identidade de Bianchi (&, D;W5,, = 0) implica que devemos impor:
Assim, finalmente obtemos
B (Diqs)a — A9, (B2¢%). (8.26)

O resultado estabelecido em (8.25) é exatamente aquele que surge em (7.19), quando con-
sideramos o monopolo. Obviamente, essa condicao nos permite outra vez vincular os campos

de fundo por

A25ik = { [1 —tr (/fij)] §ij + liij} {5]k — (Hdﬂb)jk} s tal que (827)

A = {det { [1 — tr (K"ij)] 5ij + Kiij} det |:5jk — <H¢¢)jk:| }6 X (828)
Com isso, a energia BPS (8.18) resume-se a
: 1 a /a a /a
Epps = :I:smw/d%@- (KMikMijEkgb ) + Cosv/d?’:v@j (Aqub ) ) (8.29)
As duas integrais de volume podem ser convertidas em integrais de superficie S pelo teorema
da divergencia,

Epps = j:sin’yj{

S—o0

1
dSJ (KMZ]CMZ]E;;¢CL) + COS’}/% dS] (AB;¢G) (830)
S—o0

e estas, por suas vezes, definidas como as cargas topoldgicas elétrica e magnética modificadas

pela quebra de Lorentz, em ordem:

~ 1 ~
Qe == i—f dS] <1Mszleg¢a> = Qm tan”y, (831)
U Js5—00 A
~ 1 A
Qm = i;i{ dS; (ABf¢?) = A? = AQ,. (8.32)
S—o0
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Em cujo resultado, temos usado a simetria do ansatz, juntamente com as equagoes BPS’s (8.20)
e (8.21).

Por conseguinte, a energia (8.30) torna-se
Egps = v (Qe siny + Q,y, cos ’y) ) (8.33)

A relagao (8.31) nos permite fazer as identifica¢oes

Qe Qum
V@2 + Q2 @2+ Q2
por meio das quais a energia BPS modificada (8.33) reduz-se simplesmente a

EBPS = UYy/ Qz + Q%n (835)

A equagao BPS (8.20), quando representada no ansatz de Julia-Zee, corresponde a

(%)/ - 18127 (g)/ (8.36)

J = 181271{. (8.37)

siny = cosy = (8.34)

Além disso, o estado BPS (8.21), no ansatz de 't Hooft-Polyakov, equivale ao sistema de

equacoes diferenciais acopladas

dw n HW

W = :FZ COs ’}/T, (838)
d (H A1 1—-W?
~ (=) = = .
dr (r) ncosy r2 ' (8.39)

tendo em conta novamente
1
n=1-ctr [(nw)ij] > 0. (8.40)

Como no caso do monopolo, as solugoes de (8.38) e (8.39) devem obedecer as condicoes de

contorno®

H(O) = 0, lim ——= =ev, (8.41)
r—00 r

W) = 1, lim W(r)=0, (8.42)
T—00

para determinar a energia finita e minima.

3Consideraremos apenas o dyon. O resultados para o antidyon sdo trivialmente encontrados.
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Em decorréncia da relagao (8.37), inferimos de (8.41) que J satisfaz

J(0) =0, lim J () = e

roco T A

Préximo da origem (r — 0), essas solugoes se comportam como

A1 )

H
— =~ Cy— (ev)”r,
r 7 cos7y
J A 9
— =~ (Cy— (ev) " rtan~,
” 01\77 (ev) v
1
W ~ 1- 500 (ev)?r?,
ao passo que para r >> 0,
H 1 1
— x ev-— -,
r 7N COSYT
J siny Al ;
~ & ev — ——tan
r A Anr i
1% 6—%eurcosv.

(8.43)

(8.44)
(8.45)

(8.46)

(8.47)

(8.48)

(8.49)

Tais comportamentos sao semelhantes aqueles do monopolo, a exce¢cao de que agora a massa

do bésons vetoriais também sao modificas pelo fator cos+, além de %. Perceba que o compor-

tamento assitético de J é modulado nao sé por siny — como no caso padrao —, mas também

1
pela quebra +.

O sistema de equagoes (8.36), (8.38) e (8.39) tem como solugdes analiticas as fungdes

o evr A1
~ tanh(Zevrcosy) 7 cosy’
7 evr sin -y A .
= — — tan
Atanh(Zevrcosy)  An 7
wo= evr COS 7y

A sinh(Zevrcosy)

(8.50)

(8.51)

(8.52)

Podemos apresentar também a densidade energia £ (r) no ansatz, a qual pode ser extraida

diretamente de (8.29) e escrita em termos de uma derivada total com o auxilio das equagoes

BPS (8.36), (8.38) e (8.39), a saber:

E(r)=Er)+ En(r),
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sendo

e\/ Q% + Q2
e/ Q% + @2,

as contribuicoes elétricas e magnéticas, em ordem.

1d[H(1-W?)]
el e G 54
r2dr | r | }’ (8.54)
1d[H(1-W?)]
ﬁ% -7- }’ (8.55)

A seguir, esbogamos os grédficos de H, J, W e £. Todos o perfis foram plotados com y = 7,

Qe = Q,, = 47A (ou equivalentemente Q. = @Q,, = 4w e e = 1) e v = 1, correspondendo as

configuracoes com a mesma energia Fppg = 4v/21/A. As curvas pretas, referentes a * =1, s30

analogas ao caso padrao quando temos auséncia da violacao.

—— n/A=1.45
— —0.70

1.30
— —0.55

1.0 ——0.85

Figura 8.1: Campo de Higgs

Veja na figura 8.1 que o comportamento
do campo de Higgs é idéntico aquele do mo-
nopolo. A tnica distingao que surge aqui
é pela presenca do fator cos~y (ligado as
cargas) no argumento de H, suavizando a
convergéncia para o vacuo. Para valores de
% > 1, as curvas ficam cada vez mais con-
centradas de acordo com o aumento de tal
parametro. Por outro lado, quando temos
0 < & < 1, os perfis tornam-se mais dis-
tribuidos com o decrescimento de %. Ob-

serve também que a separacao entre duas

linhas sucessivas cresce se IAL diminuir.



A figura 8.2 evidencia que a forma da
componente temporal do campo de Yang-
Mills, obviamente, é igual ao campo de
Higgs, salvo pelo fator % associado as
cargas e a quebra. Era de se esperar um
comportamento similar pela prépria estru-
tura do ansatz de Julia-Zee. Perceba que
parametro A modifica somente o limete as-

sitético de J/r e, logo, do campo elétrico.

—— n/A=1.45
— —0.70

1.30
— —0.55

1.15 1.0 ——0.85

Figura 8.2: Componente temporal do campo de

Yang-Mills 2.

1.30
— —0.55

— n/A=145 1.15

— —0.70

1.0 ——0.85

Figura 8.3: Componente espacial do campo de

Yang-Mills W (r).
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Da mesma forma que aconteceu com o
campo Higgs, a figura 8.3 mostra que o
perfil da componente espacial do campo
de Yang-Mills é semelhante ao do mono-
polo. Alids, a diferenca entre este e aquele
comportamento também decorre do fator
cosy, cujo efeito é tornar o decaimento de
W mais suave. Portanto, no caso do dyon,
a influéncia da quebra da simetria de Lo-

L ainda continua sendo determinar

rentz, x,

também se campo espacial de Yang-Mills
z : n 7
¢ mais (se £ aumentar) ou menos (se

diminuir) localizado.



Na figura 8.4, apresentamos o esbogo da
densidade de energia BPS do dyon. Em-
bora este perfil nao mude apreciavelmente,
quando comparado aquele do monopolo,
perceba que densidade de energia assume
agora valores maiores na origem (r = 0).
E claro, isso acontece por causa da contri-
buicao do setor elétrico, o que torna o dyon
mais massivo. Como ja era intuitivo, a den-
sidade de energia (e assim o dyon) torna-se
mais concentrada quando % cresce do que

quando decresce.

Figura 8.4: Densidade de energia BPS £(r).
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Capitulo 9

Conclusoes e Perspectivas

Inicialmente apresentamos uma contextualizacao geral acerca do monopolo magnético e do
dyon, bem como apontamos aspectos gerais que levaram os fisicos tedricos a investigarem os
efeitos da violagao da simetria de Lorentz no contexto do MPE.

No segundo capitulo, apontamos brevemente os principais conceitos sobre Topologia, com
énfase as nogoes de Homotopia, onde o mapeamento homotépico entre dois espacos topolégicos
(mais precisamente entre os dois manifolds definidos nesses espacos, S, 0o —> Syicuo) introduziu
um numero inteiro n, o winding number, conduzindo a quantizagao da carga elétrica no modelo
de George-Glashow, conforme foi visto no capitulo quatro.

No terceiro capitulo, fizemos uma discussao sobre a ousada e pioneira hipotese de Dirac a
respeito da existéncia do monopolo magnético, a qual implica na simetria de dualidade do Ele-
tromagnetismo e na quantizacao da carga elétrica. Vimos, contudo, que a principal dificuldade
dessa teoria foi a singularidade apresentada pelo potencial vetor.

Como expomos no capitulo quatro, a descrigao de um potencial vetor nao singular foi dada
somente no modelo unificado de Wu-Yang, em que o potencial de Dirac, associado ao grupo de
simetria U(1), foi imerso em um grupo maior SU(2). Entretanto, tal modelo, que leva em conta
somente o campo de Yang-Mills, resultou em um problema na definicao da carga magnética e
na finitude da energia. Ainda no mesmo capitulo, mostramos que esses empecilhos puderam
ser resolvidos com o acoplamento do campo de Yang-Mills a um tripleto de campos escalares
reais de Higgs no modelo SO(3) de George-Glashow. A configuragdo de monopolo surge em

um processo de quebra espontanea de simetria de SO(3) para SO(2) através do mecanismo de
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Higgs. Nessa teoria, a carga magnética e a condi¢ao de quantizacao da carga elétrica surgem
naturalmente da topologia do campo de Higgs, segundo pode ser revisto na equacao (4.67).

Aprendemos no capitulo cinco o formalismo BPS, um poderoso método para encontrar as
solucoes de um sistema, a partir de equacoes de primeira ordem equivalentes as equacoes de
Euler-Lagrange. Tais solugbes sao comumente conhecidas como estados BPS. Para o caso do
monopolo e do dyon, elas sdo obtidas no limite de Bolgomol nyi-Prasad -Sommerfield (BPS),
onde o potencial é nulo.

No capitulo seis, mostramos o cenario do Modelo Padrao e a sua principal dificuldade:
incluir a forca da gravidade em um modelo unificado na escala de energia de Planck. Notamos
que isso, somado a outros problemas tedricos e observacionais, foram fatores determinantes
para se investigar o efeito da violacao da simetria de Lorentz no ambito do Modelo Padrao
Estendido.

A nossa proposta de trabalho foi investigar uma extensao dos estados BPS do monopolo
magnético de 't Hooft-Polyakov e do dyon de Julia-Zee, levando em conta os termos CPT-
pares da violacdo da simetria de Lorentz no setores de Gauge (em particular, no setor nao
birrefrigente) e de Higgs. A existéncia desses estados estendidos impos os vinculos sobre campos

de fundo:

Koi = (Kgg)p; =0 (9.1)
tr(Kgg);; < 3 (9.2)
Azépr = { [1—Tr (k)] 0pg + "’ipq} [5111” - (k¢¢)qr:| , com (9.3)

A = {det{ [1=Tr () 0 + i et 5 = (ko) |} 50 (00

tanto para o monopolo quanto para o dyon; e ainda para este tltimo,

[1 + tr ("iij)] 51']' — /iij = A2 |:5z] — (K¢¢)ij:| N tal que (95)
2 g
A = 3+t—r(/<;”) >0, (9.6)
3—tr (K¢¢)ij
tr (K'ij) > —; (97)

O efeito dos parametros de violagao 7, A foi determinar quao rapido as solugoes convergem

para os seus limites assintoticos, assim como estabelecer se o defeito seria mais ou menos
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localizado. Em particular apenas A alterou o valor da energia e das cargas topoldgicas.

Além disso, vimos que a massa dos bésons vetoriais foram mudadas pelo fator £ no caso
do monopolo e por 7 cosy na situacio do dyon. Notamos também que a tinica influéncia de A
foi modificar o limite assitotico da componente temporal do campo de Yang-Mills e, assim, do
campo elétrico.

Por fim, embora os coeficientes kg; e (kgg),; foram tomados nulos — condicao indispensavel
para a existéncia do monopolo —, a nossa perspectiva de trabalho sera investigar a existéncia de
estados BPS do dyon — ou, em segundo plano, solugoes de segunda ordem de Euler-Lagrange
— para o caso mais geral em que Kg; € (Kgg),; Sao diferentes de zero. Ademais, estudaremos a

formagao dos estados BPS estados desses dois sélitos topoldgicos levando em conta também o

setor birrefrigente.
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Apendice A
Convencoes e Unidades

e Usamos o sistema de unidades naturais 7 = ¢ = 1, em que consideramos p, = ¢ = 1;

h

h ¢ a constante de Planck e i = 3-; ¢ é a velocidade da luz no vdcuo; iy e € sao a

permeabilidade magnética e a permissividade elétrica no vacuo, respectivamente.
e Consideramos a assinatura da métrica de Minkowski como g, = (+, —, —, —).

e Os indices gregos vao de zero a 3, por exemplo: u,v = 0,1,2,3; e os latimos de um a 3,
como o modelo: a,b,c =1,2,3e1,7,l =1,2,3; na maioria dos casos adotamos a, b, c, m e
n para indices do espaco interno dos campos, enquanto 7, j,[ e k, para indices espaciais do
espago-tempo. Ao longo do texto, sempre que conveniente, essas questoes sao elucidadas

e expostas sem ambiguidades, caso admitamos alguma definicao diferente.
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Apeéendice B
Modelo de Yang-Mills-Higgs

O modelo de George-Glashow ¢ uma teoria de Yang-Mills-Higgs, onde um campo de Yang-
Mills A,, é acoplado a um tripleto escalar real campo de Higgs ¢ = (¢1, @2, ¢3), ambos definidos
na algebra de Lie de SU (2). Ou, em virtude do isomorfismo existente entre SU (2) e SO (3),
podemos interpretar esses campos como sendo definidos na algebra de Lie de SO (3). Entre-
tanto, é importante lembrar que é necessario uma rotagao de 47 em SO (3) para gerar uma de
21 em SU (2) [33]. Assim, o isomorfismo deve ser considerado apenas localmente. Por razoes
de melhor entendimento do mecanismo de quebra espontanea de simetria, vamos considerar
essa tltima alternativa. Dessa forma, uma quebra de simetria de SU (2) para U (1) estd em pé
de igualdade em uma quebra de simetria de SO (3) para SO (2).

A densidade lagrangiana do modelo é dada por [38]:

c :;?Tr (W W)+ Tr |(D,6)" (D“cb)] — 1*Tr (¢"¢) — %A [Tr(79)]",  (B.Y)

em que p? e X sao constantes; como veremos a constante e acopla o campo de Yang-Mills ao
de Higgs e estard associada também as cargas.

O field strength é definido como:
W =0,A, —0,A,+ A, A (B.2)

E a derivada covariante:
D¢ = 0,0 +T(Au)o, (B.3)

em que T'(A4,) é a representacao irredutivel de A,,.
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Para a teoria ser invariante de calibre, devemos ter:
A, = wAw T+ wdw (B.4)

Note que A, € AG (&lgebra de Lie) de SO(3) e w € G [grupo SO(3), ww! = wlw = 1].

O campo de Higgs ¢ transforma-se na representacao adjunta:
& — wow L. (B.5)

Dessa maneira, também temos ¢ € AG.
Quando um elemento que pertence a algebra atua em outro, isso é feito via comutador.

Assim, a expressao (B.3), torna-se:
D,¢ = 0,0+ [A,, ¢]. (B.6)
Podemos escrever entao A, e ¢ como combinacao linear dos geradores de G, respectivamente:

A, =T A (B.7)

o =", (B.8)
sendo os 7%’s geradores antisimétricos [33] — por convencao, nao estamos utilizando da unidade

imagindria nos geradores e na relacao de comutacao, mas isso nao altera o resultado geral —

0 0 0 0 0 1 0 10
=10 0 1],7%=]1 0 oo0|,”=|-100], (B.9)
0 -1 0 ~1.0 0 0 0 0

os quais satisfazem a relacao de ortogonalidade usual:

1
Tr (r°7%) = —=¢% B.10
r (7' T ) 5 ( )
e a relacao de comutagao:
[r9, 7] = ere. (B.11)

Com todas essas defini¢oes, temos:
W, = 0,A, —0A,+[A, A= [8MeT“A‘j — &,eT“AZ] + [eT“AZ, 6TbAI;}
= e|0,A, — 9, AL] T + eQAZAI;e“CbT“ =
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W, =eW;, (B.12)

1%
co1m:

Wi, = 0,A% — 0,A% + ec*AG A (B.13)

Consideremos ainda:

Dy = 0,0 + [Ay, @] = 00" + [er"As, ¢'7']

= (0,0") T + eAZquer“Ta =
D¢ = (Duo)" 7, (B.14)

em que:

(Dug)* = 0,0" + e Aq". (B.15)
Substituindo (B.8), (B.12) e (B.14) em (B.1), encontramos:

L= g Tr (W W) = Tr[(Dyd) (D“6)] — pTr (676) = A[Tr (676)] =

= Q—;TT [CWSVTGG (WP Tb} —Tr [(Dugb)a 7% (D )" Tb} +
2Ty |:(¢a7_a)T ¢b7_b:| )\ {Tr |:(¢a7_a)T ¢b7_b} }2
1 1

= Wi 0t (=307 ) = ey (o) (~30) +

1 1..,)\°
. M2¢a¢b§5ab -\ (¢a¢b§5ab) =

L= _;lW/fu (WH)* + % (D) (D*¢)* =V (¢"¢") , (B.16)

sendo:

V(6°6%) = 50"t + 1A (6" (B.17

B.1 Equacoes de movimento do campo de Yang-Mills

Haja vista que o densidade lagrangiana s6 depende do campos e de suas derivadas de

primeira ordem, a equacao de Fuler-Lagrange é dada de forma usual:

oL oL
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Assim, temos:

oL
0Am

o

E também:

oL

5047

= —ec"AD (WH)" — ee®™ " (D9)" .

= — (W),

Reescrevendo (B.18) com (B.19) e (B.20), obtemos:

_€€abmAZ (W,ua)a + 62,:,abm¢b (Da¢>a + 8,, (Wz/a)m — 0=

aﬂ (W,ua>a + eé?abcAZ (Wua)c + ega0b¢b (Da(b)c —0.

Note que:

[0, (W) 4 ezete Ab ()] 7o

(DWH) = ¢ [0, (WH)" 4 e AL (WH)] 7 = ¢ (D, WH*)" 1,

em que:

Oy

|l R |l—R " |,

e

[e@u (WHO* 7% + eQAZ (WHe)© 5bca7'“}

[(% (W) + eZAZ (WHey© [Tb, TCH

(WHe) + [GAZTb, e (W“Q)CTCH

[0 (WH) + [Ap, WH]]

(D) =

(D W) = [, (WH)" + ec® AL (W]

Com a equagao (B.23), (B.21) torna-se:

(DHW“a)a+6€aCb¢b (Da¢)c - 0=

ou:

(D) = e ()",

(DI 7

(D, W)

sendo J% a densidade de corrente:
(o) =
J* =

e(J)' 7% =

Je,

€abc¢b (Da¢)6 e

e(J)" 17
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Analogamente ao caso abeliano, as equacoes de movimento homogéneas decorrem da iden-
tidade de Bianchi, a saber:

EQ’BWS (D5W75)m = 0. (B28)

B.1.1 Lei de Gauss
Para computarmos o analogo a lei de Gauss abeliana, fazemos a = 0 em (B.24):
(D WH)" = ec® ¢ (D) = e (J°)". (B.29)
No regime estacionario, temos:

ai (Wi0>“ + €€abcA? (WiO)c — €€abc¢b (60¢C + egmne (AO)m ¢n) =
_az (Wz )a _ 6€abcAi? (WiO)c — €2€abc€mnc¢b¢nAgz =

0,0, Ay + eP0; (ATAD) + e AL AG + e e AVAT Al =

— _€2€abc€mnc¢b¢nA6n' (BBO)
Perceba que o gauge temporal satisfaz (B.30) trivialmente:

Ag = 0. (B.31)

B.1.2 Lei de Ampeére

No regime estaciondrio e no gauge temporal, a lei de Ampere, calculada com o =i (i =
1,2,3), é dada por:
(D) = ee™¢® (D) =e(J)" =
0 (Wji)" + e Ab (Wy)" = e " (Dig)° (B.32)

ou ainda:

{0,0,A7 — 0:0; A% + e [(9;A5) A} + A5 (0;A47)]} +
+ [ee®™ ALD; AT — ee® ALD,AS + € (ADATAY — ADADAY)]

JmTm

= ee™¢"0,¢° + € (¢"Alg® — " Alg") . (B.33)

85



B.2 Equacao de movimento do campo de Higgs

A equacao de Euler-Lagrange para o campo de Higgs é expressa como:
oL oL
o (0,
0%y, 9 (0s0)

oL a 0 a m a ja\ m
@:(D%) %(Duqb) — 12" — X (¢%9") @™

Mas nods sabemos que:

Assim:

(Dpop)" = 09" + ec™ AL =

0 0
D a — ncaAn C — TLCaATL me
_8¢m (Do) —a¢m (65 e ) ee 10
= ec"MA}.

Substituindo (B.36) em (B.35), obtemos:

oL
Oy,

Calculemos agora o segundo termo de (B.34):

— (DN¢)“ €€nmaAZ o M2¢m Y (¢a¢a) ¢m

oL 0 1 o/ mial o 0 i gya
— (D,0)" % (0,6) = (D,8)" bt = (D°6)".

Com as expressoes (B.37) e (B.38),(B.34) torna-se:
(D#¢)a eé‘nmaAZ _ aﬁ (D6¢)m _ M2¢m + )\((ﬁagﬁa) ¢m -
—03 (DP§)™ + €™ AL (D"9)" = pP¢™ + A (8°¢") o™

Ou de outra forma:
Ds (DP¢)™ = —12¢™ — X (¢%9") 9™,
em que:

Dg (DP¢)™ = =95 (D¢)" — es™ A% (D ¢)".
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B.2.1 Equacao de movimento para o campo de Higgs no regime

estacionario e no Gauge temporal

— 0; (D)™ + e"™ (D'¢)" A} = —pi¢™ — A (¢79") ™. (B.41)

Ou de maneira mais compacta:

D; (Dig)™ = —p*¢™ — X (¢"¢") ™, (B.42)
com:

Di (Di¢)™ = —0; (Dig)" — e A7 (D'¢)" . (B.43)

B.3 Densidade de Energia

O tensor energia momento é dado por:

1 1 a “
T = _Egmwgwau + 5 (D) (D) — Ly (B.44)
Assim, a densidade de energia é:
1 1 a a
E =Ty = _igmwgow;bo +3 (Do®)* (Doop)" — L. (B.45)

B.4 Quebra Espontanea de Simetria e Mecanismo de
Higgs

Vamos procurar por configuragoes estacionarias — independentes do tempo — de energia
¢ usar o gauge temporal satisfeito pela lei de Gauss (B.30). Nessas circunstancias, Wy, =

(Do) =0 e (B.45) fica como:
£ == L=y Wy, (W) = - (Dig)" (D'9)" +V (679")

Encontraremos agora o vacuo da teoria. Para isso, escolhemos também configuragoes de
campo homogéneos — independentes do espago — no infinito e adotamos o gauge puro para as

componentes espaciais de A,. Dessa forma, temos:
A = wow ™t = (B.46)
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VVZ‘]' - 8ZAJ - @Az + [AZ, A]] - @A] - 8]Az + AZAJ - AJAZ
= 0; (wajw_l) — 0 (w@iw_l) + (w@iw_l) (wajw_l) — (wajw_l) (wé’iw_l) ) (B.47)
Contudo, sabemos que:
wwl=1=9, (ww_l) =0=wlw '+ (Oww't=0=
wiw ' = — (Qw)w™ . (B.48)
Substituindo (B.48) em (B.47), obtemos:
Wi = 0; (wajw_l) —0; (w@iw_l) — (Ow) w™! (wﬁjw_l) + (Ojw) wt (w@iw_l)
= w@i(?jofl + (@w) (@-w*l) — wﬁj&-w*l — (ij) (al-ofl) — (le) ((9jw*1) + (ﬁjw) (@w*l) =
Wi =0= W3 =0. (B.49)

Para as configuracoes homogéneas no infinito, impomos:

(Dig)* = 0= (Di¢p) =0 =
Di¢ = 0;¢ + [As, 8] = 0i¢ + Aip — ¢A; =
= &(b + w@iwflcﬁ — (bw@iw*l =0. (B50)
Se escolhermos:
b, = whow . (B.51)

A expressao (B.51) é satisfeita; em que ¢, é o valor do campo de Higgs no vacuo e ¢, é
um campo constante a ser determinado. Assim, chegamos a uma configuracao assintotica de

densidade de energia dada simplesmente pelo potencial:
a ja 1 2 1a ja 1 a ja\2 1 2 2 1 4
E =V (66") = S1P6"6" + M (9°0") = 312 |of + JAlol". (B.52)

Note que V' > 0 para todo ¢ # 0 e V = 0 se, e somente se, ¢ = 0 — veja a figura B.1 —
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Figura B.1: Usamos A = u = 1. A parte simétrica para |¢| < 0 é apenas ilustrativa, ja que nao

podemos ter |¢| < 0.

Nesse caso, dizemos que o vécuo é trivial e invariante perante a transformacao (B.5). Entre-
tando, agora vamos fazer u* — —p? em (B.52) e investigar a estrutura de vdcuo (veja a figura

B.2):

£ =~ 10P + TAlol. (8.53)
v 0.3
0.2
0.1
1 1 0.5 0] 0.5 1 1.5
o1 lo]

Figura B.2: Adotamos A = p = 1. O valor minimo do potencial ocorre para |¢| = 1, compativel
com a equacao (B.58). A parte espelhada para |¢| < 0 é apenas ilustrativa, haja vista que nao

podemos ter |¢| < 0.
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Calculando os pontos extremos de &, temos:

d€
—u ol +A|o"=0=
T =~ lel+ Al
|¢| =0=9¢=0,
(=1® +Alel") 19| = 0 = (B.54)
¢° = & = |¢| =
Verificando a natureza desses extremos, encontramos:
d*E 9 9
= —p® + 3\ |0)* =
d(|g])’
d*E 9 .
5 = —u° <0 (ponto de maximo) e (B.55)
d (16)" 11410
d*& 9 2 2 .
5 = —p” +3p° =2u" >0 (ponto de minimo) . (B.56)
d(|¢]) lol=p\/2

Portanto, a configuracao minima energia é dada quando:

2

2 _ 1
0, = & (.57)

Substituindo (B.51) em (B.57), obtemos:

6" = (0,) (6,)" = (wpow™) (wow™)" = (wopw”) (wow”)" = (wow) (wefw’) =

12
:wT wT:w QwT: 2ww = —i:>
5o = wlonf T = ool = [af” = 5 = lal = L
> o, 1
= 9"¢p* = — = v° | esfera de vacuo de raio — | . B.58
ol = oot == ot ) (B.5%)

B.4.1 Equagao de movimento para o campo de Higgs (com quebra)

O potencial pode ser avaliado nessa configuracgao, resultando em:

aa 1t
V(¢ gb )|¢a¢a:§ = _ZT (B59)

Podemos por ad hoc esse valor positivo no potencial (B.17), com p?> — —p?, a fim de

redefinir convenientemente o minimo do potencial em zero, conforme segue:

1
V(oD = s lof +Sxlolt+ T = 2 (0P — oy’
)\
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2 .
em que denotamos |¢,|~ simplesmente por v?.

Com esse potencial, a equacao de movimento para o campo de Higgs com quebra de simetria

torna-se:
Dy (D)™ = =X ([g]* — %) 9™, (B.61)
sendo:

Ds (DP¢)" = —95 (D¢)" — e™ A% (D ¢)".

B.4.2 A Escolha do Vacuo

Escolhemos o vacuo com o auxilio do gauge unitario (w = 1), como segue:
(Az)v = w@iw_l =0. (B62)

Adotamos também, por convenc¢ao, a seguinte estrutura para campo de Higgs no vacuo:

0 0
b, =wow  =¢,=| 0 | =] 0|, comv= % (B.63)
v v

A escolha pode ser totalmente arbitraria, pois todos os pontos na esfera de vacuo estao

conectados por uma transformagao do tipo (B.51).

B.4.3 A Perturbacao dos Campos

Com (B.62) e (B.63), a perturbagao dos campos em torno do vécuo é expressa por:

By = (A7) + A5 = Al <<1le (B.64)
0 ¢' ¢'
=10 |+]| ¢ | = ¢ |, emque ¢’ <<1, a=1,2,3 (B.65)
v ¢3 U+¢3

A perturbagao do field strength torna-se entao:

F, = 0,B — 0,B + ec** BB, ~ 0,By — 0,B5 = F.,,. (B.66)
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E a derivada covariante da perturbacao:

(DMQS)CL _ 8M¢a + 6€aCbAZ¢b

(Do) = 0,0" + ec'P A" = 9,0" + e (A% — A39)
= 0,0 +e [4] (v+¢°) — Ag*] ~
~ 0,0 + eAlv =
(Dud)" = 00" + eA’v. (B.67)
Analogamente:
(D,9)° = 0,0° + 662CbAZ¢b = 0,0 + 68213AL¢3 + 65231Ai¢1 ~
= 0.9 —eAL¢’ = 0,0 — Al (v+¢°) = 09" — eAv =
(Duo)* = 0,0" — eAjv. (B.68)
E por ultimo:
(DM¢)3 _ 8p¢3 + €€3chz¢b ~ auqs?). (B69)

Nas equagoes de (B.66) a (B.69) foram considerados apenas termos de primeira ordem nas
derivadas.
O potencial fica dado como:
aa 1 2 2 1 )
Vi(ee") = sut|(6)+(8)°] + 500 (v +67) +
1 2 2 272
A+ () + 0+ (B.70)

B.4.4 Densidade Lagrangiana de Perturbacao

No que segue, consideraremos somente termos de segunda ordem. Dessa forma, a densidade

lagrangiana torna-se portanto:

1 a
E% _Z_LFZV <JT_'IU/) +

DN | —

@f(ﬁ+é@¢)0ﬂf+iwﬁ)
0 (- ) (40 = 00) + 000 =4 ()
12 (v)2. (B.71)
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Definimos:

B, = (A")' - 58%2, (B.72)
B; = A% + %8,@1, (B.73)
B =AY
ou de maneira compacta: -
Bl = (A")" — %awb. (B.74)
E definimos ainda:
B, =0.B; —0,B; = Fj,. (B.75)

Substituindo (B.74) e (B.75) em (B.71), temos:
L~ —2BY (B) + L (ev)? B (B9))
4 H 2 H
1 1 2
+50:6°0 6" = 5 (Vau) (¢)". (B.76)

emquea=123ek=12
Assim, a densidade lagrangiana exibe trés campos vetoriais massivos By, sendo um sem
massa e dois com massa:

Mp=ev=ce (B.77)

SN

e um campo de Higgs com massa:

My = V2p. (B.78)

Solugoes BPS para dyons e monopolos sao encontradas no conhecido limite BPS A =0 [§],
ou seja, V (|¢]) = 0. Isso equivale a fazer a razao entre os quadrados das massas (B.78) e (B.77)

tender para zero, a saber: )
S = lim (—> = lim — = 0. (B.79)

Embora, a priori, pareca que Mp — oo,quando A — 0, como mostra (B.77), isso nao
acontece de fato. O motivo é que quando V (|¢|) = 0, a relagdo (B.77) nem existe. Nesse

caso, 0 mecanismo que gera a massa Mp = ev nao esta associado a um potencial com simetria
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quebrada, mas a natureza nao abeliana dos campos, que sustenta o vacuo do campo de Higgs

na forma
xa

: a a

lim ¢ — va = U7,

r—00

sendo os %'s as coordenadas esféricas usuais, tais que z,2% = 2.

B.4.5 Consideracoes Finais

0
O grupo SO(3) possui trés geradores, dois deles (7! e 72) nao aniquilam o vdcuo ¢, = | 0
v
e um (73), sim. A saber:
00 O 0 —v 0
o, = 00 -1 ol=] 0o |#]o0], (B.80)
01 0 ) 0 0
0O 01 —v 0
o= 0 00 |=] 0 [#]0]|e (B.81)
-1 0 0 0 0
0 -1 0 v 0
™o, =1 0 0 o =10 (B.82)
0O 0 0 0 0

Assim, quando o sistema “escolhe” um valor de vacuo, a simetria remanescente é entao do

grupo SO(2), pois possui apenas um gerador: o préprio 73. Isso pode ser visto da seguinte

rma radores 7°, T T a i T 0 m torn ix
forma: os geradores 7', 72, e 7% estdo associados a rotacoes em torno dos eixos de ¢!, ¢? e ¢®

1

, Tespectivamente; as rotacoes ligadas a 7! e 72 modificam a estrutura de vécuo, ao passo que

3

as conectadas a 7%, ndo; uma rotacdo de um angulo § em torno do eixo ¢ pode ser dada por:

SO(2) 0
cos —sinf
0 |,com SO(2) = . (B.83)
sinf cos®
0 01
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Expandido (B.83) em torno da unidade para rotagoes infinitesimais (0 — 00 < 1) , temos [33]:

SO(2) 0 0 -1 0
0 |~1+|1 0 0 |00=
0 01 0 0 0
TSO(2) 0
=1+ 0 |00=1+7%0, (B.84)
0 00
em que 1 é a matriz identidade e
0 -1
TSO(2) = (B.85)
1 0

é o gerador nao quebrado de SO(2). Portanto, a correspondéncia entre 7° e Tgo(2) ¢ dada por:

TSO(2)
(B.86)

\‘
I
o o o

0 0

Como a quebra de simetria ocorreu de SO(3) para SO(2) [ou de SU(2) para U(1)], restando

a penas um gerador 73 que aniquila o vdcuo, ou equivalentemente, que deixa a lagrangiana de

perturbagao invariante, é de se esperar que a carga elétrica dos bdsons vetoriais massivos seja

dada em termos do subgrupo nao quebrado SO(2) [ou U(1)], especificamente em fungao de 73
analogamente a equacao (B.27):

J* = e (JY)? 73 (B.87)

1 3

Os geradores 7! e 72 sdo denominados quebrados e 73, nao-quebrado. Para cada gerador

quebrado, surgiu um campo de Higgs nao massivo, chamado de modo de Nambu-Goldstone.
Esses modos foram ” comidos” pelos bdsons vetoriais B/’j, k = 1,2 [veja equagao (B.74)], os quais
adquiriram massa. Um processo desse tipo é conhecido como mecanismo de Higgs. Todos esses

resultados estao de acordo com o teorema de Goldstone [38].
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Apéndice C

Monopolos Magnéticos e Dyons com

Violacao da Simetria de Lorentz

A densidade lagrangiana do modelo com os termos CPT-pares de violagao da simetria de

Lorentz (VL) no setor de gauge e de Higgs é dada por:

1

L=-7

W, (W) = 5 () (W) (W) + 5 (D,6)" (D)

(Fgo)"" (Dug)” (Dy@)" =V (¢"¢"), (C.1)

DN | —

+
com as defini¢oes usuais:

Wi, = 0.4, —0,A] + ee®®Ac A

v

[N

(Dugb)a _ 8M¢a + egdmAZ(bba
A
V(e'e) = V(o) =5 (I8 —v?)’,

o aaanq

B = —WE e 5
a 1 a a a
Bi = —§€ijkVij (Oll Wij = _gijkBk>‘ 6
As propriedades de (k)" e (k4y)" jé foram discutidas no capitulo 7.

As solugoes BPS para dyons e monopolos sao obtidas no chamado limite BPS A\ = 0 [§],
isto é, V (|¢|) = 0. Conforme ja mencionado, investigamos somente o setor nao birrefrigente,

dado pela parametrizagao [69]:

);M/Olﬁ _ (g'u‘a/ﬁlyﬁ _ gl/al{/#ﬁ + gl’ﬁ/{/#a — gﬂﬂ/{/l/a) . (C?)

N | —

(Kuw
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Substituindo (C.7) em (C.1) no limite BPS, temos:
1 a uv\a 1 up a v\a@
L= _ZWNV (W ) — 5/‘? (W}U/) (W,B ) -+

b (D0)" (D"9)" + 3 (o)™ (D) (Du)’ (©8)

C.1 Equacao de Movimento do Campo de Yang-Mills

A equacao de Euler-Lagrange é:

oL oL
oz~ (smam) ~ 0
Vamos calcular o primeiro termo de (C.9):
a‘C a abom oV a
oAm ee™™ (W) AD 4 ec™" k™ g MW, " AL+

+ egabmﬁﬂﬁguaWVBaAZ + egbam¢b (Da¢)a +
+ee™™ (kg 6" (D,0)". (C.10)

Computando o segundo termo de (C.9), encontramos:

oL - N N .
go,am ~ W - (W)™ + sog™ (W)™ (C.11)
n* o

Substituindo (C.10) e (C.11) em (C.9), temos:

m

Oy (W)™ 4 €™ (WH)" A — 5240, (W, ™)™ + ™0, (W, *)" +
+ e (W, V)" AL — e (W, )" A

= e (D9)" — =™ (p0)" 6° (D).
Fazemos as seguintes defini¢oes:
Jr = ™" (D,g), (C.12)
(Dy,W)™ = 0, (W)™ 4 e (WH)* AL (C.13)
E obtemos por fim:

(DWW )™ — ™Dy (W, )™ + &"™Dy (W, )"

I

= —e(JN)" —e (ko) T} (C.14)
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As equagoes homogéneas nao mudam e, como em (B.28), equivalem a identidade de Bianchi,

uma vez que as propriedades geométricas dos campos sao inalteradas:

e (DgW,5)™ = 0. (C.15)

C.1.1 Lei de Gauss

Estaremos interessados em visualizar a lei de Gauss no regime estaciondrio (pois analisamos
solugoes estdticas), para verificar a validade ou nao do gauge temporal. Ela é obtida quando
a =0 em (C.14), saber:

0; { [1+ Koo] Wi + Koj W' mJW(ZZ} (1+ Keo) € abmWOlAb
+ e koW, S AL + ek Wi A = —eS™ (C.16)
em que temos definido:
S™ = [L+ (Koo)go) 5" — (Koo)o; Ji" (C.17)
Ou também de forma explicita:
9; [(1 + Koo) (—O;AF + ec™PAGAY) + ko, (8, AT — 0, A7 + esmeAng)} +
— ki0; (—0;AY + esmeAgAé’-) — (14 Kgp) ee™™ (=0, A + e ASAT) AL

= —€2 [1+ (Kgg)gp) €™ ARDID" — € (Kpp) s €™ 0" (D))" . (C.18)

C.1.2 Lei de Ampere

No regime estaciondrio, a lei de Ampere é determinada fazendo-se a = i (i = 1,2,3) em

(C.14), isto é:
—DoWgi — koo DoWg;  + ko DoWJi + ki DoWey
DWWt + ki DIWE — kioDyWoi + kjo DWet - + ki Dy
= e+ e(Rgs)o Jo" — € (Rgs) ;i Ji" (C.19)

Em nosso caso particular de interesse, no qual assumimos sy = (kge);, = 0 em (C.18), o

gauge temporal A% = 0 ¢é vélido. Dessa maneira, DoWi = 0 e (C.19) torna-se:
D (W)™ + rri Dy (Wig)™ + ki; Dy (Wi)™ = e, (C.20)
em que J* = J* — (Koo )y Ji-
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C.2 Equacao de Movimento do Campo de Higgs

A equagao de Euler-Lagrange é:

oL oL
— 0| ==—— ) =0. C.21
ol Crcrm) 2
Resolvendo o primeiro termo de (C.21):
oL 0 0
— = (D"¢p)" —— (D))" " (D) —— (D,¢)". 22
55 = (D"0)" 5o (Dud)" + (sge)"” (D) 55— (D9) (C22)
Mas noés sabemos que:
(Du9)" = 0,0" + e A" =
a a a nca Amn 4 nca An nma An
9o (Do) = 9o (e"@ A%g°) = ec" Al G e = e AL, (C.23)
Substituindo (C.23) em (C.22), encontramos:
s = (PO ™™ A+ ()" (D) e A, (C.20)
Calculando o segundo termo de (C.21), temos:
oL
———— = (D)™ + (ko) (D)™ C.25
Com (C.24) e (C.25), (C.21) torna-se:
Dy (D*$)™ + (Kig6)™ Dy (Dug)™ = 0, (C.26)
em que definimos:
D, (D)™ = 8, (D)™ + e=™™ (D,i6)" AL. (C.27)
No regime estaciondrio, (C.26) transforma-se em:
D; (Dig)™ + (kg )o; Di (Dod)™ + (Kgs)o; Do (Did)™ — (Kgg),; Di (D)™ =0 (C.28)
Estaremos interessados em investigar o caso particular
(Ko )g; = Koi = 0, (C.29)
no qual (C.28) se resume a:
considerando:
RyiRij = 0ij — (Kgg) ;- (C.31)
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C.3 Densidade de Energia

No regime estacionario, a densidade de energia torna-se simplesmente:

4

1 1
£ = L= (1+ hoo) WaTV§, — Smg WAV + JWEWS -
1 a a
+ 5 [T+ (Ko6)p0] (Do@)” (Dod)” +
+ KO@'WQGJ'WZ' — (1 + Kioo) W&W& + ﬁijWi%Wj(C)L

— [1 + (/i¢¢)00] (D0¢)a (D0¢)a +

Da lei de Gauss ( C.16), obtemos:

Substituindo (C.33) em

£ =

’_‘[\')IH

+5 [1 + (’%qﬁ)oo] (D0¢)a (D0¢)a +

2

+ KZO’L WO] Wa

— 1+ (Ko6)o0] (Do9)" (Do)”
= 8Z {Agn [ + Hoo] WO’L + KOJW

+ (1 + roo) Woi Wey

(1 + Iigo) W&W&

(C.32), temos:

+ (Kos)g; (Do®)’

m m

8i {A(?]n [[1 + liog] W(;n: + I{QjWZL- + I{Z]Wé?} }

+ [1 + Iio(]] Wg;WOz

(Kgp)o: (Do@)* (Di)” .

’%W(m }

1 1
Hig WZ%WJO + W“ Wii — 5hii

m
— ki Wi Wy

a a
“w ik "V ik

%(Dﬂb) ( Z(b) o 1 (KJM))U ( i(ﬁ)a (Dj(b)a

(Dig)"

a a

a a
ik "V jk

1
5 (Dz’¢) (Dig)" — 5 (’%qb)w (Did)* (Dj9)"
(1 + Hoo) W&W& + /iijVVi%ng

Descartamos o termo de superficie em (C.34), o qual tende a zero no infinito:

82- {Agn [[1 + Hoo] WOT + /ﬁojW?} + /QZJW(;?] }

Assim, encontramos:

£ =

}—‘l\DI»—

3 [1+ (Kgo)oo) (Do) (Dodh)* +

(1 + ROO) WeWg: —

1
Iﬁ,’jW&WOJ +

4

1

a a a
W Wi 2HiiWik

Podemos reescrever os dois primeiros de (C.36) como:

N | —

(1 + Iioo) W&W& —

1 a a
o i WoilWo; =

100

N —

[(1+ Foo) 0ij —

=0.

a
ik

: (Do) (Dig)” —1mw%<i@%DWV.

a a

(C.32)

(C.33)

(C.34)

(C.35)

(C.36)

(C.37)



Agora definimos:
(1 + koo) 055 — Kij = [1 +tr (k)] 0i5 — Kij = My My
Substituindo (C.38) em (C.37), obtemos:

1 a a 1 a a 1 a a
5 (1 + Koo) We:We; — §’fiijiOWJ‘0 =35 (M We;) (M We5) -

Definimos ainda:
B = Wi = MW = My E?

7

em que E} é o campo elétrico nao abeliano modificado e consideramos:
a __ a
Ei - _WOiu

como de costume. Entao, com (C.40), (C.39) torna-se:

avra L tavra _ Ltaria _ L e pa
(14 fioo) WoWai — 5ri Wi Woj = 5 WaWei, = 5 BB

N | —
[\

O mesmo fazemos com os termos subsequentes de (C.36), conforme a seguir:
a a 1 a a
_W W KU kWi =
= S [B}B} + Tr (k) Bf Bf — kB By

= {1 = Tr (kij)] 655 + rij } Bi' B;

em que temos usado as defini¢oes:

]qk e —Ejk;mBa
NiiNgj = [1=Tr (k)] 0ij + ki,
B = NuB

E, por ultimo, consideramos:

—_
—

5 (D) (Did)" = 5 (sga)y, (Di6)" (Dy0)" =
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0ij — (H¢¢)iji| (Di)* (D))" .

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.A1)

(C.42)

(C.43)

(C.44)
(C.45)
(C.46)

(C.47)



Analogamente aos casos anteriores, definimos:
517' - (’idﬂb)ij = szRk] (C48)
Reescrevendo (C.47) com o auxilio de (C.48), encontramos:
1 a a 1 a a 1 a a
5 (Dig)" (Dip)" — 3 (Koo )y (Di0)" (Dj0)" = 3 [Ryi (Di9)"] [Rij (D;)"]. (C.49)
Mais uma vez fazemos outra defini¢ao:
(Dyo") = Ryi(Dig™), (C.50)
com a qual, a equagao (C.49) vem a ser:

(Di6)" (Di6)" = 3 (sg0) s (D9 (D16)" = 3 (Do) (Do) (©51)

DN | —

Podemos reescrever (C.36) com a ajuda das expressoes (C.42), (C.43) e (C.51) e obter:

1o~ 1=~ 1, - 5
& = SELE: + 5BIB + (Dig) (Dio)”

45 [+ (roo)oo] (D06)" (Do) (C.52)

C.4 Monopolo BPS Estendido e Condicoes sobre os Cam-
pos de Fundo

A configuracao tipo monopolo surge quando adotamos o gauge temporal A = 0 — ou de

maneira equivalente Eg =0 - em (C.52). Contudo, isso s6 é permitido se fizermos
(K)o = Koi = 0 (C.53)
na lei de Gauss (C.18). Diante dessas condigoes, a energia torna-se:
E= / BrE = % / & [Bgég + (Diqs)a([)i@a} . (C.54)
Usando o formalismo BPS, obtemos:

E= % / e [Bg ¥ (Dﬂp)ar + / BrBY(D;)* > Epps = + / BrB(Dig)".  (C.55)
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Zeramos o primeiro termo e encontramos a equagdo BPS modificada (o sinal superior corres-

ponde ao monopolo e o inferior, ao antimonopolo):
B = +(D;p)°. (C.56)

Vamos reescrever o ultimo termo em (C.55) de forma conveniente. Consideremos inicial-

mente:
BY(Di¢)* = NiRiBl(D;o)"
= NuyRy; (B j¢a+egabCBgA§¢C)

= NuRi;0; (B¢") — ¢"NuRi; D; By,

= NyR;;0; (Bio") — %(b“akquikRiijW;Lq. (C.57)
Note que se a condigao
NirRij = R;jNiy, = Ady;, (C.58)
ou equivalentemente,
A%y = =T (53)) g + i |00r = Ghso)y] (C.59)
A = {det { [1=Tr (15))] Opg + ipg et [Ggr = (o), | }é (C.60)
for satisfeita, entao teremos
Ekpg Nir Rij DW= Appgdrj DiWy, = Acpp DWW, = 0, (C.61)
por causa da identidade de Bianchi. Assim, (C.57) resulta em:
B (Dig)" = 0; (ABf¢*"). (C.62)
Levando (C.62) em (C.55), encontramos a energia BPS:
Epps = i/d%@- (ABi¢") = j:j{ dS; (ABJ%“) : (C.63)
5300

Identificamos a expressao acima como a carga magnética modificada pela quebra de Lorentz,

Qm = il f ds; (AB}¢"). (C.64)

v
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Nao podemos identificar antecipadamente a integral em (C.63) como a defini¢ao da carga
magnética, segundo fizemos no caso usual. Antes disso, precisamos verificar o comportamento
dos campos no ansatz, obecendo a equacao BPS (C.56), a qual também no ansatz equivale ao

sistema de equacoes diferenciais,

d (H Al —W?2
— (=) = = C.65
dr ( r ) n rz ( )
aw n HW 1
. :FZT’ n=1- gtr |:<k¢¢)ij:| : (C.66)

Multiplicamos convenientemente as equagdes (C.65) e (C.66) por = — v é o valor esperado

do campo de Higgs no vacuo — para torna-las adimensionais como tais as funcoes H e W, a

saber:
d (H Al—W?
4y aesm con
dp \ p noop
aw n HW
d_p = :FZT, p = ver. (068)
Agora computamos a integral
aa Lj na ia
+ 7{ is; (Bi¢") = + j[ a5 Bys (C.69)
S$—00 §—00
A7 H 9
onde verificamos que os campos devem satisfazer as condigdes de contorno usuais no infinito,
H
lim (r) =twve, lim W (r)=0 (C.71)
T—>00 T T—00
e na origem
H
im 227 0 i w () = 1 (C.72)
r—0 r r—0

para evitar divergéncias.
Embora as equagoes BPS’s (C.65) e (C.66) tenham sido modificadas pela quebra de Lorentz,

o caculo da integral (C.70) nao sofreu nenhuma modifica¢do. Dessa maneira, temos:
4
- 7{ dS; (B¢") = v— = Q. (C.73)
§—00 €
Com esse resultado, a energia reduz-se a
dm ~
Egps = v—A = vQ,, A = vQ,,, (C.74)
e

em que devemos impor A > ( para garantir a positividade da energia.
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C.4.1 Comportamento Assintético dos Campos

Analisemos também os perfis assintéticos das fungoes H e W. Para isso, linearizamos as

equagoes BPS’s (C.65) e (C.66), propondo as expansoes até a primeira ordem (consideraremos

somente o monopolo - sinal superior),

H
— = CH—F(SH, C’H:cte, 0H << 1,
r

W =~ C,+6W,C, =cte, oW << 1.
Dessa forma, obtemos para r — 0 (Cy =0,C, = 1)

SH,

Q

= v

1+ o0W.

Q

Consideremos entao a equagao BPS (C.67),

. d (H A 1—W? A0
Iim— | — ) =—lm —

N0 p? 0
Para interminacao do tipo % em (C.79), usamos a regra de L'Hospital,

. d (H O A22W AW A1ldW
lim — = — lim ~

>0m 20 dp - ppdp’

Substituindo (C.77) e (C.78) em (C.68) e em (C.80), temos respectivamente:

d n 1
— (6 ~ ———0H
dp< W) Aev
1 d Ald
—— (0H) ~ ————(0W).
coap O 2 odp W)
Derivando (C.81), obtemos
d d nld 1d
—— (W) ~ ————(0H) = —— (W
dpd,o( ) Aevdp( ) pdp( )=

dlEom| g 1
P P 2
—— r — = —(W)=p= (W)= —-Cy=p~,

em que introduzimos a constante —C{ por coeréncia.
Substituimos (C.83) em (C.82), encontrando:

1 d A A
—— (0H) =~ Cy— = (6H) ~ Cy—evp.
evdp n n
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Portanto, para r — 0, temos

A
Co— (ev)“r,
077<)

1
1-— 500 (ev)® 2.

Q

H
r

w

Q

Analisemos agora o caso para r >> 0 (Cy = ev, C,, = 0), onde

H

,
W =~ oW

Q

ev+ 0H,

e as equagoes BPS (C.67) e (C.68) tornam-se

1 d Al

Ed_p(éH) ~ L
d U
SW) ~ R

Calculemos a solugao imediata de (C.89),

A Al
d(0H) =~ ev—d—g = H ~ —ev——;
np np
e também de (C.90)
d((SW) n _n
~——d oW =~ e~ a”,
STV AP = oW ~e

Dessa forma, para r >> 0, as solugoes se comportam como

H Al
— ev — ——,
r nr

W ~ e &%,

Q

Note que devemos ter também 1 > 0 para garantir as convergéncias das solucoes.
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C.4.2 Equivaléncia entre as Equacoes BPS’s e as Equacoes de Euler-

Lagrange
Para o campo de Higgs

Consideremos a equagao BPS (C.56):

Bf = +(Dig)"

NyBf = +Ry(Dip)* =
RijNyBf = =+R;;RyDip)"
Ady; By = £Ry;Ry(Dig)”

ABja - Zl:RZ]RZl (qus)a.

Aplicando a derivada covariante D; em ambos os lados de (C.95), temos:

AD;B? = +R;;RyD;(Di)".

Por outro lado, sabemos da definicao

1
B = ——¢;, W5

J 253!’0‘1 Pq’
a partir da qual encontramos
AD;Bf = 1A D,We =0
jj__§ Ejpgl/j pqg — W

por causa da identidade de Bianchi,

€quDjW;q =0.

(C.95)

(C.96)

(C.97)

(C.98)

(C.99)

Portanto, com (C.96) e (C.98) somos levados a equagao de movimento do campo de Higgs

RinilDJ'(Dlgb)a = 0

Para a Lei de Ampere
Vimos em (C.20) que lei de Ampere é dada por
D; (W)™ + ki Dy (Wij)™ + ki3 Dy (Wi)™ = eJi7,
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em que j,T =J"r— (/<;¢¢)pk J' = Ry Ry J).

Por outro lado, da equagao BPS (C.95), juntamente com a defini¢ao (C.97), obtemos:

a 1 a
Wi = Fei [5kp—(/f¢¢)kp] (Dpo)" =

A
a 1 a
rkiDy (Wig)"™ = F 1 Fwi€ijm [5mp - (k‘w)mp] D; (Dy9)"
a 1 a
rigDj W)™ = F X kijnim [5mp - (’fw)mp] Dj (Dyo)" .

Somando (C.102), (C.103) e (C.104), temos

Djoak + HkiDj (Wij)a + /f/iij (Wki)a
1

= iz [Ekjm — Fri€ijm — Kij€him) [Omn = (Fos)m] Dj (Dnd)” .

Multiplicamos (C.105) por €,4 e fazemos as devidas simplificagoes, obtendo:

ersk [DiWi 4 kriDj (Wij)* + kiiD; (Wii)”]

1 a
= £— [grskgkjm — 87"slc/'iki5ijm - /iijgrskgkim] [5mn - (k(bqb)mn} Dj (Dn¢) .

A
A relagao (C.59),

A%, = { [1 = Tr (Ki5)] 0pg + “pq} [5qr - (k¢¢)qr:| ,
permite-nos escrever (C.106) como
a a 1 a
Ersk [DjVqulg + IikiDj (VVZ]) + I{iij (sz) } = :tZ {AQ [Dr, DS] ) }
= +A|[D,, D4 ¢".

Usando a equacao BPS (C.102) na identidade

[Dra DS] ¢a = egachT{) ¢Cv

S

achamos:

1
[Dy, Ds] ¢ = ize&"sk [5kp - (k¢¢)kp] 5abc¢b (Dp¢)c-

Substituindo (C.109) em (C.107), encontramos:
Ersk [Dijk + ki Dy (Wi)* + ki Dy (W)
= €E&rsk |:5k:p - (k¢>¢>kpi| 5abc¢b (DP¢)C7
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de onde finalmente somos levados a lei de Ampere,
[D;W§, + ki Dy (Wij)* + ki Dy (Wii)*] = e [5@ — (kgo)iy| €0 (Dp0)°
= eJ?, (C.111)

conforme esperavamos.

C.5 Dyon BPS Estendido e Condicoes sobre os Campos
de Fundo

Vamos averiguar a lei Gauss nao abeliana (C.18) no regime estacionério e a equagao de

movimento para o campo de Higgs (C.26), respectivamente:
01- [(1 + I{()()) (—8,1481 —+ €€meA8A?) + Iioj (&A;” — a]AZ" + GémeAfA?)} +
— Kij0; (—0; Ay + e™PAGAY) +
— (14 ko) ee™™ (=0, A + ee™™ ASAT) AL

= —62 [1 -+ (I{¢¢)00} EabmSquAg¢q¢a —e (H¢¢)Oi gabm¢a(Di¢>b7 (0112)

0 = DO(DOQb)m - Di(Di¢)m + (’%dﬁb)oo DO(D0¢>m

- (/{(15(]5)01' Di(D0¢)m - (’{¢¢)0i DO(Di¢)m + (H¢¢)ij Di(qub)m- (C.113)

Se escolhermos

(Kgo)o; = Koi =0, (C.114)

podemos propor solucoes para Aj* como no caso usual:
A™ o ™, (C.115)
No regime estacionario e com (C.115), obtemos:
(Dog)™ = 0. (C.116)
E as equagoes (C.112) e (C.113) tornam-se, em ordem:
[(1+ Koo) 0ij — ki) DiDjAY = {[1 + tr (k4j)] 65 — Kij} = My My; D;D; AT = 0, (C.117)
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[5ij - (K’¢¢)@'j:| Di(D;$)™ = RyiRy; Di(D;j)™ = 0, (C.118)
em que:
DyAT = B AT 4 ec AL AC, (C.119)

Ao substituirmos a relagao (C.115) em (C.117), encontramos
My My;Di(Djp)™ = 0. (C.120)

Para que as equagoes de movimento do campo de Higgs (C.118) e (C.120) sejam consistentes,

devemos impor

3+ 2tr (liij)

A = £ .
3—tr (’i¢¢>)z’j

(C.122)

Vamos descartar o sinal negativo em (C.122) para garantir que a energia [expressa adiante

em (C.123)] seja sempre positiva. Dessa maneira, temos:
My = ARy;. (C.123)

Com o auxilio de (C.116), a densidade de energia (C.52) reduz-se simplesmente a:

1ogey Lo 1,2
€ = JE{E; + BB + 3 (D) (Di6)" (C.124)

Agora, introduzimos o formalismo BPS usando uma relacao trigonométrica para algum
angulo constante ~ [52], a fim de colocar a energia em uma forma quadrada. Para tanto,
analisemos a relagao:

~ ~ 2 ~ - 2 ~ o~ ~ ~
B¢ siny(Dig)'| + [Be 5 cosy(Dig)| = BLE? 5 2siny B (Dig) "+

+ sin® y(D;¢)* (D))" + B B?

F 2 cos YB(Dip)" + cos? y(D;)*(D;i)"
= EfEf + Bff)’f + (Diﬁb)a(f)ﬁf))a

F 2sinyEY(D;¢)* F 2 cos yBY(D;h)®

=
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~ ~ ~ ~ ~ 2 ~ - 2
2B + BIB + (Do) (Dig)" = [E¢ ¥ siny(Dio)| + [Br F cosy(Die)] +
+ 2sin yE2(D;¢)* 4 2 cos yBH( D). (C.125)

Substituindo (C.125) em (C.124), o funcional da energia torna-se:

2

1 ~ ~ 2 1 . s
E = /d3x€ = §/d3x [Ef:Fsinfy(Diqﬁ)“} + E/d?’x [Bf$cos'y(D,-¢)a
:I:sinfy/d?’xf?f‘(lal-@aj:cosy/dgxéf([)i@“ (C.126)
> Fpps = £sinvy / BrEY (D) %+ cosy / >z BY( D). (C.127)

Para minimizar a energia, zeramos os dois primeiros termos quadrados em (C.126), os quais
levam as duas equacoes BPS’s modificadas — o sinal positivo refere-se ao monopolo e o negativo,

ao antimonopolo:

E* = +siny(D;p)?, (C.128)

B = Zcosvy(D;p)". (C.129)
Assim, determinamos a energia BPS:
Egps = j:siny/d%Ef([)iqﬁ)“ + cosv/d%f?f(f)igzﬁ)“. (C.130)
Vamos reescrever esses dois termos de forma conveniente. Consideremos inicialmente:
Bi (Do) = NayBi(Dio)"
= NiRi; (B{0;0" + e B Abo°)
= Ni.Ri;j0;(Bro") — ¢" Ny Ri; D; By,
a |.a ]' a a
= Nszz]aj(qub ) — 5@5 5kquikRz'ijqu‘ (C131)

Note mais uma vez que se a condi¢ao:

NirRij = Rij Ny, = Ady;, (C.132)

ou de modo equivalente
A2y = {11 =T (55)] Gy + i} [0ar = (o), (C.133)
A = {det{ 11— v (5iy)] 0y + g | det [0, — (o), } (C.134)
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for obedecida [ja desconsideramos o sinal negativo em (C.134) para garantir a positividade da

energial, entao teremos:
EkpgNik Rij DiW = AcppgOri DiWy = Acppg D W, = 0, (C.135)
em decorréncia da identidade de Bianchi. Assim, (C.131) torna-se:
BY(D;p)* = Ad;(B¢?). (C.136)

Consideremos agora:
E(Di¢)" = (MuEf) [Rij (D;9)°] . (C.137)

Mas, a condigao (C.123) permiti-nos fazer:

~ 1
E}(Dig)* = —MyM;E;(D;¢)

Msz”Eg (8j¢a -+ €€abcA?¢c)

M, My; [0;(ERo®) — ¢°0,Eff + e Ep AL¢"]
1
= Kzwikzwijaj(Eggzsa) — K1\41-,61\@»#1)]-E;;. (C.138)

Da lei de Gauss no regime estacionario (C.112), juntamente com as condigoes (C.114) e

A
1
A
1
A
1

(C.115), obtemos:
(1+ koo) DB} — ki D;Ef = 0=
MyM;D;E! = 0= (C.139)
My M;6"D,E: = 0, (C.140)

A partir do resultado (C.140), a expressao (C.138) torna-se:

S 1
B (D;g)" = KMikMz‘j(ajEzﬁﬁa)- (C.141)
Utilizando (C.136) e (C.141), a energia (C.130) fica dada por:
1
Epps = :i:K sinfy/d% [0; (M M EL ") £ A cosy / d*x0;(BL ™). (C.142)
Definimos as quantidades abaixo como as cargas elétricas e magnéticas modificadas, respec-
tivamente
~ 1 1
Qe = :i:; /dS.I' {8](XM116MUE,?¢“)} s (0143)
~ 1
Qm = +— / d*x0;( ABL¢"). (C.144)
v
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Para calcular (C.143) e (C.144), precisamos saber antes como os campos se comportam,
obedecendo as equagoes BPS (C.128) e (C.129), cujas representagoes nos ansatze equivalem

respectivamente a:

d (J siny d (H
~(Z - 4+ S 14
dr (r) A dr(’r’)’ (C-145)
J = iSITH, (C.146)
d (H A1 1—-—W?
- (= - 4= C.147
dr ( r ) ncosy 12 ( )
dW n HW 1
- = $Z cosy . n=1- gtr [(kw)ij} ) (C.148)

Primeiramente verifiquemos a quantidade:
:I:/d3x [@(E;%b“)] = :I:j{ dS;ESo"
§—00

. asH 4 (1) . (C.149)

o2
€2 Jooo rdr \r

Substituindo (C.145) em (C.149),
o La 1 sinvy Hd (H
[ el = L1 st 4 (1) e
e depois (C.147) em (C.150),

a | a A
:I:/d?’q: [8j(Ej¢ )] = j:gA—ntan’yf;_)oodS7

j:47r A ; . H1-W?
= — —tan~vy lim |— )
ez An Ve r r?

(C.151)

Vemos em (C.151) que os campos devem satisfazer as condigoes de contorno usuais, seme-

lhamenteme ao caso do monopolo,

H
lim (r) =ztev, lim W(r)=0 (C.152)
r—00 r r—00
e ainda
i 2 0 fimw () = 41 (C.153)
r—0 7 r—0

Como J é dado por (C.146), devemos ter também
J(r) sin

I = 154

B T R (C154)
J

A G (C.155)

r—0 7
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para garantir as convergéncias [veja que (C.154) define K em (4.78)].

Assim, integral (C.151) resulta em:
j:/d?’x [E)J(E]“gb“)] = v——tanvy
em que identificamos a quantidade

como a carga magnética na auséncia da quebra de Lorentz.

Com isso, temos:

~ 1 1 1
0 = 1 [ @ |oganmie)| =21 §as (AR Rz
S5—00
Sl (T
vet S rdr\r

= M( Qm%tanfy)

v
= AQ,tany = AQ,, tan,

em que temos usado (C.149) e (C.156).

Como no caso do monopolo, os estados BPS’s nao modificam a integral

N )

62 r—00 T
a qual ¢ identificada como a carga magnética nao modificada,

1
Qm = i—/S dS;(Bj¢°),

v

e torna (C.144) em:

- 1 A
Qm = +— / d*x0;(ABl ") = £— / dS;(Bj¢?)

v U Js—o00
Com (C.161), (C.158) fica como — note que (C.162) define K’ em (4.79) —

Qe = Qm tan Y5
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de onde determinamos:

sinvy = #,COSVZ # (C.163)
V@2 + Q7 \ @2+ Q7
Portanto, podemos reescrever a energia (C.142) na simples forma
Egps = 0Q. siny + vQ,, cos 7, (C.164)

ou com (C.163),

Epps = vy Q2+ Q2 (C.165)

C.5.1 Comportamento Assitéticos dos Campos

Podemos obter imediatamente os perfis assintoticos dos campos J, H e W a partir daqueles
comportamentos de H e W para o monopolo. Isso pode ser feito por causa da simetria entre
as equagoes BPS do monopolo e do dyon. Assim, basta fazermos (no que segue consideramos

apenas o dyon)

A A1
- = — , (C.166)
n 7 COS Y
n n
— — 1
A T Ao (C.167)
nas solugdes do monopolo, para encontrar (quando r — 0)
H A1
— = Cy— (ev)?r, (C.168)
r 7 COS Y
1
W ~ 1- 500 (ev)® r? (C.169)
e quando r >> 0,
H A1 1
— = ev— — - (C.170)
r 7 CoSYT
W~ e ACUreosy, (C.171)
Além disso, uma vez que
J="7q (C.172)
A
temos (quando r — 0)
S~y 2 (ev)rt (C.173)
— =~ Cy— (ev)"rtan .
r 0A77 7



e ainda quand r >> 0,
— ——tan~. (C.174)

S|
@®,
=

2
>
—

Perceba que devemos ter também 7 > 0 para garantir as convergéncias das solugoes.

C.5.2 Equivaléncia entre as Equacoes BPS’s e as Equacoes de Euler-
Lagrange
Para lei de Gauss
Vamos analisar primeiramente (C.128), como segue:

Ef = :I:sinv(f),pzﬁ)a
My E;} = +sinyRy (Dpo)”. (C.175)

Em virtude de (C.123), podemos reescrever (C.175) na forma:

ARZkEg = =sin 7Rzk (Dk¢)a =
sin 7y

Ef = &
g A

(Dyo)” . (C.176)

Aplicamos agora a derivada covariante em (C.176),

sin 7y a

MriMrkDiE]Z = =+Asin ’}/RM'RTJ' (Dsz¢)a =0

D,E! = +

M,;M,.D;E¢ = 0, (C.177)

em que usamos os resultados (C.118) e (C.121).
Note que (C.177) é a lei de Gauss escrita como em (C.139).
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Para o Campo de Higgs

Agora vamos averiguar as implicagoes de (C.129):

BZ‘.’ = Zcosvy (Digb) ’
NyBY = +cosvRy (Dyo)”
RNy By = +cosvR;j R (D¢)*

Ady;jBY = +cosyRijRy (Dig)*

a COS 7Y a

Similarmente ao caso anterior, aplicamos a derivada covariante em (C.178) e encontramos:

coS 7y

A Rij Ry (D;Dy)*, (C.179)

1
D]B;l = _§€jlelegl =0==

tendo em vista novamente o uso da identidade de Bianchi e, D;W5, = 0. Assim, de (C.179)

somos levados a equacao e movimento do campo de Higgs,
Rinil (Dle¢)a — 0, (0180)

conforme queriamos demonstrar.

Para a Lei de Ampere

Vamos mostrar que as equagoes BPS’s resultam na lei Ampére (C.19), sob as condigoes

(C.114) e (C.115), a saber:

{11+ tr (kpg)] Oy — i} DoB}" + Dy (W)™

*|>K,]m'Dj (I/wan + K'iij (sz)m = GJIZL, (0181)

em que temos usado as definigdes B = —W7 e I = |6 — (/@w)pk] J' = R RipJ).
Consideremos a equagao BPS (C.176),

sin 7y

EY — 4
k A

(Dro)" . (C.182)
Mas, por outro lado, sabemos que
Ef = W, = — (—0,A§ + e A AS) = Op AG + ec™ A} A§ = Dy Aj. (C.183)
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Substituindo (C.183) em (C.182), encontramos:

Sm sin 7y

DA =+ (Do)’ (C.184)
de onde somos levados a concluir
Al = isﬁ'ygba. (C.185)

Veja que (C.185) estabelece a proporcionalidade (C.115) desejada.

Aplicando a derivada covariante Dy em (C.182), temos:

sin 7y

sin a ube .
DyEj = £~ Dy (D;9)" = e=—Le"" A} (D;0)". (C.186)
Reescrevemos (C.186) com (C.185), obtendo:
DyE? = esm el (D;¢)° . (C.187)

Multiplicando (C.187) por [1 + tr (k;;)] §;j — Kij, achamos:

—Sin2 1 {1+ tr (k)] 6ij — Kij} 5abc¢b (Dj¢)c' (C.188)

{1+t (w)] 03y — ki) DoEj = e—5

Por outro lado, de (C.121), temos:

MyiMy; = A*RyiRy;

{1+ tr ()] 03 — kigh = A% |05 = (o), (C.189)
Substituindo (C.189) em (C.188), encontramos
{[1+ tr (r55)] 635 — iy} DoEJ* = esin®y [%’ - (’f¢¢)ij] ™G (D;0)°. (C.190)

Agora escrevemos a equagao BPS (C.178) na forma:

CoS 7y

wo= :FTgikp [(5pq - (kczﬁcﬁ)pq} (Dq¢)m = (C.191)
- cos 7y .
DWWyl = :FT&'kp [(5pq (kqsc;s)pq} Dj (Dyo) (C.192)
m COS 7y m
kkiDy (Wig)™ = F =1 Rnicijp [5 (k¢¢)pq] D; (Dy9)™, (C.193)
m COS 7y m
rijDj (W)™ = F =1 Kijenip [5 (k¢¢>)pq] D; (Dgo)™ . (C.194)
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Somando (C.192), (C.193) e (C.194) e reorganizado os termos apropriadamente, determi-

namos

Dy (W)™ + ki Dy (W)™ + kg Dy (W)™

cos Y m
A (Ekip — Kki€ijp = RijEnip) [5pq - (’%qs)pq] Dj (D)™ .

= =+
Multiplicando (C.195) por &,
Ersie [Dj (W)™ + ki Dy (Wis)™ + ki Dy (W)™

cosy m
A [Erskip — KkiSrskEijp — Kij€rskErip) [5@1 - (kqsqs)pq] D; (Dy9)

= &£
e usando um resultado similar a (C.107), temos:
ersk | DiW5i + ki Dy (Wij)* + ki Dy (Wii)*] = £Acosy [Dy, Dy ¢°.
Utilizamos equagao BPS (C.191) na identidade

[D,, D] ¢* = ec®W? ¢°

e encontramos

coS Y

[Dra Ds] ¢a = ieTgrsp [6pq - (k:qﬁqﬁ)pq} gabc¢b (Dng)c

Substituindo (C.199) em (C.197), achamos a relagao
Ersk [ DiWii 4 KDy (Wig)* + ki Dy (Wii)"]
= ecos” Y&, sk [% - (/%qs)kq} e¢” (Dgop)”
da qual estabelecemos a igualdade
DyWi + ki Dy (Wig)* + ki Dy (W) = ecos®y [6kq — (k¢¢)kq] e@? (D,p)° .

Somando (C.190) e (C.201), finalmente chegamos a lei de Ampere (C.181),

{1+ tr (kij)] Okj — knj} DoE]" + DyW5 + ki Dy (Wig)® + wij Dy (Wii)®

= ¢ 5kj—(ff¢¢)m] ™" (D;¢)"

. Tm
= eJ",
como tinha de ser.
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