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Resumo

Neste trabalho nés consideramos anéis construidos com um campo escalar ¢ com simetria radial
imerso no espago-tempo de Minkowski-(3,1). Tais defeitos topoldgicos tém raio e espessura relaciona-
dos com a densidade de energia e podem ser obtidos a partir de uma densidade lagrangeana explici-
tamente dependente da distancia, o que pode ser interpretada como uma teoria efetiva a partir de
um modelo mais fundamental. Negligenciando a backreaction em um campo escalar fraco ® acoplado
com o campo forte ¢, um modo padrao de decomposi¢ao leva a uma acao padrao para os campos
de Klein-Gordon 1-dimensional vivendo ao longo do eixo do anel e uma equacgao do tipo Schrédinger
2-dimensional, descrevendo particulas massivas de spin-0. Uma escolha especifica do acoplamento
entre os campos escalares ¢ e ¢ é capaz de transformar a equagao do tipo Schrédinger em uma forma
1-dimensional dependendo da distancia radial. A interacdo é compativel com um carater repulsivo do
nicleo do anel e com a presenca de ressonancias ao redor do raio do anel. A presenca taquidnica e mo-
dos fisicos s@o descritos em um diagrama de espago de fase, que é confrontado com a andlise numérica
dos modos massivos. Verifica-se que, para a escala de anéis considerados, raios maiores favorecem
o processo de localizacdo e quanto aos anéis de raios menores, o vazamento dos modos massivos é
compativel com uma interacao repulsiva agindo entre as paredes do anel e as particulas massivas de

spin-0.

Palavras Chaves: Teoria de campos e Fisica de Particulas, Localizacdo de Campos, Defeitos

Topoldgicos.



Abstract

In this work we consider rings constructed with a scalar field ¢ with radial symmetry embedded
in the (3,1) Minkowski spacetime. Such topological defects have radius and thickness related to the
energy density and can be attained from a lagrangian density explicitly dependent with the distance,
which can be interpreted as an effective theory from a more fundamental model. Neglecting the
backreaction on a weak scalar field ® coupled with the strong field ¢, a standard mode decomposition
leads to a standard action for one-dimensional Klein-Gordon fields living along the ring axis and a
two-dimensional Schrédinger-like equation, describing massive spin-0 particles. A specific choice of
the coupling between the scalar fields ® and ¢ is able to transform the Schrédinger-like equation in a
one-dimensional form depending on the radial distance. The interaction is compatible with a repulsive
character of the core of the ring and with the presence of resonances around the ring radius. The
presence of tachyonic and physical modes are described in a phase space diagram, which is confronted
with the numerical analysis of the massive modes. It is found that, for the scale of rings considered,
larger radius favor the localization process, and for small radius the leaking of the massive modes is
compatible with a repulsive interaction acting between the rings walls and the massive spin-0 particles.

Keywords: Fields Theory and Particles Physics, Fields Localization, Topological Defects.
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Capitulo 1

Introducao

Em Fisica, é comum novos desafios surgirem com o aparecimento de novas teorias. O inicio do
século passado marcou a humanidade com o surgimento de importantes teorias fisicas, tais como a
Relatividade Especial [15] e a Mecéanica Quantica. A busca de equagoes que descrevessem sistemas
quanticos relativisticamente levaram a equacao de Klein-Gordon e a equagao de Dirac. Posteriormente,
como resultado do esforco de fisicos importantes como Born, Jordan, Heisenberg e outros, a questao
da criacao e aniquilagdo de particulas foi inserida na formulagao mais geral da Teoria Quantica de
Campos. Uma teoria quantica de campos com enorme sucesso ¢ a eletrodindmica quantica, considerada
a teoria fisica de maior poder de previsibilidade, quando comparada com resultados experimentais.
Incluindo-se as interagoes forte e fraca, chega-se ao Modelo Padrao, a teoria quantica de campos que
descreve as particulas elementares e suas interagoes.

Em fisica fundamental, h4 um nimero consideravel de trabalhos envolvendo sistemas fisicos com
dimensoes diferentes das (3,1) dimensoes usuais do espago-tempo.

No que se refere a um numero de dimensdes maiores que o usual, a proposta de mundo-brana
(braneworld) [59] consiste em considerar o nosso Universo 4-dimensional imerso em um espaco de mais
dimensoes espaciais, chamado de bulk. A origem dessa formulagdo se situa em parte no sucesso do
modelo padrao.

O modelo padrao das particulas elementares é resultado do esforgo tedrico e experimental de véarias
geracoes de fisicos, e descreve de forma magnifica as particulas bésicas e como elas interagem. Con-
tudo, questoes importantes ainda desafiam a comunidade; uma delas é a descricao unificada das quatro
forgas fundamentais. Uma abordagem fundamental na procura da unificacao das forcas fundamentais
é a teoria das cordas. Além de incorporar naturalmente a gravidade, esta teoria ja foi capaz de obter

resultados surpreendentes. Aqui é importante lembrar que a teoria das cordas prevé a existéncia



de mais dimensdes (10,1) do que aquelas que nds conseguimos por hora detectar. Uma saida para
esse conflito é considerar as 7 dimensoes extras compactificadas de uma maneira que nao pudéssemos
detecta-las experimentalmente. Nessa perspectiva, nossa visao de um Universo 4-dimensional seria
muito restrita, pois estarfamos imersos em um espago-tempo com mais dimensées. Uma importante
caracteristica relacionado ao cendrio das dimensoes extras é que todos os campos do modelo padrao
sao localizados na brana e apenas a gravidade é livre para propagar em todas as dimensoes. As-
sim, em teoria das cordas [60], as branas tomam forma e fornecem modelos de discussao tanto para
questoes fenomenoldgicas quanto para questoes cosmoldgicas relacionadas a dimensoes extras. Este
cenario, fornece novos elementos para a abordagem de problemas fundamentais, tais como problema
da hierarquia da massa, constante cosmolégica, a natureza da matéria escura e a energia escura.

No que se refere a fisica de mais baixa dimensionalidade, hé investigagoes interessantes envol-
vendo a construcao de defeitos topoldgicos com campos escalares contornando o teorema de Derrick
[13, 37, 39, 40], a influéncia de possiveis quebras da invariancia de Lorentz para sistemas obedecendo
a eletrodinamica planar [61, 64]. Além disso, podemos citar as notdaveis propriedades do grafeno,
tais como o efeito Hall anoémalo [65], a auséncia de localizacao [66], e a relacdo de dispersao lin-
ear. No grafeno os elétrons comportam-se como particulas relativisticas nao-massivas, o que requer a
eletrodindmica quantica planar [67] para um entendimento mais profundo desse sistema encontrado
em fisica da matéria condensada.

Nesta dissertacao estamos particularmente interessados em solugoes das equacoes de movimento
solugoes estaveis e de energia finita em que a configuragao de campo interpola entre um minimo e outro
do potencial. Em uma teoria de campo escalar em (1,1)-dimensdes tais solugoes sao ditas do tipo
kink (e antikink). Assim, um kink propagante é uma onda solitonica, a qual é caracterizada por uma
densidade de energia localizada, a qual tem classicamente o cardter de particula. Aqui, como em geral
é feito na literatura fisica, caracterizamos sélitons em Teoria de Campos de uma forma mais geral. A
rigor, solugoes tipo ondas solitonicas seriam caracterizadas por um processo onde a nao-linearidade
compensasse a perda de coeréncia (dispersao) da onda. Nesse processo, uma colisao kink-antikink
teria como consequéncia, no maximo, um atraso de fase em cada uma das ondas em colisao. Isso é
0 que ocorre no modelo Sine-Gordon. No caso geral, as nao-linearidades podem tornar a interagao
kink-antikink extremamente complexa, o que torna muito interessante o estudo desses sistemas. Em
geral, tais solucoes estaveis sao relacionadas as condigoes de contorno que os campos obedecem. Tais
condicOes servem de mapeamento entre o espaco de coordenadas e o espaco de configuracao dos

campos, levando a uma classificacao topoldgica das solugoes. Dai o nome de solugoes topolégicas e de



defeitos topoldgicos a tais solugoes.

No que diz respeito a classificacao citada acima, fizemos no capitulo 2 uma breve revisao sobre Teo-
ria da Homotopia, discutindo seu principal conceito onde dois mapeamentos sao ditos ser homotdpicos
quando um pode ser deformado continuamente sobre o outro. Um exemplo pratico que descreve essa
deformacao pode ser visto quando tomamos um disco e hé a possibilidade de encolhé-lo a um ponto.
Nesse exemplo o disco é homotdpico a um ponto, pois o disco foi deformado continuamente. Um dos
pontos importantes no estudo da homotopia, esta em definir os grupos de homotopia. A ideia principal
dos grupos homotépicos se resume em introduzir um espaco padrao e estudar todos os mapas em outro
espaco para podermos perceber como esses mapas sao classificados quanto a equivaléncia homotdpica.
E essa classificacao que da origem a estruturas de dominio, tais como paredes de dominio, cordas,
monopodlos e texturas.

O estudo de defeitos topoldgicos em teoria de campos cobre uma vasta drea da fisica, desde
a aplicacdo em fisica da matéria condensada, como ocorre com paredes de dominio em materiais
ferromagnéticos, a cosmologia, como no estudo da formacao de tais defeitos decorrentes de transigoes
de fases em um Universo primordial. Nesse contexto, a medida que o Universo foi se resfriando, as
sucessivas transigoes de fase sao manifestacoes de quebras de simetria na teoria subjacente. A quebra
espontanea de simetria é o principal mecanismo tedrico que explica a origem dos defeitos topolégicos.
Portanto, no capitulo 3 verificamos a formagao desses defeitos.

Existem vérios exemplos que ilustram o conceito de quebra de simetria. Podemos considerar
um estacionamento, onde em uma extremidade os carros estacionam de modo a ficarem inclinados
para esquerda, entao todos os carros ao lado do primeiro irdo estacionar da mesma forma. J& na
outra extremidade, podemos supor que o motorista nao observasse como estao dispostos os outros
carros do estacionamento e colocasse o carro inclinado para a direita. Como consequéncia, quando
o estacionamento ficar cheio, irifamos verificar que houve uma quebra na simetria, pois uns estarao
voltados para a esquerda e outros para direita. Outro bom exemplo, é o de uma vareta na posicao
vertical sobre uma mesa; ao aplicamos uma, forga sobre a vareta, a mesma, ird se deformar para qualquer
um dos lados, ou seja, de forma aleatoéria, quebrando assim a simetria. De forma parecida, idealizamos
um lapis na vertical com a ponta voltada para uma mesa sendo segurado por uma pessoa, quando
o soltarmos, este ird cair de qualquer maneira sob a mesa e em qualquer posicao, nesse momento a
simetria que existia em torno do eixo do lapis deixa de existir.

Nao s6 em exemplos do cotidiano encontramos exemplos de quebras espontaneas de simetria. Em

sistemas ferromagnéticos os vetores de magnetizacao podem ficar alinhados em uma tnica diregao até



uma, certa area de transicao marcada pela mudanca na direcao desses vetores; assim cria-se um defeito
chamado parede de dominio magnética, mantendo desconectadas duas regioes com mesma energia.
Os varios tipos de defeitos que sao formados a partir da quebra de simetria dependem exclusivamente
do tipo de simetria que é quebrada e da natureza da transicao de fase. Assim, por exemplo, uma
parede de dominio surge quando uma simetria discreta é quebrada; ao contrario, as cordas césmicas
necessitam de quebra de simetrias axiais; por fim os monopdlos, que possuem dimensao zero e surgem
a partir de uma quebra esférica.

O capitulo 4 trata do teorema de Derrick e de algumas formas de contornd-lo. A discussdo se
baseia na tentativa de encontrar solugoes independentes do tempo tanto para mais campos escalares
quanto para mais dimensoes espaciais. E certo que modelos em (1,1)—dimensoes, apesar de mais
simples, sofrem de uma grande restricao no que tange a descricao de sistemas mais realisticos. Seria
interessante encontrarmos, para mais dimensoes espaciais, solugoes do tipo séliton, ou seja, solugoes
estaticas, estdveis, ndo-triviais e com energia finita diferente de zero. Ocorre que o Teorema de Derrick
restringe a existéncia de solugoes tipo ondas solitonicas quando a dimensionalidade do espaco é maior
ou igual a 3.

A premissa do teorema assume uma estrutura padrao da Lagrangeana com potencial que é nao-
negativo. Iremos mostrar que solugoes com D > 2 colapsam e sao portanto instaveis. No entanto,
esta dificuldade pode ser evitada por meio de alternativas as premissas do Teorema de Derrick.

Dentre elas podemos considerar i) a inclusdo de termos de derivadas de ordem superior na la-
grangeana; ii) a adicdo de campos de gauge construindo defeitos em (3,1)-dimensoes (modelo de
Yang-Mills); iii) introdugao da dependéncia temporal, resultando em solugoes nao-dissipativas, iv)
inclusao de vinculos os campos, como no caso do modelo O(3) nao-linear; v) sistemas com divergéncia
na energia total, contornada por um cuttoff na distancia devido a existéncia de um outro defeito ; vi)
dependéncia explicita com a distancia no potencial. No Capitulo 5 consideraremos uma dependéncia
explicita com a distancia na densidade lagrangeana. Defeitos construidos com apenas um campo es-
calar em (2, 1)-dimensional sao obtidos, os quais tém a forma de anéis estdveis com raios e espessuras
caracteristicos. Nesse capitulo, o qual é a contribuicao original dessa dissertacao, trabalharemos com
os anéis imersos em um espago tempo usual de Minkowski-(3,1). Os defeitos assim formados serao es-
tudados em func¢ao da capacidade de armadilhar campos de matéria; por simplicidade consideraremos
neste trabalho campos de spin-0. A Secdo 5.1 é responsével por descrever a imersao do anel escalar.
Na secao seguinte, trabalha-se com a questao dos estados ressonantes, obtendo uma equacao do tipo

Schrodinger para os modos massivos e por fim implementa-se um método numérico que descreve os



estados ressonantes, resultados esses confrontados em um diagrama. A nossa conclusao é apresentada

no Capitulo 6.



Capitulo 2

Teoria da Homotopia

O objetivo desse capitulo de revisao é introduzir alguns conceitos de geometria e construcoes em
Topologia Algébrica. Um conceito importante em topologia é o de homeomorfismo, que é a equivaléncia

entre dois espacos distintos. Um exemplo interessante pode ser observado a partir da Fig. 2.1.

<]

L

Figura 2.1: Encolhimento de um quadrado externo em um interno.

A figura geométrica pode ser escrita na forma espessa, como podemos ver nas curvas fechadas
que a delimita, mas também é possivel visualizar que esse contorno é compactado por uma linha no
seu interior, podendo ser chamado de sub-superficie do contorno espesso. Cada linha no interior do
quadrado é um sub-espaco do quadrado mais grosso, dessa forma, o espago espesso pode ser encolhido
continuamente ou deformado em um espaco interno fino. Agora, como outro exemplo encontrado

em Nakahara [1], vamos considerar dois discos D1 e D2 dentro de dois espagos topolégicos diferentes



X e Y, onde D1 possui um buraco em seu centro no espaco X, enquanto que no espaco Y nao ha
buracos nos discos. No espaco topoldgico Y, podemos encolher os dois discos a um ponto, o mesmo
caso apenas acontece no disco D2 do espaco X, pois a existéncia do buraco no disco D1 impossibilita
o encolhimento do disco a um ponto. Portanto, dizer que o disco D1 é homotépico ao disco D2
significa que D1 pode ser obtido a partir de uma deformacao continua do disco D2. Percebemos
também que no espaco Y, os discos D1 e D2 sdao homotdpicos a um ponto, a medida que sofrem um
encolhimento, ou seja, uma deformagao. Voltando ao exemplo da Fig. 2.1, observamos que a figura
mais espessa sofre uma deformacao tornando-se o quadrado interno, sem borda, portanto, fica claro
que houve uma deformacao na figura, conclui-se que o quadrado externo é homotdépico em relacao ao
interno. Entao, podemos pensar que esse processo de encolhimento depende do tempo (0 < ¢t < 1),
sendo definido por uma familia de funcées f(t) : A — A (onde a letra A representa o quadrado
espesso da Fig. 2.1 e a letra A expressa a figura interna) parametrizada por t € I = [0, 1], onde
f(t) é o ponto cujo ponto x se move com velocidade constante chegando a um ponto imagem em
um tempo t = 1, originando uma deformacao de retracao de um espaco X em um subespaco A que
caracteriza uma familia de mapas f(¢) : A — A. Essa deformacdo de retragdo é um caso especial
em homotopia, a qual descreve que qualquer familia de mapas f(¢) parametrizado por um intervalo
de tempo t associado a um mapa F' : X x [ — Y dado por F(z,t) = f(t) é continuo. Dois mapas,
f(0): X - Y e f(l) : X - Y podem ser chamados de homotdpicos, notagao f(0) = f(1) quando
existe uma homotopia f(t) conectando-os [1, 2]. Outro conceito de grande destaque é o de homotopia
equivalente. Diz-se que um mapa f : X — Y é uma homotopia equivalente ou homotopia do mesmo
tipo, notacdo X = Y se existe um mapa g : Y — X tal que fg e gf correspondem a uma matriz
identidade, denotada por 1. Dois espacos topoldgicos sao equivalentes se eles podem ser deformados
continuamente um no outro. Assim, podemos olhar para deformacoes especiais preservando a parte
das caracteristicas topolégicas. Dessa forma, homotopia sao funcoes de deformacoes reguladas por
um parametro continuo. Um uso importante da homotopia fica por definir os grupos de homotopia,

invariantes importantes na topologia algébrica [3].

2.1 Homotopia

Para formar o conceito de homotopia faz-se necessario a introdugao de conceitos tais como homo-
topia de caminhos e também caminhos fechados, este ultimo chamado de loop. O principal destaque

em se tratando de caminho em uma superficie é a aplicagdo do intervalo I = [0, 1] sobre essa su-



perficie [1]. Com o objetivo de deixar claro o entendimento sobre homotopia, vamos considerar um
elastico que possui suas extremidades fixas em 0 e 1, associando a cada posicao do elastico a aplicagao
t € I = [0,1] correspondente a variacao de t, essa interpretacao nos permite pensar em deformagoes
sofridas no elastico ao longo do tempo. Observando o eldstico como um caminho com pontos inicial
e final fixos sobre uma superficie, podemos esticd-lo ou arrasta-lo sobre a superficie, obtendo diversos
caminhos diferentes, mas que possuem a capacidade de deformar um sobre o outro. Por meio do
exemplo abordado, a ideia de esticar ou arrastar é ligada a definicdo de homotopia.

Uma maneira de interpretar o conceito de homotopia de caminho é pensarmos em um espago
onde seja possivel viajar entre dois pontos extremos. Em um espaco topoldgico X a definicdo de
caminhos exige que para quaisquer dois pontos zg e x1 pertencentes ao espago topoldgico X, existe
uma funcao continua f: I — X com f(0) = z¢ e f(1) = 1, onde I = [0, 1] corresponde ao intervalo
[3]. De forma geral, uma aplicacdo continua f : I — X é chamada de homotopia de caminho em
X, afirmando que a homotopia de caminho une os pontos fixos, ou seja, f é o caminho que liga a
origem x( e o ponto final z1. Por outro lado, quando tratamos com caminhos fechados (f,g: I — X)
sao homotdpicos quando existe uma funcao continua H : I x I — X com o valor comum dos pontos
inicial e final f(0) = f(1) = ¢g(0) = ¢g(1) = xo [6], chamado de ponto base do loop, ou seja, o
caminho comeca no ponto xy completa uma volta e termina no mesmo ponto. Os caminhos fechados,
denominados de loops podem ser classificados em classes. A primeira classificacio é definida quando
temos loops pertencendo & mesma classe resultando em uma deformacao de um loop em outro. Como
exemplo, podemos destacar um quadrado que pode ser deformado continuamente em um circulo.
Quando os loops pertencem a diferentes classes, esses por sua vez nao podem ser deformados um no
outro. Outro importante conceito acoplado aos caminhos fechados sao os de superficie simplesmente
conexa e nao-simplesmente conexa, aos quais o primeiro é caracterizado por qualquer loop ser reduzido
continuamente a um ponto, enquanto a segunda nem todas as curvas fechadas podem ser distorcidas
a um ponto. Um exemplo de facil visualizagdo em referéncia as superficies simplesmente conexas e
nao-conexas, € representado por uma esfera e uma xicara, respectivamente, onde qualquer loop que
fizermos sobre a esfera pode ser reduzido a um ponto, enquanto que na xicara, se fizermos um loop
sobre a asa nao conseguiremos distorcé-la a um ponto [4, 11]. Por meio dos conceitos apresentados,
podemos focar no principal interesse, o qual é classificar os caminhos e loops de acordo com a relagao
de equivaléncia de modo que classes equivalentes formam um grupo [5, 6, 7], ou seja, identificando
os caminhos e loops que podem deformar continuamente um no outro, as classes de equivaléncia irao

originar uma estrutura de grupo.



Considerando os seguintes espagos topoldgicos X e Y e também os mapeamentos continuos f, g :
X — Y, uma homotopia serd considerada de f para g (f ~ g) se um mapa continuo H : X x [ — Y

(uma fungao continua de um produto cartesiano de X e I para Y) existir [1, 2, 4], sendo que:

H(z,0) = f(x), (2.1)

H(z,1) = () (2.2)

Xx/

Figura 2.2: Homotopia entre f e g.

O mapa H é chamado de homotopia entre f e g, em outras palavras, a homotopia H deforma a
fungdo f continuamente na aplicagdo g. A homotopia origina uma familia de parametros de mapas
continuos H(t) para t € I = [0, 1], onde esse parametro ¢ idealizado com uma variacdo no tempo e
que H é uma deformagao de f em g com t varrendo de 0 & 1 (veja a Fig. 2.2). A ideia de homotopia
estd em representar uma deformacao continua, sem pulos ou quebras, de um mapa para outro. Para
espacgos topolégicos X e Y, homotopia estd inteiramente ligada a uma relagdo de equivaléncia [8].
Homotopia é uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto de funcées continuas, é um mapeamento
continuo entre dois espacos topoldgicos com uma deformacao gerada por uma funcao regulada por um
parametro. As classes de equivaléncia sao chamadas de classes de homotopia [9], denotada por [f].

O estudo da teoria da homotopia é fundamental para determinar a natureza dos defeitos que

podem aparecer em uma quebra espontanea de simetria, que serd abordado no capitulo seguinte.



Para o entendimento sobre a classificacao das estrutras de dominio serd introduzido o conceito de

Grupos de Homotopia [13].

2.2 Grupos de Homotopia

Em grupos de homotopia, o interesse estd em [1] deformagoes continuas de mapas sobre outros.
Um grupo de homotopia é uma estrutura algébrica associada a um espaco topoldgico que nos permite
destacar as informagoes sobre a topologia do espago. A teoria tem como objetivo construir invariantes
topoldgicos para caracterizar os espacos topoldgicos. Consideremos os espacos topoldgicos X e Y com
os seguintes mapeamentos f : X — Y e g: X — Y pertencendo a um conjunto destes mapas, nomeado
de variedade M. Podemos introduzir a relagao de equivaléncia, onde os mapeamentos f e g sao ditos
homotoépicos caso um deforme continuamente o outro mapa. Estudando os mapeamentos podemos
comparar os espacos dos mapeamentos com os espacos X e Y. Portanto, resumindo a ideia basica
dos grupos de homotopia, podemos dizer que toma-se um espaco padrao e estuda-se todos os mapas
em outro espago, para perceber como esses mapas sao classificados de acordo com a equivaléncia
homotopica.

Os grupos de homotopia sao utilizados para classificar espagos topolégicos [1], ou seja, o surgimento
das estruturas de dominios sao classificados via grupo de homotopia por meio de um espaco topolégico
representado pelo espaco interno. Mapas que preservam o ponto base formam um conjunto de classes
de homotopia, como por exemplo, o conjunto de mapas de uma esfera em uma variedade, essas classes
de homotopia caracterizam um grupo chamado de n-ésimo grupo de homotopia denotado por 7, (X)
[2]. O grupo fundamental é um simples exemplo, o qual terd uma discussao mais abrangente na secao
seguinte, é um grupo constituido de classes de homotopia descrito por caminhos fechados (loops) a

partir de um ponto base.

2.3 Grupo Fundamental

A topologia é recente quando comparada com outros ramos da Matemadtica, responsavel pelo estudo

dos espacos topoldgicos. A topologia inclui sub-dreas as quais sdo divididas da seguinte maneira:
e Topologia Geral: relacionado a conceitos como compacidade e conexidade;
e Topologia Geométrica: estuda estruturas como as variedades, incluindo a teoria dos nés;
e Topologia Algébrica: investiga estruturas algébricas como grupos de homotopia e homologia.
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Esta 1ltima estuda técnicas para formagao de imagens algébricas, conhecidas como grupos, dos
espagos topoldgicos. Com a necessidade de caracterizar o espago e também os mapas, é de extrema
importancia a introdugao de uma fungdo, como mecanismo essencial da criacao dessas imagens. O
maior objetivo na construcao da &dlgebra topoldgica gira em torno da reconstrucao das formas de
todos os espagos ou de classes desses espacos [9, 10]. Classes de caminhos fechados constituem um
grupo, que é a principal caracteristica topoldgica de um espaco. Para essa observacao é necessario a
introdugao de operagoes entre os caminhos. Primeiro vamos considerar a seguinte ilustracao, suponha
que uma pessoa percorra um caminho durante uma hora e sem parar continua a caminhar por mais
uma hora, agora se ao invés de demorar duas horas para efetuar todo o percurso a pessoa gostaria
de realizar todo ele em apenas uma hora, a resposta é simples, ela deveria caminhar mais rapido, ou
seja, deveria percorrer o primeiro caminho em apenas meia hora para que possa restar tempo para
caminhar a segunda parte do percurso. Portanto, essa é a ideia de operacao de caminhos.

Seja o espago X e os caminhos f : I — X (xg paraxi)eg: I — X (x; para x2) tal que f(1) = ¢(0),
definimos o produto de caminhos ou composigao f-g (Fig. 2.3), ao qual consiste em percorrer primeiro
o caminho f e em seguida o caminho ¢, correspondendo ao percurso consecutivo de cada um deles

com o dobro da velocidade. Tal caminho é dado por uma aplica¢ao a(x) = f - g, definida por:

o) = (fg) = § T2 NsHSE 2
g(2xr—1), 1/2<x< L

O produto nos permite definir as seguintes propriedades:

e Associativa: [f]- ([g] - [a]) = ([f] - [g]) - [a]-

e Identidade: é entendida para qualquer z € X, sendo e, : I — Y tal que e;(I) = x, onde e, é

um caminho constante em X. Se f é um caminho entre os pontos xgy e z1, temos:
[ezo] - [f] = [f] (2.4)

[f]- [ex1] = [f] (2.5)

podemos entdo perceber que os elementos identidade sao diferentes em diferentes pontos.

e Inversa: a existéncia do elemento inverso é explicado pelo caminho inverso de f que vai de zg

A x1, ou seja, é um caminho que sai de x; e chega em z, denotado por f~!, caracterizado por

f7H=f(1 =), entdo [f]- [f~'] = [eso] e [f7] - [f] = [ea].
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Figura 2.3: Composicao dos caminhos f e g.

Dessa forma, fica claro que as propriedades nao sao capazes de definir uma estrutura de grupo
sobre apenas um conjunto de classes. Das propriedades citadas acima, os elementos de identidade
sao diferentes, impossibilitando que o produto dos caminhos defina um par de classes equivalentes.
Portanto, um conjunto das classes de homotopia de caminho em um espago X nao forma um grupo
[9]. Se, por outro lado, consideramos um conjunto das classes de homotopia de loops com o ponto
base fixo, a operacao produto assim definida é capaz de caracterizar um grupo, pois temos: (i) dado
dois loops com o mesmo ponto base xg, o produto f - g é bem definido e é um loop com o ponto
xo; (ii) a propriedade associativa é satisfeita e a identidade é unica, o que leva a existéncia de um
elemento inverso. Portanto as propriedades de grupo sao asseguradas. O grupo formado por classes
de homotopia de loops com ponto base xy que podem ser mapeados a um ponto é chamado de grupo
fundamental do espago X relativo ao ponto base ou primeiro grupo de homotopia, identificado como
m1(X, x0). Ele foi introduzido por Poincaré em 1895, e é chamado de primeiro grupo de homotopia
em antecipagao pelo fato de existirem grupos maiores de homotopia, por isso, também é conhecido
como grupo de Poincaré [3]. Quando temos o ponto inicial igual ao ponto final, temos um intervalo
fechado equivalente a um circulo S'. Como exemplo, consideremos um mapeamento f : S — X, com
X =TR2%—(0,0), que corresponde ao plano real menos a origem. Fica claro que qualquer loop que nao
envolva a origem pode ser continuamente deformado a um ponto, o que ja nao ocorre com os caminhos
fechados em torno da origem. Os loops que circulam em volta da origem sao classificados por meio de
um numero inteiro Z, cujo sinal é especificado pelo ntimero de vezes e o sentido pela qual a origem é
envolvida. Consideremos o conjunto responsavel por representar todos os mapeamentos onde o loop
envolve a origem Z. Este conjunto forma um grupo, o grupo fundamental ja supracitado m1(X), onde
o indice 1 diz que X tem a forma de uma superficie 1-dimensional fechada; ou seja, um loop o qual é

topologicamente equivalente a um circulo.
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Se considerarmos R como uma regiao 2-dimensional do espago e todos os pontos mapeados em um
ponto, a forma de R serd a de uma superficie fechada equivalente a uma esfera S?, dessa maneira o
grupo abordado é o mo(X). Alguns defeitos, por exemplo, do tipo vdrtice, sdo associados ao grupo
fundamental; outros, como veremos adiante, necessitam de grupos superiores. Como j4 citado acima,
dois espagos topolégicos X e Y sao considerados homotopias do mesmo tipo (X ~ Y') caso existam
mapas continuos (f e g), tal que a composigao entre eles dé como resultado uma identidade. Dessa
forma, um mapa f é chamado de homotopia equivalente de g. Em relagao a isso, podemos destacar
duas observagoes importantes, a primeira delas: se X é homeomorfico a Y, entao os espagos X e
Y sdo homotopias do mesmo tipo, mas nem toda equivaléncia homotdpica é homeomorfica. Essa
observacao caracteriza que espagos homeomorficos possuem as mesmas caracteristicas no que diz
respeito a homotopia. Exemplos podem ser vistos quando espacos de diferentes dimensoes podem ser
do mesmo tipo de homotopia [8]. Um ponto k e uma linha real R sdo do mesmo tipo de homotopia,
mas o ponto k nao é homeomorfico a R. A segunda observacao fala que dois espacos topolégicos do
mesmo tipo de homotopia tem o mesmo grupo fundamental. H4 uma dificuldade no entendimento de
homotopia de mesmo tipo. Quando afirmamos que X ~ Y, significa dizer que Y é um subespaco de
X, dessa maneira Y é obtido a partir de uma deformagao continua de X. Um conceito muito atil para
a descricao dos grupos de homotopia é a deformacao de retracdo. Levando em conta um subespaco
R, ele é considerado retratil de X se existir uma homotopiade 1 : X — X e f: X — R. Sendo R
um subespago de X e um mapa continuo H : X x I — X, R é denominado de deformacao de retragao
de X e H é uma homotopia entre a matriz identidade e a retragao f. Outra definicdo importante é
a de espago contratil. Se temos um ponto k pertencente a um espago topolégico X como sendo uma
deformacao retratil desse espaco, X é dito contratil. Dado um mapa constante e, : X — k, se existir
uma homotopia H tal que H(z,0) = e, =a e H(x,1) =1 =z, X é dito contrétil e a homotopia H é

chamada de contracao [10].

2.4 Grupos Superiores

Vimos anteriormente que o grupo fundamental classifica as classes de homotopia de caminhos
fechados em um espaco topolégico X [2]. Além do mapeamento de um circulo S' a um espaco
topoldgico X, podemos extender essa construcao para mais dimensoes, por exemplo, existem maneiras
de abordar outros grupos a X, tais como o mapeamento de esferas e também do “torus” a um espago

topoldgico. Apesar de trabalharmos com dimensées maiores, acontece que as classes de homotopia S™
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(n > 2) formam um grupo de maneira similar ao grupo fundamental.

Consideramos I" como sendo um cubo n-dimensional e sua fronteira sendo caracterizada por 0I™
[1]. Se olharmos para o grupo fundamental, a fronteira de I = [0, 1] é mapeada a um ponto base xy.
O interesse aqui estd em estudar os mapas continuos f : I"" — X que correspondem ao mapeamento
da fronteira em um ponto base xy [14], uma vez satisfeito tal mapeamento, nés obtemos S™ a partir
de I"/OI™ (denota o cubo). Portanto, o mapa f é chamado de n-loop sobre o ponto base. Assim,
considerando um espago topolégico X, o conjunto de classes de homotopia de n-loops mapeados em
xo é denotado por m,(X) e chamado de n-ésimo grupo de homotopia. Devido a identificagao destes
pontos na fronteira destes n-loops, entao o mapeamento do cubo I"™ a um espaco X ¢é topologicamente
equivalente a um esfera. Podemos destacar consideragoes importantes a respeito dos grupos superiores.
A primeira delas é que o grupo m,(X) nao é abeliano para n = 1 (grupo fundamental), mas é
abeliano para n > 1. O mapeamento entre duas esferas é relevante para muitas aplicacoes da teoria
de homotopia. Outra importante caracteristica fica por conta da igualdade entre os grupos superiores

e o conjunto dos nimeros inteiros.

7 (S") =Z (2.6)

onde Z corresponde ao conjunto dos numeros inteiros. Neste caso o numero inteiro n caracteriza o
mapeamento do nimero de voltas que uma esfera envolve a outra.

Por fim, um mapeamento f : S™ — S™ para m > n temos um grupo de homotopia trivial

m(S™) =0 (2.7)

caracterizando que ha pelo menos um ponto em S™, a que nenhum ponto de S™ é mapeado. Por outro
lado, se tomamos m < n o grupo passa a ser nao-trivial, caracteristica comum nas teorias de Yang-
Mills. Os defeitos topoldgicos que veremos na secao seguinte aparecem em modelos com quebras de
simetrias e podem ser classificados via homotopia de grupos. A topologia da variedade de vécuos (M)
determina que defeitos podem aparecer com quebras de simetrias particulares. Podemos destacar,
as paredes de dominio podem se formar se M possui subgrupos desconectados, cordas se formam
quando a variedade nao é simplesmente conexo e monopdlos se formam quando M contém superficies
indeformaveis. O n-ésimo grupo de homotopia 7, (M) classifica os mapeamentos distintos da esfera S™
em uma variedade, ou seja, estuda os mapas entre a variedade de um espaco interno e uma variedade
do espaco-tempo. Em geral, defeitos topoldgicos de uma particular dimensionalidade em um dado

modelo pode ser classificado por elementos de um grupo homotépico apropriado da variedade:
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Defeito Dimensao | Classificacao
Paredes de Dominio 2 mo(M)
Cordas 1 w1 (M)
Monopdlos 0 o (M)
Texturas - m3(M)

Tabela 2.1: Classificagdo topoldgica dos defeitos com grupos de homotopia m,(M).

A tabela 2.1 relaciona a relacao entre os defeitos topoldgicos e os grupos de homotopia. Dentre os
defeitos topoldgicos destacam-se os defeitos linhas que caracterizados pelo primeiro grupo de homotopia
ou grupo fundamental e os defeitos pontos pertencentes ao segundo grupo de homotopia [3]. Entre
os muitos defeitos conhecidos, podemos destacar defeito do tipo anel. Da mesma forma como ocorre
com as paredes, cordas e monopdlos, sua ocorréncia é determinada pela topologia da variedade M, ou
seja, pelo seu grupo de homotopia. O defeito tipo anel aparece quando dois defeitos linhas que sao
caracterizados por elemento inverso do primeiro grupo se fundem. Se todas as partes dessas linhas

aproximam-se desigualmente, elas desaparecem ao mesmo tempo ao se tocar (veja a Fig. 2.4).

/\/\ .

0

Figura 2.4: Dois defeitos linhas v e v~ se combinando originando defeitos do tipo anel [11].

Embora o anel nao seja mais do que um defeito linha, um defeito anel é localizado em um vol-
ume finito e nao se estende ao infinito como um defeito linha, dessa forma, o defeito anel pode ser

considerado um tipo de defeito ponto. Isso pode ser visto se considerarmos o raio do anel tendendo
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a zero, tornando-se assim um ponto. Portanto, defeito anel necessita de dois parametros, sendo um
para o defeito linha e outro para o defeito ponto. De acordo com o que foi mostrado, a discussao sobre
topologia induz o surgimento e estudo das estruturas de dominio. A caracteristica topoldgica destas
estruturas depende do grupo de homotopia m,(M) da variedade M do véicuo degenerado. Defeitos
estaveis topologicamente podem ser classificados por meio dos grupos de homotopia de um espaco

topolégico X que representa o espago interno.

2.5 Grupo de Homotopia associado ao mapeamento 5" — S”

Agora vamos apresentar alguns exemplos com objetivo de caracterizar o grupo de homotopia
associado ao mapemanto S™ — S™. Consideremos o exemplo do mapeamento de um circulo S' em

outro circulo St (St — S1) [49]. No mapeamento trivial, representado pela figura abaixo,

Figura 2.5: Mapeamento de um circulo em outro.

O primeiro circulo S' é caracterizado por um angulo « tal que 0 < a < 27. Se a = 4m, é
equivalente a @ = 27, dizemos entao que o angulo « é definido médulo 27. O angulo 5 correspondente
para o segundo circulo, pode ser obtido pela aplicagao de uma fungao continua f(«). Considerando

alguns exemplos:

1)8 = fola) =0 (2.8)
2) 8= fola) = (2.9)
3)8 = fola) = 3 (2.10)
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que correponde ao nao percorrimento de um circulo S! (veja Fig. 2.6).

O-O- OO O-0O

Figura 2.6: Mapeamento do primeiro circulo em um ponto no segundo circulo. Para 5 = 0 (esquerda),

B = (centro) e f = m/2 (direita)

Em geral, para qualquer ¢ constante, o mapeamento dado pela funcdo 8 = fo(a) = ¢ leva ao
circulo S ser percorrido zero vezes.

Outro exemplo pode ser visto da seguinte maneira:

Ea, 0 < a<m
18 = fola) = (2.11)

E2r —a), ™<a<2m.

BV OH-O)

Figura 2.7: Para £ = 1/2 (esquerda) e £ = 1/4 (direita).

Em geral, 0 < ¢ < 1 leva a S! ser percorrido zero vezes. Note ainda que, com & — 0, este
mapeamento pode ser deformado no mapeamento 1. Desa forma, pertencem a mesma classe de
homotopia.

Agora, consideramos o exemplo:

5)B = file) = (2.12)

O mapeamento completa uma volta em torno do circulo S! (veja Fig. 2.8). Sendo 8 = fa(a) = 2a,

nos teriamos duas voltas em torno do circulo. Em geral,
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6) 8 = fu(a) = na (2.13)

representa um mapeamento com n voltas, tal que o “winding number” () associado é n. Podemos

definir @ como [49]:

1 27 le

O

Figura 2.8: Uma volta sobre o segundo circulo.

Assim, para o exemplo 4, temos:

Q- ;ﬂ(/o < (ea)da + /f < (e(on - a>)da)

1
@ = 5 (€alf + - Dal?")

1
Q= o (fw — &2 — 7r)> = (2.15)
E a partir do exemplo 6:
1 [*™d 1 .
Q= 271_/0 Ta (na)da = %na% =n (2.16)

constituindo o niimero de vezes que o segundo circulo S' é envolvido, gerando infinitas classes de
homotopia. Quando o nimero de voltas em torno do circulo estd em sentido oposto, valores negativos

de () sao obtidos, por exemplo:

B = f-3(a) = =3a (2.17)
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Assim, as classes de homotopia para o mapeamento S' — S! formam um grupo isomorfo ao grupo

dos inteiros, o que pode ser representado por:

m(SYH) =2 (2.18)

Se X é um subespaco de R" e Y é um subespago de R™, o produto cartesiano X x Y pode ser
identificado de forma natural com o subconjunto de R**™ e entao adquire uma topologia de subespaco.
Consideramos alguns exemplos: i) S! subespaco de R? e (a,b) subespaco de R. Logo, S x (a,b) é um

subespaco de R?, chamado de cilindro [12].

E S xcLy

x 2

g

"

Figura 2.9:

ii) O Toro S* x S! é o produto cartesiano de dois circulos, e ¢ um subespaco de R*.

Figura 2.10:

19



A construcgao explicita de exemplos pode ser feita definindo-se dois angulos a e 7.

L 4

i

o

n

Figura 2.11:

Mostremos que T2 é homotépico a St x St. Considere um circulo no plano z — z de R3, de raio

r > 0 em torno do ponto (R,0,0), com R > r.

(R+rcos,0,rsinf)

Figura 2.12:

com 0 < n < 2m.

Rotacionando esse circulo em torno do eixo-z para obter o toro T2 em R3, obtemos a Fig. 2.11.
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A rotacdo escolhida é tal que, para todos os pontos do circulo original, z e z? 4+ y? permanecem
constantes.

Definindo @ como o angulo em que o circulo é girado leva a

x = (R+ rcosn) cos « (2.19)
y=(R+rcosn)sina (2.20)
z=rsinn (2.21)

Assim, T2 é o conjunto de todos os pontos em R? da forma:

((R + rcosn)cosa, (R4 rcosn)sina, rsin 7]> (2.22)

para 0 <7 <27 e 0 < a < 27. Dessa maneira, T? é homeomorfo a St x St.
Podemos mapear um toro 72 = S* x S! em outro toro 72 de modo anélogo ao feito para S — ST,
St x St — St x St

Temos que S' — S! corresponde a 71(S?) = Z. Entdo o mapeamento,

St x st — 8t x st (2.23)

é dado por

T (T?) = (S x n(SY) =Z x Z (2.24)

Finalizada essa discussdo matematica sobre homotopia, necessaria para a classificacdo dos de-
feitos topoldgicos, abordaremos no capitulo seguinte os defeitos topoldgicos do ponto de vista fisico,

procurando descrever sua formacao como decorrente da quebra espontanea de simetria.
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Capitulo 3

Defeitos Topoloégicos

3.1 Formacao dos Defeitos Topolégicos

As implicagoes cosmoldgicas de defeitos topoldgicos tém sido um area de grande interesse e ativi-
dade. Em 1966, Nambu, foi um dos primeiros a sugerir um significado de tais defeitos, afirmando que
o nosso Universo poderia ter um tipo de estrutura de dominio. Em 1972 foi sugerido por Kirzhnits que
a quebra de simetria poderia ser restaurada em altas temperaturas, como acontece em alguns sistemas
de matéria condensada. Com passar do tempo, Weinberg indicou que em um Universo primordial
houve uma transicao de fase possibilitando a formagao de paredes de dominios, destacando os efeitos
gravitacionais. Como visto no capitulo anterior, a teoria de Homotopia estd associada a classificacao
da topologia da variedade originando os diferentes tipos de defeitos, tais como cordas, paredes de
dominio e monopdlos, demonstrado por Kibble em 1976. E em meados de 1980, Zel’dovich sugeriu a
possibilidade de que a formagao de galdxias tenha origem em cordas césmicas [13].

A possibilidade de tais defeitos aparecerem em nosso Universo depende do entendimento de um
mecanismo chamado quebra espontanea de simetria e as transigoes de fases cosmolégicas. A formagao
dos defeitos topoldgicos esta ligado a quebras espontaneas de simetrias que ocorreram a partir de
transicoes de fases em decorréncia do resfriamento do Universo primordial extremamente denso e
quente. O inicio foi marcado por altas temperaturas, depois do seu resfriamento, a temperatura
chegou a um ponto critico abaixo do qual o campo assume um valor esperado de vacuo degenerado,
caracterizando assim a quebra de simetria [38]. Ou seja, a quebra de simetria propicia um conjunto
de estados fundamentais degenerados, originando os diferentes tipos de defeitos topoldgicos. Em
contexto cosmolégico, teriamos: 1) monopdlos, os quais acredita-se que sofreram aniquilagdo com anti-

monopolos; ii) paredes de dominios, as quais se dissiparam em forma de radiagao gravitacional; iii)
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vortices, estes fundamentais em certas descrigoes de formagao das galaxias.

Da mesma forma que a simetria pode ser quebrada, ela também pode ser restaurada a partir de
uma temperatura acima do ponto critico, com o valor esperado no vacuo igual a zero. E nesse ponto
que estao inseridas as Teorias de Grande Unificagao; contudo, as altas energias necessarias para essas

unifica¢oes vao muito além da capacidade dos aceleradores de particulas [20)].

3.2 Quebra Espontanea de Simetria

Para exemplificar o conceito de quebra de uma simetria, vamos rever dois exemplos da tese de R.
Menezes [18]. Primeiramente considere uma grande mesa redonda, contendo um prato, uma colher do
lado direito e uma do lado esquerdo para cada lugar sobre & mesa. Vamos agora supor que uma pessoa
pegue a colher do lado esquerdo e que a pessoa do lado contrario a essa primeira pegue a colher da
direita. Chegando outras pessoas & mesa, elas seguirao o procedimento natural de pegar as colheres
seguindo os seus vizinhos. Prosseguindo dessa forma chegard um momento em que uma pessoa ficard
sem colher, enquanto que uma outra poderd escolher entre duas. Dessa forma, percebemos que a
simetria foi quebrada, onde a situacao ideal seria em que todos estivessem com suas colheres.

Considerando como um segundo exemplo de quebra de simetria, uma vareta posicionada verti-
calmente em cima de uma mesa [17]. Aplicando uma forga sobre a mesma, esta por sua vez, acaba
por nao sofrer nenhuma alteracao, ou seja, encontra-se em uma situacao estavel, a menos que a forca
alcance um valor critico, onde a partir desse valor a vareta torna-se instdvel e comeca a se curvar
em uma diregao arbitraria. Além disso, existem infinitos estados fundamentais (estados degenerados)
relacionados por uma simples rotacao no eixo da vareta. Ao se encurvar, ela escolheu um estado, no
entanto por meio da rotacao da vareta pode-se obter todos os outros. Podemos observar que a simetria
é quebrada quando a forga aplicada sobre a vareta encontra-se acima de um valor critico. Percebe-
mos do exemplo acima, que para sairmos de uma situacao inicial simétrica para uma nao-simétrica
ocasionando a quebra espontanea de simetria é necessario observar os seguintes elementos: i) um
parametro do sistema deve assumir um valor critico acima do qual a configuracdo torna-se instavel; ii)
o estado fundamental deve ser degenerado [25]. Tais conflitos sao sentidos também na natureza, sendo
essas falhas denominadas de defeitos, como é o caso das redes de poliacetileno e também em sistemas
ferromagnéticos. Neste ultimo caso, spins passam tem uma orientagao aleatéria acima uma determi-
nada temperatura critica. Diminuindo a temperatura, dominios sao formados, no interior dos quais

os todos os spins estarao alinhados em uma dada direcao. Como a direcao de magnetizacao escolhida
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depende da Lagrangeana e é aleatéria, ao formar-se um dominio a simetria é quebrada, acarretando o
surgimento de um defeito topolégico (parede de dominio) entre os dominios de magnetizagao.

A simetria da lagrangeana é importante pois ira caracterizar a estrutura dos estados de vacuo da
teoria. Por exemplo, uma lagrangeana com simetria U(1) é invariante sobre uma transformagao da

forma [22]:

$z) = ¢'(2) = e “g(x) (3.1)

a coordenada 6 pode nos permitir o estudo de dois tipos de simetrias. A primeira delas é a simetria
global, representa algo que nao pode ser mensurdvel, acontece quando 6 nao depende da coordenada
do espago-tempo e assumi um valor fixo. Ao contrario da global, se # depende da coordenada do
espago-tempo, ou seja, # = 0(x) a simetria é denominada local, a qual possui um valor diferente de
acordo com a localizacdo do ponto x no espaco-tempo. H& outros tipos de transformacgoes, como
¢ — —¢, conhecida como simetria Z;. Um exemplo comum de lagrangeanas invariantes sobre essa
transformacio é a teoria ¢*, onde ¢ é um campo escalar real.

Dizemos que um sistema sofreu quebra espontanea de simetria se sua lagrangeana possui uma
simetria que nao é satisfeita pelo estado de vacuo, Ou seja, a lagrangeana é invariante sob uma
simetria que impossibilita o estado de menor energia ser invariante [19].

Antes de passarmos para o tratamento matematico, vamos imaginar um “chapéu mexicano”:

Figura 3.1: Chapéu Mexicano

Coloca-se uma bola acima do chapéu, como mostra a Fig. 3.1. O sistema é instavel, pois qualquer
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perturbacao fard a bola sair do seu repouso e irda comecar a descer montanha abaixo. Supondo que o
sistema sofre uma pequena perturbacao e a bola agora desca, ela ird rolar em uma direcao arbitraria,
gerando uma quebra na simetria devido a perturbacao sentida pelo sistema. As excitagoes no fundo
do chapéu nao necessitam de energia. Fazendo analogia entre o exemplo acima e a teoria de campos,
quando a bola encontra-se no topo do chapéu poderiamos pensar que esse seria o estado fundamental,
porém o estado de vacuo que corresponde ao estado de menor energia, ocorre apenas quando ha quebra
de simetria [21].

Quando pensamos em vacuo, logo associamos um estado sem a presenca de campos, caracterizando
¢ = 0 como correspondendo ao minimo da energia potencial. Contudo, nem sempre o minimo serd
igual a zero pois isso depende da lagrangeana. Para encontrar o estado fundamental é necessario
lembrar que as seguintes condigoes devem ser satisfeitas

ov. 0 o?V
9 0¢?

Para entender como funciona, vamos considerar a lagrangeana ¢ [18, 20, 21]:

>0 (3.2)

1 4
o (3.3)

1 1 5 5
EZ 5 “gbauaﬁ—im Cb —
onde ¢ é um campo escalar real e A > 0 para que a energia seja limitada [24] (A = 0 é trivial). O
parametro m, que descreve o minimo do potencial, deve ser analisado de forma separada. Lembrando

que a lagrangeana é dada pela energia cinética menos a energia potencial, entao de acordo com a Eq.

(3.3), observamos que o potencial tem a seguinte forma:

VT¢)=:%W9¢24-3A¢4 (3.4)

derivamos a Eq.(3.4) em fungao de ¢ de acordo com a Eq.(3.2), no qual obtém-se:

v _
06

Como foi dito acima, precisamos analisar separadamente os casos quando m? > 0 e m? < 0. Para

d(m? 4+ Xp?) =0 (3.5)

o caso m? > 0, obtemos o minimo do potencial quando ¢ = 0, representando um campo escalar de
massa m. Este estado é invariante sobre a transformacao ¢ — —¢ na lagrangeana, entdao dizemos que
o estado fundamental (¢ = 0) ndo quebra a simetria do modelo, ou seja, a lagrangeana é invariante e
possui uma simetria que é satisfeita pelo estado de vacuo. O potencial deste caso pode ser visto na

Fig. 3.2
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Figura 3.2: O potencial V(¢) da lagrangeana. Caso m? > 0 com minimo em ¢ = 0.

Agora o caso para m? < 0, pode ser calculado a partir da Eq.(3.5):

m® + A¢? =0
2
o=+ =+ (3.6)

onde p? = —m? > 0 (u > 0). Este potencial é ilustrado na Fig. 3.3. A lagrangeana da Eq.(3.3) é
invariante sobre a simetria Zy [25], com isso o campo em ¢ = 0 é simétrico sobre a transformacao
¢ — —¢ correspondendo ao maximo do potencial, porém este ponto é instével (voltando ao exemplo do
chapéu mexicano, esta situagao corresponde & bola no topo do chapéu). Os pontos que correspondem
ao minimo do potencial sao ¢ = +v e ¢ = —v, originando o estado fundamental. Estamos diante de
dois valores diferentes para o valor esperado no vacuo. Assim, o vacuo é duplamente degenerado, e

ao escolher um dos dois minimos quebra-se espontaneamente a simetria.
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Figura 3.3: O potencial V(¢) da lagrangeana. Caso m? < 0 com minimos em ¢ = +v.

Um ponto importante no estudo da quebra de simetria estd no reconhecimento do termo de massa
na lagrangeana. Na teoria ¢, percebemos que temos dois estados com a mesma energia, com os
minimos ¢ = +v, ao invés de ¢ = 0. Para entendermos o efeito de geragdo de massa para o campo,
escolhemos um dos dois estados fundamentais, o qual serd ¢ = +v, e consideramos perturbacoes sobre

ele.

¢(x) = v+ x(x) (3.7)

substituindo a Eq.(3.7) na Eq.(3.3), ficamos com:

1 1
L= 3 i M2 — vy — ZAX4 (3.8)

usando m? = —A\v? da Eq.(3.6). Na lagrangeana, a massa pode ser reconhecida quando olhamos para
o termo quadratico do campo, ou seja, o termo A\v2y?. Portanto, a massa da lagrangeana de um
campo escalar livre é m = v/2\v. Outra caracteristica notavel da lagrangeana para as perturbacoes
(Eq.(3.8)) fica por conta da sua nao invariancia sobre as transformagoes y — —x.

Quando a quebra de simetria é continua, podemos estudar um sistema formado por campos es-

calares complexos, sendo a lagrangeana escrita da seguinte maneira:

L= (0,0)1(0"¢) — V(¢). (3.9)
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Como exemplo, podemos considerar um potencial V(¢) dado por

V(g) = m?¢To + A(g'9)2. (3.10)

Este potencial é semelhante ao chapéu mexicano plotado na Fig 3.1, com as constantes positivas m e
A

Este modelo é invariante sobre as transformacoes globais do grupo U(1):

o(z) = ¢'(z) = ¢ o(x) (3.11)

O estado de véacuo é obtido a partir do valor de ¢ que minimiza o potencial, portanto:

av
9¢

como foi feito anteriormente, devemos analisar os seguintes casos: i) Para m? > 0, o minimo ocorre

=m?¢! + 21 (¢7¢)’ (3.12)

em ¢! = ¢ = 0, dessa forma o vdcuo é simétrico sobre as transformacdes, sendo um caso onde nao
ocorre a quebra de simetria. ii) J4 para o caso onde m? < 0, temos um maximo que ocorre em ¢ = 0

e um minimo em

m2 v
ol =y-55 = % (3.13)
onde:
m?2 1
v=1/-5% (3.14)

No plot da Eq. (3.10), da energia potencial V(¢) em fungao dos campos, percebe-se uma car-
acteristica fundamental de quebra espontanea de simetria continua, a de que h& infinitos estados
fundamentais degenerados. Os valores minimos do potencial estdo ao longo de um anel de raio v/v/2;
este anel forma um conjunto de estados de vacuo, e a partir de um tnico estado de vdcuo podemos
obter todos demais a partir de uma rotacao completa em torno do anel.

Consideremos agora perturbacdes sobre o estado de vacuo, caracterizado por |¢| = v/v/2. Escol-
hemos um estado de vacuo qualquer (qualquer minimo do potencial), quebrando assim a simetria, e

representamos o campo em coordenadas cartesianas [22]:

o) = ¢1§<” +61(2) + iy 2)). (3.15)

Substituindo na lagrangeana (3.9), podemos escrevé-la em funcao de dois campos ¢; e ¢, que

descrevem as excitacoes em torno do estado de vacuo:
1 1 1
L= 5(8;@1)2 + 5((%(;52)2 — M2 — Ay (97 + ¢3) — ZA(QZ)% + ¢3)° (3.16)
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Observando a lagrangeana acima, podemos concluir que o termo d)% nos indica a presenca de massa

para o campo ¢y, sendo ela:

mg, = V2?2 (3.17)

1

no entanto o campo ¢, nao possui massa [13]. O campo massivo corresponde as oscilagoes radiais e o
campo sem massa corresponde ao movimento angular em torno do vale do potencial.
As particulas sem massa sao denominadas de bdsons de Goldstone. O resultado da quebra

espontanea de simetria global exige o aparecimento de uma particula com massa nula.

3.3 Defeitos Topolégicos

Acredita-se que, durante as primeiras fases do Universo, os componentes materiais estavam car-
acterizados por altos graus de temperaturas e também de simetria. Com o passar do tempo, houve
um resfriamento do Universo, devido a sua expansao, promovendo assim as condigdes para que essas
simetrias fossem quebradas. Ocorre que a origem dos defeitos topoldgicos esta atrelada a modelos
onde uma simetria pode ser quebrada. Assim, hd uma natural conexao entre evolucdo cosmoldgica e
formacao de defeitos.

Os defeitos, em Teoria de Campos, sao solucoes cléssicas das equagoes de movimento [26]. Os
defeitos topoldgicos sao configuracoes de matéria formados durante as transicoes de fase do Universo,
0s quais sao divididos em varios tipos, dependendo do tipo de simetria que é quebrada, sao eles:
paredes de dominios, cordas, monopdlos e texturas.

Defeitos topolégicos surgem em modelos que suportam quebra espontanea de simetria. Um repre-
sentante desta classe de solugdes sao os sélitons (solugoes nao-lineares, estaveis, com energia localizada
e que interagem sem perder sua forma (para sistemas integraveis), ou tem interacao intrincada (para
sistemas nao-integraveis). Em Teoria de Campos, o interesse estd em como as solugdes se compor-
tam no infinito (comportamento assintético). Quando temos modelos com apenas um campo escalar,
ha duas classes de solugoes assintéticas, sao elas: solugoes topoldgicas e solucoes nao-topolédgicas.
Tratando-se das solugbes nao topoldgicas, os limites assint6ticos sdo os mesmos, ou seja, ¢(£00) = ¢@y.
Em (1, 1)-dimensoes tais solugdes sao chamadas de lumps. Quanto as solugoes topoldgicas, elas pos-
suem limites assintoticos diferentes, ¢p(—00) = ¢ e ¢(00) = @9, onde ¢; # ¢y. Em (1, 1)-dimensoes
tais solugoes sao denominadas de kinks (ou antikinks).

A densidade lagrangeana mais simples que descreve a dinamica padrao de um campo escalar é
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(existem exemplos com dinamica modificada, que nao iremos abordar aqui)

L= 0,600~ V(0) (3.18)

onde V(¢) é o potencial, considerado nao-negativo. A equagao de movimento é dada a partir da

equacao de Euler-Lagrange

oL oL
ol ==——= ) ——=—=0. 3.19
(o0.07) ~ 56 (319
A lagrangeana com dindmica padrao leva a a seguinte forma
00" p + d‘;((f) =0 (3.20)

Em (1,1) dimensodes (¢(x,t)) a equagdo de movimento é

¢ 0%¢  dV(9)

——— =0 3.21
o2 Ox2 do (3:21)
O objetivo é encontrar as solugoes para a equagao de movimento acima. Para configuragoes de

campos estédticos, a Eq.(3.21) fica
dp(z) _ dV(¢)

= 3.22
dz? do ( )

Definimos um objeto que denominamos de corrente topoldgica
ju = Guuay¢ (323)

onde €, ¢ o tensor de Levi-Cevita em 1+ 1 dimensoes. A corrente topolégica é conservada d,j" = 0,

implicando na existéncia de uma carga ()

Q= /_OO drj® = /_OO dazg—i = ¢(x — o00) — p(x — —00) (3.24)

A carga ) depende das propriedades assintoticas do campo. Se @@ = 0 a solug@o é nao-topoldgica.
para solugoes topoldgicas (¢(o00) # ¢(—o0)), de onde @ # 0. Para que solugoes desse tipo tenham
energia finita é importante que o campo tenha comportamento assintético que leve aos minimos do
potencial. E para isso, é necessario que o potencial tenha mais de um minimo.

Na década de 70, foi desenvolvido um método que tinha como objetivo encontrar solucées para
as equagoes de segunda ordem através de equacgoes de primeira ordem. Esse método é chamado de
Método de Bogomol'nyi [37, 38].

Considerando o potencial na forma

V(g) =W, (3.25)
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onde W(¢) é denominado de superpotencial.

A Eq.(3.22) pode ser vista como
d*¢

3 = Wl (3.26)

Na busca por solugoes para a Eq.(3.26), devemos olhar para a energia das configuragoes estéticas.

E= /_Z dzToy = ;/_0; dx((;li)Q + Wj) (3.27)

A aplicagdo do método de Bogomol'nyi na equacao da energia resulta em

E:/_: ;d:v(dqb :F\/7> /Ood:c< 2V(¢)Zi> (3.28)

E= [ la(%zw, L w, 99 (3.29)
[oamaeme) « [ oe(w)

onde o primeiro termo é positivo definido, ou seja, o primeiro termo da Eq.(3.29) ndo pode ser negativo.

Entao, a energia é dada por

Entao, observamos que o segundo termo da equagao acima corresponde a energia minima.

[T a0 s [ gV
Epin = i/ood$<W¢dsc> = :t/oodx( i dx) (3.30)
Epin = £ /_OO dx(‘g> £(W(6(x — 00)) = W(e(x — —00))) = |AW] (3.31)
com a condicao
do
=W, (3.32)

A Eq.(3.31) é chamada de limite de Bogomol'nyi. E possivel encontra-lo sabendo apenas do
comportamento assintético da solu¢ao do campo e da forma do superpotencial. Note que a Eq.(3.32)
é de primeira ordem e as solugoes dessa equacao sao solucoes das equacoes de movimento. Para
demonstrar que a equacao de primeira ordem satisfaz a equacao de segunda ordem, basta diferenciar

em fungao de = a Eq.(3.32), e usar a defini¢ao de potencial em termos de Wi.

3.3.1 Kink

O kink é um defeito topolégico simples, mas com muitas propriedades interessantes, que surge de
uma teoria com um campo escalar real em (1,1) dimensoes. Esse defeito é originado por meio de

uma simetria discreta ¢ — —¢, possui energia finita, solugoes estaveis e separa duas regioes onde o
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campo assume diferentes pontos de minimos. A imersao de um kink em um espaco de (3, 1) dimensdes
representa um defeito chamado de parede de dominio.

Vamos considerar o potencial ¢* (Fig. 3.4) com o objetivo de explicitar as solugoes do tipo kink.

V(o) = s — a?)? (33

o potencial V(¢) é positivo e possui minimos em ¢ = +a.

Com o superpotencial descrito da seguinte forma

Wy = \N¢* — a?) (3.34)
A equacgao associada ao modelo para campos estaticos é

¢
T = 20X°(¢° — ) (3.35)

enquanto que a equacao de primeira ordem é

do
= = +\(¢® — a?). 3.36
=A@ - a?) (3.36)
|I 2 e
| .II
| V(o) !
| 1,5 |
'5 j
! 14 .'r
.\ |
; /
1] /0,5-“- - - !
*, ."'- ~ ;
N Se
I T 1 1
E -1 0 1 2

Figura 3.4: Potencial para o modelo ¢*.

Uma forma de encontrar a solugao do tipo kink para a equacao acima é fazer uma integragao.

d
27‘1) =4 / Adx (3.37)
o —a?
As solugoes sao
1 ¢
T — 10 = ia)\arctanh<a> (3.38)
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¢(r) = tatanh <a)\(1: - :Co)> (3.39)

xo é o centro do kink, onde estd localizada sua energia. A solucao positiva é caracterizada pelo kink

(veja Fig. 3.5) e o sinal negativo corresponde ao anti-kink.

]

Figura 3.5: Perfil da solugao do tipo kink (A =a = 1).

A solugao para o campo ¢(x) interpola de —1 a 1 quando x vai de —oco a oo, correspondendo as
solucoes topoldgicas do tipo kink, ou seja, divide duas regioes do espago pelos minimos do potencial.
A densidade de energia é dada por
d(x)\* _

Too = <daz) = a*\%sech? (a)\(a: — x0)> (3.40)

o valor méximo de Ty é em = = x¢ com o valor \2a?. A energia da solugao é dada por

00 4 3
E= / daTpo = ‘;A (3.41)

caracterizando que a energia é finita.

3.3.2 Consideracgoes Topoldgicas

Com base em uma equagao diferencial que envolve um campo em D coordenadas do espago e uma

coordenada do tempo, podemos assumir em geral que a energia das solucoes é dada da seguinte forma:
E = /dep(:Z’, t) (3.42)

33



onde a densidade de energia é maior ou igual a zero (p > 0). Caso tenhamos a densidade igual a zero
é caracterizado um estado fundamental (solugao de vacuo - ¢,,.). No entanto, algumas propriedades
sao exigidas quando abordamos solugoes diferentes do vacuo, tais como: a energia tém carater finito,
a densidade de energia é nao singular e localizada, o campo ¢(¥,t) é ndo singular e nao dissipativo e
a solucao estética é estdvel classicamente [6]. Uma solucao estdvel, excluindo os modos zeros (modos
variacionais que nao alteram a energia), ¢ um minimo da energia. Ao contrario, um maximo de energia
se resume a uma solucao instével classicamente, que por sua vez nao sobrevive a estados estacionarios,
pois flutuacoes quanticas causam transicoes longe de qualquer estado localizado em volta do campo ¢
[9].

Considerando duas configuragoes de campo ¢(Z) e ¢'(Z) de um subconjunto Q1 pertencente a
um conjunto que comporta toda energia finita denotado por @, podemos afirmar que os campos sao
homotépicos uns aos outros (¢ ~ ¢') se existir uma fungao continua H(Z,t) para t € I = [0,1],
com H(Z,0) = ¢(Z) e H(Z,0) = ¢'(£). Por outro lado, ao supor um campo ¢, o qual pertence
a componente ()1 e um outro campo ¢, que pertence a um subconjunto ()2, é dito que os dois
subconjuntos sao desconectados se o campo ¢; nao deforma continuamente o campo ¢,, sendo assim
¢, nao é homotdpico a ¢,. A partir dessa definicao, concluimos que sao homotépicos todos os campos
dentro da componente @, [9]. Por fim, o setor que define a solugao de vacuo é visto por @, dessa
forma, os setores @),, com n # 0 de configuragdes de campo sdo chamadas de estaveis topologicamente.

Configuragoes do tipo séliton sao chamados de sélitons topolégicos quando as propriedades sao
satisfeitas e também quando possuem setores estaveis topologicamente [13]. Apesar dessa afirmagcao,
algumas teorias podem admitir setores de configuracoes de campos estdveis topologicamente, mas isso
nao garante a existéncia de solucoes do tipo séliton estéaveis.

Mediante ao que foi observado, nossa proxima discussao compreende um exemplo 1-dimensional
envolvendo um campo escalar real, ao qual se resume sobre uma discussao do kink como um séliton
topolégico.

Ao tratarmos a energia finita devemos exigir que o campo deve aproximar-se a um dos vacuos do
potencial quando x — +00. Dessa forma, como estamos abordando um modelo em (1, 1) dimensoes a
configuragao dos campos define um mapeamento de dois pontos (x — £00) representando um espago
infinito a um conjunto de vacuos classicos, que correpondem aos pontos +v do potencial. Abaixo é

apresentado um esquema de todas as configuracoes de campo com energia finita.

Qo:¢— +v=2— =+ (3.43)
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Qo:¢p——v=1— o0 (3.44)
Qiui:¢p—>+tv=>2—> 400,60 > —V=>1T — —00 (3.45)

Q1:9——v=>x—+00,e¢ = +v =T — —00 (3.46)

O mapeamento é uma caracteristica topoldgica da configuracao de campo [14]. Percebemos da
Eqgs. (3.43 — 3.46) que os pontos do espago fisico podem ser mapeados em dois pontos +v e —v, ou
seja, existe um mapeamento de dois pontos no espago fisico em dois pontos no espaco interno. A Eq.
(3.43) e a Eq. (3.44) diz respeito as solugoes de vacuo ¢ = +v e ¢ = +wv, respectivamente. Os setores
da Eqgs. (3.45) e (3.46) sao estaveis topologicamente. A Eq. (3.45) corresponde a solugao do tipo
kink e o setor da Eq. (3.46) contém um antikink. Porém, ainda é necessario mostrar que as solugoes
sao estaveis classicamente. Para observar isso, perturba-se em torno da solucao classica, gerando uma
equacao de movimento para as flutuacoes, onde através de uma expansao dessas flutuacoes obtém-se
uma equacgao de autovalores. Portanto, a estabilidade classica é alcancada quando nao ha autovalores
negativos.

Introduzindo a corrente topoldgica

1

=500 (3.47)

onde u,v =0,1. A corrente é conservada

D" = %ewa“aﬂp =0 (3.48)

separando as suas partes em temporal e espacial, logo depois integrando em todo espaco, teremos:

o [T N
o [ g [ = (3.49)

sendo que o segundo termo ira se anular pelo fato dos campos serem nulos no infinito. Isso nos permite

concluir que a carga é conservada e dada por

Q= /_+°° dzj® = /+°° 1 L pda = % <¢(ﬂc — +00) — p(z — —oo)) (3.50)

oo 2V
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de acordo com o mapeamento descrito na Eq. (3.45), podemos observar que a carga topoldgica, onde
o kink realiza um minimo de energia é igual a 1, ou seja, quando ¢(x — +00) corresponde a +v e ja
para o campo tendendo a ¢(z — —o0) temos —v, a partir disso, temos = 1. Quando analisamos o
antikink, a carga topoldgica que descreve essa configuragao € igual a —1.

Portanto, conclui-se que quando as propriedades que descrevem uma solugao do tipo séliton sao
satisfeitas, podemos entdo chamaé-lo de séliton topoldgico. Assim, as solugoes do tipo kink e antikink
sao solitons topoldgicos.

No préximo capitulo iremos estudar o teorema de Derrick, que impoe restrigoes & dimensionalidade
do espago para defeitos topoldgicos construidos apenas com campos escalares, bem como algumas

propostas para contornar suas premissas.
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Capitulo 4

Teorema de Derrick

Com o objetivo de descrever sistemas mais realisticos, ao contrario de modelos simples de campos
escalares em (141)-dimensoes, deve-se trabalhar com modelos mais complicados e com mais altas
dimensoes. Mesmo em (1+1)-dimensdes, os métodos utilizados sao complicados, e em geral nao ha
uma regra geral para solugoes dependentes do tempo (uma excecao é o modelo sine-Gordon) [49].
Inicialmente iremos nos restringir a teorias com campos escalares e a solucoes estaticas da equacoes
de movimento, obtidas a partir das equacoes de Euler-Lagrange.

O interesse maior nao estd em encontrar solugdes no vacuo ¢,,., mas sim solugoes para equacgoes
de movimento diferentes do vdcuo, caracterizando as solucgoes do tipo sélitons. Porém, para obtencao
de solugodes do tipo séliton, hé a necessidade de que algumas propriedades sejam satisfeitas, tais como,
a energia das solucoes devem ser finitas e positivas, as solucbes devem ser nao-singulares e também
nao-dissipativas. Assim, procuraremos solugoes estaticas e de energia finita, com excecdo de solugoes
triviais do vacuo, e que dependam da dimensionalidade espacial do sistema.

Como dito antes, campos escalares em (1,1)-dimensdes nao sao capazes de englobar sistemas
realisticos; por isso campos escalares classicos em D-dimensoes (D > 1) espaciais devem ser estudados
com objetivo de encontrar solu¢bes que sejam estaveis. Contudo, o Teorema de Derrick restringe essa
procura, afirmando que solugbes estaveis estdticas e nao-singulares nao podem existir para D > 2
[39, 40]. Ou seja, havera solugoes independentes do tempo de energia finita apenas em D = 1. As

premissas do teorema sao uma densidade lagrangeana padrao [49]:

£ = 5(0,0)(0"9) ~ V(&) (1)

onde o potencial é uma funcao positiva V(¢) > 0 e ¢(z,t) = ¢;(x,t) com i = 1...N é um conjunto de

N campos escalares acoplados em D dimensoes.
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A prova do teorema é analisada por meio da expressao para a energia total [25]:

=g [aP0V6- Vot [dPaV(6) = Vi(e) + Va(o) (4.2)

onde V7 (¢) representa o termo cinético e Va(¢) o termo potencial. Ambos os termos sdo nao-negativos,
sendo iguais a zero no estado fundamental. Considerando ¢(z) como uma solugao estética, definimos

uma familia de parametros ¢ (z) = ¢,(A\z), originando [18]:

By= / APV Ve + / P2V (&) (4.3)

observando que quando A = 1, E) = E. Para escrevermos F) em termos do campo ¢, devemos fazer

uma mudanga de escala y = Az [13, 18]:

8- [ dDy(iA”wa Vo, + ADvm)) (4.4)

entao, podemos escrever:

Ex = X"PVi(¢) + A P1a(9). (4.5)

Na busca pela estabilidade das solugoes, derivamos a energia em funcao do parametro A e em seguida

voltamos ao caso inicial tomando A = 1.

O~ (2 DVA() ~ DVa(0) = 0. (46)
Ou seja,

(2 — D)Vi(¢) = DVa(9). (4.7)

Levando-se em conta que Vi(¢) e Va(¢) sao positivos (premissa do teorema), e, desta forma, descar-
tando a solugao trivial (V1(¢) = Va(¢) = 0), pode-se perceber que apenas quando D = 1 a expressao
tera uma solugao, pois implica que os termos cinético e potencial contribuem igualmente para a en-
ergia total dos sélitons. Caso D = 2, entdo seria necessario que Va(¢) fosse nulo, caracterizando um
sistema sem dinamica. Dessa forma, o teorema nos motiva a buscar uma forma de contornar suas
premissas, de modo que seja possivel encontrar solugoes estaveis em (3, 1)-dimensoes. Existem vérias
formas de contornar o Teorema de Derrick [13, 25, 28, 49], sendo elas: i) a inclusao de vinculos entre
os campos escalares (modelo O(3) nao-linear) [30]; ii) a adigao de campos de gauge (monopélo de 't
Hooft) [50]; iii) a consideragao de modelos com energia divergente [33, 34, 35]; iv) a introducao de
dimensoes superiores como nos cendrios de mundo-brana; v) teorias de Lifshitz, que contém derivadas
espaciais de maior ordem [57]; vi) dependéncia explicita com & distancia na Lagrangeana [51, 52].

Vamos a seguir discutir brevemente algumas dessas alternativas.
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4.1 O modelo O(3) nao-linear

Vimos pela Eq (4.7), que, se D = 2, apenas podemos ter Va(¢) = 0, ou seja, o campo serd um dos
zeros do potencial. Por outro lado, supondo que o potencial tem um conjunto continuo de minimos,
entao seria permitido termos mesmo para D = 2 solucoes onde ¢ mudaria continuamente dentro desse
conjunto de minimos. Essa restricao leva a inclusao de um vinculo {5 . 5 = 1, e caracteriza o modelo

O(3) nao-linear. A dinamica do sistema é descrita pela densidade lagrangeana [28, 49]

L= 5(0u0) (0u9) (4.8)

e a energia de uma solugao estatica obtida a partir da lagrangeana é

1 " .
E=; [ #2(0.3)- 0.9) (19)
sendo v = 1 e 2. A seguir, por meio da equagdo da energia, analisamos duas possibilidades: A

primeira possibilidade corresponde a £ = 0, o que corresponde ao campo gg satisfazer a condicao
0,¢ = 0. Portanto, o campo é igual a [ﬁo, um vetor unitério no espaco interno que pode apontar em
qualquer direcao, sendo esse vetor independente de £. Entao, devido as possiveis escolhas diferentes
das direcoes de 50 temos uma familia continua infinitamente degenerada de solugoes para tal valor de
energia. Compare com o modelo A\¢* em (1,1)-dimensoes, onde a simetria do problema é discreta e ha
duas possiveis solu¢oes com energia nula. Voltando ao modelo O(3), temos uma simetria continua e
uma familia de minimos degenerados relacionados entre si por rotagoes no espaco interno. A segunda

possibilidade é E # 0, mas finita. A equagdo da energia (4.9) fornece [25, 30]:

lim G(Z) = ¢, (4.10)

r—00
onde 50 é mais uma vez um vetor unitario no espago interno. Assim, aos pontos tendendo para o
infinito no espaco de coordenadas corresponderao o mesmo valor 50 para o campo escalar. Ou seja,
o campo satisfaz a mesma condicao de contorno para todos os pontos no infinito. Perceba que em
modelos que geram kinks, diferentes setores topoldgicos sao identificados por diferentes valores do
campo no infinito. O modelo aqui considerado nao leva a diferentes setores topoldgicos mesmo com
escolhas diferentes do campo $0, pois esses setores sao relacionados por simples rotagoes no espago

interno.
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4.2 Branas com um Campo Escalar

Nos ultimos anos, o interesse no estudo de dimensoes extras tém crescido devido a proposta de
cendrios de mundo-brana. Esses cendrios consideram nosso Universo 4-dimensional imerso em um
espaco-tempo de mais dimensoes. Nessas teorias, a localizagao dos campos do modelo padrao pode ser
feita de duas formas: por construcao da agao, branas com espessura infinitesimal, ou na forma de uma
agao efetiva, onde alguns modos ou ressonéncias sao localizadas, em branas com espessura finita [58].
Em ambos os cenarios, a interagao gravitacional percebe as dimensoes extras e apenas os modos de
menor massa contribuem para a modificacao da interagao gravitacional 4-dimensional. Em cenérios
de branas mais simples, as branas sao construidas por campos escalares acoplados com a gravidade em
um espago (4, 1)-dimensional. A dependéncia explicita do campo escalar apenas com a tinica dimensao
extra e o tempo permite que o Teorema de Derrick seja contornado, reduzindo as equagoes a forma de
um problema essencialmente (1, 1)-dimensional. Portanto, iniciaremos a construgao das branas nesse
cenario mais simples, e com um 1inico campo escalar, de modo que possam ser observadas similaridades
com os kinks. Um Ansatz para a métrica que descreve branas M, imersas em um espago-tempo que

tende a AdSs é

ds? = eQA(y)anx“d:L‘” + dy? (4.11)

onde p,v = 0,1,2,3; o termo €24 é o fator de deformacio da métrica e o tensor Ny = (-1,1,1,1) é
a métrica de Minkowski. E considerado que tanto o A(y) quanto o campo escalar ¢ dependem apenas
da dimensao extra y. Partimos da seguinte agao com um acoplamento minimo entre o campo e a

gravidade

1 1
S = /d4a:dy«/7—g< i 53M¢>aM¢ — V(¢)> (4.12)
onde g = det(gyn) e M, N = 0,1,2,3,4. O campo escalar ¢ constréi o defeito (membrana) e R é
o escalar de curvatura. Como citado acima, as solugoes do tipo kink podem ser encontradas pois o
campo escalar depende apenas da dimensao y, ou seja, ¢ = ¢(y). Com o uso das equagoes de Einstein

e de Euler-Lagrange, podemos chegar as equacoes de movimento do modelo.

1
Rynv — igMNR + gunA =87GTyN (4.13)
oL oL
ol ——— | = =0 4.14
M(@(@m)) ¢ 1)
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No caso de uma brana AdS, a constante cosmolégica é negativa (A < 0), ja para branas dS a
constante é positiva (A > 0) e em espacos de Minkowski a constante corresponde a A = 0. As

componentes do tensor de energia-momento sao

Tyn = Opm¢ONG — guN <;gabaa¢ab¢ - V(¢)> (4.15)

Substituindo o tensor de energia-momento na Eq (4.13), teremos

Ryn — %QMNR =2 [8M¢3N¢ — gMN (;9ab8a¢8b¢ - V(¢)>} (4.16)

onde G = 1/4x. Substituindo a densidade lagrangeana na equagao de Euler-Lagrange, ficamos com

o (V=3 Vo) = va* 12 (@.17

Portanto, as Eqs (4.16 — 4.17) sdo equagbes de movimento. O préximo passo consiste em obter

explicitamente as componentes do tensor de Ricci Rpsn, bem como o escalar de Ricci R. Obtemos

R=—4(5A"(y) +24"(y)) (4.18)
—Roo = Ri1 = Rap = Ra3 = —*AW (447 (y) + A" (y)) (4.19)
Ry = —4(A(y) + A"(y)) (4.20)

A equagao da métrica Eq (4.11) nos permite escrever /—g = Ve84 = e*4. Substituindo as Eqs

(4.18) e (4.20) na equagao de movimento dada pela Eq (4.16), com M, N = 4, teremos:

6A%(y) = ¢ (y) — 2V (¢) (4.21)

1

A%(y) = <62 () — SV (9) (122

Por outro lado, quando substituimos as Eqs (4.18) e (4.20) para M, N =0, 1,2, 3, obtemos

—6A"(y) — 3A"(y) = ¢"(y) + 2V (9) (4.23)

Somando as Eqs (4.21) e (4.23), temos
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2

A(y) = —§¢’2(y) (4.24)

A partir da Eq (4.17) podemos completar o conjunto das equagoes de movimento

V(o
99

onde a linha indica derivacao em relagao a y. Na busca por um modelo que seja capaz de reduzir a

~—

¢"(y) + 44 (y)¢' (y) = (4.25)

ordem das equagdes de movimento, consideramos um potencial em termos do superpotencial W (¢)

[47]

V(¢)

2
_ ;(dvgé:b)) _ %W2(¢) (4.26)

Potenciais escritos como na Eq (4.26) levam a equagoes de primeira ordem

¢'(y) = ;d‘gf) (4.27)
Aly) = —éW(cb) (4.28)

cujas solugoes sao também solugoes das equagoes de movimento. Com o objetivo de formar branas
que se assemelhem as solugoes do tipo kink, o campo escalar ¢(y) deve ser assintético para os minimos
do potencial quando y — +oo. Como foi visto no capitulo anterior, quando temos um modelo sem

gravidade, ou seja, com um potencial

1
V(9) = 29" — a?)” (4.29)
onde o superpotencial é
3
W(p) = )\(q; —a? ) (4.30)
Encontramos como solucao
¢(x) = tatanh (a(z — z0)) (4.31)

que corresponde a solugoes do tipo kink (sinal positivo) e anti-kink (sinal negativo). A solugao interpola
entre os vacuos do potencial. Quando tratamos o caso com gravidade, o potencial de acordo com a

Eq (4.26) e Eq(4.30) para A = a = 1, ficard

2
vio =3 -1 -3 (5 o) (4.52)



plotado na Fig. 4.1 Percebemos que para obter um solucgao similar ao kink, foi necessario um potencial

séxtuplo.

\ -~
i V(g) 1- poh

| s ”

Figura 4.1: Potencial para o caso gravitacional.

A solugao é dada por
¢(y) = tanh (g) (4.33)
O potencial possui dois minimos degenerados em ¢ = £1 e a solugao para o campo interpola entre
esses dois minimos, com base nisso, podemos ver o mesmo comportamento de uma solucao do tipo
kink. Portanto, a introdugao de uma dimensao extra além das quatros dimensoes usuais gera uma

estrutura de parede de dominio, onde sua espessura é caracterizada pela alternancia dos diferentes

dominios do potencial que o campo ¢ deve atravessar.

4.3 Sodlitons BPS em Teoria de Lifshitz

Dentre as possibilidades de contornar o Teorema de Derrick para que sejam construidos defeitos,
em particular quando temos (3,1)-dimensoes podemos destacar a Teoria de Lifshitz. Devido aos
resultados do Teorema de Derrick, teorias de campos escalares padrao nao sao capazes de suportar
solugdes do tipo séliton em D > 2, ou seja, solugoes estaveis com energia finita em altas dimensoes
tendem a colapsar. No entanto, a Teoria de Campo Escalar de Lifshitz pode suportar solugoes com
energia finita formada apenas por campos escalares em trés dimensoes. Tais solugoes sao sélitons do
tipo ponto e do tipo corda, sendo chamadas respectivamente de pélos de Lifshitz (L poles) e cordas
de Lifshitz (L strings). A ideia da Teoria de Lifshitz estd em adicionar altas ordens de derivadas

espaciais na agdo mantendo de segunda ordem as derivadas temporais. Em [57], a Teoria de Lifshitz
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foi analisada com derivadas espaciais de quarta ordem. Tais teorias sao muito mais dificeis de serem
examinadas do que apenas as teorias de segunda ordem. Considerando a construcao da Teoria de

Lifshitz em (3,1) dimensoes, a acao invariante [57] para um simples campos escalar real é

_ 3 L2 1 o 19 52 10
S_/d xdt<2¢> —§(V ¢)° —ap’V<p — Ao ) (4.34)

onde a e A sao constantes. A acao mais geral desse tipo pode ser escrita compactamente da forma

s= d%dt(;qﬁ (V20— K(9)V% - V(¢>) (4.35)

onde K (¢) possui ordem cinco e V' (¢) ordem dez. Podemos escrever a expressao para a energia, sendo

que E = [ d3zTy

1.2 1
E= / B <2¢> + 5(v2<z>)2 + K(¢)V%¢p + V(¢>)> (4.36)
Agora serd utilizado o mesmo processo da prova do Teorema de Derrick, porém utilizaremos a

energia de Lifshitz. A energia para configuragoes estéticas é escrita abaixo:

= [d ( K(6)V20 + V<¢>> (4.37)
Considerando uma variacao do campo, podemos escrever
o(z) = ¢(Az) (4.38)

A energia sobre essa variacdo pode agora ser escrita

By = [ d% (;(V2¢(A33))2 + K(@)V26(Ar) + V(¢)> (4.39)
Fazemos um reescalonamento y — Az com objetivo de escrever Ey em fungio de ¢
- [ d; ( (X2V20(y))? + A2K (§) V26 (y) + v<¢>>
Ex = AV1(¢) + A Va() + A7*V3(9) (4.40)

onde Vi(¢) = [ d3z(V?¢)?, Va(p) = [ d®zK(¢)V?p e V3(¢) = [d®xV (¢). Uma condicio necesséria
para a andlise da solucdo é que a variacdo da energia sobre a variacao do campo deve ser zero,

implicando em
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0B, _
O\ p=1

Para garantir a estabilidade da solucao a segunda derivada deve ser positiva

Vi(o) — Va(¢) —3V3(¢) = 0 (4.41)

0*E)
ON? =1
substituindo a Eq (4.41) na equacao acima, ficamos com 4V (¢) — 2Va(¢) > 0. Esta quantidade é

= 2Va(¢) + 12V5(¢) > 0 (4.42)

necessariamente positiva. Portanto, a adicao de termos derivativos de alta ordem nos leva a sdlitons
estaveis.
4.4 Dependéncia explicita com a distancia na Lagrangeana
Nessa proposta considera-se uma densidade lagrangena:
1 Iz
L= 50,60"6 ~ V(9) (4.43)
onde o potencial tem a dependéncia explicita da distancia [51, 52]:

1
V(9) = 55 W5 (4.44)
A métrica é a de Minkowski (4, —, —...), a coordenada radial r = \/:L'% + 23 + a:2D e ¢ é o campo

escalar. O fator 1/r" introduzido na Eq (4.44) é um modelo efetivo, advindo de uma teoria mais
fundamental que aborda uma versao simplificada abeliana do modelo dielétrico [51], descrito pela
densidade lagrangeana £ = 0,¢0"¢ — f(¢)F,, F*. A equagdo de movimento em um espaco-tempo

com (D, 1) dimensoes é descrita da seguinte forma:

—— —V?+— =0 (4.45)

Porém, na busca por configuragoes estéticas, a eq.(4.45) fica:

av
24 = 4.46
A energia é dada por:
E:/ 196 vo+ Lowz )P 1ar (4.47)
2 orN O '
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Supondo que as solugdes da equagao de campo sé dependem da coordenada radial, ou seja, ¢ = ¢(7)

e a energia total é a soma das energias cinética e potencial:

E=E,+E, (4.48)

podemos escrever a energia total através da mudanca ¢*(r) = ¢(\r) [18].

1 1
E=g / N(Vp)2dPr + / T—NV()@)dDr (4.49)

E=X"PEP + \N-PED (4.50)

Para assegurar a estabilidade das solugoes, obtemos por meio da derivada primeira e da derivada

segunda em fungdo do parametro A, respectivamente as seguintes condigoes
(2—D)EP + (N —-D)EP =0 (4.51)

(2-D)(1-D)EP +(N-D)N—-D-1)EP >0 (4.52)

O interesse estd em observar casos que possam ser capazes de suportar solucoes topoldgicas. Sabe-
mos que essas condicoes colocam restricoes a respeito de N e D, pois se olharmos para o caso padrao
onde D =1 e N = 0, caso responsavel pela existéncia das solugoes estaveis, teremos uma igualdade
das energias cinética e potencial. J4 para D = 2 e N = 2 nao se obtém nenhuma relacao entre as
energias EP e EIJ)D . Quando voltamos a atencido para D > 3 apenas podemos ter a igualdade EP = Ez?
quando temos N = 2(D — 1) [51]. Em seguida, para obtermos a energia de Bogomol’'nyi partimos da

energia das configuragoes estaticas:
1 dp\?  [dW\?
=y f1() (5 | 9

1 dp Wy \? We do| p_y

Igualamos o primeiro termo da integral a zero para podermos obter a energia minima do sistema,

ficando com:
dp | Ws
dr j:rN/ 2

(4.55)

Portanto, reescrevemos a eq.(4.54)
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E:/‘ZfrD—l—Nﬂdr (4.56)

A energia entao é:

B = [ dr=|AW| = [Wis(e0)] - W) (4.57)
resultado obtido somente se N = 2(D — 1). Percebemos da equagao acima que precisamos calcular
o superpotencial W nos valores de ¢ para determinar o valor da energia de qualquer solugao. As
equagoes de primeira ordem utilizando a Eq (4.55) e também N = 2(D — 1) é escrita da seguinte
forma [51]:

d¢ 1

== W (4.58)

correspondendo a energia de Bogomol'nyi para modelos com campos escalares em D dimensoes espa-
ciais. As equacgOes de primeira ordem sao de extrema importancia ja que suas solucoes resolvem a

equacao de movimento. A equacao de movimento para o campo ¢ é

1 d ([ 4 .dp 1
2 d—1 _
V=5 dr<r dr) = s WeWes (4.59)

Para analisar a estabilidade das solugoes, consideramos pequenas flutuagoes

G(x,t) = ¢(r) + > my(r) cos(wt) (4.60)
k

isso nos leva & uma equagao para os modos das flutuagdes Hn;, = wznk

1 d/p_,d 1 )
= <_ e G R [ W¢>¢>¢>)>nk (4.61)

com o Hamiltoniano sendo escrito conforme a equacao abaixo

1 1 d 4 d

determinando o estado de menor energia

1 L d
mo <7~D o F W¢¢) =0 (4.63)

obtendo o modo zero, a partir da equagdo de primeira ordem, que corresponde ao termo entre

parénteses da equagao acima

no(r) = kexp (i / W¢¢T1Ddr) (4.64)
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onde k é a constante de normalizacao. Com base nisso, podemos investigar a presenga dos defeitos em

modelos especificos. Investigaremos primeiro o caso quando D = 1. A equagdo de movimento agora é:

a2
a2 = WeWos

Consideramos um superpotencial na forma

¢(2p71)/p ¢(2p+1)/p
2p—1 o2 +1

W(¢) =p [ -
Portanto, o potencial é dado por [18, 51]

b ey i L
V() = 5 (677 = 0) = 5 W3

(4.65)

(4.66)

(4.67)

O parametro p é real e assume valores apenas impares, pois quando assumimos por exemplo p = 2, o

modelo se torna instdvel, devido ao modo zero ser nao-normalizavel. Para p = 1, obtém-se a teoria

#*. Quando p = 3,5, ... sdo encontrados novos modelos capazes de suportar os minimos +1, tendo

como centro do defeito £ = 0. A equagoes de primeira ordem sao

Zﬁ — gl V/p 5 o D/p
X

cujas solucoes sao

¢(z) = + tanh? (;)

e podem ser vistos na figura

£ ] e
d(x) ! 4
4 4
054! /
!
| !
-
T T T 1
-10 -5 0 5 10
f " i
i T
/ {
.! —D,j—
/ i
/ lII
LA - _1d

(4.68)

(4.69)

Figura 4.2: Solugoes topoldgicas para modelos com p = 1 (trago-ponto), p = 3 (traco) e p = 5 (linha

sélida) .

48



Como dito antes da Fig 4.2 percebemos que p = 1 é caracterizado pelo kink padrao, enquanto
para p = 3,5 os novos tipos de solugao sao denominados de solugoes 2-kink, compostos por dois kinks
padrao, originando a espessura do defeito. Quando levamos em conta D = 2 e N = 2, a forma da

equagao de movimento a partir da eq.(4.59) é
2 ].
Ve = T—2W¢W¢¢ (4.70)
lembrando que a solucao depende apenas da coordenada radial. Efetuando uma mudanga de varidvel

dx = +r~'dr mapeando o modelo para D = 2 em um modelo d = 1, obtemos a seguinte equacao

dQ(Z)
p) = W¢W¢¢ (4.71)

O modelo admite a solugao da forma

,r2/p -1 p
- -

Dessa forma, fica claro a presenca de defeitos em sistemas descritos com campos escalares em um

espago-tempo D-dimensional, suportando defeitos estdticos.
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Capitulo 5

Armadilhamento de campos de spin-0

em um anel em (3,1)-dimensoes

Os defeitos topoldgicos sao de grande interesse em Fisica. Como exemplos podemos citar as
aplicagoes no estudo do confinamento do quark [42], gravitagao e cosmologia [43] e fisica da matéria
condensada [44]. A ideia que nds vivemos em um mundo brana multidimensional [45] tém sido apli-
cada aos defeitos topoldgicos, com interessantes percepgoes ao problema da constante cosmoldgica e
problema da hierarquia [46], com extensoes de defeitos gerados dinamicamente por branas espessas
[47]. A nova geracao de aceleradores também levou a um interesse cada vez maior no processo de
localizacao de campos nas branas [48].

A simplicidade de campos escalares levou a questao se solugoes descrevendo defeitos topolégicos
construidos somente com campos escalares sao realizados em qualquer dimensionalidade. Para re-
sponder este problema, o conhecido Teorema de Derrick diz que (visto no capitulo anterior), para
D > 2, solugoes estaticas estaveis e nao triviais sdo proibidas [49]. O teorema considera como ponto

de partida uma densidade lagrangeana padrao em (D, 1)-dimensdes da seguinte forma

L= 50160"6 ~ V(9) (5.1)

onde o potencial V(¢) é uma fungao nao negativa, o qual deve zerar em seu minimo absoluto. Podemos
encontrar na literatura alguns exemplos de como escapar deste teorema [50]. No presente trabalho
nods estamos interessados em uma estratégia para considerar a dependéncia explicita com a distancia
na densidade lagrangeana [51, 52]. Em particular, no artigo [51], defeitos construidos apenas com um

campo escalar em (2, 1)-dimensdes sao obtidos, os quais sdo anéis com raio e espessuras caracteristicos.
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No presente trabalho tais anéis sdo imersos em um usual espago-tempo de Minkowski em (3,1)-
dimensional formando outro classe de defeitos que podem ser estudados com respeito a sua capacidade
de armadilhar campos de matéria, em particular campos de spin-0.

Na secao 5.1 serd mostrado a incorporacao de um anel com apenas um campo escalar. J4 na secao
5.2, o assunto abordado serd a ressondncia dos estados de spin-0. Uma solugao de séries para uma
equacao do tipo Schrodinger para modos escalares massivos é primeiramente atacada na ordem para
implementar um método numérico que descreve estados ressonantes. Os resultados sao confrontados

com um diagrama de espago de fase. Nossa conclusao é apresentada na segao 5.3.

5.1 Anel com um Campo Escalar

O anel imerso é descrito pela acao em (3, 1)-dimensional [51]

Sy = /dtd?’x(;awa%s — 2712W§> (5.2)

onde z é a direcao ao longo do eixo de simetria do anel e r é a coordenada radial dada por r = \/x2 + 2.
Nés usamos as letra maidsculas M e N para todas as dimensoes em (3, 1), as letras latinas ¢ e j para
x,y e z e as letras gregas (1 e v para as duas dimensdes (t, z). A equagao de movimento para o campo

escalar ¢ é

1
8M8M¢ + TEW¢W¢¢ =0 (5.3)

Nés assumimos que o campo escalar ¢ depende somente de r. Neste caminho, a equagao se reduz

gp/

1
Vi = W Woo (5.4)

onde V2 é o Laplaciano 2-dimensional.

Isto pode ser mostrado [51] que as solugoes da equagao de primeira ordem

9 w0 (5.5)

dr r

sao também solugoes da Eq. (5.4). Derivando em relagao a r, teremos

dr?2 ~ dr

r

¢ d[1 1 1
<W¢> == 2We + 3 WelWso
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substituindo a equagao acima na Eq (5.4), onde o Laplaciano 2-dimensional tém a seguinte forma

d?¢ 1do
2 e — —_—
Ve = dr? = rdr
entdo ficamos com
¢ 1dp 1
@7 W >0

a qual corresponde a Eq (5.4).
A agao (5.2) pode ser interpretada como uma teoria efetiva de um modelo mais fundamental. Uma
possibilidade é uma teoria em que um fio carregado é imerso em um meio dielétrico cuja permissividade

elétrica g(¢) é dependente do campo ¢. Nés podemos expressar a agao da seguinte maneira

So = /dtd3x (;aM(JSaMQZ) — gif)FMNFMN — eAMJM) (5.7)

onde Jy; = (4(r),0,0,0) representa a carga. Da equagdo de Maxwell 9y (g(¢)FMY) = eJV, obtemos
a Lei de Coulomb para o campo elétrico radial
1 e
EFE=—-——— 5.8
r9) )

A equagao de movimento para o campo escalar estdtico e radial para a agao (5.7) é dada

1
Vi =~ gsB" (5.9)
que leva a equacgao (5.4) se escolhermos
e
Wy(¢) =
9(¢)

Se mudarmos a variavel r com d¢ = r~'dr, podemos escrever

do _dodf 1do

dr — dédr  rdE

derivando em relagao a r,

d2¢ 1dp 1d [do
@ = r2d§+rdr<>

— it

¢ 1dp 1d%
dr2  r2d¢ 1?2 de?
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entao substituindo a equagao acima na Eq. (5.6) ficaremos com

1 do 1 d?¢ 1do 1
—_—— T+ —=— 4+ L = —WuW, 5.10
r2de " r2de? rdr 2000 (5.10)
cancelando o primeiro e terceiro termos do lado direito da Eq (5.10), a equacao de segunda ordem

(5.4) pode ser escrita como

d%¢
— = 5.11
ae? WoWoo (5.11)
e a equagao de primeira ordem (5.5) como
d¢
— = 5.12
= Wol0) (512)

Dessa forma nosso problema antes bidimensional é mapeado em um efetivo 1-dimensional.

Considerando uma simples escolha, o potencial ¢* onde

Wy(9) = VA(a® — ¢°) (5.13)
tém como solucao
¢(¢) = atanh (avVA(€ — &)) (5.14)
Com £ =1Inr e & = Inry nés temos
¢(r) = atanh (av/X1n(r/ro)) (5.15)

onde rg é o raio do anel. A Fig. 5.1a mostra que a solugdo interpola entre —1 e 1, o vacuo do potencial

V(¢). A densidade de energia é

Too = Aa'sech? (a\&ln(r/ro)) (5.16)

A analise dimensional mostra que [¢] = [a] = [Wy] = M e [\] = M 2.

A Fig 5.1b mostra que Typ tem um méaximo em r = rg, que pode ser tomado como coordenada radial
do centro do anel. Nés podemos definir arbitrariamente os limites efetivos r; = 0.651r¢ e 79 = 1.5357¢
do anel, que corresponde aos pontos onde a densidade de energia decai 70% de seu méximo. Neste

caminho nds podemos falar que o anel é caracterizado por r1 < r < rg, onde r¢ € [r1, 2] é o centro do
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anel. A espessura do anel cresce linearmente com seu raio, e é dado por ro — r; = 0.884ry. A energia

total é finita dada por

E = / drrToo = %ﬂa?’ﬁ (5.17)
0

Considarando o problema de localizagao de campos de spin-0 em tais defeitos, o seguinte processo

geral é usado em branas [53].

Figura 5.1: (a) Campo escalar ¢(r), interpolando entre —1 e 1. (b) Tpp como uma funcéo de r. Nas
duas figuras temos ro = 1 (traco sélido), ro = 2 (tracejada) e ro = 5 (ponto-tracejada). Nés fixamos
a=A=1.

5.2 Localizagcao de Spin-0

Nés consideramos um campo escalar ® suficientemente fraco para negligenciar a “backreaction”
no anel, como foi mostrado anteriormente, é construido com o campo escalar ¢. A fim de tornar claro

o raciocinio, nés pegamos a agao para o sistema como

S =55+ 51 (5.18)

com Sy dado pela Eq. (5.2), e

Sy = /dtd% <;8M<I>8M<I> - V(®, qs)) (5.19)
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Dessa forma, a dependéncia explicita de r no potencial somente ocorre para a acao do campo forte

¢ e nao é efetivo para o campo escalar fraco ®. O conjunto completo de equagoes é

1 ov(®
aManb + ﬁW¢W¢¢ + (a(ﬁ’é) =0 (5.20)
oV (2, 9)
M > —_
onoMa + = 0 (5.21)

Em geral, este conjunto de equagoes diferenciais acopladas se de dificil solugao, mas para nossa pro-
posta, tomamos a solucao ¢(r) para o caso livre dada pela Eq (5.5), uma vez que nao é influenciada
pelo acoplamento com o campo P, e somente precisamos resolver a Eq (5.21) para o campo P.

Nos fazemos a decomposicao

O(t,z,y, 2 Z(I) t,z)pp(r (5.22)

ou seja, estamos olhando para solugoes para o campo escalar ® com simetria radial em duas dimensoes
x e y. Por simplicidade consideramos solu¢ées com momento angular zero, onde a varidavel angular 0

nao contribui. Consideramos o simples acoplamento

Vo) = 5 (Flo)+ Vo) )02 (52
reescrevemos a Eq (5.21)
0,0"® + 0,0"® + ngg ¢) =0 (5.24)

S a0 (1, 2) + 3 @u(t, 2)0,0 po(r) + (F<¢>> T v<¢>) S Bt 2)p(r) = 0

impondo que ®,(, 2) satisfaz a equagdo de Klein-Gordon 1-dimensional 9,0"®,,(t, z)+m2®, (¢, z) = 0,

entao

=S IR0 2) ~ (6 0,0,0,0) + (FIO) £ V(0)) 0 2)putr) =0

colocando em evidéncia o termo @, (t, z)

pRERCE = (1) = Vo) + (F(0) +V(0)) ()] =0
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Nesse caminho a Eq. (5.21) estd vinculada a equagao do tipo Schrédinger 2-dimensional para o

modo escalar p,, ()

( - V%Q) + Vsch)pn(r) = mguon(r)

com o potencial

Vien(¢) = F(¢) + V()

A anilise dimensional mostra que [®] = M e [F(¢)] = [V(¢)] = M?2.

A agao dada pela Eq. (5.19) pode ser integrada em (x,y) dimensoes.

s, = / dtdxdydz<;8u<1>6“<1> + %ar@a@ — V(@ ¢)>

fazendo uso da decomposicao Eq. (5.22) e também da Eq. (5.26), temos

S, = / dtdz / rdr [;@L(zn:(l)n(t, z)pn(r)>au<zqu>m(t, z)pm(r)>+
+= 8(2¢ (t, 2)p, (1 > <Z<I> (t, 2)py (1 >

sch Z(I) thn Z‘I) thm :|

agrupando os modos escalares masswos, encontramos:

S1 = ;/dtdz[z <8M<I>n(t, 2)OH®,, (t, z)> /rdrpn(r)pm(r)+

30t )0 (t,2) [ 10,0, (1) (1)

V() aft Yt (.2) [ rdrpa(r)pn(r)]
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1=y [ s 3 0004010000 + 300 2)80(0,2) [ (1170 0)-

n,m n,m

_‘zch((b) Z o, (ta Z)(I)m(t7 Z)(Smn:|

n

usando a Eq (5.25)

Sl - ;/dtdz |:Z 8M(I)n(t, Z)@“(I)n(t, Z) + Z q)n(tv Z)(I)m(ta Z) </rdrpn(r)pm(r)‘/86h(¢)_

n,m

. / rdrpn(r)pm(r)mi> — Veen(9) Zn: @7 (t, z)}

obtendo a acao para os modos escalares massivos 1-dimensional ®,, com massa m,,,

Sy = / dtdz <;auq>nauq>n - ;miq)%) (5.28)

n

e a condicao de ortonormalidade para as componentes p,,(7)

/drrpn(r)pm(r) = Omn (5.29)

A anilise dimensional mostra que [®,] = Mt e [p,] = M.
Uma boa forma de investigar os modos massivos é olhar para uma transformagdo que torna a
equacao do tipo Schrédinger 2-dimensional em uma 1-dimensional. Isto pode ser feito apds a in-

trodugao de v,, = p,/r, com dimensionalidade [i,,] = vV M.

_dPp,(r)  Ldp,(r)
dr? r dr

+ ﬁsch(gb)pn(r) = mgzpn(r)

rdr

d? 1d .
(9 2) = L (002 ) 4 V) = i (1

apds algumas derivagoes e cancelamentos, chegamos a seguinte equacao

_d21/1n(7") 1
dr? 4r2

Un(r) + Vien (8) (1) = mizaby (r) (5.30)

Entao, a Eq. (5.25) pode ser reescrita como
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2 T
s [%(r)) - H Ua(r) + V()W) = m*i (1) (5:31)

Note que a condigao de ortonormalidade Eq. (5.29) pode agora ser escrita como

/ Arip (Yo () = G (5.32)

Isto significa que com a escolha

F(o(r)) = (5.33)

472
alcangamos uma equagdo do tipo Schrodinger 1-dimensional com o potencial V(r). As fungoes de
onda 1),,(r) caracterizam um problema de mecéanica quantica onde |¢(r)|?dr é identificado como a
probabilidade de encontrar a particula escalar a uma distancia entre r e r + dr da origem.

Para o modelo ¢* considerado neste trabalho, a Eq (5.15) d4

_i a— @\ avx
F(¢) = 4r§<a+¢> (5.34)

e para um caso particular a = A = 1 nés temos

1 1-¢
CArl+¢

Agora, consideramos alguns acoplamentos especificos para estudar como o mecanismo de local-

F(o) (5.35)

izacao trabalha para escalares massivos em defeitos topoldgicos de fundo. Primeiro de tudo, note que

a massa do campo ¢ é dada por

m3 = F(¢) + V(@) (5.36)

Nos queremos estudar uma classe de defeitos mostrando o armadilhamento de particulas na borda do

anel. Isto colocou algumas restrigoes nas possiveis formas de m%{). Uma possivel escolha é:

mh = VA( S5 0) @+ 200 + o+ ad? ) (537

onde « é um parametro adimensional. Para o caso particular a = A = 1 nés temos

md, = G . 2) (1420 + S+ & — ) (5.38)
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a Fig. 5.2a mostra que m% diverge em r = 0, compativel ao cardter repulsivo do centro do anel. A
massa decresce para valores positivos de r, assumindo um local minimo em r = rg e tendendo a zero
para r — co. Dessa forma, esperamos a presenga de ressonancias ao redor do raio do anel. A primeira
vista nao seria esperado modos taquiénicos nem solugoes nao fisicas.

Contudo, a verdadeira anélise fisica deve ser realizada com a funcao V(¢). A Fig. 5.2b coloca um
diagrama rg vesus a. Entao é possivel ver trés regides caracteristicas: a regiao III, fisicamente aceitavel
e onde as excitacoes taquionicas sao ausentes; a regiao II, onde excitagoes taquidnicas sao produzidas;
a regido nao fisica I, caracterizada pelo potencial de Schrédinger V(¢) — —oo quando ¢ — —1, no

centro do anel. Este carater nao fisico é alcangado para ry < r§, onde 75 = 1/(2 + /14 «). Para

ro = r§ hd um ponto de transigao onde V(r = 0) = —2 — 1/r}?

! \ ra
Lo N ] A
L ",". i .
\k‘ WA, __{-‘ R
R Y !
y
\ i
A
05 T
R i
'y
\'115-
Wl
LY

- i i

Figura 5.2: (a) Massa quadrada m3 do campo ® em fungao de ¢, para a = 1 (linha sélida), o = 5
(tracejada) e @ = 1 (linha tracejada pontilhada). N6s fixamos a = A = 1. (b) Diagrama ry versus «,
mostrando as trés regides: regido III, fisicamente aceitdvel e onde excitacoes taquidnicas sdo ausentes;

a regiao II, onde excitages taquidnicas sao produzidas; a regiao nao fisica II. Na figura, A = —0.789

e B =0.823.

O potencial do tipo Schrédinger, pode ser obtido das Eqgs. (5.34), (5.36) e (5.37). A expressao
para A e a geral ndao é uma funcao racional. Para o caso particular de A =1 e a = 1, apesar da perda

do seu carater explicito dimensional, a expressao é mais compacta e fornece

_ raa . rs N rd 4r¢ +4rda—1
(2 4+ r2)? (r2 +1r2)3 r2 +rd 492

A partir de agora manteremos A = 1 e a = 1. A Fig. 5.3 mostra alguns plots do potencial do tipo

(5.39)
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Schrodinger V(r) para valores fixos de a e rg. Para rg > 1, o carater positivo do potencial proibe
modos taquidnicos. Existe a possibilidade de encontrar tais modo para rg < 1, e essa possibilidade
aumenta com o decréscimo de «. O local minimo em torno de r = ry pode em principio permitir a
presenca de estados metaestaveis em torno do raio do anel. Para grandes valores de «, (olhar o caso
a = 10 na Fig. 5.3¢), o raio espessura/profundidade do local minimo aumenta com r¢. Isto significa
que para tais valores de o esperamos encontrar ressonancias para um anel de raio grande (de acordo
com o que é visto na Fig. 5.4). Para valores grandes fixos de rg, (olhar o caso de rp = 5 na Fig.
5.3a-5.3¢), o raio espessura/profundidade do local minimo aumenta com «. Isso significa que com

esses valores de rn esperamos encontrar ressonancias para grandes valores de a.

|
I

¥

H
v or

Figura 5.3: Potencial do tipo Schrédinger V(r) para (a) a =0, (b) a =1 e (¢) @ = 10. Em todas as
figuras ro = 0.5 (linha sélida), 7o = 1 (tracejada), ro = 2 (pontilhada-tracejada) e ro = 5 (pontilhada).

No6s fixamos a = \ = 1.

Na ordem para investigar numericamente os estados massivos, nés primeiro aplicamos o método
de Frobenius com um procedimento do Maple [54] para alcancarmos a solucao de série em torno do

ponto regular r = 0:

p 2 3
W(r) = (T) <a0 Lar aig + aj;;" + ) (5.40)

70 70 5 o
Para nossa proposta nds somente precisamos manter os primeiros termos da série. A expressao poli-

nomial nos da
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p1=1/2+ /12 +12a (5.41)
p2=1/2— /12 +ria (5.42)

Ambos p; e ps levam a a; = 0, mas somente a escolha p = p; é compativel com a exigéncia fisica

P(r=0)=0ey'(r=0) =0 para todo a > 0. Para p = p1, a relagdo de recorréncia resulta

ao (4r§m? — 12p + 4rda + 12r§ + 3 + 12p?)
dric—4p? +4r3 —9—12p

(5.43)

a9 =

Esta solucao é valida para todas as escolhas de ag, mas arbitrariamente escolhemos ag = 1. Com essa
escolha podemos alcangar uma expressao conveniente para ¥ (r) e 1’ (r), vélida para r < ro. Um tnico
valor para ag pode ser obtido depois de um processo de normalizagdo. Dessa maneira, Eqs (5.40) e

(5.41) levam a

, T L 1o (544)

" 1<r>1/2+\/m <4r2a+r2m2+6r2—4—4\/7‘(2]((%—1—1)>
r)=—-(—
4\ ro 1++/r3(a+1)

A expressao anterior e sua derivada com respeito a r quando usada para atingir ¥ (rmin) € ¥ (Pmin),
para o ponto de partida r = 7, < 9 do método numérico de Runge-Kutta. Note da Eq. (5.44),
como neste modelo as condigoes iniciais dependem dos modos das massas e do parametro «.. A solugao
da série serd a entrada para a integragao numérica, que entao leva as solugoes ¥ (r) vélida também
para r > rg.

Com as solugoes numéricas para fungoes de onda nao normalizadas 1 (r) permanece a seguinte
questao qual é a probalidade de encontrar modos massivos no anel. As solugbes 1, (r) mostram um
comportamento caracteristico perto da origem r = 0, tendendo a ondas planas longe do anel. Nos
podemos obter uma expressao analitica para uma fungao de onda nao normalizavel ¢(r) para r > ry.

Primeiro de tudo note que neste regime o potencial do tipo Schrodinger é

3r2 +r2a—1/4
0 7‘0;1 /+
T

Ve = (’)(7"*4), > 71 (5.45)

com solucao

U, (r) = A\/;BesselJ(rm/a + 3, mr) + B+\/rBesselY (rox/oz + 3, mr) ,T > 10 (5.46)
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com A e B constantes. Dessa forma podemos considerar um processo de normalizacao para a fungoes
de onda em uma caixa com bordas localizadas em 7,5, € Tmaez, Onde Tpqe deve ser escolhido sufi-
cientemente grande para permitir um ndmero suficientemente grande de oscilagoes de v,,(r) para
Tmin < T < Tmaz.- Tlambém devemos considerar uma espessura finita do anel, definindo a probali-
.

dade Pyn4 de encontrar o modo massivo t,, no anel proporcional a [ drli,,(r)|?. Com a escala rpqy

podemos alcancar uma expressao satisfatéria para Pyipg, definida similarmente como [55, 56].

o drliy, (r)f?
S drla,, (r)]?

Tmin

Pring = (5.47)

Nés investigamos numericamente as solugoes v,,(r) com a descrigdo Ar = 0.1 para a faixa 0 <
r < 80, obtendo P,ng com Eq. (5.47). N6s podemos caracterizar o pico de ressonancia quando a sua
largura a meia altura do maximo é maior que o valor correspondente ao pico. Neste caso teremos
estados metaestaveis com um tempo de decaimento inversamente proporcional a largura a meia altura
do maximo do pico. Nossa andlise mostra que valores grandes de ab e ry sao melhores para atingirmos
estados ressonantes. Como exemplo, Fig. 5.4 mostra o plot do Py, versus m para o = 10 e ro = 1,2

e 3.

ey ||1T

Y

Figura 5.4: Png versus m para a = 10 e 79 = 1 (linha sélida),ro = 2 (tracejada) e ro = 3 (pontilhada-
tracejada). Para cada valor de g, os limites do anel r; e ry s@o definidos pelos pontos onde a densidade

de energia decai 70% de seu maximo.

Note da Fig 5.4a presenca de um pico de ressonancia para rg = 3 em m = 1.28. Para ry = 2 ocorre

um mais amplo pico de ressonancia com um maior valor de massa m = 1.39, em comparagcao com o
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pico com rg = 3. Para ry = 1 nao hé pico de ressonancia. Neste caminho, vemos que o decrescimento
do raio do anel aumenta as massas do campo ®, favorecendo o processo de vazamento dos modos

massivos.
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Capitulo 6

Conclusao

Estudamos alguns conceitos relacionados a Teoria de Homotopia destacando principalmente que
duas funcoes continuas em um espaco topolégico podem ser ditas homotoépicas caso uma fungao possa
se deformar a outra continuamente. A descricao entre os mapas de um espago interno e uma variedade
do espaco-tempo é caracterizada como teoria de homotopia. Dentre os principais conceitos destacam-
se as homotopias de caminho, os caminhos fechados denominados de loops, as classes de equivaléncia
as quais sado chamadas de classes de homotopia, um conjunto de fungoes continuas que originam o
grupo de homotopia. Pode ser observado que as estruturas de dominio que surgem sao classificadas
via grupos de homotopia, ou seja, os defeitos topoldgicos podem ser classificados por meio dos grupos
homotépicos de uma espago topoldgico representado pelo espaco interno. Portanto, a caracteristica
topoldgica da estrutura depende do grupo m, (M) da variedade do vicuo degenerado. Outro ponto de
destaque fica por conta do grupo fundamental, ao qual s6 pode ser formado caso seja descrito por um
caminho fechado (loop), ou seja, um grupo de classes homotdpicas que comega e termina no mesmo
ponto denominado de ponto base.

No Capitulo 3 consideramos a origem dos defeitos topoldgicos, onde tais defeitos aparecem em
nosso Universo a partir do entendimento sobre quebra espontanea de simetria e transicoes de fases
cosmologicas. HEssas transicoes foram marcadas pelo decréscimo da temperatura a uma ponto critico
onde abaixo desse ponto o campo assume um valor esperado de vacuo degenerado, um conjunto de
estados fundamentais degenerados, quebrando assim a simetria e originando os mais diferentes tipos
de defeitos topoldgicos, assim como paredes de dominio, cordas e monopdlos. Tais defeitos topoldgicos
sao solugoes classicas das equagoes de movimento e sao configuragoes de matéria formados dessas
transicoes do Universo primordial. Neste capitulo estamos particularmente interessados em modelos

de um campo escalar em (1, 1)-dimensoes, e em solugoes do tipo kink, onde o campo escalar interpola
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entre dois valores correspondentes a estados de vacuo. O método de Bogomolny’i é utilizado para
encontrar um formalismo de primeira ordem que resolva as equacoes de movimento.

No Capitulo 4 foi abordado o Teorema de Derrick, o qual restringe o aparecimento de solugoes
estdveis e nao-singulares em dimensoes espaciais maiores que 1. Na busca de encontrar solugoes de
energia finita e positiva, nao-singulares e nao-dissipativas, revisamos algumas formas de contornar o
Teorema de Derrick para D > 2. Algumas possiveis formas de contornar o Teorema de Derrick sao a
inclusao de vinculos entre os campos escalares (modelo O(3) nao-linear) e a consideragdo de modelos
com dependéncia explicita com a distancia na lagrangeana.

Revisamos ainda a formulacdo de branas em (4,1)-dimensoes, a qual, por considerar o campo
escalar dependente apenas da dimensao extra, torna o problema matematicamente analogo a um em
(1,1)-dimensoes.

Finalmente no Capitulo 5, revisamos o formalismo introduzido na Ref [51], motivando fisicamente
a acao e caracterizando a estrutura do defeito. Para uma classe de modelos particular, nés estudamos
a questao da localizacao do spin-0 na borda do anel, focando o aparecimento de estados ressonantes e
sua dependéncia sobre o raio do anel g e um parametro de acoplamento do modelo. Depois chegamos
a uma equacao do tipo Schrodinger para os modos escalares massivos, um diagrama do espacgo de
fase foi encontrado caracterizando as excitacoes fisicas aceitaveis. Estados ressonantes particulares
em torno do centro do anel (r = ry) foram obtidos numericamente, depois do uso de uma expansao
em série valida para o nucleo interior r < rg9. A presenca de tais ressonancias confirma o que era
esperado do espaco de fase e mostra que o acoplamento particular entre os campos escalares fracos
e fortes, em caso de raios grandes é capaz de reduzir o vazamento dos modos massivos. Por outro
lado, reduzindo o raio do anel os modos massivos sao expelidos, mostrando que ha um limite em que
tais defeitos possam atuar como um mecanismo de armadilhamento d as particulas escalares. Para
raios pequenos, nossos resultados indicam uma interacao repulsiva agindo entre as paredes do anel e
as particulas massivas de spin-0.

Possiveis extensoes deste trabalho, e que podem ser objeto de investigacao futura, incluem a
localizacao de outros campos de matéria nesta classe de defeitos, bem como a busca de possiveis

realizacoes do modelo em sistemas de fisica da matéria condensada.
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Capitulo 7
Apeéendice

7.1 Construcao das curvas limitando as regioes fisica, taquionica e
nao fisica

O diagrama da Fig 5.2(b) corresponde ao limite das regides fisica, taquiénica e nao-fisica. Vamos
demonstrar a construcao desse diagrama, primeiro limitando-nos as regioes fisica e taquionica. Com

uso do termo da massa:

ﬁ(gﬁ‘*—a¢3a—2a¢>3+a2¢2a+a3¢+a4—a2¢2>

= (a, A 7.1
m = (a,\) — Sta (7.1)
e o termo
1 (—6+1)
= —_— 2
Fi=R— P (7.2)
dessa forma, o potencial de Schrédinger pode ser escrita como:
V= ()= > mla, \) — F(R); (7.3)

Em particular, estamos fixando os valores a = A = 1, reescrevendo a Eq 7.3 e utilizando um

comando do Maple chamado factor, temos entao:

L (6-1) <4R2¢3 —4R2%0 — AR2? — SR2p + 1 — 4R2)

Vi=(¢)— > iR o (7.4)
V= () > 4;((? q;liK (7.5)
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onde o termo K corresponde a:

K :=4R%*$® — 4R?¢*a — 4R%*¢* — 8R%¢p + 1 — 4R? (7.6)

diferenciando a Eq 7.6 em funcao de ¢, encontramos:

dK
@ = 12R%*¢? — 8R*¢pa — 8R%*¢ — 8R? (7.7)
utilizamos o comando solve ao qual resolve a Eq 7.7, alcancando duas solugoes para ¢:
1

1 1

1 1 1
Py =—a+-—=-vVat+2a+7T (7.9)

3 3 3
porém, apenas a Eq 7.9 serd usada por seu carater convergente. Em seguinda, nos utilizamos dos
comandos subs e logo apés expand. O primeiro desses comandos é utilizado para substituir a solugao
7.9 na Eq 7.6, obtendo uma equagao em funcao apenas de R e «. Por fim, usando o solve na equagao
encontrada, chegamos a uma solucao para o R em funcao do parametro o. O plot dessa solucao é

visto na figura abaixo:

Figura 7.1: Limite entre as regioes II e III

O proximo passo consiste da construcao das regioes I e I, ou seja, as regioes taquionica e nao

fisica. Com bas nisso, introduzimos o termo de massa com a = A = 1:
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¢t — ¢pPa —2¢° + pPa+ ¢ + 1 — ¢

_— " (7.10)
_ 1 (=041
T (7.11)

O potencial de Schrodinger corresponde a diferenga entre as Eqs 7.10 e 7.11

Vi=m-F (7.12)

diferenciando a Eq 7.12 e utilizando a expressao factor, obtemos:

v L (6R2¢* — 4R*¢Pa — AR?p*ar — 14R%¢* + AR%¢a — 4R%¢p + 1)
) (¢ + 1)2R?

o numerador da Eq 7.13 é uma equagao de quarta ordem para ¢, devido a isso, podemos resolvé-la

(7.13)

obtendo mais uma vez uma expressao em funcéo apenas de R e do parametro a. A partir do comando

solve encontramos solugoes para R em funcgao de «, sendo elas:

Ry = —— 7.14
L o/at1 (7.14)
(§]
1
R2 = - (7.15)

2v/a+1

utilizamos apenas a solugao 7.14. O plot dessa solugao pode ser visto na Fig 7.2:

B

Figura 7.2: Limite entre as regioes I e II
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7.2 Solugoes Numéricas

Muitas vezes nao é possivel encontrar uma forma analitica para solucoes de equacoes diferenciais.
Devido a isso, podemos construir um algoritmo que seja capaz de nos levar a uma solucao numérica.
Iremos demonstrar um método em Maple que nos mostrara a probabilidade de encontrarmos particulas
em volta do anel (observacdo: o raio no programa serd expresso pela letra R). Vamos primeiro con-

siderar o potencial de Schrédinger expresso por:

12R%2r6 + 28 R4 — 12 R5r2 + 4 R® + 4 R?2ar® —4 R*ar* — 4 RS r?+
r2(r2 + RQ)3

W(r o R) = i(

+4R¥« — 1% —3r*R? —3r2R* — RS 716
2 (r2 + R2)® (7.16)
Logo em seguida incrementamos a funcao de onda
1 /r\1/24/R2(at1) <4r2a+r2m2+6r2—4—4 Rg(a—i—l))
sirQ := (r,a, R,m) - —— (—) 7.17
P ( UV 1+ VR (a+1) (7.17)

e sua derivada

1
Dpsir0 := (r,a, R,m) — —= 2072+ 5r2m? + 3012+

1 <1)1/2+\/R2(a+1) (
8 (1 + \/m) r

R

8r2\/R? (a 4+ 1)a+2r2\/R2 (a + 1)m?+1272\/R2 (a + 1)—4—12/R? (o + 1)—8 R*a—8 R2> (7.18)

Para resolver a equagao diferencial utilizamos o comando dsolve, especificando as condicoes de

contorno:

d*y(r) 2 ;
dsys := (r0,a, R,m) — dsolve({ i W (r,a, R)y(r) + m=(r), ¥ (r0) = psir0(r0, a, R, m),
D()(r0) = Dpsir0(r0, o, R, m)} (), numem’c) (7.19)

Devemos agora escolher os valores dos parametros, portanto o = 10, o raio do anel R = 3, o valor

referente ao passo é 0.1 e também definimos o primeiro ponto da andlise numérica, ou seja, r0 = 0.1.
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A partir da densidade de energia, podemos encontrar os pontos que identificam a espessura do

anel:

Too = a*V A(sech(In(r/R))) (7.20)

0z -

06 -

0.4

02 -

Figura 7.3: Densidade de energia. Fixamosa=A=1e R=3

O limite entre 1 e 2 descreve a espessura do anel. Para alcangarmos os seguintes pontos, fizemos

uma escolha arbitraria a 70% do decaimento da densidade de energia:

rl := fsolve(sech?(log(r/3)) = 0.7,r,7 = 0..2) (7.21)

r2 := fsolve(sech?(log(r/3)) = 0.7,r,r = 2..5) (7.22)

obtendo os valores 1.95 e 4.60, respectivamente.
O Maple nos permite criar nossas proprias fungoes através do comando chamado proc, onde se faz
necessario a introdugao das varidveis global e local. Em seguida construimos um loop (variando de 1

a N71) o qual correspondera a funcao de onda nao normalizada, escrita no Maple da seguinte forma:

tpsilj] :== rhs(op(dsys(r0, o, R, m)(¢[4]))[2]) (7.23)
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Em um préximo loop (variando de 1 & Nring) conseguiremos expressar a espessura do anel:

2.66 x 1
inglt| == 1. .
tringli] 95 + Nring (7.24)
e também sua funcao de onda correspondente
tPSipingly) := rhs <0p(dsys(7“0, a, R, m)(tmng[z]))p]) (7.25)

O proximo passo estd na criagao de uma sequéncia em relacao aos dois loops acima, portanto

temos:

tpsir := seq([t[k], tpsilk]],k = 1..NT) (7.26)

tpsirying = seq([tring[k], tpsiyingk], k = 1..Nring) (7.27)

Agora, podemos inserir ao programa a expressdao que corresponderd a probabilidade de encontrar
a particula em volta do anel. Tal probabilidade foi inserida por meio da aplicacao da area do trapézio

a densidade de energia. Portanto, teremos a probabilidade:

N
Pi=75 (7.28)
onde
Nring—1
N = Z <<(tp8iring[k+1})2 + (tpSirmg[k])2> - (tringlk + 1] — tm‘ng[k:])) (7.29)
k=1

Nr—1
EDY (((tpsz'[k 1))+ (tpsil])?) - (1lk+ 1] - t[k])) (7.30)

k=1

Para finalizar o programa é necessario a insercao do termo de massa, calculado através de um loop

que varia de 1 a 50:

tmli] := 0.9 4 4.2 % (i — 1)/100 (7.31)

A probabilidade de encontrarmos particulas no anel é confrontada com a massa gerando o grafico

abaixo (lembrando que essa demonstragao foi feita para o raio do anel igual a3 ea =\ =1):
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002

Figura 7.4: P versus m para a =10r R = 3.
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