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Resumo

Este trabalho trata do Método de Inducao Matemdtica, em especial, de seu uso com vistas
a solucao de problemas geométricos. Inicialmente, sao feitas algumas consideracoes acerca
da expressao “raciocinio indutivo”, cujo sentido, conforme apropriadamente explicado no
texto, difere do de “inducdio matematica”. E provada a proposicio que garante o uso do
método com base em seu fundamento, a saber, o axioma de indu¢do matemética (um
dos postulados que caracterizam os nimeros naturais) e exibidos alguns exemplos de
sua utilizacdo em Algebra e Teoria dos Numeros. Em seguida, sdo exploradas algumas
aplicagoes do método de indugao matematica a problemas de Geometria, seja para a
obtengao de uma medida geométrica em termos de outra(s), para a demonstragao de uma
proposicao que se insinua verdadeira, ou para a exibicao das etapas de construcao de uma

dada figura.

Palavras-chave: Método de indugao matematica. Demonstracoes mateméaticas. Proble-

mas de Geometria.



Abstract

This work deals with the Method of Mathematical Induction, in particular, its use with
a view to the solution of geometric problems. It initially some considerations are made
about the expression “inductive reasoning” whose it meaning, as appropriately must be
explained in the text, that differs from that of “mathematical induction”. We prove the
proposition that guarantees the use of the method based on its foundation, namely the
axiom of mathematical induction (one of the postulates that characterize the natural
numbers). It exhibited some examples of its use of Algebra and the Theory of Numbers.
And then, some applications of the method of mathematical induction to the problems
of Geometry are explored to obtain a geometric measure in terms of another(s), either
for the demonstration of a proposition that insinuates itself true, or for the stages of

construction of a figure given.

Keywords: Method of mathematical induction. Mathematical demonstrations. Pro-

blems in Geometry.
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Introducao

Como seu proprio titulo indica, esta dissertacao aborda o método de indugao matemética,

com énfase em suas aplicagoes & Geometria.

A principal razao pela qual escolhemos este tema para estudo foi nosso entusi-

asmo pelas chamadas demonstracoes matemdticas®, estes atos de persuasao fundamenta-
J

dos em argumentagoes logico-dedutivas, por meio dos quais nos convencemos de que um

fato matematico (uma proposi¢ao, um lema, um teorema, etc.) é valido.

Um episoddio ocorrido quando ainda cursava o ensino médio me despertou a
curiosidade e o interesse pela necessidade de se justificar uma afirmacao matematica (por
mais Obvia que esta possa parecer). Indagado sobre o porqué de o conjunto vazio ser
subconjunto de qualquer conjunto, meu professor de Matematica a altura respondeu-me:
“Embora nao seja exatamente como lhe digo, vocé pode se convencer da verdade deste
fato bastando imaginar que, se elimindssemos deste conjunto todos os seus elementos, o
que “sobraria” seria o vazio em seu interior.” Apesar de, naquela ocasiao, isto ter feito
algum sentido para mim, passei algum tempo questionando-me sobre a natureza desta
prova... Hoje, embora reconheca nesta passagem um ato de franqueza por parte de meu
antigo mestre, preocupado em esclarecer a divida que o lancava e, ainda, de modo a
ser compreendido, tenho convic¢ao de que uma demonstracao para o fato de que @ C A,
qualquer que seja o conjunto A, feita por reducdo ao absurdo, teria sido, por mim, naquele

momento, plenamente compreendida e, por isso mesmo, aceita.

Além do mencionado acima, entendo ser conveniente citar a leitura que fiz
?
do artigo intitulado “Decorar é preciso, demonstrar também é”, de autoria de Gilberto

Garbi?, publicado h4 alguns anos na Revista do Professor de Matemdtica. Nele, o autor

L“Nenhuma investigacio feita pelo homem pode ser chamada realmente de ciéncia se ndo puder ser
demonstrada matematicamente.” (Frase devida ao matematico, anatomista, botanico, inventor, cientista,

poeta e escultor, Leonardo da Vinci [1452-1519], um dos homens mais importantes do Renascimento.)
2Gilberto G. Garbi é engenheiro e autor dos livros A Rainha das Ciéncias e O Romance das Equacdes

Algébricas, publicados pela editora Livraria da Fisica. Seu artigo citado no texto pode ser consultado na
pégina eletronica da Rewista do Professor de Matemdtica, bastando para isso acessar o campo “Artigos

Publicados”.
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trata do (falso) dilema entre compreender e memorizar (ou decorar e entender), alertando-
nos para o fato de que o ideal seria que a compreensao precedesse a memorizacao, uma
nao excluindo a outra. Expode o autor, ainda, as razoes pelas quais considera prejudicial
o enfoque utilitarista que, por vezes, é dado a Matematica, o que acaba por limitar o
raciocinio e, como consequéncia, por dificultar a aquisicao da capacidade de pensar de

forma genérica e abstrata, algo tao importante as pessoas realmente cultas.

Portanto, chegada a hora de decidir sobre o tema desta dissertacao, davidas
nao houveram. Em verdade, era apenas questao de se escolher a “melhor rota” a seguir,
no que as disciplinas Matemdtica Discreta e Aritmética (cursadas nos primeiros semestres
do mestrado) muito contribuiram, na medida em que nos expunham a importancia e
utilidade do método de demonstracao por inducao matemética na prova de problemas

algébricos e aritméticos.

Os exercicios e problemas coligidos neste trabalho foram extraidos, em sua
maioria, dos pequenos, porém de inestimével valor educativo, livros Método de Induccion
Matemdtica e Induccion en la Geometria, da série Lecciones Populares de Matemdticas,
da Editora Mir. O segundo deles faz, ainda, conexdes com outras areas da Matematica
(além da Geometria), como a Teoria dos Grafos e a Combinatdria, abordando problemas
sobre mapas geograficos e boa coloracao de mapas, aqui nao explorados. Nos exercicios
utilizo o simbolo M para marcar o final da demonstracao, conquanto que, nos problemas,

o simbolo [0 é usado ao término da prova (intitulada por solu¢do).

A seguir, é dada uma sucinta descricdo de cada um dos dois capitulos em que

este trabalho estd dividido.

Um explicacao acerca das diferencas existentes entre os significados das expres-
soes raciocinio indutivo e indugao matemadtica, além de alguns exemplos de demonstracoes
de problemas algébricos e aritméticos, realizadas com base no método de indugao mate-
matica, sao fornecidos no Capitulo 1. Seu objetivo é “preparar o terreno” para o capitulo

seguinte, que trata do uso da inducao na Geometria.

O Capitulo 2 é o cerne desta dissertacao. Nele, sao exibidas algumas aplicacoes
do método de inducao matemética feitas em problemas extraidos da Geometria. Foi
dividido em trés secoes, nas quais os problemas estao assim nomeados: problemas de
cilculo, de demonstracoes e de construcoes geométricas. Para além de uma “simples”

compilacao de exercicios-problema, este capitulo também se presta a apresentar diferentes
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modos de se aplicar o método de inducao, de acordo como o tipo de problema geométrico
abordado. Além disso, os proprios problemas (em alguns casos, pelo menos) ja haverdo
de despertar interesse por si proprios, na medida em que solicitam de quem pretenda
resolvé-los (antes mesmo da aplicagdo da inducao) boa dose de engenhosidade. Em alguns
deles (especificamente, nos corolarios), alids, para sua resolugao, nao fizemos uso direto do
método de inducao; a decisao de inclui-los no trabalho é devida ao fato de que, no processo
de busca da solucao, sao utilizados resultados que, por sua vez, foram demonstrados por

inducao.

Por fim, deve ser salientado que este trabalho pretende ser capaz de indu-
zir professores e professoras (e a quem mais se ocupa de Matematica) a se apropriar
do método de inducao matemética, compreendendo sua atuacao indispensavel na prova
de proposicoes que, de alguma forma, relacionam os ntimeros naturais, dominando suas
facetas e seus diversos modos de utilizagdo (em particular, aqueles mais ligados & Geo-
metria, como os que aqui foram explorados) e, em sendo possivel, criando condigoes para
que os estudantes (em especial, os da escola bésica e aqueles dos primeiros periodos do
ensino universitario), desde logo, sejam postos em contato com esta elegante técnica de
demonstracao mateméatica e impressionante forma de se, por assim dizer, lidar com o

infinito!
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1 O método de inducao matematica

1.1 Raciocinio indutivo

Denomina-se indu¢ao a todo raciocinio que compreende a passagem de proposigoes par-
ticulares a proposicoes gerais, com a peculiaridade de que a validade das tltimas se de-

preende da validade das primeiras.

Exemplos de proposigoes (ou afirmagoes) gerais sdo as seguintes:

e Todos sao iguais perante a lei, sem distincao de qualquer natureza, garantindo-se
aos brasileiros e aos estrangeiros residentes no Pafs a inviolabilidade do direito a
vida, a liberdade, & igualdade, & seguranca e a propriedade, [...] (Constitui¢ao

Federal, Capitulo I, artigo 5°).

e Em todo triangulo, o baricentro (ponto de interseccdao das trés medianas) divide

cada uma das medianas de tal modo que o maior segmento é o dobro do menor.

e Um numero cuja soma dos algarismos ¢ multiplo de 9 é, ele proprio, multiplo de 9.

Suas correspondentes proposicoes particulares encontram-se abaixo, na mesma ordem das

suas gerais:

e Joao, um maranhense, é igual perante a lei, a Francisco, um cearense.

e O baricentro G do tridangulo ABC' divide o segmento AM; na razao AG — 9 gendo

GM,
M o ponto médio do lado BC.

e 10008 ¢é divisivel por 9.

Entretanto, realizada com base apenas na veracidade de (alguns) casos parti-

culares, a “inducao”! nem sempre nos leva a conclusoes verdadeiras.

1 As aspas ai servem para sugerir que a palavra inducdo estd sendo usado com o sentido de processo

de passagem de uma afirmacdo particular a sua correspondente geral.
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Vejamos isto nas duas situagoes abaixo.

Situacao 1

10008 ¢é divisivel por 9. (1.1.1)

Um nuamero cuja soma dos algarismos ¢ multiplo de 9 é, ele proprio, multiplo de 9.

(1.1.2)

Com base na Afirmacdo (1.1.1), obtivemos a Afirmagao (1.1.2), que sabemos

ser verdadeira.

Situacao 2
10008 é divisivel por 9. (1.1.3)

Todos os nimeros que comegam com 1 e terminam com 8 sao miltiplos de 9. (1.1.4)

Baseando-nos na Proposi¢ao Particular (1.1.3), chegamos & Proposi¢ao Geral

(1.1.4), inveridica, como sabemos.

O emprego do raciocinio indutivo em Matematica, especificamente em situa-
coes envolvendo os ntimeros naturais, para que resulte em conclusao correta, deve, além
de se basear na veracidade de uma proposi¢ao particular (ou de proposi¢oes particula-
res), submeter-se a mais um teste, qual seja, a constatacdo de que a veracidade do que
se afirma para um dado natural n acarreta a veracidade desta afirmacao para o natural
n + 1. Nisto consiste o método de inducao matemdtica, fundamentado no principio® de

inducao matemdtica.

Mas, antes de tratar do método e do principio, vejamos alguns exemplos de

raciocinios em que, pretensamente, se aplica a inducao corretamente.

Exemplo 1.1.1. Seja

So=— 4 L !
" 1-3 3.5 5.7 (2n —1)(2n + 1)’

onde n é um numero natural (qualquer).

2 Aqui, utilizo a palavra principio como sindnimo de azioma. Embora ndo muito frequente na literatura

sobre o assunto, esta pratica pode ser vista, por exemplo, em [7], pagina 2.
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Examinando os valores S,, para os primeiros 4 naturais, vemos que

11
=TTy

1 1 2
2=t T
e 1,1 13
*71.3"3.5 "5.7 T
g L1 11 4
71335 '5.7" 7.9 o

Com base neste exame podemos afirmar, entao, que, para todo niimero natural

n, tem-se que
n
Sp = ——.
2n+1
Exemplo 1.1.2 (Leibniz). O notavel matematico (jurista e filosofo) alemao Gotifried

3 7

Wilhelm Leibniz demonstrou que n® —n é divisivel por 3, n® —n é divisivel por 5 e n” —n
é divisivel por 7, para todo nimero natural n. A partir disso, concluimos que k é divisor

de n* — n, quaisquer que sejam o nimero impar k e o niimero natural n.

Analisemos, agora, a razao pela qual nao sao aceitaveis os raciocinios utilizados

nos dois exemplos anteriores (e dai porque o termo pretensamente, usado acima).

Em ambos os casos, chegamos a uma “conclusao” ou, em outras palavras,
enunciamos uma proposi¢ao geral, referente a qualquer n natural, tomando como base o
fato de que, em cada um deles, a proposicao mostrou-se verdadeira para alguns valores

de n.

Entretanto, embora a veracidade de uma afirmacao possa ser constatada em
alguns de seus casos particulares, isto por si s6 nao garante a conclusao de sua veracidade
“ L . . . .
sempre”, ou seja, quando n assume todos os valores naturais. Portanto, ainda que haja
indicios de que se trata de uma afirmacao correta, é prematura sua conclusao com base

apenas em alguns de seus casos particulares.

Casualmente, no Exemplo 1, a proposi¢do geral enunciada é verdadeira (a
justificativa serd dada mais adiante); no entanto, no Exemplo 2, a proposi¢ao se mostra

falsa paran =2 e k =9, por exemplo, pois 9 ndo é divisor de 2° — 2 = 510.

Vejamos, a seguir, mais alguns exemplos de proposicoes corretas em varios

casos particulares, mas nao no caso geral.

Exemplo 1.1.3. O trindémio n? + n + 41, pelo qual Leonhard Euler interessou-se, para

n variando entre os naturais de 1 a 39, resulta um ntmero primo. Seria de esperar, dai,
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que para os demais naturais n, a expressao n’® + n + 41 resultasse, também, um primo.
No entanto, é facil ver que para n = 40 este trindomio é igual a 412, nimero composto.

E, claramente, se n = 41, tem-se também para o trinémio um ntmero composto.

Exemplo 1.1.4. O matematico russo, Dimitri Grave conjecturou, no fim do século XIX,
que, para todo primo p, um ntimero do tipo 2°~! — 1 ndo é divisivel por p?. Calculos
diretos davam conta de que esta afirmacao era verdadeira para todos os niimeros primos
menores do que 1000. Mas a hipotese de Grave revelou-se falsa com a descoberta, por W.

Meissner, em 1913, de que a congruéncia®
2°~1 =1 (mod p?)
¢ satisfeita* para o primo p = 1093, o que significa dizer que 2192 —1 ¢ divisivel por 10932.

Exemplo 1.1.5. E possivel obter um quadrado perfeito entre os ntimeros 991n2 + 1, ao
se fazer n = 1,2,3,...7 A resposta é sim, embora o valor minimo de n para o qual o

nimero 991n2 + 1 é um quadrado perfeito seja
n = 12055735790 331359447442 538 767.

Exemplo 1.1.6. Em quantas partes n planos, dispostos de tal modo que todos passem
por um mesmo ponto e nao passem trés por uma mesma reta, dividem o espago? Levando
em conta que um plano divide o espago em duas partes; dois planos com uma reta em
comum (e, portanto, com um ponto em comum) dividem o espaco em quatro partes; e trés
planos, com algum ponto em comum e nao passando todos por uma mesma reta, dividem
0 espago em oito partes, somos levados a conjecturar que, em geral, n planos dividem o
espaco em 2" partes distintas.

Entretanto, pode-se demonstrar® que se A,, ¢ o numero de partes em que n planos, pas-
sando todos por um mesmo ponto e nao passando trés por uma mesma reta, dividem o
espaco, entao

A, =n(n—1)+2.

O objetivo da exibicao dos exemplos supracitados é prevenir quem quer que

seja de conclusoes baseadas em analogias mal argumentadas.

3Um nitimero primo p que satisfaz a congruéncia
2P~ =1 (mod p?)

é chamado primo de Wieferich.
4Outro primo que cumpre a condi¢io de Wieferich é p = 3511 (consultar referéncia [16]).
®A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada na referéncia [3].


https://en.wikipedia.org/wiki/Wieferich_prime
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1.2 Inducao matematica

1.2.1 Exemplo de demonstragao por indugao matematica

Posto que, ao se adicionar 1 ao inteiro positivo n, obtém-se o inteiro n + 1 (que é maior
do que n, uma vez que um numero natural m é dito ser maior do que n quando existe
um natural p tal que n + p = m), ndo ha namero inteiro algum que seja o maior de
todos. Apesar disso, iniciando com o ntimero 1, todos os inteiros positivos® podem ser
alcancados, ap6s um nimero finito de operacoes de “somar 1”7, passando sucessivamente
de nan+1. Esta é a esséncia de um método de raciocinio que os mateméaticos batizaram
de demonstracao por inducao ou método de inducao matemdtica. Vejamos a aplicacao

deste método, na demonstracao da dupla desigualdade abaixo.

Proposicao 1.2.1. Dado um natural qualquer n, tem-se que

(n+1)°

3 <1422+ +(n+1)> (1.2.1)

PP+2° 4. +n?<

Demonstracao. Inicialmente, representemos por P(n) a desigualdade da esquerda da ex-
pressao acima, isto é, consideremos

(n+1)3'

P(n):12+22+-..+n’ < 3

Verificando diretamente a afirmagao P(n) para os primeiros trés valores de n,

teremos que P(1), P(2) e P(3) sao asser¢oes verdadeiras, pois

2 23
P(l):1° < —
(1)1 <3
33
13(2):12+22<3
3

4
P(3):12+22+32<§

Queremos mostrar que P(n) é verdadeira para todo natural n (induzidos pelo fato de que
a assertiva se verifica para os trés primeiros casos iniciais). Iremos supor que a proposigao
se verifica para um dado valor particular n = k > 1. Isto quer dizer que consideraremos

provada a afirmacao
(k+1)°
3 )

6 Aqui, serdo considerados como ntimeros inteiros positivos os elementos do conjunto N = {1,2,3,...}.

Pk): 12 +2°+ -+ k<
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para um certo inteiro positivo £ > 1. Agora, baseando-nos em P(k), provemos a corres-
pondente afirmacao para n =k + 1, a saber,

(k+2)3'

Pk+1):1+2°+-- +(k+1)° < 2

Adicionando (k + 1)? a ambos os membros de P(k), obtemos

(k+1)3

P+22+- 4+ (k+1)7 < + (k+1)%,

e, para obter P(k + 1) como consequéncia de P(k), é suficiente mostrar que

(k+1)*
3

k+2)3
e < B2
o que resulta imediato a partir da igualdade

(k+2)° K +6k*+24k+8 (k+1)°
3 3 B

4
+(k+1)2+15k+§.

Desse modo, mostramos que P(k + 1) é consequéncia de P(k), com k > 1
um natural arbitrario. Ademais, uma vez que ja vimos que P(1) é verdadeira, podemos
concluir que P(2) é, também, verdadeira. E, sabendo que P(2) é verdadeira, concluimos
que P(3) é verdadeira, e assim sucessivamente. Portanto, considerando-se que cada in-
teiro positivo pode ser alcangado por meio deste processo (mencionado no inicio desta

subse¢do), concluimos que P(n) é verdadeira para todo natural n.

Fica, assim, provada a desigualdade da esquerda em (1.2.1). [ |

E claro que poder-se-ia mostrar a desigualdade da direita de modo analogo.

1.2.2 Principio de indugao matematica

Reflitamos, agora, acerca do modus operandi’ da demonstracao anterior. Inicialmente, foi
provada a afirmacdo P(n) para n = 1. Em seguida, demonstrou-se que se a afirmagao é
verdadeira para um dado inteiro positivo k, entao é, também, verdadeira para o inteiro
positivo k£ + 1. Finalmente, concluiu-se, a partir destas duas provas, que a afirmacao P(n)

¢ verdadeira para todo inteiro positivo n.

"Expressdo em latim que significa “modo de operacdo”. Utiliza-se para designar uma maneira de agir,

operar ou executar uma atividade seguindo sempre os mesmos procedimentos.
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Uma ilustracao nao-matematica da idéia de inducao pode ser dada com o
seguinte exemplo. Imaginemos uma fileira de pegas de um dominé indexadas consecutiva-
mente com os naturais e dispostas de tal modo que, se uma delas cai, digamos a assinalada
com o inteiro positivo k, choca-se com a peca seguinte, relativa ao nimero k£ + 1. Esté
claro, entao, o que deverd ocorrer se a peca numero 1 for derrubada para tras. Alias, o
mesmo devera ocorrer no caso de se derrubar um peca qualquer, ng, por exemplo: todas
as pecas indexadas com o natural n > ng também cairao! Este exemplo ilustra o método

de inducao matematica, o qual esta descrito abaixo, de modo preciso.

Figura 1.1: Ilustragao da idéia da indugao matemaética

Proposigao 1.2.2 (METODO DE INDUGCAO MATEMATICA). Seja P(n) uma afirmagao
referente a um inteiro positivo n. Concluimos que P(n) é verdadeira para todo n = no,

com ng € N, quando ocorrem as duas condigcoes abaizo:

(i) P(ng) € verdadeira.

(i1) Supondo P(k) verdadeira, com k = ng inteiro positivo fizo, P(k + 1) é verdadeira.

Nos casos vistos acima, consideramos sempre ng = 1. Mas, em Geometria, por
exemplo, as proposicoes relacionadas com poligonos quaisquer de n lados s6 fazem sentido

para n = 3.

A justificativa desta proposicao é baseada no axioma abaixo, por vezes cha-

mado principio de inducao matemdtica.
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Axioma 1.2.1 (PRINCIPIO DE INDUGAO MATEMATICA). Seja X C N um subconjunto

de naturais tal que:
(i) 1 e X;

(ii)) n+ 1 € X sempre que n € X (isto é, paratodon € X, n € X = n+1 € X).
Assim, tem-se X = N.

Segue, entao, uma demonstracao do método de indugao matemética, baseada

no principio de indugao matemética.

Demonstragao (do Método de Indug¢ao Matemdtica). Definamos o conjunto
S :={m e N;P(ny— 1+ m) é verdadeira} .

Como, pela Condicao (i), P(ng — 1+ 1) = P(ng) é verdadeira, temos que 1 € S. Por
outro lado, se m € S, entdo P(ng— 14 m) é verdadeira e, pela Condicao (ii), teremos que
P(ng—14(m+1)) é verdadeira. Logo, m+1 € S e, pelo Axioma 1.2.1, tem-se que S = N.

Em consequéncia, temos que P(n) é verdadeira para todo n =ng+ 1,n9 + 2, ... [ |

Nao é sempre que a aplicacao do método de inducao mateméatica se atém
de modo rigido ao esquema da Proposicio 1.2.2. E necessario, por vezes, supor que a
afirmacao em questao é verdadeira para ntumeros sucessivos (k — 1 e k, por exemplo) para
entdo, a partir dai, provar-se sua veracidade para k+1. E claro que, neste caso, a primeira
parte do raciocinio consistird em se constatar que a afirmacao é verdadeira para os dois

primeiros naturais para os quais esta faz sentido.

Ocorre, também, a necessidade de se provar, na segunda parte da demonstra-
¢ao, que uma dada afirmacao é verdadeira para o natural n supondo-a valida para todos

os naturais menores do que n.

1.3 Demonstracoes por inducio em Algebra e em Teo-

ria dos Nimeros

Dada a estreita relagao existente entre o método de indugao matemética e o conceito de
nimero, nao é de estranhar o fato de ocorrer a maior parte de suas aplicagoes na Algebra

e na Teoria dos Numeros. Algumas dessas aplicacoes sao expostas a seguir.
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1.3.1 Identidades e problemas aritméticos

Exercicio 1.3.1. Demonstre que a soma dos n primeiros niimeros naturais, simbolizada

n(n+1)
2

por S(n), é igual a , isto é,

1
S(n)=1+2+3+---+n=@.

Demonstragao. Primeiro, constatemos a veracidade de S(n) para n = 1:

1(1+1)

S() =1==—

A seguir, suponhamos que

k(k+ 1
Sk)=1+2+34---+k= (2+ ),

para um dado natural k£ > 1. Assim, tem-se que

Stk+1)=14+2+3+-+k+ (k+1)

D) )
(k+1)(k+2)

2
(k;+1)[(/<;+1)+1}_

2

Portanto, de acordo com o método de inducao matematica, concluimos

1
S(n):1+2+3+~~~+n:@,
qualquer que seja n natural. [ ]
Exercicio 1.3.2. Calcule o valor da soma
So= -+ Ly !
" 1-3 3.5 5.7 (2n —1)(2n +1)’
onde n é um ntmero natural (ver Exemplo 1.1.1).
Demonstracao. Ja vimos que
1 2 3 4
Si==, 5%=—-,9%==-%¢e S;==
1 37 2 57 3 7 € 4 9

n
A observacao das somas acima sugere a hipotese de que S,, = T’ para todo natural

2n
n. Recorramos, com vistas a sua comprovagao, ao método de inducao matematica.
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Esta hipotese é verificada para n = 1 (além de também o ser para n = 2,3 e 4).

Suponhamos que a hipotese é verdadeira para n = k, com k > 1, isto é, que

1 1 1 1 k

T3 35 5.7 T @E—DEE+D) 2k +1

Demonstremos, entao, que a hipotese é verdadeira também para n = k + 1, ou seja, que

k+1
5k+1=m-
De fato,
Sk+1zi+i+"'+ 1 + 1

1-3 35 (2k —1)(2k +1) * (2k +1)(2k +3)
2klir1

ok

Tl 2k 1)(2k+3)

 k(2k+3) N 1

(2k+1)(2k+3)  (2k+1)(2k + 3)

2k* + 3k + 1

(2k + 1)(2k + 3)
(k+1)*+k(k+1)
(2k +1)(2k + 3)

(k4 1)(2k +1)

2k +1)(2k +3)

 k+1

C2(k+ 1)+ 1

Agora podemos afirmar, baseando-nos no método de inducdao matematica, que

para todo natural n. [ |

Exercicio 1.3.3. Dado que o produto 1-2-3-...-n se indica por n!, calcule

Sn:Zi-i!:1-1!+2-2!+3-3!+---+n-n!.
=1

Demonstracao. Para os primeiros 4 valores de S, tem-se que

Si=1-1=1=21—1
So=1-11+2-21=5=3—1
Sy=1-1142-2143.31=23=41—1

Sy=1-11+2-214+3.31+4-41 =119 =5 — 1.
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A partir da observacao dos casos particulares de .S,, supracitados, somos levados a nos

convencer de que

Sp=(Mn+1 -1,

qualquer que seja o natural n.
Procedamos a sua comprovacao matematica.

Para n = 1, a hipotese esta correta, pois
Si=1-11=1=2—-1.

Agora, admitamos a veracidade da conjectura para um certo natural £ > 1, ou seja,

suponhamos que
Sp=1-11+2-214+3-3l+---+k-kl=(k+1) -1
O que devemos mostrar agora é que

Skpr=1-U4+2-20 4+ k-kl+(k+1)- (k+1)! = (k+2)! - L

E, de fato,
Sprp=1-1+2-21+-- -+ k- kKl +(k+1)-(k+1)!
=[k+1)! =14+ (k+1)-(k+1)!
=Fk+DI1+(E+1)] -1
=k+1(k+2)-1
=(k+2)! -1
Fica, assim, provado que Sn:Zi~i! =n+1!—-1,Vn>1. [

i=1

Exercicio 1.3.4. Mostre que 7 é divisor de 23" — 1, para todo natural n > 1.

Demonstragao. Para n = 1, tem-se que 2°! — 1 =7 =71, um mltiplo de 7, portanto.

23k

Sera admitido, como hipdtese de inducao®, que 7 divide — 1, para certo natural £ > 1,

ou seja, que existe m € N tal que

Tm = 23% — 1.

8Suposi¢ao (ii), feita quando do enunciado da Proposi¢ao 1.2.2.
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Assim sendo, temos que

23(k+1) - 1= 23 . 23k -1

=(7+1)-2% -1
=720 4 2% 1
=724+ 7Tm
=72 +m),

o que nos diz que 7 é um divisor de 23*+1) — 1 pois 2% +m € N.

Logo, podemos afirmar que 7 é divisor de 23" — 1, qualquer que seja o naturaln > 1. W

1.3.2 Desigualdades e (outros) problemas algébricos

Exercicio 1.3.5. Seja a proposicao
Pn):n+H +Hy+---+H, 1=n-H,,

1 1 1
onde H, =1+ 5 + 3 +---+ —. Prove que P(n) é verdadeira para todo n > 2.
n

3 1
Demonstracao. Se n = 2, entao tem-se que 2+ H; =2+1=3=2- 5= 2 - (1 + 5), 0

que nos diz que P(2) se verifica.

Suponhamos, agora, que P(n) seja verdadeira, ou seja, que

n—1

n—i—ZHi:n-Hn,

i=1
para um certon € {2,3,4,...}; esta é, portanto, a hipdtese de indugio (H.1.) considerada.

Queremos mostrar que P(n + 1) se verifica, isto é, que

(n+1)+> Hy=(n+1) Hy.
i=1
Assim, tem-se que

n—1
H.I.

n+1+ZHi:n+ZHi+Hn+1 = nH,+ H, +1.

i=1 i=1

1
Agora, levando-se em conta que H,,,; = H,, + ——, temos que

n+1
1
nH,+H,+1=nH,+H,,; ——+1
n+1
H,+ " +H
= Nilp - n+1-
n+1 1
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Finalmente, sendo
n 1

=n
n—+1 n+1

e colocando n em evidéncia, tem-se que

n 1
H,+——+H,41 = H,+—— H,
n +n+1+ +1 TL( +n+1)+ +1

= an+1 + Hn+1

— (n + 1)Hn+1,
o que conclui a demonstracao. |

Exercicio 1.3.6. Demonstre, utilizando o método de inducao matematica, que

_ sen 2"z
cosz - cos2x - cosdx - ... cos2V iy = ——
2" sen x

para todo inteiro positivo n > 1 e todo real x # kw, com k € Z.

Demonstracao. A igualdade trigonométrica em questao é verdadeira para n = 1, uma vez
que

2senx cosx sen 2x

cosT = = .
2senzx 2senzx

Agora, suponhamos a validade da proposicao para um certo natural n = k > 1, ou seja,

admitamos que

b1 sen 2~
COSX - COS2%T ... COS?2 T= 0.
2% sen x

Entao, a proposi¢ao também é verdadeira para n = k + 1. Com efeito,

sen 2k - cos 2k x

cosx - cos2x - ... -cos2¥ 1x-cos2Fx = :
2Fsen x

2sen 2Fx - cos 2Fx

2 -2k senx
sen 2kt g
2k+lgen v’

uma vez que, pela expressao do seno do arco duplo, temos
sen 2y = 2sen 2%z - cos 2.

Por fim, o método de inducao matematica nos garante que

_ sen 2"x
cosz-cos2x - ... cos2" ly = ——
2" sen

para todo natural n > 1 e todo real x # kw, com k € Z. [ |
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Exercicio 1.3.7. Demonstre que

1 n 1 N n 1 >13
n+1 n+2 on = 24’

para todo nimero natural n > 1.

Demonstragao. Inicialmente, indiquemos a desigualdade acima por .S,,. Desse modo, tem-

1 1 7 13
se que Sy se verifica, posto que Sy = 3 + 11— > TR

. N 13 L "
Seja, entao, S, > 21 para certo inteiro positivo k£ > 1. Deve-se mostrar que, também,

tem-se Sk > E
24
Como
P N I
k+1 k+ 2k
1 1 1 1 1
S = e s T Y Yt T a2

comparando Sy e Siy1, vemos que

1 1 1
Sps1 — Sk = -
VAN BT AT Sl A

ou ainda,
1

(2k+1)(k+1)

Assim, tem-se que Sipi1 > Sk, visto que o segundo membro da igualdade acima ¢ um

Sk41 — Sk = 5

13
nimero positivo, para qualquer £ > 1. Finalmente, como Sy > YR pela propriedade

transitiva® das desigualdades entre ntimeros reais, concluimos que Sy, > 52 finalizando

a demonstracao. ]

Exercicio 1.3.8 (Desigualdade de Bernoulli). Prove que (1 + x)"* > 1 4 nz, para todo

natural n > 1, sendo 0 # = > —1.

Demonstragao. A desigualdade ¢ verdadeira para n = 2, posto que 1+ 2z + 22 > 1+ 22
(z? > 0 neste caso). Ademais, supondo que a desigualdade se cumpre para um dado

k> 1,isto &, que (1 + 2)¥ > 1+ kx, tem-se que

1+ > A +kx)(1+2)=1+(k+ Dz + ka® > 1+ (k+ 1)z,
>0

o que prova a desigualdade para todo natural n >1e 0 # z > —1. |

9E uma das propriedades da relacdo de ordem z < y em R: se z < y e y < z, entdo z < 2.
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2 Aplicacoes da inducao matematica a
problemas de Geometria

Neste capitulo, procuro justificar a razao de ser deste trabalho. Serao exibidas, ao longo de
suas secoes (divididas pelo tipo de problema geométrico abordado), aplicagées do método

de indugao matematica & Geometria.

Evidenciar diferentes aspectos do método de inducao matematica é o que ha
de mais relevante neste capitulo. Além disso, é preciso dizer que é feita, ao longo deste
trabalho, uma distin¢ao entre exercicio e problema, com este significando uma tarefa que

requer mais trabalho e, aquele, algo mais ou menos “rotineiro”.

2.1 Calculo por inducao

Problemas de Geometria relacionados com calculo, com o “fazer contas”, na determinacao
explicita de uma quantidade, de um comprimento, de um angulo, de uma area, etc.,
assemelha-se em muito & aplicacao mais natural do método de inducdo matematica, a

saber, em Teoria dos Nimeros e em Algebra.

Esta subsecao dedica-se a eles e as suas solucoes.

Problema 2.1.1. Calcule o lado as» de um poligono regular de 2" lados, inscrito em uma

circunferéncia de raio R.

Solugcdo. Se n = 2 (devemos “comecar” com 2 pois, como sabemos, nao ha poligono
de 2! lados!), o poligono regular de 2" lados é um quadrado, cujo lado é ay = RV?2.

Empregando, agora, a formula de duplicacio?

2
(i1 = \/232 —9R\/R? - %

Ver a demonstracao desta férmula no apéndice A.1.
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encontramos

as = R\/2 — /2, no caso de um octogono regular,

ag = R\[2—1\/2+ V2, no caso de um poligono regular de 16 lados e
ago = R\/2 —\/2+V2+ V2, no caso de um poligono regular de 32 lados.

Com isso, somos levados a crer que, para n > 2, o lado de um poligono regular de 2"

lados é

asn = R 2—\/2+\/2+ 2+\f (2.1.1)

n—2 radlcals

Suponhamos agora que, em uma circunferéncia de raio R, o lado as» de um
poligono regular de 2" lados é dado pela igualdade (2.1.1).

Desse modo, baseando-nos na formula de duplicacao referida acima, temos que

2—\/2+~-+ 2+12
Aont1 = \ 2R2 —2R\ RQ _R2 nfj: radicais
4R* — R? 2_\/2+...+,/2+\/§
= \ 2R2 —2R\ 7 n—2 radicais

=R 2—\/2+\/2+ 2+f

n—1 radlcals

o que nos permite concluir que o lado as» de um poligono regular de 2" lados, inscrito em
uma circunferéncia de raio R, é expresso mediante a formula (2.1.1), para todo natural

n > 2. O

Observagao 2.1.1. Deduz-se, a partir da igualdade (2.1.1), que o comprimento C' de uma

circunferéncia de raio R é o limite

lim 2"R 2—\/2+\/2+~-+\/2+x/§
n—oo

J/

TV
n—2 radicais
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e, ja que C = 27 R, também podemos deduzir que

7= lim 2" ! 2—\/24-\/24_...4_,/2_'_\/5’

n—oo
/

~—
. n—2 radicais
ou ainda, que

m = lim 2" 2—\/2+\/2+ 2+f

n—oo

n—1 radlcals

A afirmagao a seguir é um corolario do problema anterior (e nos da outro modo

de expressar o nimero m como um limite).

Corolério 2.1.1 (do Problema 2.1.1). O ndmero © € o limite do quociente

2

(B (i () -

quando a quantidade de fatores (expressos pelas raizes quadradas) cresce indefinidamente.

(A regra que determina estes fatores é a sugerida pelos trés primeiros, escritos explicita-

mente acima.)

Solucao. Para provar que o limite do quociente acima é igual a m, considerar-se-4 Son a
) 2

area de um poligono regular de 2" lados, inscrito em uma circunferéncia de raio R, hon

Son

seu apdtema? e, em seguida, sera determinada a razio
2n+1

Fazendo-se uso da igualdade (2.1.1), pode-se concluir que

2
hon = RQ—%:— 2—\/2+\/2+ 2—0—\/_

n—2 radicais

e que Son ¢ igual a soma das areas de 2" triangulos isosceles de base agn e altura hon, 0s

quais preenchem o poligono de 2" lados em questao. Assim, tem-se que

a/'VLh'VL
SZnZQn( 222 )

— 9" 2R? \/2+\/2+ 2+f 2" R ayr.

n—3 radlcals

2 Apétema de um poligono regular é o segmento de reta com extremidades no centro do poligono e no

ponto médio de um de seus lados.
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E claro que, neste caso, para que o raciocinio faca sentido, deve-se ter n > 3. As consi-
deracoes a seguir dizem respeito, portanto, a poligonos cuja quantidade de lados é uma
poténcia de 2 maior do que 4.

Entao, com substituicoes convenientes, tem-se que

Sgn 2”_1a2n hQn . h/2n

52n+1 N 2n_1R(I2n a R

hon
Mas —2

¢ exatamente o cosseno da metade do angulo central de um poligono regular de

2™ lados, inscrito em uma circunferéncia de raio R, isto é,

360°
hon on 180°
= cos = cos
R 2 on
Son 180°
donde conclui-se que 2 = cos o Dai, segue que
27H»1
& % Son-1 cos 180° o8 180° cos 180°
516 532 o Sgn - 8 16 o 2n—1'
S. 2R? 2 180°
Além disso, tem-se também que 2= = £ = c0s45° = cos . Logo,
Sy 2R%/2 2
podemos escrever que
Sy Sy Sg Sie Son—1
Son Sg Sig Sz Son
180° 180° 180° 180°
= cos - COS - COS ... COS .
4 8 16 2n—1

Finalmente, dado que a area mR? de um circulo de raio R ¢ igual ao limite de So» quando

n cresce sem cota, isto é, que

TR? = lim Son,
n—oo
tem-se que
2 21 nh_g)lo > li S lim ( cos 180° cos 180° CoS 180°
- = = = lm =1 . cL
m 7TR2 llm SQTL n—o0 SQ”I n—o00 4 8 2n—1

T
e, fazendo-se uso do fato de que, para qualquer 0 < z < 5 a igualdade cos § = \/HC%

é verdadeira, segue que

2
= . 180° 180° 180° 180°
lim |( cos - COS - COS - ...-COS
n—o0 4 8 16 on—1
) 2
= lim )

)

como queriamos mostrar. O
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Problema 2.1.2. Dado um poligono regular de 2" lados, com perimetro P, indique uma
igualdade que permita calcular o raio r,, da circunferéncia nele inscrita, e o raio R,, da

circunferéncia & ele circunscrita, em termos do perimetro P.

P2

Solucao. Para o quadrado de perimetro P, temos que 79 = 3 e Ry = —

A seguir, trataremos de determinar um modo de, a partir dos raios r, e R, das circun-
feréncias inscrita em e circunscrita a, respectivamente, um poligono regular de 2" lados,
de perimetro P, os raios r,,, e R, das circunferéncias correspondentes a um poligono
regular de 2" lados, de mesmo perimetro P. Para isto, consideremos AB o lado de um
poligono regular de 2" lados de perimetro P, o ponto O seu centro, C' o ponto médio do
arco @ e D o ponto médio da corda AB (ver Figura 2.1). Ademais, seja EF o segmento

de reta que une os pontos médios dos lados AC' e BC, respectivamente, do triangulo ABC'

e GG, o ponto médio de E'F.

Figura 2.1: Poligono regular de 2" lados, de perimetro P, e sua corda AB

Com isso, temos que FF é o lado de um poligono regular de 2"*! lados inscrito
na circunferéncia de raio OF, visto que, com base em consequéncias da construcdo acima,
EOF = EOC + FOC
1l — 1—
= -AO0C + -BOC
2 2
_ LioB
=3 .
Acima, foi utilizada a mesma notacao para expressar um angulo e sua medida. Assim,

sendo a a medida do angulo A/O\B, escrever-se-a simplesmente AOB = a.

Além disso, como os triangulos ABC e FFC sao semelhantes, com razao de

semelhanca do segundo para o primeiro igual a 3 o perimetro deste poligono é igual a

_ AB _
P = 2”+1T = 2"AB,

isto é, igual a P.
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Portanto, tem-se que r,4 1 = OG e R,., = OE. Além disso, da igualdade

OC—-0G = OG—0D (de facil constatacao), ou, noutros termos, de R,, —rp11 = i1 — 7,

temos que

R, +r,
Tnt1 = T (212)

E como, a partir do tridangulo retangulo OEC, é verdadeira a igualdade OE°=0C - OG,

isto &, R2. | = R, - 41, temos que
Ryt = /Ry - Tror. (2.1.3)

Agora, de posse das duas igualdades em destaque acima, providenciemos um
modo de se conjecturar a “formula fechada” para a determinacao dos raios r, e R, das
circunferéncias inscrita e circunscrita, respectivamente, correspondentes a um poligono

regular de 2" lados, de perimetro P.

Para os primeiros trés valores inteiros de n, maiores do que 1, temos:

e n—2
r P-1 e R —P\/ﬁ
S > 8
e n=23
P-(1+2) PV2V/2+ 2
r3 = e Rgz
16 16
e n—=14
P 4V2+VaVIEVD) P _ PV2V2+ V224 V2 + 42
4 — 4 —
32 32

As trés observaces acima nao deixam duvidas acerca de qual deve ser nossa hipotese:
sendo n > 2 um inteiro positivo, os raios r, e R, em questao devem ser dados por

n—2 fatores

P
T | V22 2+\/§+---+¢§\/2+\/§...\/2+\/2+---+\/§

n—1 parcelas

P
Ro= oo x/i\/2+\/§...\/2+\/2+--~+\/§ .

n—1 fatores

Tn =
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Usaremos inducdo sobre n > 2. E facil constatar que a hipotese se verifica quando n = 2.
Agora, supondo vélida nossa hipotese para um dado nimero natural n > 2 e, com base

na igualdade (2.1.2), temos que

P
it \/5\/2+\/§...\/2+\/2+---+\/§ +

n—1 fatores

T'n+1 =

N | —

n—2 fatores

P
oo | L V242 2+ﬁ+---+x/§\/2+\/§...\/2+\/2+---+\/§

n—1 parcelas

N | —

n—1 fatores

P
= gz [ 1T V22 2+\/§+---+\/§\/2+¢§...\/2+ 94 42 |

n parcelas

Finalmente, para provar a expressao referente a R, suporemos que ¢ verdadeira a hi-

potese aventada para R, e, utilizando a igualdade (2.1.3), teremos que

2.-P
R,y = 5 ontl \/5\/2+\/§...\/2+\/2+o~+\/§ .

n—1 fatores

n—1 fatores

P
o | 1 V22 2+\/§+---+\/§\/2+¢§...\/2+\/2+---+\/§
\ npe;lr,celas

P
= oz x/§\/2+\/§...\/2+\/2+---+\/§ :

n fatores

A igualdade acima deve deixar claro a razao pela qual o termo “fora do radical”
éigual a Qn%- Além disso, o segundo fator do produto acima vem de se provar a igualdade

n—1fatores

\/5-...-\/2+\/2+---+\/§- 1+---+ﬁ\/2+x/§...\/2+\/2+---+\/§ =

n—1 fatores n parcelas

(2+\/§)-<2+m>-.... <2+\/Q+M),

N J/
-~

n—1 fatores

o que pode ser alcancado fazendo-se uso, uma vez mais, do método de inducao matematica
sobre n.

Desta feita, fica demonstrado o que se queria. O



2.1 Calculo por inducao 33

Problema 2.1.3. Determine a soma dos angulos internos de um poligono de n lados, nao

necessariamente convexo.

Solucao. A soma dos angulos internos de um triangulo (qualquer) é igual a 180°. E, uma
vez que todo quadrilatero pode ser divido em dois triangulos (vide Figuras 2.2 e 2.3), a
soma dos angulos internos de qualquer quadrilatero é igual a (4 — 2) - 180° = 360°.

Suporemos, a seguir, que a soma dos angulos internos de um poligono qualquer de k lados,
com k < n, éigual a (k —2) - 180°, consideraremos um poligono qualquer de n > 3 lados,
AjAs ... A, e, por fim, mostraremos que a soma dos angulos internos de um poligono de

n lados resulta igual a (n — 2) - 180°.

R D B o

Figura 2.2: Quadrilatero convexo Figura 2.3: Quadrilatero nao-convexo

Antes, porém, demonstremos que em todo poligono existe uma diagonal® que o
divide em dois poligonos de menor nimero de lados (se o poligono em questao é convexo,
esta afirmacao é, evidentemente, verdadeira). Consideremos, pois, trés vértices sucessivos,
A, B e C, de um poligono de n lados. A seguir, tracemos, a partir do vértice B e até
intersectar o contorno do poligono, todas as semirretas possiveis de ser tracadas de tal
modo que a regiao interna do angulo ABC fique completamente preenchida (as Figuras 2.4
e 2.5 exibem ABC' como um angulo agudo, pois isto nao acarreta perda de generalidade

ao raciocinio).

3 Diagonal de um poligono (convexo ou ndo) é um segmento de reta com extremos em dois vértices
nao-adjacentes deste poligono. Notemos que a diagonal de um poligono nao-convexo pode “atravessé-lo”

e pode “estar fora dele” (como a diagonal BD da Figura 2.3).
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Figura 2.4: Diagonal AC Figura 2.5: Diagonal BM

Assim sendo, dois sdo os casos que podem se apresentar:

(I) Todas as semirretas terminam em um mesmo lado do poligono (vide Figura 2.4).
Neste caso, a diagonal AC' divide o tal poligono em um triangulo e em um poligono

de n — 1 lados.

(IT) Nem todas as semirretas terminam em um mesmo lado do poligono (vide Figura
2.5). Neste caso, uma das semirretas ira passar por um vértice M do poligono, de
modo a que a diagonal BM o divida em dois poligonos, cada um dos quais possuidor

de uma quantidade de lados menor do que n.

Agora, em prosseguimento a demonstracao da proposicao principal do problema, conside-
remos A; A, ... A, um poligono qualquer de n lados e nele tracemos a diagonal A; A, que
o divide no poligono A; A, ... A, de k lados, e no poligono AjyAgiq... Ay, den+2—Fk
lados. Mas, segundo a hipdtese admitida, as somas dos angulos internos do poligono de
k lados e do poligono de n + 2 — k lados (ambos poligonos com menor nimero de lados
do que o n-a4gono) sao iguais a (k —2)-180° e [(n +2 — k) — 2] - 180°, respectivamente, e,

desse modo, ter-se-a que a soma dos angulos internos de A; A, ... A, serd igual a
(k—2)-180°+[(n+2—k)—2]-180° = (n — 2) - 180°,
donde concluimos que nossa proposicao ¢ verdadeira, qualquer que sejan > 3 natural. [

Observagao 2.1.2. Notemos que esta demonstracao nao fez uso do modo, talvez mais
frequente e natural, do método de inducao matematica, qual seja, aquele em que a hipotese
de inducao é referente a um natural dado e fixo. Aqui, considerou-se que a afirmacao é
verdadeira para todo ntimero natural £ menor do que o natural n e, em seguida, provou-se

a veracidade da proposicao para n.



2.2 Demonstracao por indugao 35

2.2 Demonstracao por inducao

Esta secao esta dedicada a exemplos de aplicagao do método de inducao matematica a
demonstracao de teoremas de natureza geométrica. Em contraposicao a secao anterior,
em que havia a necessidade de, primeiro, realizar-se algumas observacoes sobre um dado
resultado, nesta serdo conjecturados certos fatos geométricos, sem que nada seja dito a

respeito de sua veracidade em casos particulares.

Neste sentido, o Problema 2.1.3, por exemplo, poderia ter sido enunciado as-
sim: demonstre que a soma dos angulos internos de um poligono qualquer de n lados é

igual a (n —2) - 180°. Exemplos desta natureza estao postos nesta secao.

Problema 2.2.1. Demonstre que é possivel dividir n quadrados em “pedacos” tais que

seja possivel formar um novo quadrado com estes mesmos pedacos.

Solugao. Se n = 1, nao ha necessidade alguma de demonstracao. Portanto, trataremos
de demonstrar o problema considerando n > 2. Sejam, portanto, z e y, com x > ¥y, 0S
lados de dois quadrados dados ABCD e A;B;C} D, respectivamente. Entao, tomemos,
nos lados do quadrado ABCD, de lados iguais a x (ver Figura 2.6), os segmentos AM,
BN, CP e D@, tais que

AM_BN_CP_DQ_x;“y,

“cortando-0” em seguida segundo as retas M P e N@Q. Nao ¢ dificil concluir que estas
retas sao perpendiculares e intersectam-se no centro do quadrado ABC D, dividindo-o em

quatro pedagos iguais entre si.

A M_ B
Q
O X
N
D P c
A1 Bl
D1 Cl
[e——>]
Yy

Figura 2.6: Quadrados ABCD e A;BC1 D,
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Agora, juntando estes pedacos ao quadrado Ay B;C}D; (conforme indicado na
Figura 2.7), a figura obtida também serd um quadrado (j& que os angulos de vértices em
My, P, Q1 e Ny serao angulos rasos, os angulos de vértices em Ay, By, Cy e Dy serao
retos e Ay By = By(Cy = CyDy = Dy As. Provamos, com isso, que a proposicao em questao

é verdadeira para n = 2.

A2 B1

Ny

Ay
Q C
1 1 c,
P
Dy

Figura 2.7: Quadrado A;BsCyD,

M,y
D,

Agora, suponhamos que a proposicao em questao é verdadeira para o caso em que se tem
n quadrados e consideremos os n+1 quadrados quaisquer @1, Qs, . .., @y, Qnr1. Conforme
demonstramos acima, é possivel, a partir da divisao em pedagos de um entre dois quaisquer
destes quadrados (@, e @11, por exemplo) e da juncdo dos pedagos obtidos ao segundo,
formar um outro quadrado, (). Além disso, segundo a hipotese de inducao, os n quadrados
Q1,Qa,...,Qn_1,Q podem ser decompostos em pedacos que permitam formar um novo
quadrado.

Como, por fim, conseguiu-se utilizar os n+ 1 quadrados para se obter um novo quadrado,

damos por concluida a demonstracao. 0

Problema 2.2.2. Seja ABC' um triangulo qualquer. Tracam-se, a partir do vértice C,

n — 1 retas, CMy,CM,,...,CM, 1, que o dividem em n triangulos menores, a saber,
os triangulos AC My, M1yCMs,, ..., M, 1CB. Sejam ry,ry,...,r, 0s raios das circunferén-
cias inscritas nestes triangulos. Sejam, ainda, pi, po, ..., p, 0s raios das circunferéncias

exinscritas® nestes triangulos (cada uma das quais inscrita no angulo C do tridngulo cor-
respondente, como mostra a Figura 2.8). Por fim, sejam 7 e p os raios das circunferéncias

inscrita e exinscrita, respectivamente, no proprio tridngulo ABC. Prove que

T Tn

.
prop2 e P

4 Exinscrita é o nome dado a uma circunferéncia tangente a um dos lados de um triangulo e as retas

que contém seus outros dois lados.
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C

Figura 2.8: Triangulos ACMy, ..., M, _1CB e suas circunferéncias inscritas e exinscritas

Solugao. Inicialmente, representemos por S a area do tridngulo ABC' e por p, seu se-

miperimetro, isto é, se BC = a, AC = b e AB = ¢ sao as medidas dos seus lados,
- a+b+c .

entao p = — Como é bem sabido, S = pr. De outro lado, se O é o centro da

circunferéncia exinscrita no triangulo ABC' (ver Figura 2.9), entao temos que

S = Sroac + Srocs — Sroas

_bp ap cp
222
_(a+b+c—2)p
B 2
=(p—p,

e, em consequéncia, pr = (p — ¢)p, ou ainda,

Além disso, da Trigonometria, temos as igualdades® abaixo

A_Jo-bw-o B_ |[p-ap-0
@2__¢ p(p—a) 3 /¢ pp—0) (22.1)

donde resulta que

2 2 p(p—a) p(p—b)
_p—c (2.2.2)
p
T

% As igualdades trigonométricas em questdo encontram-se justificadas no apéndice A.2.
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Figura 2.9: Circunferéncia exinscrita no triangulo ABC

De posse destas importantes observacoes preliminares, efetivemos a demons-
tracao do teorema proposto. Constatemos, pois, a veracidade da proposicao para n = 2,
isto é, para o caso em que o triangulo ABC fica divido em dois triangulos, a saber, AC M
e MCB.

Das formulas (2.2.1), resulta que

L To 121\ @ C@ B\

P1 P2 2 2 2 2
A CMA 180 -CMA B
Tp Ty s 2 9

1
=t gt B
RIS
_T
-

Acima, o produto entre as fatores centrais é igual a 1 em vista de serem complementares

R AT A o_ AN A N . , . CMA
0S angulos C];[A (S 180 QCMA €, em consequencla, Sereml reclprocos O0s nuieros tg % e

180°—CMA
tg T.

Suponhamos, agora, que a proposicao a ser provada é verdadeira quando se
tem n — 1 retas. Em seguida, tomemos n retas C'M;,CMs,...,CM, que dividem o
triangulo ABC' em n + 1 triangulos menores, quais sejam ACM;, MiCM,, ..., M,CB.

Considerando dois quaisquer destes triangulos, digamos ACM; e M;CM,, temos que

rr T T12

pr P2 _E’

onde 115 € p1o 820 os raios das circunferéncias inscrita e exinscrita no triangulo AC'M,

(a justificativa deste fato se baseia no que ja foi provado acima). Finalmente, em con-
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sequéncia da hipétese feita, para os n triangulos AC My, MyC'Ms, ..., M, C B cumpre-se
a igualdade

Me Ts o Tn Tabi T
pi2 P Pn Pua1 P
e, como consequéncia,
e In Tent T
p1 P2 P3 Pn Pni1r P
pelo que concluimos a demonstragao. ([l

Como consequéncia imediata do teorema relativo ao Problema 2.2.2, tem-se a

seguinte proposicao.

Corolario 2.2.1 (do Problema 2.2.2). Sejam CM e CM' duas retas que dividem de dois
modos um dado tridngulo ABC em dois pares de tridngulos: ACM,CMB e ACM',CM'B.
Sejam, ainda, 1,79 € 1,7, 0s raios respectivos das circunferéncias inscritas nestes dois
pares de triangulos. Se r1 = r}, entao ro = rh (e propriedade andloga se cumpre em se

tratando dos raios das circunferéncias exinscritas).

Solucao. Para a prova deste corolario, serao usadas as notacoes relativas ao Problema

2.2.2 e a figura abaixo, que ird auxiliar nosso raciocinio.

Figura 2.10: Triangulo ABC, auxiliar na demonstragao do corolario 2.2.1

Sendo o segmento DFE paralelo ao lado AB do tridngulo ABC' e tangente &

circunferéncia a ele inscrita, tem-se que os triangulos ACM e ADE sao semelhantes® e,

6Como é bem sabido, se a razdo de semelhanca entre dois tridngulos é k, entdo a razio entre lados
homoélogos é k, a razao entre os raios das circunferéncias inscritas, circunscritas e exinscritas é k e, em

geral, a razao entre dois elementos lineares (quaisquer) homdlogos € k.
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portanto, que

p
=" =
h—2r h
onde h # 0 é a altura do triangulo AC'M, relativamente ao vértice C'.
Dai, com base na demonstracao do problema anterior, temos que

h —2ry h — 2ry T h — 2r} h —2r}
h h p h h ‘

Finalmente, supondo verdadeira a igualdade r; = 7}, temos que

(52 (52) - () () -

= —
h h
27”2 27”2
1 - 22122
h h
Ty =Th.

A demonstra¢ao da propriedade analoga referente aos raios pi, py e pj, ph das circunfe-
réncias exinscritas aos triangulos ACM,CMB e ACM’',CM’'B, nessa ordem, é feita de
forma completamente similar & demonstracao realizada acima, com base na proporcao

p r
h+2p R’

donde se deduzem as igualdades

2p1 2p2 2p 204 20
R R - Oy R R
(+h>(+h> T <+h T

e, finalmente, a igualdade p; = p), entre os raios das circunferéncias exinscritas correspon-

dentes (supondo, por hipotese, que p; = p}). O
Problema 2.2.3. Sejam C,C,,...,C,, com n > 3, n circunferéncias que passam pelo
ponto O e sejam, ainda, A, As, ..., A, 0s outros pontos de interseccao entre as circun-

feréncias Cy e Cy, Cy e Cs,...,C,1 e Cy, C, e C, respectivamente (ver Figura 2.11).
Seja By um ponto arbitrario da circunferéncia ', distinto de A; e de O. Tracemos a reta
secante By A; que intersecta a circunferéncia C no ponto Bs; em seguida, a secante By A,
que corta a circunferéncia C5 no ponto Bs’ i diante. D t t
3 no ponto B3’ e assim por diante. Demonstre que o ponto

B,11, que se obtém, finalmente, na circunferéncia ', concide com o ponto Bj.

"Se, eventualmente, o ponto By coincidir com Ay, tracaremos pelo ponto A, a tangente & circunferéncia

Cs.
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Figura 2.11: Circunferéncias C1,...,C,, com n > 3, passando por um mesmo ponto

Antes, porém, da demonstracao do problema acima, justifiquemos o seguinte

lema.

Lema 2.2.1. Se O; e Oy sao os centros de duas circunferéncias Cy e Cy que se inserctam
em um ponto O e se B1By € a reta secante que passa pelo outro ponto Ay de intersec¢ao
destas circunferéncias (ver Figura 2.12), entao os dangulos O1004 € BiOBy sdo congru-

entes.

Cy

By

Figura 2.12: Circunferéncias C'; e (5, auxiliares na prova do Lema 2.2.1

Demonstracao. Comecemos por ver que o angulo BT(-)E% por ser angulo inscrito na cir-
cunferéncia C7, tem medida igual & metade da medida do angulo central do arco que ele
subentende (neste caso, é igual & metade da medida de O/Ol\Al) Por outro lado, é facil
ver que 0/01\02 = @, pois os triangulos (como também é facil de observar) 00,0, e
A10,0 sao congruentes. Por raciocinio andlogo, mostra-se que também sdo congruentes
os angulos O/Og\Ol e Bl/B?O, pelo que concluimos que os angulos OTO\OQ e E{OT% Sa0

congruentes. [ |
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Procedamos, agora, & demonstracao do Problema 2.2.3.

Solucao. Provemos a proposicao para o caso inicial n = 3, conservando as notacoes esta-
belecidas no problema em questao. Assim, para mostrar que os pontos B, e B coincidem,
. . — =

isto é, que a reta secante B3As passa por Bi, é suficiente provar que o angulo B;A3B3 é
um angulo raso, ou ainda, que o “quadrilatero OBy A3B3” é um triangulo, de vértices O,

By e By (ver Figura 2.13).

Figura 2.13: “Quadrilatero OB; A3 B3”

Pelo lema demonstrado acima, temos que os triangulos O;00; ¢ B10O B, sao
semelhantes, assim como o sao os triangulos 0,003 e BoOB3, o que significa que os
angulos OTO\O;), e BT‘\Bg sao congruentes. Além disso, como também sao congruentes os
angulos @3 e 0/01\03, bem como tém a mesma medida os angulos @1 e O/Bg\Ag,

temos que, relativamente ao “quadrilatero OB A3B3”,

B, + O + Bs + Az = 360°
180° + A3 = 360°

Ay = 180°,

isto é, os pontos Bj, Az e Bs sao colineares. Entdo, se a reta B3z Az, secante as circunferén-
cias (' e (3, intersecta C7 em um ponto By, deve-se ter que By, = By, pois, do contrério,
esta reta teria trés pontos em comum com a circunferéncia C, ja que os pontos By e As

pertencem a ela.

Finalmente, supondo verdadeira a proposicao para o caso de se ter n — 1
circunferéncias quaisquer, consideremos n circunferéncias Cy,Cs,...,C,_1,C,. Agora,

tracando-se a secante que une o ponto B,_; e o ponto de interseccao das circunferéncias
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C,_1 e C7, com base na hipotese de inducao, ter-se-4 que os pontos By e B,_1 sao coin-
cidentes. Neste caso, recaimos na proposicao para o caso n = 3 (sendo Cy, C,_; e C, as

circunferéncias em questao), que ja provamos ser verdadeira.

Portanto, a proposicao encontra-se demonstrada para todo natural n > 3. [

2.3 Construcoes geométricas por inducao

O método de inducao matematica também pode ser aplicado & solucao de problemas
de construgao geométrica, desde que neles figure um niamero inteiro positivo n (como ja

vimos ser o caso quando se esta a tratar da construgdo de poligonos quaisquer de n lados).

A seguir, travaremos contato com trés exemplos deste género.

Problema 2.3.1. Em um plano se tomam 2n + 1 pontos. Construa, usando o método de
indugao matematica, um poligono de 2n+ 1 lados de tal modo que os pontos considerados

sejam os pontos médios dos lados deste poligono.

Solucao. O menor poligono para o qual faz sentido a afirmacao acima ¢é o triangulo. Entao,
se n = 1, o problema consiste em construir um tridngulo a partir dos pontos médios de
seus lados. Mas isto pode facilmente ser resolvido, bastando para tal se tracar, para cada
um dos trés pontos dados, a paralela a reta que passa pelos outros dois pontos (o caso
de congruéncia de triangulos dngulo—lado—dngulo nos permitira concluir que os pontos de
interseccao entre estas retas serao vértices de um tridngulo cujos pontos médios de seus

lados sdo os pontos dados inicialmente).

Suponhamos, agora, que é possivel (isto é, que sabemos) construir um poligono
de 2n — 1 lados a partir dos pontos médios de seus lados. Assim, consideremos 2n + 1
pontos quaisquer no plano, Ay, As, ..., Asy_1, Aon, Aopni1, pontos médios dos lados de um

(certo) poligono de 2n + 1 lados, X1, Xo, ..., Xoni1-

Consideremos o quadrilatero X;Xs, 1X5,X5,11 (ver Figura 2.14). Os pon-
tos Aop_1, Aoy e Agyiq sa0 os pontos médios de seus trés lados Xo, 1 X0, XopXoni1
e Xoni1X1. Seja A o ponto médio do quarto lado. Assim, tem-se que o quadrilatero
Aoy 1 AgpAsn 1A & um paralelogramo (para a prova deste fato, basta que se tracem a
retas X1 Xo, e X9, 1X5,11 € se considerem os triangulos X; X5, 1 Xs, ¢ X1 X5, 1X5,, de

um lado, e os triangulos Xo, 1X5,Xo,11 € X1Xo,_1Xo,11, de outro). Ainda, posto que
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conhecemos (pois os tomamos a priori) os pontos As, 1, As, € Ag,i1, ndo é tarefa dificil
construir o vértice A do paralelogramo. Além disso, os pontos Ay, As, ..., Ag, o, A 580 0s
pontos médios dos lados do poligono de 2n — 1 lados X, Xs, ..., Xo,_1, 0 qual sabemos

construir em virtude da hipotese de inducao.

X5
Ay
Xl "i.iiiiii:' —— ****** X2nfl

Aopi1 X

Xani¥
Figura 2.14: Quadrilétero X1X2n_1X2nX2n+1

Finalmente, para concluirmos a demonstracao, basta que se construam os seg-
mentos X1Xo,.1 € Xo,_1Xo, (a partir dos pontos X7 e X, 1, que ji conhecemos) de
maneira a que os pontos Ag, 1 € Ay, 1 (também conhecidos) sejam seus pontos médios
(ndo é dificil constatar que o tragado destes segmentos garante que o segmento de extremos

Xont1 € Xa, tem como ponto médio o ponto Asgy,). O

Problema 2.3.2. Tomam-se n pontos no plano (trés a trés nao-colineares). Construa
o poligono de n lados tal que seus lados sejam as bases dos triangulos isdsceles cujos
vértices sao os n pontos dados e cujos angulos nestes vértices sao iguais a aq, as, . . ., ay®,

com oy + ag + - - -+, 7# 360°.

Solu¢ao. Convencionaremos que, se algum dos angulos ay, ao, ..., a, (@;, por exemplo)
for maior do que 180°, o tridngulo isésceles correspondente a este angulo serd considerado
como estando dirigido para o lado interior do poligono a ser construido (e, neste caso, o
angulo no veértice deste triangulo sera igual a 360° — ;). Dividiremos a prova em duas

partes.

12 Parte. Analisemos o caso inicial n = 3. No intuito de auxiliar o raciocinio e

guiar nossos argumentos, suporemos o problema resolvido, isto é, admitiremos conhecidos

80 problema anterior é um caso particular deste, quando se tomam a; = o = - - - = o, = 180°.



2.3 Construcoes geométricas por inducao 45

os vértices X1, Xo e X3 do triangulo buscado, cujos lados sao bases dos triangulos isosceles
de vértices nos pontos considerados A;, As e A3, nos quais os angulos sao conhecidos e

iguais a aq, as e ag, respectivamente (ver Figura 2.15).

A

As

Figura 2.15: Triangulo X; X, X3, do caso n = 3, base da inducao

Por efeito da rotacao” do plano de angulo o em torno do ponto A, o vértice
X, se transforma no vértice Xs5. Ja em razao da rotacao do plano de angulo as em torno
do ponto A,, o vértice X5 é levado em X3. Além disso, sabemos que ambas as rotacoes
realizadas simultaneamente equivalem a uma tnica rotacao de angulo a; + ag, em torno

. . —_— (0% —_— o
do ponto A, vértice do triangulo A;AA,, em que se tem A, A1 A = 71 e AjAA = 7210.

O vértice X, se transforma no vértice X3 em virtude desta rotagao resultante,

de angulo a; + ap. Portanto, o vértice X3 é levado em X por efeito da rotacao de angulo

—(aq + a) ou, 0 que é o mesmo, por efeito da rotagao de angulo 360° — (a; + a9)!!, em

’Dado um angulo de medida «, a rotacdo de centro O e dngulo (amplitude) o é a transformacao
(funcdo) no plano II, Rp, : II — II, que a cada ponto A € II associa o ponto Rp o(A) = A’ € II
de forma tal a que se tenha OA’ = OA, AOA = a e o sentido de A para A’ (ao redor de O) seja o

anti-horario (para maiores detalhes, consultar [14]).
Tsto estd baseado no seguinte resultado, demonstrado, por exemplo, em [13]):

Proposicao 2.3.1 (Composigido de rotagdes). Sejam Ra o e Rp s rotagées de centros em A e B e

—

amplitudes (ou dngulos) « e 3, respectivamente. O ponto C tal que BAC = -2 ¢ ABC = g € o centro

@
2
da rotagao composta das duas primeiras, de amplitude o + (3, isto é,

RpgoRaa=Rcatp,

em nota¢ao funcional.

HPara todo k positivo, as rotacdes de angulos a e o + 360° - k sdo idénticas. Em particular, a rotacio

de angulo —a, com 0° < a < 360°, é igual a rotagao de angulo 360° — a.
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torno do ponto A, o que, por conseguinte, nos permite concluir que o tridngulo AX; X5 é
isosceles de base X; X3 e de angulo 360° — (ay + a) no vértice A (ou de angulo oy + ae

em A, no caso de ser aj + ay < 180°).

Por estarmos supondo oy + as + - - - + «,, # 360°, temos que os pontos A e Az
nao sao coincidentes e, portanto, podemos construir, a partir deles, o lado X;X3. Para

tanto, basta que se construam, em ambos os lados do segmento AA3 e com vértices em

360° —
(2041 +a2)7 em A, e %, em As.
Neste caso, os lados dos angulos (em cada um dos lados do segmento AA3) se cortardo

cada um dos seus extremos, angulos de medidas

nos vértices X; e X3 do tridngulo procurado (em nossa auxiliar Figura 2.15, esta sugerido

que a1 + as é angulo obtuso e, em sendo assim, dever-se-ia construir no segmento AAs3 e

a1tag )

a partir de A, o angulo de medida *3

Por fim, determinar o vértice X5y é tarefa simples: a partir de qualquer dos
pontos A; e Ay, construimos o angulo correspondente em um deles, oy em A, por exemplo,
e marcamos a intersecao do circulo de centro em A; e raio A;X; com o lado construido

do angulo a;.

22 Parte. Nossa hipotese de inducao sera a suposicao de que sabemos cons-
truir um poligono de n lados a partir dos vértices dos triangulos isésceles cujas bases
sao seus lados e que tém predeterminados angulos nestes vértices. Queremos, entao,
construir um poligono de n + 1 lados a partir dos vértices Ay, As, ..., A, A1 dos tridn-
gulos is6sceles que “descansam” em seus lados e que tém angulos respectivamente iguais

a Qp,0,...,0,, 0,11 NOS Vértices em questao.

Como fizemos na 12 parte, iremos supor a constru¢ao do poligono que deseja-
mos obter ja realizada. Seja, entao, X1 X5 ... X, X, 1 o poligono de n+ 1 lados procurado
(ver Figura 2.16). Consideremos, a seguir, o tridangulo X7 X, X, 1. A partir dos vértices
A, e A,y dos triangulos isosceles X, A, X, .1 e X, 1A4,.1X1 (cujas bases sdao os lados
XnXni1 e Xp1Xy), podemos determinar (raciocinando como fizemos na prova do caso
base da indugao) o vértice A do triangulo isosceles X1 AX,,, que “repousa” na diagonal

X1 X, cujo angulo em A é igual a 360° — (v, + qpy1)-

Isto posto, nosso problema esta reduzido ao problema da construcao do poli-
gono de n lados X7X5... X, a partir dos vértices Ay, As, ..., A,, A dos triangulos isos-
celes que tém como bases seus lados e cujos angulos nos referidos vértices sao iguais a

Qaq, gy .y 1, 360° — (i + Qippyy)-
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Figura 2.16: Poligono de n lados X; X5 ... X, a partir dos vértices Ay,..., A,, A

Ademais, em virtude de nossa hipotese indutiva, sabemos como construir este
poligono de n lados. E, uma vez feito isso, o vértice X,, 1 se torna facil de ser determinado,
sendo obtido, por exemplo, por meio da intersec¢do entre a circunferéncia de centro A,
e raio X1 A, 1 e a semirreta de origem em A, e que forma com X;A,; um angulo de

medida o, .

U

Problema 2.3.3. Sejam 7, e o duas retas paralelas. Divida o segmento AB da reta r;

em n partes iguais, empregando apenas e tao somente a régua.

Solugcao. Mostremos, inicialmente, como determinar o ponto médio do segmento AB, isto
é, analisemos o caso n = 2. Seja X um ponto arbitrario do plano, nao pertencente a cada
uma das retas r; e 9, tal que C' e D sao os pontos de interseccao das retas AX e BX

com a reta ro (ver Figura 2.17). Ainda, sejam T, o ponto de interseccdo das retas AD

X

T2 C Q2 D

1

A P B

Figura 2.17: Retas paralelas r; e 79
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e BC e P, o ponto de interseccao das retas X7 e r;. Demonstremos que P, é o ponto

- 11—
procurado, isto é, que AP, = §AB.

Sendo () o ponto de interseccao das retas X715 e ro, nao é dificil constatar que
sao semelhantes os seguintes pares de triangulos: To P, B e ToQ2C, ABT, e DCTy, SAP,
e XCQy, XAB e XCD. E, da semelhanca verificada acima, tem-se as proporcoes

BB _T,B_AB ~ RA_XA AD
Q.C T,C CD Q,C XC CD’

o que nos da, como consequéncia,

2 PA

Q0 Q:C7

o,
Sy

_ — - 1——
permitindo-nos concluir que P, A = P, B, ou seja, que AP, = §AB. Isto demonstra a

proposicao para n = 2.

Suponhamos, agora, que sabemos construir, utilizando apenas a régua, o ponto
P, no segmento AB tal que AP, = %E (como consequéncia de supormos saber dividir
AB em n partes iguais). Devemos mostrar que saberemos construir o ponto P, € AB tal
que AP, | = n——l—lﬁ Para isso, consideremos um ponto arbitrario X, nao pertencente
a reta r; nem a reta ro. Assim, sejam T, e (Q,, os pontos de interseccao das retas AD e

9, Tespectivamente, com a reta X P, (ver Figura 2.18).

X
QnJrl
T2 C Qn D
1
A PnJrl Pn B

Figura 2.18: T,, e @, interseccoes das retas AD e ry com a reta X P,

A reta que passa pelos pontos X e T,y (ponto de interseccao das retas AD
e C'P,) “corta” as retas ry e ro nos pontos P,,1 e Q, 11, respectivamente. Demonstremos

que P,+1 é o ponto buscado.

Novamente, faremos uso do utilissimo conceito de semelhanca de triangulos.

Desse modo, da semelhanca dos triangulos CQ,+17T,+1 € PP, 11T,11 € dos triangulos
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CT,1D e P,T,.1A (em ambos os pares, de facil verificacao), temos que

Pn+1Pn o PnTn+1 o APn
CQuy1 Ol CD

(2.3.1)

e, da semelhanca dos triangulos X AP, 1 e XCQ,.1 e dos triangulos XAB e XCD, temos

AP, XA AB
CQnn XC CD

(2.3.2)

As igualdades (2.3.1) e (2.3.2) nos dizem que

Pn+1Pn _ OQn—i—l _ A-Pn—i-l

AP, CD AB

?

donde podemos, finalmente, obter a igualdade

PP, AP,
AP,., AB’

Mas como P, 1P, = AP, — AP, e AP, = %AB temos que

Yis_ar., las
n

1 1
—n — —AB - AP,y = —AP, 11,
n n

AP, 1 AB
AB 1)AP,
isto é, = (n+1) +1, pelo que concluimos em definitivo que
n n
AP, 1 = L AB
T 4

(Com isso, mostramos que é possivel determinar, qualquer que seja o natural n > 2, em

um dado segmento de reta AB, um ponto P, tal que AP, = % B.)

Portanto, para provarmos que é possivel dividir o segmento AB da reta r; em

/ "

n + 1 partes iguais entre si, ainda devemos determinar os pontos P, ,, P, ,... tais que
P, P, = lP B, P P = LP’ B
n+lintl — n+15, n+1dnt1 = nt1s s
n n—1
o que pode ser feito com base na demonstracao realizada acima. 0
~ . / 1 . .
Observagao 2.3.1. Outra maneira de se obter os pontos P, ., P, , ... mencionados acima

(e, por conseguinte, de se provar a possibilidade da divisao de AB em n + 1 “pedagos”

iguais) esta descrita abaixo.

Tracamos, inicialmente, a partir do ponto X uma reta rg paralela a reta r;.
Para fazé-lo usando apenas a régua (sem compasso ou qualquer outro instrumento de

desenho), baseamo-nos na Figura 2.17 (que trata da divisdo de um segmento AB em
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duas partes iguais entre si), procedendo no sentido contrario'? ao que seguimos para a
construgao do ponto médio de AB (é facil ver, raciocinando por absurdo, que o algoritmo
inverso daquele que nos permitiu obter o ponto médio de AB a partir do paralelismo
entre as retas r; e o nos conduz a construcao correta da reta paralela a reta ry, supondo

conhecido o ponto médio do segmento AB).

A seguir, seja K o ponto de intersec¢ao entre as retas P,,1C e r3 e seja P,

o ponto de intersecc¢ao entre as retas K1Q,.1 e r; (vide Figura 2.19).

r3 K, K X
T2 C Qn+1
1
/ "
A PnJFl n+1 n+1

Figura 2.19: Determinagio dos pontos P,., P 1, ...

Sendo assim, tem-se que

1 —
PPy = AP = Y 1AB

De fato, sejam Sy e Sy as areas dos triangulos semelhantes AAXP, .1 e ACXQ,1, res-
pectivamente, e S| e Sj as areas dos triangulos semelhantes AP, (1K1 P, e ACKQpi1,

respectivamente. Sejam, ainda, h a distancia entre as retas 75 e r3 e H, a distancia entre

S (H\'_ S
S, \h) S

e, como Sy = S (pois tém mesma base e alturas iguais), tem-se que S; = S}, pelo que

r1 e r3. Entao, tem-se que

concluimos que P, 1P, = AP,11 = %HAB (ja que os tridngulos com estas areas tém

alturas iguais), conforme querfamos mostrar.

120 sentido contrario acima referido é o que segue: tracamos a reta BX e, tomando um ponto T
arbitrario nesta, tracamos a reta que passa pelos pontos P, e T'; a seguir, tracamos a reta AX e a reta
que passa pelos pontos B e o ponto de interseccao entre a reta AX e P,T. O ponto de interseccao entre
esta ultima reta construida e a que passa pelos pontos A e T' pertence a reta paralela & r1, passando pelo

ponto X.
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3 Consideracoes

O método de indugao matematica (que, a proposito, ¢ um método dedutivo de demons-
tracao!, uma vez que nos permite deduzir, a partir do caso base da inducao e da hipo-
tese indutiva, a veracidade de uma dada proposi¢ido para todos os niimeros naturais n)
constitui-se, por sua propria esséncia, em uma poderosa ferramenta (em alguns casos, a
inica) para a demonstracao de teoremas de natureza aritmética ou, dito de modo preciso,

de teoremas concernentes a propriedades gerais dos niimeros naturais.

Entretanto, nao obstante o carater intrinsecamente aritmético do método de
inducao matematica, o objetivo maior destas notas foi o de estudar e exibir algumas
de suas aplicagoes em problemas oriundos da Geometria, ainda que, em alguns deles,
a vantagem (e, mesmo, a necessidade) de sua utilizacdo nao seja evidente. Para tanto,
estas aplica¢oes foram extraidas de problemas ligados & questoes de célculo (como na
determinagao explicita de um comprimento, de um angulo ou de uma area, por exemplo),
a demonstracao de teoremas (cujos enunciados baseiam-se em observagoes particulares de
uma suposta condigao geral) e a construgoes geométricas (desde que, naturalmente, neles

conste um namero inteiro positivo n).

Além disso, alguns destes problemas geométricos aos quais empregamos o mé-
todo de indugao matematica na busca de sua solucao ja trazem consigo interesse proprio,
isto é, requerem, para seu entendimento e consequente tomada de decisao (acerca do ca-
minho a seguir para encontrar a soluc¢ao), certa dose de criatividade e engenhosidade.
E, nestes casos, é somente apos essa reflexdo sobre que conceitos estao associados ao (e
podem ser titeis na tentativa de se resolver o) problema que a aplicacao do método de in-
ducao torna-se necessaria e eficiente. Outra observagao a ser sublinhada é a de que, como
corolario de um resultado provado por indugdo matematica, obtivemos (embora isto nao
tenha sido o objetivo deste trabalho) um modo alternativo de expressar o notével niimero

7 (como o limite de um certo quociente).

Este trabalho, de modo algum, tem a pretensao de esgotar o assunto (inclusive

por isto constituir-se em tarefa de dificil consecugao!). As principais referéncias utilizadas

Ver epilogo (do matemético russo Y. Gdstev) contido na referéncia [3], para maiores esclarecimentos.
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para sua concretizacao, a saber, os estimulantes livretos Método de Induccion Matemdtica
e, sobretudo, Induccion en la Geometria, da série Lecciones populares de Matemdticas,
publicados pela Editora MIR?, diao-nos idéia do quanto ha para ser conhecido e estu-
dado sobre as aplicacoes da inducao matematica a Geometria, além daquelas que, neste

trabalho, foram expostas.

2Editora russa de livros técnicos e cientificos, com tradugoes para varios idiomas (entre eles, o portu-
gués e o espanhol) e que permanece ainda hoje com seu trabalho de divulgagao e difusdo de Ciéncia e

Cultura, agora como empresa estatal da Federagao Russa.
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A Demonstracoes selecionadas

Este apéndice esta dedicado a justificativa de dois resultados utilizados ao longo do texto

e que serviram de auxilio para a demonstracao de uma dada proposicao principal.

A.1 Expressao da duplicacao do lado de um poligono

regular de 2™ lados

No Problema 2.1.1 nos referimos a chamada férmula de duplicacao do lado de um poligono

regular de 2" lados.

Procedamos a sua deducgao.

Demonstra¢ao. Sejam Aj Ay ... Asn um poligono regular de 2" lados inscrito em uma
circunferéncia de raio R e as» a medida de seu lado. Entao, é facil ver que as bissetrizes dos

angulos centrais deste poligono intersectam a circunferéncia de raio R que o circunscreve

nos pontos By, By, ..., Bon tais que A1By = B1Ay = AyBy = By A3 = -+ = AgnBon =

agn+1, isto €, a partir dessas bissetrizes obtemos um novo poligono regular com o dobro

da quantidade de lados do anterior (vide Figura A.1).

Figura A.1: Poligono regular A; A, ... Agn, inscrito em uma circunferéncia de raio R

Provemos, entao, que

2
Gons1 = \/232 2Ry R? — %.
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Da Figura A.1, temos que A1B; = agn+1, A1 X = agn e, do fato de que sao

retangulos (em X) os triangulos A1 X By e A1 X0, temos

2
2 2
a/’n, a/n
A1 = — +<R— R? — 2)

4
a3 2 o b
= 2 L R* — R\J4R? — a3, + R* — =
4 4
CL2
=2R* - 2R RQ—%,

2
donde concluimos a igualdade agn+1 = \/2R2 —2R\| R? — %. |

A.2 Expressao da tangente do arco metade em funcao

dos lados do triangulo

As formulas (2.2.1) do Problema 2.2.2 podem ser demonstradas com base nas igualdades

A \/(p—b)(p—C) A [pp—a)
2

sen — = e co
2 be be

2 p(p —a)

Procedamos, portanto, a justificativa das duas igualdades.

A —b)(p -
pois, desse modo, teremos que tg — = \/w

Demonstracdao. Seja ABC um triangulo qualquer, com BC = a, AC =be AB = ¢, e

a+b+c
2 ~ —_—

bissetriz interna do angulo A = BAC. Desse modo, vale a igualdade!

AX = i\/bcp(p—a). (A.2.1)

b+ c

p = seu semiperimetro. Seja X € BC um ponto tal que a semirreta AX é a

Assim, sendo Sapc, Sapx € Saxc as areas dos triangulos ABC, ABX ¢ AXC, usando a

formula de Herao e o fato de que, em qualquer triangulo, a 4rea é igual ao semiproduto

LQue, por sua vez, pode ser provada com base no fato de que a bissetriz interna de um dngulo de um
tridngulo divide o lado oposto a esse dngulo em segmentos proporcionais aos demais lados (com respeito
a cada segmento) e na Lei dos Cossenos (aplicada em qualquer dos tridngulos em que fica dividido, por

essa bissetriz, o tridngulo original).
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de dois lados multiplicado pelo seno do angulo que eles determinam, tem-se que

2 A 2 A
b ——\/bep(p —a)sen — ¢ \bep(p — a) sen —
- b+c 2 b+c 2
Vp(p—a)(p—b)(p—c) = 5 + 5
A A
sen o sen o -
_ ben(p — . -
P e cp(p—a)+c- - s cp(p — a)
A
sen —
=({b+c)- 2 2 bep(p — a)
A

0 que nos permite concluir que

A Va0 —c) _ \/@_b)(p_c).
2 bep(p — a) be

se

Agora, para mostrar a igualdade relativa ao cosseno, facamos uso da relagao
fundamental da Trigonometria, a saber, sen?x + cos?’x = 1, qualquer que seja x € R.

Assim, tem-se

A A
cos? = =1—sen®> =
2 2
_,_-bp—o
be
_be—(p=b)p—¢
be
_be—(—pH+a+c)(—p+a+b)
N be
(p—a)b+c—p+a)
N be
_(p—a)p
be
e, finalmente,
A _
cos &= [PP—0)
be

o que completa a demonstracgao.
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