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RESUMO

Este trabalho utiliza o software GeoGebra (versao 5.0.328.0-3D) como ferramenta na
resolucao de problemas de contagem. Sao apresentados alguns elementos de andlise com-
binatoria e insercao de objetos no software, motivando sua utilizacao na resolugao de
problemas de contagem e incluindo aplicacoes pratica em sala de aula. Para obtencgao
de dados sobre a resolucao de problemas, foram ministradas aulas com e sem o uso do
GeoGebra em duas turmas distintas e comparados os resultados. Verificou-se que a uti-
lizacao do aplicativo ajuda a compreender os conceitos, visto que trabalha a dinamicidade,

possibilitando ao aluno modificar os resultados e tirar conclusoes.

Palavras-chave: Andlise Combinatoria, GeoGebra, Resolucao de Problemas.



ABSTRACT

This work uses GeoGebra software (version 5.0.328.0-3D) as a tool to solve counting
problems. Some elements of combinatorial analysis and insertion of objects in the software
are presented, motivating its use in solving counting problems and including practical
classroom applications in classroom. In order to obtain data about problem solving,
classes were taught with and without the use of GeoGebra in two different classes and
also the results were compared. It was verified that the use of the software helps to
understand the concepts, since it works the dynamicity, allowing the student to modify

the results and draw conclusions.

Keywords: Combinatorial Analysis, GeoGebra, Resolution of Problems.
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1 Introducao

Um dos conteidos mais emblematicos para ser trabalhado no Ensino Médio
¢ o de analise combinatéria. Nesta perspectiva, para facilitar o ensino desse contetdo,
apresenta-se como ferramenta de auxilio na resolucao de problemas de contagem, o soft-

ware GeoGebra.

Como a andlise combinatéria lida com problemas de contagem, muito presen-
tes no nosso cotidiano, faz-se necessario um recurso que ajude o aluno a desenvolver o
pensamento construtivo em busca da solucao de problemas. Assim, indo de encontro ao
que diz os PCNs (Parametros Curriculares Nacionais): Ensino Médio (Parte III, pag. 50),
“B preciso identificar na Matemadtica, nas Ciéncias Naturais, Ciéncias Humanas, Comu-
nicacoes e nas Artes, os elementos de tecnologia que lhes sao essenciais e desenvolvé-los
como conteudos vivos, como objetivos da educacao e, a0 mesmo tempo, como meios para

tanto”.

Neste sentido, realizou-se uma pesquisa de opniao por meio eletronico junto a
alguns professores sobre o uso de softwares no ensino de andlise combinatoria. Constatou-
se que nas aulas de combinatéria é pouco utilizado recurso tecnolégico, embora haja
o conhecimento da existéncia de recursos tecnoldgicos para isso. Percebeu-se entao a
necessidade de apresentar e mostrar como o GeoGebra pode ser utilizado no ensino-

aprendizagem de andlise combinatoria.

Antes de langar mao de um recurso tecnoldgico para resolver um problema de
contagem, faz-se necessaria a exposicao da teoria do assunto, para s depois selecionar
os problemas e planejar como deve ser a abordagem dos mesmos em sala de aula, pois

nenhum recurso tecnoldgico ensina Matemaética.

A escolha do GeoGebra como recurso tecnologico para a resolucao de problemas
de contagem se da pelo fato do aplicativo ser gratuito e de facil manipulagao, além de
permitir que o usuario trabalhe varios recursos simultaneamente e de forma dinamica.

Acredita-se que estes sejam os diferenciais dessa plataforma em relacao as outras.

Foram selecionados alguns problemas para serem resolvidos com e sem o auxilio
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do software GeoGebra em duas turmas de séries equivalentes ao segundo ano do Ensino
Médio no Instituto Federal do Maranhao - IFMA, Campus Bacabal. Procurou-se pro-
blemas que fizessem com que o aluno criasse conjecturas e com isso direcionasse para o

caminho certo para solucionar os mesmos.

O uso do GeoGebra no auxilio de resolucao de problemas de contagem traz
um ganho para o aluno no que tange a motivagao e melhora no processo de ensino-
aprendizagem, visto que o aplicativo apresenta uma dinamicidade entre suas janelas,
permitindo ao aluno analisar um problema por varios angulos e buscar uma conjectura
que permita obter éxito na solucao de um problema. Mesmo que erre, serd capaz de
buscar o porqué do erro. Desta forma, “aprenda, e faca com que os alunos aprendam,

com os erros. E importante, diante de uma solugao errada, analisar porque ela estd

errada” (LIMA et al., 2016).

Optou-se em nao apresentar muitos problemas para que nao ficasse repetitivo.
A ideia aqui é apresentar problemas solucionados com o auxilio do GeoGebra porém, qual-
quer problema de contagem pode ser solucionado com ou sem este recurso. No entanto,
deseja-se minimizar o tempo gasto para resolver um problema sem o recurso tecnolégico e
facilitar o entendimento do problema, ou seja, mostrar para o aluno algumas possibilida-
des e fazer com que ele construa sua linha de raciocinio até chegar a solugao do problema,

deixando de lado a preocupacao com as formulas.

1.1 Organizacao dos Capitulos

A organizacao deste trabalho se da com a apresentagao dos fundamentos
tedricos de analise combinatéria, em seguida uma apresentacao do software GeoGebra,
alguns problemas solucionados com o auxilio do GeoGebra, a motivagao da escolha do
uso do aplicativo, posteriormente a aplicacao em sala de aula e por fim as consideragoes
finais. Também foram apresentados os conceitos de nimeros binomiais e de probabili-
dade, visto que o estudo de problemas de contagem se deu para a solucao de problemas

de probabilidade e para o desenvolvimento de binomios.
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2 Fundamentos Teodricos

Este capitulo trata de uma introducao a anélise combinatodria necessaria para
o prosseguimento deste trabalho. Optou-se por nao abordar a histéria da analise combi-
natoéria, visto que o objetivo nao é o aprofundamento deste conteiido matematico e sim,
usar o software GeoGebra como ferramenta que auxilie na resolucao de problemas de
contagem. Faz-se necessario um tépico de probabilidade, visto que o desenvolvimento da
analise combinatoria foi motivado pela solugao de problemas probabilisticos. Na verdade,
o desenvolvimento da analise combinatoria deve-se em grande parte a necessidade de re-
solver problemas de contagem originados na Teoria das Probabilidades (MORGADO et
al., 2006). Outro tépico de relevancia é sobre nimeros binomiais, pois este esta entre os

primeiros problemas ligados a andlise combinatoria.

2.1 Principio Multiplicativo ou Principio Fundamental da Con-

tagem - PFC

De inicio, sera apresentado o “Principio da Adi¢ao” que diz: Se A e B sao dois
conjuntos disjuntos, isto ¢ ANB = @ , com p e q elementos, respectivamente, entao AU B
possui p—+ ¢ elementos. O principio da adigao, embora seja simples na sua definigao, é um

instrumento poderoso quando se busca contar o nimero de elementos de um conjunto.

Exemplo 2.1. Por duas retas paralelas, r e s, marcamos os pontos A, B,C € re D, E € s.

Quantas sao as possibilidades de se escolher um desses pontos, em r ou s?

Pelo principio da adigao, tem-se que o resultado é 3 +2 = 5. A Figura 2.1

ilustra tal situacao.
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& A

s
Figura 2.1: Pontos sobre duas retas paralelas.

Exemplo 2.2. Se, ao invés de escolher um ponto, deseja-se determinar o ntmero de
segmentos com um extremo em cada reta. Qual o nimero de segmentos possiveis formados

nessas condigoes?

Neste caso, como a quantidade é pouca, pode-se desenhar todos os segmentos

possiveis, conforme a Figura 2.2.

5

Figura 2.2: Segmentos com extremos sobre retas paralelas.

Porém, em problemas de contagem, muitas vezes, nao se esta interessado em
mostrar todos os resultados possiveis e sim sua quantidade. Desta forma, faz-se necessario

o principio multiplicativo que segue:

Se uma decisao dy pode ser tomada de x maneiras e se, uma vez tomada a
decisao dy, a decisao dy puder ser tomada de y maneiras entao o numero de maneiras de

se tomarem as decisoes dy e dy € xy.

No caso acima, tem-se que a quantidade de segmentos formados é 3 x 2 = 6.

2.2 Permutacao Simples

Exemplo 2.3. Uma senha bancaria é composta por 4 algarismos distintos. O dono de tal
conta, ao tentar acessa-la, nao teve acesso, pois acabou esquecendo a sequéncia. Lembrou-
se dos quatro algarismos, mas nao da ordem. Supondo que o dono tenha acesso apenas

na ultima tentativa, quantas tentativas fara para ter acesso a sua conta?
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Bem, este problema de ordenacao de objetos pode ser resolvido usando a de-

finicao a seguir:

O nimero de modos de ordenar n objetos distintos é n! =n x (n—1) x (n —

2) X ... x 3 x2x1, lé-se fatorial de n ou n fatorial, onde 0! = 1! =1, por defini¢ao.

Cada ordenagao de n objetos é chamada de uma permutacao simples e indicada

por P,. Dessa forma, para o problema acima, tem-se como solucao Py = 4! = 4-3-2-1 = 24.

Outra maneira de resolver o mesmo problema ¢ langando mao do PFC.

2.3 Combinacoes Simples

Exemplo 2.4. Quantos grupos de 3 pessoas pode-se formar dispondo de 5 pessoas?

Nota-se, de inicio, por se tratar da formacao de conjuntos, que a ordem dos
elementos nao ird alterar o conjunto (grupo) de pessoas. Desta forma, como a quantidade
de elementos é pequena para agrupar de 3 a 3, pode-se expor todos os subconjuntos

formados.

Chamando as pessoas de digitos, isto é, a primeira pessoa corresponde ao
digito 1, a segunda pessoa ao digito 2 e assim por diante. Formando todos os possiveis

subconjuntos, com 3 elementos cada, chega-se a 10 grupos formados, conforme Figura 2.3.

b Janeds de Akpebia %= | = Planilha
ista fi| M @~ |0-
&,"i1.2 3 A B c o E
G, ={1,2 4}
G, ={1,2 8}
G, ={1,3 4}
G_={1,3, 5
G, ={1,4, 5
G, = {23 4}
G, ={ 3 §
G, ={2, 4, 5
G, = {345
Fessoas = 1,2, 3. 4, §, 6}

 E R NN NN W W
L]
w
I
n

(R R = R T PR N

=

1
12 3 4 3
Figura 2.3: Grupos de pessoas com 3 pessoas cada.

M L L M W LD RS R RS
CRETRET B SRET T R ST R S )

R S RIS Y P R Y

Novamente nao foi trabalhoso formar todos os 10 subconjuntos possiveis, uma
vez que a quantidade de elementos foi pequena. Cada subconjunto formado é chamado
de uma combinagcao simples de classe p dos n elementos (p < n). Representa-se o niimero
de combinacoes simples de classe p, dispondo de n objetos, por C? ou C,,. De forma

geral, para determinar o nimero de combinacoes de classe p, dispondo de n objetos , com
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0 < p < n, tem-se o resultado

n!
= ————.
" pl(n—p)!
Aplicando a férmula acima para o problema da secao, tem-se C; = % = 10.

2.4 Permutacgoes Circulares

Exemplo 2.5. De quantos modos pode-se colocar n objetos distintos em n lugares equi-
espacados em torno de um circulo, se forem consideradas equivalentes disposi¢oes que

possam coincidir por rotagao?

Como os n objetos estao equiespagados em um circulo, pode-se considerar que
estes estao sobre os vértices de um poligono regular. Desta maneira, apenas a colocagao do
primeiro objeto sobre um dos vértices do poligono seria indiferente na escolha, pois poderia
ser colocado em qualquer vértice, restando os demais vértices para serem preenchidos com
os n — 1 objetos. Dali, estes objetos serao ordenados por permutacao simples. Indica-se

permutagoes circulares por (PC),. Logo, (PC), =1-P,_1 = (n— 1)L

Exemplo 2.6. De quantos modos 5 pessoas podem ser dispostas em uma roda de ciranda?

Tomando um quadrado sobre um circulo, conforme Figura 2.4, tem-se 4 vértices
para serem ocupados. A primeira pessoa pode ser colocada em apenas um vértice (visto
que ao girar o quadrado ela pode ocupar qualquer um dos outros vértices), restando os

outros trés vértices para serem ocupados pelas outras pessoas. Logo, (PC)s = (4—1)! = 6.

Figura 2.4: Pessoa 1 sobre um vértice de um quadrado.
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2.5 Permutacao com Elementos Repetidos

Considere que, no Exemplo 2.3, a senha seja composta por quatro algarismos
e que um deles aparece duas vezes. Entao, quantas tentativas o dono devera fazer até ter

acesso a sua conta, tendo em vista que ele sabe quem é o algarismo que se repete?

Percebe-se que a quantidade de possiveis senhas é menor. E como chegar ao

resultado?

Supondo conhecer os trés algarismos (1, 2 e 3) e expondo todas as possiveis
senhas, tem-se os resultados apresentados na Figura 2.5. Neste caso, o algarismo 1 se

repete.

» Janela de Algebra % | = Planilha

Lista \Se| N O~ O~
® 5 ={1,1,23) A B G D
®5,=(1,132 | TE T
® 5,={1,2,1,3} 5 | 1 i 3 5
® 5,={1,3,1,2) 3 | 1 5 i 3
® 5,={1,2,3,1) Bl 1 3 " 2
e §,={1,321) e | : 2 2 ]
® 5,={2,3,1,1} 6 | 3 3 5 .
® $,=(3,2,1,1} i 5 3 > T
e $,={2,1,1,3} w 2 = : 5
® 5,=(3,1,1,2 == 5 1 1 -
e 5,={213,1)
o s =(3121 10 | 3 1 1 2
| 11 | 2 1 3 1
12 3 1 2 1

Figura 2.5: Lista de senhas.

Isso é viavel fazer pela pouca quantidade de senhas disponiveis. De maneira

geral, tem-se o resultado:

O numero de permutacoes de n objetos dos quais o sao guais a a, B iguais a

by..., Niguais al (a+5+...+X=n)é

PaBuh n!
" alBl. A

Aplicando o resultado acima:
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n =4 (ndmero de digitos da senha),
a = 2 (ntmero de digitos repetidos iguais a 1) P = 5 = 12.

Que é o mesmo resultado encontrado quando expostas todas as senhas possiveis

para o problema.

2.6 Combinacoes Completas ou com Repeticao

Os préximos exemplos trazem problemas que envolvem combinagoes comple-
tas, isto é, maneiras de se escolher p objetos distintos ou nao entre n objetos distintos
dados. Este ntimero sera representado por C'RP conhecido por combinagoes completas de
classe n tomados p a p. Outra maneira de interpretar C'R? é como o ntimero de solugoes
da equagao zy + x2 + ... + x, = p em inteiros nao negativos. De forma geral, langa-se

mao do resultado

o _(n+p—-1)
OB = Clnipny) = pl(n —1)!

Exemplo 2.7. Quantas sao as solucoes inteiras nao-negativas da equagao r+y+z+w = 37

Por se tratar de um problema que é viavel expor todas as solucoes, pois o
universo trabalhado é dos inteiros positivos, pode-se confeccionar uma tabela, conforme

Figura 2.6, e mostrar todas as solugoes para o problema.

TN EEE|my [E

A | B | ¢ | b | e | F | & H |

1 X ¥ I w X ¥ 4 w
2| o 0 0 3 0 1 2 0
"3 o 0 3 0 0 2 1 0
4| o 3 0 0 1 2 0 0
= E 0 0 0 2 1 0 0
I 1 1 0 1 0 2 0
- E 1 0 1 1 0 0 2
8| 1 0 1 1 2 0 1 0
“a | o 1 1 1 2 0 0 1
10| o 0 1 2 0 1 0 2
11 o 0 2 1 0 2 0 1
Figura 2.6: Tabela com as solugoes da equacao x +y + z +w = 3.

Outra maneira é langando mao da férmula CR} = CF = % = 20.



Numeros Binomiais 17

2.7 Numeros Binomiais

Deixou-se para o final do capitulo esta secao e a proxima para trabalhar os
temas de probabilidade e bindémio, pois como dito no inicio deste capitulo, o desenvolvi-
mento da teoria de andlise combinatéria tem como motivagao a resolucao de problemas

probabilisticos e o desenvolvimento do binomio (a + b)".

2.7.1 Triangulo de Pascal

Seja C' um conjunto com n elementos. O nimero de subconjuntos de C' com p
elementos é dado pela combinagao C?. No quadro abaixo, as linhas sao constituidas pelo

nimero de subconjuntos de C' com p (0 < p < n) elementos.
Co
CY Cp
9 Cy C3

Cy C3 G5 C5

O quadro acima é chamado de Triangulo de Pascal formado pelos niimeros C?
(chamados nimeros binomiais, coeficientes binomiais ou ainda nimeros combinatérios).

Calculando as combinagoes, obtém-se o triangulo equivalente
1
11
121

1331

No desenvolvimento do bindomio (a + b)™, os elementos da linha n sdo os coe-
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ficientes das poténcias de ab.

(a+b) :Zk: (k)a kpk — <0)a, + (1)a b+ <2)a P+ (n—l)ab Ly

+(7)om.

n

2.8 Probabilidade

Experimentos que, repetidos sobre as mesmas condicoes, produzem geralmente
resultados distintos sao chamados de aleatorios. Por exemplo: lancar uma moeda e obser-
var o resultado da face; contar o niimero de pecas defeituosas da producao diaria de uma
maquina; verificar o nimero de criangas do sexo masculino que nascem mensalmente em

uma maternidade.

Realizado o experimento aleatorio, chama-se de espaco amostral ao conjunto de
todos os resultados possiveis deste experimento. Representando por 2 o espago amostral e
considerando (2 ser finito ou infinito nao-enumeravel. Os subconjuntos de €2 sao chamados

de eventos.

Definigao 2.1. Uma probabilidade é uma fungao que associa a cada evento A C {2 um

nimero real P(A), satisfazendo as seguintes condigoes:

(i)Para todo evento A C Q, 0 < P(A) <1,

(iii)Se A e B sdo eventos mutuamente excludentes, ou seja ANB = &, entdo P(AUB) =

P(A) + P(B).

Em particular, se €2 contém n pontos equiprovaveis, a probabilidade de cada

ponto seréd % Consequentemente, se um evento A contém r pontos, entao:

1 T
PA)=r.-—=—.
(A)=r-— =~

De maneira geral, tem-se:

nimero de casos favordveis (NCF)

P(A) =
(4) nimero total de casos (NTC)
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Outra maneira de definir probabilidade é por meio da definicao frequentista: se repetido

um experimento aleatorio n vezes e o evento A ocorreu j vezes, tem-se que a probabilidade

do evento A é P(A) = 1.

Teorema 2.8.1. Se A e B sao eventos, entao:
1. P(A)=1-P(A).
2. P(@) =0.
3. P(A— B) = P(A) — P(ANB).
4. P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B).
5. Se B C A, entao P(B) < P(A).

Demonstracao:

1. Q= AUA.

I
3
2

I
3

=

C
2

I

P(A) + P(A). Dai, P(A) =1— P(A).
2. P(Q)=P(QU®)=PQ)+ P(@). Dai, P(@) = 0.

3. PLA)=P(A-B)U(ANB) =P(A—B)+ P(ANDB), pois A— B ¢ AN B sdo
mutuamente excludentes. Dai, P(A — B) = P(A) — P(AN B).

4. PLAUB)=P(A—-B)UB = P(A— B)+ P(B), pois A— B e B sido mutuamente
excludentes. Como P(A — B) = P(A) — P(AN B), resulta P(AUB) = P(A) +
P(B) — P(AN B).

5. Como P(A— B) = P(A)— P(ANB), se B C A resulta P(A— B) = P(A) — P(B).
Como P(A— B) >0, temos P(A) > P(B).

Definigao 2.2. Considere dois eventos A e B, com P(A) # 0, a probabilidade condicional
de B dado que A ocorreu é dada por

P(AN B)

PO ==,
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Exemplo 2.8. Em um grupo de r pessoas, qual é a probabilidade de haver pelo menos

duas pessoas que facam aniversario no mesmo dia?

Seja A ={duas ou mais pessoas aniversariam no mesmo dia}. Usando o PFC,
determinam-se as possibilidades para que cada pessoa faca aniversario em um dia do ano.
Em seguida, as possibilidades para que as r pessoas fagam aniversario em dias diferentes.
O numero de possibilidade para os aniversarios das r pessoas ¢ 365". E para que elas
fagam aniversario em dias diferentes é 365 x 364 x ... x (365 — (r — 1)), havendo r fatores.

Logo, a probabilidade para que as pessoas facam aniversario em dias diferentes é

365 x 364 x ... x (365 — (r — 1))
365" ’

P(A) =

e a de haver, pelos menos, duas pessoas que tenham o mesmo dia de aniversario é

365 x 364 x ... x (365 — (r — 1))

P(A) =1
(4) 365"

Note que se r = 10, P(A) = 0,12; Se r = 23, P(A) = 0,51; Se r = 30,
P(A)=0,71 eser > 365 P(A) = 1.

Exemplo 2.9. Joga-se um dado nao-viciado duas vezes. Determine a probabilidade

condicional de obter 3 na primeira jogada, sabendo que a soma dos resultados foi 7.

Sejam A = {obter 3 na primeira jogada} e B = {obter soma dos resultados
7}
Neste caso, como ja se sabe que a soma dos resultados é 7, tem-se que o espaco

amostral fica reduzido ao evento B={(3,4),(4,3),(1,6),(6,1),(2,5),(5,2) }. E neste espaco
reduzido que se busca o evento A. Logo, P(A|B) = .
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3 Software GeoGebra

3.1 Conhecendo o GeoGebra

GeoGebra foi criado em 2001 como tese de mestrado de Markus Hohenwarter,
na Universidade de Salzburg na Austria, desde entao sua popularidade tem crescido.
Atualmente, o GeoGebra é usado em 190 paises, traduzido para 55 idiomas, possui mais
de 300.000 (trezentos mil) downloads mensais, 62 Institutos GeoGebra em 44 paises para
dar suporte para o seu uso. Além disso, recebeu diversos prémios de software educacional
na Furopa e nos EUA, e foi instalado em milhoes de laptops em varios paises ao redor do

mundo.

O GeoGebra é um software de Matematica que reldne geometria, dlgebra e
calculo. Por outro lado, o GeoGebra é um sistema de geometria dinamica e permite
realizar construcoes tanto com pontos, vetores, segmentos, retas secgoes conicas como

funcoes que podem ser modificadas dinamicamente (SA, 2010).

A Figura 3.1 mostra o aplicativo GeoGebra (versao 5.0.328.0-3D) com a in-

dicacao de suas janelas, barras e campo de entrada.

Barra de Menu

Bohiiii= "4mBarra de Ferramentas

Janela de Janela de

Algebra Visualizacao

{ Campo de Entrada

Ermaa

Figura 3.1: Tela inicial do software GeoGebra.
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Outro fator a ser destacado é que o software pode ser adquirido em varias
plataformas (tablets, celulares/smartphones e computadores). Desta maneira, o usudrio
pode uséa-lo sempre que sentir necessidade. No entanto, as versoes para celulares e ta-
blets nao apresentam todos os recursos disponiveis da versao para computadores, porém
ainda pode-se fazer vérias construgoes. Também, nao é em todo celular (smartphone)
que o aplicativo pode ser instalado. Por exemplo, no sistema operacional Windows nao
tem disponivel o aplicativo na “loja”. A Figura 3.2 traz a pagina de downloads do site

<https://www.geogebra.org>, onde é possivel baixar as versoes do aplicativo.

& Appsiore -
i
(J .
= a e m e E* o8 'Y IEFL I

Figura 3.2: Pégina de downloads do site <https://www.geogebra.org>.

O software, assim como outros aplicativos populares presentes no mercado,
mantém um sistema de atualizacao constante de sua plataforma. Desta maneira, novos
recursos sao disponibilizados no aplicativo bastando para isso o usuario fazer o download

de atualizacao de sua versao do programa.

3.2 Inserindo Objetos no GeoGebra

De inicio, deve-se escolher a janela que se deseja trabalhar. Isto pode ser feito
usando a barra de menu, conforme a Figura 3.3. Mas, ao abrir o aplicativo, as janelas

algebra e a janela de visualizacao sao mostradas.
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L} GeoGeba

Arquivo Editar Exblr Opcles Femamentas Jansla Ajuda

4 . Janela de Algebra Cirl+Shift+4
i~ Flanina Cil+Shine3
I=- Janela CAS Clrl+ Shift b
g Jansla de Visualizacdo Ciri+Shift+1
@ Janela de VisualizacSo 2 Cart+Shifk+2
& Janela de VisualizacSo 30 Cirl+Shift+3
e  Pralocols de Consbucle CHrfsShillsL
< Calculadora ¢e Probabilidades Cirb+Shift+P
[&] Teclado
= Campa de Enrada
i Layoul
£  Afualizar Janelas Cirl+F

Recalculas Todos os Objetos  Cli+R
Figura 3.3: Barra de menu.

O usuario pode ocultar ou mostrar alguns recursos das janelas do aplicativo.
Também é possivel configurar os eixos coordenados, tipo de variavel, malha, etc. Isto
pode ser feito clicando com o botao direito do mouse na janela de visualizagao (ou ir na
barra de menu > opgoes > avangado > janela de visualizagao), conforme Figura 3.4,em
seguida abrira uma caixa de configuragao onde o usuario pode realizar as configuracoes

desejadas.

Janela de Visualizagao

1 Eios
EE wmana
Barra de MNavegacio

4 Zoom 3
EixoX . EixoY S
Exbir Todos o5 Objetas

Visualizacdo Padrdo Ctri+M

¢ Janela de Visualizacio ..

Figura 3.4: Caixa de configuracao da janela de visualizagao.

Basicamente, ha duas maneiras de inserir objetos nas janelas do GeoGebra:

usando a barra de ferramentas ou campo de entrada.

Exemplo 3.1. Para criar um quadrado na janela de visualizacao 2D, usando o campo de
entrada, digita-se “Poligonol(0,0), (1,0), (1,1),(0,1)]”, seguido de um enter. A Firuga 3.5

mostra o quadrado construido com o comando “Poligono[(0,0), (1,0), (1,1),(0,1)]”.
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Figura 3.5: Quadrado de lado unitério.

Outra maneira é usar a ferramenta poligono regular. Neste caso, apods clicar

sobre a ferramenta, clica-se com o botao esquerdo na janela de visualizacao para criar

dois vértices consecutivos, em seguida abrird uma caixa de didlogo, onde o usuario deve

selecionar o niumero de lados do poligono, de acordo com a Figura 3.6

. Geobebra

Arquive Editar Exibir Opcles Femamentas Jansla Ajuda

A & T wl e
' . A ([
I o L LA i o B 1
L]

'w  Poligono

w ® Poiigons Regular

.
“- Poligona Rigida

f_;,t Poligono Semidefonmdml

Figura 3.6: Barra de ferramentas da janela de visualizagao e visualizacao 2D.

No campo de entrada héa alguns comandos disponiveis para que o usuario possa

usar. Para mostré-los, deve-se clicar sobre o icone de ajuda localizado na mesma barra

do campo de entrada, como visto na Figura 3.7.
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—_ =] =

Ermtrar

Ajuda

Fungies Matemdticas
Todos o Comandos

el

Algebhra

Calculos SimbSlicos (CAS)
Conicons

CHGg rarvm s

Eatatanca

Fungdes o Caloubo
Garodse e

Garormelria

Limtmm

Ligica

Matsmatica iscrota
Matermdatica Financaira
OTirmiracio

Planilha A
oo Bl ol oo
Programuad i

T xtc

T o o rT g O
Waotores o Matrizes

o 1% ol

{

H

oL =

Colar Exibir sjuda Online =

Figura 3.7: Caixa de ajuda com os comandos organizados por areas.

Caso o usuario deseje trabalhar com mais de uma janela simultaneamente,
pode fazer. Para isso, s6 abrir as janelas com as quais pretende usar. Pode explorar
varios aspectos. A Figura 3.8 traz as janelas dlgebra, visualizacdo e visualizacao 2D
mostrando os elementos algébricos da funcao tangente, funcao tangente no ciclo e grafico

(tangentoide), respectivamente.

] | Judsa o
B 8- ov|a o] =

H

H

.
.
.

Eriata

Figura 3.8: Janela algebra, janela de visualizacao e janela de visualizacao 2D interagindo.

Se em algum momento o usudrio desejar rever sua construcao ele pode langar
mao da janela Protocolo de Construgao para verificar seu passo a passo e assim corrigir ou
modificar algum objeto. O protocolo de construcao da Figura 3.8 é mostrado na Figura

3.9.
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¥ Probocole dé Consbrucho bl
B~ &~ |2 & e
M. |Mome [Descricio [Valor [Legenda
1 Cirgulo ¢ Circulo coem centro (0, 0)e raio 1 cxey=1
2 Pando & Ponlo diy inbgrsecho de ¢, EixoX A=(1, 0)
3Ponte B Panto 50008 ¢ B = (0.08, 1)
4 Pante O 0=i00)
SAngule o Angula entre 0,8 =852
& Sermirreta g Semimela com crigem O g-iE+008y=0
passandd por B
TRetat Reta passando por Ae paralelaax tx=1
=0
BPonto C Porilo di intersecko def, g =1 11.91)
Sacod ArcoCinculaf. & B d=1.49
10 Segmento h Sagmento (4, C] h=1191
11 Pondo O (. hglal) D={149 11.51)
o TR R - v | [ Reproduzic s

Figura 3.9: Protocolo de construgao.

Caso o usuério deseje mais informagoes, pode consultar manuais na internet.
Também é possivel realizar cursos a distancia do aplicativo. Porém, o software é bem
didatico, ou seja, as ferramentas e comandos trazem informacoes de como serem usados,

como pode ser visto na Figura 3.10.

{2 GeoGebra - 0 X
Ao Editar Extir Cln‘_;ies Femamentas Janela Audz Enlrar,

™ 5| 7
"By —— v v | Farer exirusdo para Pirimide ou Cone

Arraste um poligenoloioulo, ou Sebecions um poligeno/droulo € entre com uma aRura gara oriaruma pirimide/cone refo

Figura 3.10: Ferramenta de extrusao para piramide ou cone na janela de visualizacao 3D.
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4 A Utilizacao do GeoGebra na Resolucao de

Problemas de Analise Combinatoria

Este capitulo é dedicado a utilizacao do GeoGebra na resolucao de problemas
de contagem, binomio e probabilidade onde mostra-se o passo a passo para a confeccao
dos objetos no aplicativo. O ensino de andlise combinatoria, com énfase em Geometria,
necessita que os axiomas, defini¢oes, proposigdes (teoremas) e propriedades estejam bem
claros para que possam ser usados na resolucao de determinada questao. Deste modo,
esses conceitos precisam ser resgatados sempre. Neste ponto, o GeoGebra torna-se im-

prescindivel para essa tarefa.

4.1 Problemas de Contagem

A seguir apresenta-se axiomas importantes de Geometria.

Axioma 4.1.1. (Ezisténcia) Trés pontos nao colineares determinam um tinico plano que

passa por eles.

O axioma de existéncia pode ser visualizado utilizando o GeoGebra, como

mostra a Figura 4.1 ,seguindo os seguintes passos:

1. No menu “Exibir” exiba a janela de visualizacao 3D e feche a janela de visualizacao;

2. Esconda o plano e os eixos coordenados e crie, usando o campo de entrada, os pontos

A, BeC;

3. Com a ferramenta (plano por trés pontos), clicando sobre os pontos A, B e

C, crie o plano a;

4. Como os objetos (pontos A, B e C) sao livres, pode-se movimentar os pontos para

verificar que o plano a fica bem determinado por eles.
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Figura 4.1: Axioma de existéncia.

Teorema 4.1.1. Se uma reta e um ponto sao tais que o ponto nao pertenca a reta, entao

eles determinam um unico plano que os contém.
Demonstracao:

Hipétese Tese
(Per)=EFalPeaer Ca)

Sendo um problema de existéncia e unicidade, a demonstracao foi dividida em

duas partes.
1* parte: Existéncia

a)Construgao:
Tomando em r dois pontos distintos, A e B.
Os pontos A,B e P, nao sendo colineares (A, B € r e P ¢ r), determinam um

plano a.

b)Prova de que « é o plano de r e P.

a=(A,B,P)
a=(A,B,P)=Pca =rCao
A#B;A,Ber

Logo, existe pelo menos o plano « construido por r e P. Indicado por a =
(r, P).

2% parte: Unicidade

Provando que « é o tnico plano determinado por r e P.
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Se existissem a e o por r e P, teria:

(= (r,P);A,Ber)=a=(AB,P)
(o/ =(r,P);A,Ber)=dao =(A,B,P)

= a=da

Utilizando o GeoGebra, para a visualizacao deste teorema, tem-se a Figura

4.2.

1. Com a janela de visualizacao 3D aberta e com eixos e plano ocultos, criam-se os

pontos A e B, digitando as coordenadas no campo de entrada;

2. Usando a ferramenta === (veta), determina-se a reta f que passa por A e B;
3. No campo de entrada, cria-se o ponto C' nao pertencente a reta f;

4. No campo de entrada determine o plano a com o comando“Plano[C, f |7;

)

5. Com a ferramenta

(girar janela de visualizagao 3D) para melhor visualizagao.

Figura 4.2: Plano determinado por uma reta e um ponto fora dela.

Problema 4.1. (ENQ-2016.1/ADAPTADA) Considere os pontos A, B, C, D, E e F de

um cubo distribuidos como na figura abaixo.
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Determine o nimero de planos que passam em pelo menos trés desses pontos.

Solugao:

Inicialmente, nota-se que os pontos A,B e C sao colineares, da mesma forma

que os pontos D,E e F. Toma—ser:fﬁ:j@:@es:m:m:ﬁ.

Usando o axioma da existéncia e o teorema da determinagao, pode-se resolver

este problema de contagem.

Seja a;, 1 =1,2,3,4,5,6, um dos planos determinados por pelo menos trés dos

pontos A, B,C, D, E e F da figura.
ag=(r,D),as = (r,E),as = (r,F),aq = (s,A),a5 = (s, B) e ag = (s,C)

Afirmacao: nao existe outro plano, além dos citados acima, que passe por pelo menos trés
dos pontos A, B,C, D, E e F. De fato, supondo que existe um plano [, diferente de o;
(1=1,2,3,4,5,6), que contém a reta t = ﬁ e que passe por B. Assim, f = (A, B, E).
Ora, ﬁ = r. Portanto, = (r, E) = ay. Seguindo este raciocinio, mostra-se que existe
apenas seis planos determinados pelos pontos dados. Para uma melhor visualizacao,
serda utilizada uma regiao triangular para representar um plano determinado por trés
pontos nao colineares. A Figura 4.3 mostra os seis planos determinados pelos pontos

A B,C,D,EeF.
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Figura 4.3: Planos determinados pelos pontos A, B,C, D, FE e F.

Embora se trate de uma questao de contagem simples, o uso do GeoGebra
para sua resolucao mostra-se importante por resgatar conceitos de geometria euclidiana.

Para verificar através do GeoGebra deve-se:

1. Com a janela de visualizagao 3D aberta, digitar, no campo de entrada, o comando

“cubo[(0,0,0),(1,0,0)]”;

2. Em segmento, na janela algebra, clicar com o botao esquerdo do mouse no primeiro
segmento (arestal), segurar a tecla shift, clicar com o botao esquerdo no ultimo
segmento (arestaEF), com o botao direito do mouse, clicar em exibir rétulo (os

nomes das arestas ficam ocultos);

3. Clicar na seta que antecede o nome janela de visualizagao, onde aparecera a barra

ﬁ‘fm'v:-:v T - - -

W v
., em seguida clicar na primeira ferramenta
(exibir eixos) e na terceira (exibir plano zy) para ocultar os eixos coordenados e o

plano z = 0;

4. Com o botao direito do mouse, clicar nos vértices e renomear para ficar de acordo

com o da figura, em seguida esconder os demais;
5. Criar as retas 7 e s que passam por A e C' e D e F, respectivamente;

6. Com a ferramenta ponto em objeto, criar os pontos B e E, respectivamente, sobre

as retas r e s;

7. No campo de entrada digitar “Poligono[A,C,F]” para obter o triangulo (plano) que

contém os pontos A, C e F;

8. Seguir o passo 7 (sete) para obter os demais planos.
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Problema 4.2. (OBMEP/Banco de Questoes 2014). Pedrinho estd brincando de fazer
arranjos com palitos. Ele dispoe seus palitos formando triangulos equilateros, como mostra

a figura abaixo:

Pedrinho quer pintar cada palito de seu arranjo de tal forma que cada triangulo tenha
seus lados pintados de exatamente duas cores diferentes. Para isso, ele dispoe de tintas

na cor vermelha, azul e amarela. De quantos modos ele pode pintar o arranjo?

Solucao: Lancando mao do PFC, h4 3% maneiras de colorir os segmentos AG, BG,CG, DG, EG

e FG. Um possivel arranjo de cores é mostrado na Figura 4.4.

E D
L

B

.'5.

Figura 4.4: Arranjo de cores para os palitos de dentro do hexdgono.

Para completar a solugao do problema, nota-se que independentemente de
como os palitos do centro foram pintados, ha sempre duas possibilidades para se pintar os
palitos que formam os lados do hexdgono, como mostrado na Figura 4.5 . Assim, tem-se
26 maneiras de pintar os lados do hexdgono. Como sao 3% modos de pintar os palitos de

dentro, pelo PFC se chega o resultado de 2° - 35 = 46656.
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A

Figura 4.5: Um arranjo de cores para os palitos.

Para realizar essa construcao, no GeoGebra, deve-se seguir os passos:

1. Com a janela de visualizagao aberta e ocultos os eixos, dé o comando Poligono[(0,0),

(3,0),6] para criar o hexdgono regular;
2. Para obter os vértices do poligono (poll), digite no campo de entrada “vértice[poll]”;

3. Oculte o poligono clicando com o botao esquerdo, na janela algebra, sobre o ponto

azul que antecede poll;

4. Ainda no campo de entrada, digite “CentrodeGravidade[poll]” para obter o centro

(ponto G) do hexdgono;

N

5. Com a ferramenta I(segmento), crie os segmentos AG, BG,CG, DG, EG e

FG,

6. Com a ferramenta -!(segmento), crie os segmentos AB, BC,CD,DE,FEF e
FA,

7. Clique com o botao esquerdo do mouse no primeiro segmento f, na janela algebra,
segure a tecla shift do teclado, clique com o botao esquerdo no ltimo segmento r e

esconda os rotulos;
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8. Para aumentar a espessura dos segmentos clique com o botao esquerdo do mouse no
primeiro segmento f, na janela algebra segure a tecla shift do teclado, clique com o
botao esquerdo no tltimo segmento r e clique na seta que antecede o nome janela
de visualizagao e na segunda seta altere a espessura (estilo de linha) de acordo com

sua necessidade;

9. Para colorir os segmentos clique com o cursor sobre o segmento desejado, em seguida

clique na seta que antecede janela de visualizacao e depois na primeira seta.

Problema 4.3. Uma cidade é formada por 12 quarteiroes dispostos segundo a figura
abaixo. Uma pessoa sai do ponto P e dirige-se para o ponto ) pelo caminho mais curto,
isto é, movendo-se da esquerda para direita, ou de baixo para cima. Nestas condigoes,
quantos caminhos diferentes ele podera fazer, se existem 2 ruas “horizontais” e 3 “verti-

cais”?

Solucao: Cria-se, inicialmente, uma lista de pontos que represente as esquinas dos quar-

teirdes e alguns caminhos, como ilustra a Figura 4.6, seguindo os passos:

1. Com a janela de visualizagao aberta, no campo de entrada, digita-se o comando

h ={(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0), (1,1), (1,2), (1,3),(2,0),(2,1),(2,2), (2,3), (3,0),
(3,1),(3,2),(3,3),(4,0),(4,1),(4,2), (4,3)} para criar uma lista de pontos;

2. Na janela algebra, com o botao esquerdo, clique na bola que antecede a lista [; para

que os pontos aparecam na janela de visualizagao;

3. Oculte os eixos coordenados;

4. Na barra de ferramentas clique na terceira ferramenta e procure por

nho poligonal);
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5. Clique, comegando pelo ponto (0,0), em cada ponto até chegar ao ponto (4, 3), em

seguida clique no ponto (0,0) para determinar o caminho poligonal f;
6. Crie outro caminho de acordo com o passo 5;

7. Na janela algebra, oculte os rotulos dos pontos de A a N e os rétulos dos caminhos

feug;

8. Renomei os pontos A e H para P e (), respectivamente, e exiba os rétulos de P e

Q;

9. Ainda na janela dlgebra, selecione o caminho f e altere a cor e a espessura (estilo de

linha);

10. Faca o mesmo com o caminho g.

® I 4 4
= L ® @
Figura 4.6: Dois caminhos de P até Q.

Como ha apenas duas maneiras de se mover (da esquerda para direita e de
baixo para cima) entre os quarteirdes. Nota-se que, saindo de P até ), deve-se percorrer
sete lados dos quarteiroes. Na figura 4.6 estao mostrados dos caminhos CCCDDDD e
DCDDDCC, onde C é se deslocar para cima e D se deslocar para direita. Observa-se que
o problema trata-se de permutacao com repeticao, pois permutando os C' e os D obtem-se

caminhos diferentes. Pela férmula de permutacao com repetigao tem-se o resultado:

3,4 7‘

Definicao 4.1. Seja n > 3 um natural e A, As, ..., A, pontos distintos do plano. Diz-
. S ,

se que A;Ay, é um poligono (convexo) se, para 1 < i < n, a reta A;A;;; nao contém

nenhum outro ponto A;, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela

determina (aqui e no que segue, Ag = A,, A1 = A1 e Ao = Ay).
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/ /,'L :
~
e ) /
e P
Figura 4.7:“3Hexégono.
Os pontos Ay, As, ..., A, sdo os vértices do poligono.

Os segmentos A; Ay, AsAs, ..., A, 1A,, A, A1 sao os lados do poligono.

Uma diagonal de um poligono é qualquer um dos segmentos A;A; que nao seja

um lado do mesmo.
Alguns casos:
Para n = 3 nao tem o que fazer, pois triangulo nao tem diagonal.

Para n = 4 tem-se 2 diagonais, como mostra na Figura 4.8.

N

Figura 4.8: Diagonais de um quadrilatero.

Para n = 5 tem-se 5 diagonais, como mostra na Figura 4.9.

N A\

Figura 4.9: Diagonais de um pentagono.

Problema 4.4. Determine o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados.
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Solucao: Com auxilio do GeoGebra para contar o nimero de diagonais, como mostrado

nas Figuras 4.8 e 4.9, pode-se inferir o nimero de diagonais de acordo com a defini¢ao

4.1. O ntimero para obter segmentos com os vértices do poligono ¢ C? = 2!(;{2)! = "("2_1).

Mas, ai estao sendo contados os segmentos que sao os lados do poligono. Logo, deve-se

n(n—3)
—5 -

(n=1)

retirar o nimero n de lados. Portanto, o nimero de diagonais é “— —n =

Problema 4.5. Para pintar a bandeira da figura estao disponiveis as seis cores dadas,

sendo que regides adjacentes devem ser pintadas de cores diferentes.

a)Qual é o nimero minimo de cores a serem usadas?

b)De quantos modos a bandeira pode ser pintada?

Solucao: Um problema tipico em que se faz necessario o uso de alguma ferramenta que

auxilie o professor na resolucao do mesmo.

Por se tratar de um problema que envolve combinacoes de cores, usa-se o
GeoGebra e com poucos passos confeccionam-se algumas bandeiras, conforme Figura 4.10,

e em seguida se conjectura o resultado.

Figura 4.10: Algumas possibilidades de cores para a bandeira.
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Para a confeccao das bandeiras da Figura 4.10, no GeoGebra, devem ser se-

guidos os passos:

1. Na janela de visualizagao esconda os eixos e exiba a malha;

2. Crie os pontos A = (—1,2),B = (—1,1),C = (2,1),D = (2,2),E = (2,0),F =
(_170)7G = (2a _1)aH = (_17_1)7] = (3a 2) eJ= (37_1)7

3. No campo de entrada, dé-se os comandos “Poligono[A, B, C, D]”, “Poligono[B, C,
E, F]”, “Poligono[F, E, G, H]” e “Poligono[D, I, J, G]”, por vez;

4. Na janela algebra esconda os pontos e os rotulos dos segmentos;

5. Para alterar as cores dos poligonos va na janela algebra, no canto superior esquerdo
e clique na seta que antecede o nome janela de visualizacao, em seguida clique na
primeira ferramenta (cor e transparéncia), escolha a cor desejada e aumente a cor

de transparéncia.

Inicialmente, observa-se que as listras horizontais nao podem ser pintadas com
a mesma cor da listra vertical e que a primeira listra horizontal e a tltima podem ter a
mesma cor. Assim, para o item a, o nimero minimo de cores é 3. Com a restricao de nao
poder ter listras adjacentes de mesma cor e com as observagoes feitas quando sao criadas

algumas bandeiras, tem-se:

1. Para primeira e terceira listras horizontais de mesma cor tem-se 6 - 5 -4 = 120

possibilidades;

2. Para primeira e terceira listras horizontais de cores diferentes tem-se 6-5-4-3 = 360

possibilidades.

Logo, tem-se 120 + 360 = 480 maneiras de pintar a bandeira.

4.2 Problemas de Bindmio de Newton e de Probabilidade

Problema 4.6. (Teorema das Linhas) Mostre que C° + C! + C? + ...+ C" = 2™

Solugao: Com o auxilio da planilha eletronica monta-se o Triangulo de Pascal, visto na
Figura 4.11. Em seguida, faz-se uma conjectura para as somas. Obtendo assim, como

resultado para as somas, poténcias de base 2.
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* Planilha
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Figura 4.11: Triangulo de Pascal confeccionado na janela planilha do GeoGebra.

Lancando-se mao do principio de indugao finita:

Seja P(n) a afirmacao Cp + C} + C2 4+ ... 4+ C? = 2", para todo n natural.

P(0) é verdade. De fato, C0 = 2 =1 = 20,

0!

Supondo que P(n) seja vélido para todo n natural.

Verificando a validade para P(n + 1),

CoO 4+ C  +C2  +. . 4O +CH =C0  +CO+CL+C L+ C2 4. +

Cr4+Cr+COmrtt =2(C0+Cr+C2+ ... +C)+0=2.2" =21
Logo, P(n) é valida para todo n natural.

Para confeccao do triangulo de Pascal na planilha, os passos sao:

1. Digite 1 na célula Al, em seguida dé um enter, depois clique e arraste o canto

inferior direito da célula Al até a célula All;

2. Digite 1 na célula B2, em seguida digite a férmula = B2 + 1 na célula B3, depois

clique e arraste o canto inferior direito da célula B3 até a célula B11;

3. Digite 1 na célula C'3, em seguida digite a férmula = C'3 + B3 na célula C'4, depois

clique a arraste o canto inferior direito da célula C'4 até a célula C'11;

4. Repita os passos do item anterior até fechar o triangulo;

5. Para obter as somas, use a férmula = soma(A4 : D4), para a linha 4 por exemplo,

na célula F4.

Problema 4.7. Em um grupo de r pessoas, qual é a probabilidade de haver pelo menos

duas pessoas que facam aniversario no mesmo dia?
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Solucdo: Este problema foi apresentado como exemplo (exemplo 1.8) da segao 1.8 do

capitulo 1. Na qual foi resolvido sem auxilio de qualquer recurso tecnolégico. No entanto,

ao lancar mao da planilha do GeoGebra, como mostra a Figura 4.12, fica mais claro como

¢é obtido o numero de casos favoraveis e o nimero total de casos.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

dﬂl (12} Z

= I @~ O~
A | 8 c | o | E r el + | I

1 1 . JI65 | . . NTC | MNCF ?f"—'-:l— 1-Piay) |

a2 2 364 133225 132860 099726  0.00274
3 . 3 363 43627125 48228180 0.9913 0.0082
2| 4 362 17748900625 1745860 098364  0.01636
5 | 5 381 478348728125 6302555. 097286 002714
8 | 5 360 2364507285765625 2268919 005954 004045
7 7 359 863078000304453120 8145422, 094376  0.05624
8 8 358 31502347339612540... 2916061... 0.92566 007434
9 9 357 11408356778058577.. 1041032 000538  0.00462
10 | 10 A56 41969002243193805... 2706020... 0.88205 011695
11 |
12 .

Figura 4.12: Planilha com as probabilidades de haver pelo menos duas pessoas que facam

aniversario no mesmo dia (1-P(A)) e em dias diferentes(P(A)).

Para a confeccao das probabilidades na planilha basta seguir os passos:

Digita-se 1 (um) na célula A1, em seguida na célula A2 digita-se a férmula = 1+ A1,
clique com o botao esquerdo do mouse no canto inferior direito da célula A2 e arraste

até a célula A10;

Digite 365 na célula B1, em seguida, na célula B2 digite a férmula = B1 — 1, clique
com o botao esquerdo do mouse no canto inferior da célula B2 e arraste até a célula

B10;

Na célula E2, digite = 36542, clique com o botdo esquerdo do mouse no canto

inferior direito da célula E2 e arraste até a célula E10;

Na célula F2, digite = produto(B1 : B2). Aqui nao é preciso digitar Bl : B2,
para isso, apds digitar = produto(, clique com o botao esquerdo do mouse em Bl e

arraste até B2, em seguida dé um enter;
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D.

10.

Na célula F'3 digite = produto(B1 : B2 : B3). Aqui nao ¢ preciso digitar B1 : B2 :
B3, para isso, apds digitar = produto(, clique com o botao esquerdo do mouse em

B1 e arraste até B3, em seguida dé um enter;
Repita o procedimento até a célula B10;
Na célula G2 digite a féormula = F'2/E2, em seguida enter;

Clique com o botao esquerdo do mouse no canto inferior direito da célula G2 e

arraste até a célula G10;

Na célula H2 digite = 1 — G2, clique com o botao esquerdo do mouse no canto

inferior direito da célula H2 e arraste até a célula H10;

Na barra de Menu va em Opcoes > Arredondamento e altere para 5 casas decimais.
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5 O Porqué do GeoGebra e Resolucao de Problemas

Neste capitulo mostra-se o porqué da escolha do software GeoGebra como
recurso tecnolégico para a resolucao de problemas de contagem e os desempenhos de duas
turmas no INSTITUTO FEDERAL DO MARANHAO-IFMA, Campus Bacabal com o

uso do GeoGebra na resolucao de problemas e sem o uso do GeoGebra.

5.1 Por que o GeoGebra?

Por se tratar de um software livre (disponivel em varias plataformas, como
exemplo: windows, linux), de ficil manipulagao, que pode ser instalado em celulares,
computadores ou tablets, fazendo com que o software tenha facilidade de acesso para o
usuario, acredita-se que o aplicativo seja uma ferramenta de grande ajuda no processo de

ensino-aprendizagem.

No entanto, h& poucos trabalhos que tratem do conteiido de analise combi-

natoéria através do GeoGbera.

Além disso, uma pesquisa foi realizada por meio de um questionario eletronico,
confeccionado no Google Drive (disco virtual com armazenamento gratuito na nuvem do
Google) nos meses de junho e julho de 2016 com 19 professores, para saber se as escolas
onde eles lecionam dispoem de recursos tecnologicos, se usam algum recurso em sala, entre

outros.

Dentre os entrevistados, observou-se que a maioria tem a sua disposi¢ao algum

recurso tecnologico fornecido pela escola. Isso é constatado na Figura 5.1.
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Escolas que Dispdem de Recurso
Tecnologico

| 5

EMNAD

Figura 5.1: Percentual de escolas que dispoem de recurso tecnolégico.

Embora a maioria das escolas tenham o recurso tecnoldgico disponivel, cabe

ao professor ter conhecimento do que pode levar para sala de aula e utilizar da melhor

forma possivel. A Figura 5.2 mostra que um percentual pequeno ja usou, em sala de aula,

um software no ensino de andlise combinatdria.

Professores que Usam (Usaram)
Software no Ensino de Analise
Combinatoria

0% 5%

B ASVEZES

B USAM(USARAM)

B NAD USAM

Figura 5.2: Percentual de professores que usam (usaram) algum software no ensino de

andlise combinatdria.

Assim, com o conhecimento de que existe no mercado um aplicativo gratuito,

disponivel em varias plataformas e que pode ser utilizado para auxiliar na resolugao de

problemas, nao somente de andlise combinatoria, como de outros conteidos e até de outras
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areas, tem-se a oportunidade, com este trabalho, e outros que também trazem o GeoGebra
como ferramenta de ensino-aprendizagem em outros conteudos matematicos, a chance de

fazer um bom uso do aplicativo para ajudar no ensino de Matemaética.

Fazer com que o aluno participe mais das aulas e tenha interesse pelo contetudo,
exige que o professor esteja atualizado em sua metodologia de ensino e recursos. Desta
forma, como se pode observar na Figura 5.3, grande parte dos entrevistados consideram
que é importante que o aluno tenha contato com algum software que auxilie na aprendi-

zagem.

E Importante Software no Ensino de
Matematica?

0%

ESIM
mNAD

B ASVEZES

Figura 5.3: Percentual de professores que consideram importante que o aluno use software

na aprendizagem de Matemaética.

Contudo, a principal motivacao da realizacao deste trabalho foi a de trazer
para o aluno um recurso que possibilite que ele faca observagoes, trace caminhos e faca

conjecturas de forma dinamica para lhe ajudar a resolver problemas de contagem.

5.2 Resolvendo Problemas, em Sala de Aula, Com e Sem o Uso

do GeoGebra

No capitulo 4 foram apresentados alguns problemas resolvidos com o auxilio do
GeoGebra. Nesta secao, analisam-se os resultados obtidos quando trabalhados o contetdo

de analise combinatoéria e a resolucao de problemas solucionadas com e sem o auxilio do
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GeoGebra em sala de aula no Instituto Federal do Maranhao - IFMA, Campus Bacabal,
nas turmas do curso Técnico em Informdtica Integrado ao Ensino Médio! mddulos 111 e
V, turno matutino, vistas na Figura 5.4, nos meses de fevereiro e marco de 2017. Essas
questoes foram trabalhadas dessa maneira afim de analisar se, na turma em que o Ge-
oGebra fora utilizado, houve melhor assimilacao e entendimento por parte dos discentes
com o conteido estudado e onde se pode melhorar no uso do aplicativo. No IFMA -
Bacabal, o ensino integrado é modular, isto é, por ano as turmas cursam dois médulos.
Assim, embora as turmas escolhidas fossem de médulos diferentes, o contetido de andlise
combinatoria foi ministrado pela primeira vez em cada. Pois, dependendo do andamento

dos mdédulos, alguns conteidos sao vistos em modulos diferentes.

Figura 5.4: A esquerda turma do médulo V e a direita turma do moédulo II1.

A escolha da turma (Técnico em Informdtica Integrado ao Ensino Médio
Médulo IIT) em que o software GeoGebra iria ser utilizado foi tomada levando em consi-
deracao uma aluna portadora de deficiéncia auditiva, pois o sentido da visao seria mais
explorado. Vale ressaltar que o IFMA-Bacabal dispoe de uma intérprete de libras, de
acordo com a lei n°® 10.436 de 24 de abril de 2002. A Figura 5.5 mostra o professor usando
o GeoGebra para explicar para uma aluna portadora de deficiéncia auditiva, com ajuda
da intérprete de libras, a seguinte questao: De quantos modos podemos formar uma senha

numérica de quatro digitos distintos?

!Este curso destina-se a estudantes que concluiram o Ensino Fundamental em idade escolar regu-
lar. A matriz curricular oferta componentes (disciplinas) da formacao geral e da formagao profissional,

obedecendo o perfil do curso.
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Figura 5.5: Aluna portadora de deficiéncia auditiva.

Para dar celeridade ao processo, optou-se por utilizar o aplicativo por meio de
data show. Nada impedindo que os alunos baixassem o aplicativo e fizessem o manuseio.
Porém, assim sendo, teria que ser dado um curso basico de GeoGebra. O que nao é o foco

deste trabalho.

As aulas tiveram duracao de 50 minutos cada. Ao todo foram ministradas 8
aulas na turma de modulo V e 10 aulas na turma de modulo III, pois nesta, por conta
da aluna portadora de deficiéncia auditiva, gastou-se mais tempo nas explicagoes. No
entanto, as duas turmas viram os mesmos tépicos e foram resolvidas as mesmas questoes
(algumas apresentadas no capitulo 4). A figura 5.6 mostra a questao “Dados 10 pontos
no plano, 3 a 3 nao colineares, quantas retas podemos tracar por dois destes pontos?”
resolvida com e sem o auxilio do GeoGebra. Focou-se nas aulas no principio multiplicativo,
fazendo com que o aluno se desprenda de ficar se preocupando com qual férmula usar para
resolver determinda questao. “Nao faca féormulas demais ou casos particulares demais.

Isso obscurece as ideias gerais e torna as coisas mais complicadas” (LIMA, 2016).
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Figura 5.6: Questao resolvida sem e com o auxilio do GeoGebra, respectivamente.

Ao terminar o conteudo, aplicou-se uma verificacao de aprendizagem contendo
8 questoes nao resolvidas em sala, sendo metade de Algebra e a outra metade de Geome-

tria, onde o professor analisou o desempenho das duas turmas conforme Figura 5.7.

Acert
Turmas Lot Total
Geometria Algebra
Informaticalll 30 B0 90
InformaticaV 22 42 64

Figura 5.7: Tabela com o nimero de acertos das turmas por area.

Como a quantidade de alunos de cada turma, no dia em que foi aplicada a
verificagdo de aprendizagem, era desigual (36 alunos na turma de Informatica III e 30
alunos na turma de Informética V), foi tomado o quociente entre o nimero de acertos e a
quantidade de alunos de cada turma, afim de fazer um comparativo entre os desempenhos.
Desta maneira, observou-se que, em Geometria, a turma (Informatica III) onde o profes-
sor usou o GeoGebra obteve desempenho 14% superior a outra turma (Informatica V).
Enquanto que em Algebra, a primeira obteve desempenho de 19,05% superior a segunda.
Analisando os desempenhos como um todo, a turma em que o professor langcou mao do
GeoGebra como ferramenta de ensino superou a outra em 17,19%. Acredita-se que o
GeoGebra foi um recurso tecnolégico importantissimo para que os alunos pudessem op-
nar a cerca de outras situacoes que poderiam ser consideradas para solucao das questoes.
Além de possibilitar uma visao geométrica “tridimensional” e com riquezas de detalhes.

Também vale ressaltar os resgastes feitos sobre conceitos basicos de geometria euclidiana,
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postulados e axiomas. Este fato contribuiu para um melhor entendimento dos problemas.
Na contra-mao, teve-se a dificuldade de se trabalhar no quadro negro conceitos béasicos

de geometria euclidiana.

No decorrer das aulas, destaca-se que houve varias discussoes acerca do uso
do aplicativo nas aulas. Inclusive um ponto que chamou atencao do professor foi que o
programa poderia ser utilizado nas avaliacoes, visto que o mesmo foi usado durante as

aulas.

Uma discussao girou em torno do aplicativo em alguns momentos: tirar o foco
do problema. Porém, percebeu-se que os alunos que fizeram essa ponderacao estavam

dispersos em sala. Uma vez que grande parcela da turma intercedeu a favor da continuagao

do uso do GeoGebra.

Questoes que foram resolvidas sem planejamento prévio tiveram um gasto de
tempo de aula, ja que o professor precisou fazer a construcao do problema para em seguida

fazer as observagoes.

Fator de extrema relevancia apontada a favor do uso do GeoGebra em sala foi
a dinamicidade que o software disponibilza, fazendo com que se possa visualizar o mesmo

problema por varios angulos.

Como citado anteriormente, sobre a escolha da turma onde o GeoGebra iria
ser utilizado, um fato que nao poderia ser deixado de mencionar é o do aplicativo ajudar
alunos que tenham alguma deficiéncia. No caso, a turma tinha uma aluna portadora de
deficiéncia auditiva. Nas aulas, esta aluna interagia mais com o professor. Em determi-

nados momentos, dispensando até a ajuda da intérprete.
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6 Consideracoes Finais

Este trabalho teve como foco a resolucao de problemas de contagem com ajuda
do software GeoGebra. Para isso, mostrou-se alguns problemas resolvidos com auxilio do

aplicativo e como foram confeccionadas as construgoes.

O GeoGebra, como ferramenta no auxilio na resolucao de problemas de conta-
gem, constréi um aspecto muito importante dentro da andlise combinatoria: o raciocinio
construtivo. Pois, ao se fazer conjectura para um problema, infere-se sobre o caminho e
técnica a serem usados para se chegar ao resultado correto. Para isso, o GeoGebra dispoe
de um aspecto importante que é sua dinamicidade, permitindo analisar um problema de
varias maneiras. O que o torna um aplicativo de destaque entre as tecnologias usadas por

professores em varios paises do mundo.

Realizou-se uma pesquisa para saber se os professores usam algum recurso
tecnolégico para o ensino de andlise combinatoria e se consideravam importante que os
alunos tivessem contato com recursos tecnolégicos para o ensino de Mateméatica. Porém,
¢ imprescindivel que o professor se disponha a trazer para sala de aula essa tecnologia, que
requer uma preparacao e planejamento para fazer um bom uso. Senao, o professor corre o
risco de dificultar o aprendizado do aluno, pois ao fazer a manipulacao sem o planejamento,

o aluno se dispersa, uma vez que o foco no problema passara para o manuseio do aplicativo.

Para mostrar o ganho que se tem ao usar o GeoGebra na resolucao de pro-
blemas de contagem, foram selecionadas duas turmas do curso Técnico de Informatica
integrado ao Ensino Médio do IFMA /Bacabal, em médulos com contetido programaético
da disciplina equivalente ao 2° ano do Ensino Médio regular, onde se trabalhou o contetido
de andlise combinatéria sem e com o uso do GeoGebra. Confrontou-se os desempenhos
das mesmas apds uma verificacao de aprendizagem, onde se observou que a turma onde
o professor lancou mao do uso do aplicativo nas aulas teve um desempenho superior em

comparagao a outra turma.

Acredita-se que o software possa ser usado com carater inclusivo. Visto que,

neste trabalho, teve uma aluna portadora de deficiéncia auditiva, onde se percebeu mo-
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tivacao da mesma no decorrer das aulas. Desta maneira, tem-se a perspectiva de seguir
com o ensino inclusivo de Matematica para esse publico que aumenta a cada dia nas

escolas, nao os deixando passivos nas aulas, mas os tornando ativos e motivados.
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