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Resumo

Devido a demanda por equipamentos de alto desempenho e o custo crescente da
energia, o setor industrial desenvolve equipamentos que atendem a minimizacao dos
seus custos operacionais. A implantagao destas exigéncias geram uma demanda por
projetos e implementagoes de sistemas de controle de alto desempenho. A teoria de
controle 6timo é uma alternativa para solucionar este problema, porque considera
no seu projeto as especificacoes normativas de projeto do sistema, como também as
relativas aos seus custos operacionais. Motivado por estas perspectivas, apresenta-se
o estudo de métodos e o desenvolvimento de algoritmos para solugao aproximada
da Equacao Hamilton-Jacobi-Bellman, do tipo Equacgao Discreta de Riccati, livre
e dependente de modelo do sistema dinamico. As solugoes propostas sao desenvol-
vidas no contexto de programacao dinamica adaptativa (ADP) que baseiam-se nos
métodos para o projeto on-line de Controladores Otimos, do tipo Regulador Linear
Quadratico Discreto. A abordagem proposta é avaliada em modelos de sistemas
dinamicos multivariaveis, tendo em vista a implementagao on-line de leis de controle

otimo.

Palavras-chave: Teoria de Controle Otimo, Regulador Linear Quadratico Discreto,
Equacao Hamilton-Jacobi-Bellman, Programagao Dinamica Adap-

tativa, Modelos Multivariaveis.
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Abstract

Due to the demand for high-performance equipments and the rising cost of energy;,
the industrial sector is developing equipments to attend minimization of the theirs
operational costs. The implementation of these requirements generate a demand
for projects and implementations of high-performance control systems. The optimal
control theory is an alternative to solve this problem, because in its design considers
the normative specifications of the system design, as well as those that are related
to the operational costs. Motivated by these perspectives, it is presented the study
of methods and the development of algorithms to the approximated solution of the
Equation Hamilton-Jacobi-Bellman, in the form of discrete Riccati equation, model
free and dependent of the dynamic system. The proposed solutions are developed
in the context of adaptive dynamic programming that are based on the methods for
online design of optimal control systems, Discrete Linear Quadratic Regulator type.
The proposed approach is evaluated in multivariable models of the dynamic systems

to evaluate the perspectives of the optimal control law for online implementations.

Key-words: Optimal Control Theory, Discrete Linear Quadratic Regulator, Equation

Hamilton-Jacobi-Bellman, Adaptive Dynamic Programming, Multivariable Models.
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Capitulo

Introducao

A teoria de controle 6timo tem obtido grande sucesso em aplicagoes realizadas em sistemas
lineares, porém este sucesso, esta restrito a algumas aplicacoes on-line. De um modo geral,
os métodos sao off-line porque é necessario realizar a modelagem do sistema dinamico, o que
as vezes, é muito dificil ser realizada, devido as nao linearidades ou restri¢coes de tempo do
processo. Uma abordagem alternativa para o controle ideal, é a solu¢cao baseada em conceitos e
algoritmos matematicos de otimizacao dinamica, tais como, o método de Programacao Dinamica
de Bellman (DP) e a equacao Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)(BELLMAN, 1958) (LJUNG,
1999) e (BERTSEKAS; TSITSIKLIS, 1996). Os recursos computacionais associadas com a
realizagao das formulagoes sao elevados para a aplicagao on-line (BERTSEKAS, 1995).

Os métodos de Programagao Dinamica Aproximada (ADP) associam a aprendizagem por
reforgo (controle) e o ambiente (processo). A Aprendizagem por Reforgo (RL) é baseada na
minimizacgao do erro de Bellman e da HDP, por meio de um esquema que combina a aproximacao
da fungao valor do RLS (que é o melhor valor possivel do objetivo, escrito como uma fungao de
estado) com as politicas de melhoria. Esta Técnica é aplicada na solu¢do on-line de controle

otimo.

Dentre as diversas areas de aplicacao dos métodos on-line que necessitam de controlado-
res de alto desempenho, podemos citar os sistemas de controle de aeronaves, navios, veiculos
automotores, sistemas robdticos, controle de processos industriais, sistemas de controle de tem-
peratura de edificios, (VINTER, 2010) e (LEWIS; VRABIE, 2009b) na area médica como pode
ser verificado em (LIU et al., 2011), na estimagao on-line na area de transporte (VAHIDI; STE-
FANOPOULOU; PENG, 2005) e em estimadores de sistemas multivariaveis (LIU; DING, 2013).

As técnicas de controle 6timo tem sido usado para projetar e implemantar leis de controle de
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maneira off-line. Ja as aplicagoes de forma on-line somente passaram a ser exploradas apds o
desenvolvimento das técnicas neuro-dinamicas (ANDERSON; MOORE, 1990).

No contexto de Aprendizagem por Reforco, a importancia da solucao dos Minimos Quadrados
estd associada com a Iteracao de Politica (PI) podendo ser observada no trabalho (BRADTKE;
YDSTIE; BARTO, 1994a). Neste contexto, os autores afirmam que a PI do método dos Minimos

Quadrados (LS) é uma classe de algoritmo para aproximacao de aprendizagem por reforco.

Nesta dissertagao apresenta-se a proposta de uma metodologia para o projeto on-line de
sistemas de controle 6timo que é constituida pelas solucoes da equacao Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB) do Regulador Linear Quadratico Discreto (DLQR), Aprendizagem por Refor¢o (RL) e
métodos paramétrico do tipo Minimos Quadrados Recursivos (RLS). As solugdes propostas para

equagao de HJB-Riccati do DLQR sao classificadas em dois tipos:

1. Solugoes aproximadas pelo método RLS que baseiam-se na transformagao de Kronecker e

dos vetores de estado para formacgao da matriz regressores.

2. Solugoes baseadas em modelo que tem seus fundamentos nas recorréncias de Riccati e

Lyapunov com politica de iteragao (IP).

Apresenta-se também um método de anélise de convergéncia para a funcao valor de estado-
agao de algoritmos de Programagao Dinamica Heuristica (HDP), baseado nas métricas estatis-

ticas do estimador dos minimos quadrados recursivos (RLS).

As propriedades do RLS sao investigadas por aproximacgoes da fungao de valor na HDP.
O desempenho do algoritmo proposto é avaliado em termos da singularidade da matriz de

regressores, consisténcia e convergencia do estimador RLS quando associado a métodos HDP.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma metodologia para investigar o desempenho e a convergencia de algoritmos

da familia RLS para aplicacao on-line de Controle Otimo DLQR com aplicagoes em sistemas
MIMO.
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1.1.2 Objetivos Especificos

1. Desenvolver o algoritmo RLS-Projecao e RLS-Kaczmarz para solucao HJB-Riccati. Estes
desenvolvimentos, encontram-se no contexto de programacao dinamica heuristica depen-

dente de agao;

2. Comparar o desempenho de convergéncia dos RLS-Projecao e RLS-Kaczmarz com os

algoritmos RLS-Padrao e método de Schur;

3. Comparar as solugoes aproximadas Independentes e Dependentes de modelos mateméticos
de sistemas MIMO

1.2 Contribuicoes

As contribuigoes estao inseridas no contexto de automacao e controle, no sentido de aplica-
¢oes no setor industrial. Especificamente, as contribui¢oes podem ser vistas como investigagoes,
no contexto de estimacao paramétrica, da convergéncia do processo iterativo para determinagao
das solugoes aproximadas da Equagao Algébrica de Riccati para aplicagoes de on-line de controle

6timo. A seguir, enumera-se as principais contribuigoes:

1. Tendo em vista aplicacoes industriais de automagao e controle, tem-se como principal
contribuigao: as diretrizes para o projeto e implementagao de procedimentos e algoritmos
para realizacao do projeto on-line de sistemas de controle étimo baseados na familia do

Método dos Minimos Quadrados Recursivos e Programacao Dinamica Aproximada.

2. Algoritmos e Procedimento para a solucao aproximada da Equacao HJB matricial e qua-
drética que é conhecida como Equacao Algébrica de Riccati para o solucao do problema
DLQR.

3. Procedimento para analise da convergéncia dos métodos da familia RLS no contexto de
aprendizado por reforgo. Este procedimento baseia-se no comportamento do traco da
matrizes de ponderagao e dos autovalores do sistema dinamico que descrevem o compor-

tamento dinamico do sistema, associando custos, sintonia e dinamica especifica.
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1.3 Estado da Arte

Nesta secao sao apresentadas as sinteses dos trabalhos mais recentes que realizam investiga-
¢Oes sobre as areas de Programacgao Dinamica Adaptativa, Controle Otimo, Aprendizagem por
Reforco. Desta forma é demonstrada a relevancia das pesquisas realizadas nos Laboratorios, de
Sistemas Embarcados e Controle Inteligente (LABSECI) e Controle de Processos (LCP), da Uni-
versidade Federal do Maranhao, diante do contexto das pesquisas realizadas pela comunidade

cientifica internacional nas areas de Controle Otimo e Controle de Sistemas Inteligentes.

A Programagao Dinamica (DP) é uma abordagem para o calculo da politica de controle
6timo ao longo do tempo sob nao-linearidade e incerteza, empregando o principio da otimalidade
introduzida por Richard Bellman. Esta ao invés enumerar todas as sequéncias possiveis de
controle, somente procura estado e/ou agao de valores admissiveis que satisfagam o principio
da otimalidade. Portanto, a complexidade computacional pode ser muito melhorada em relacao
ao método de enumeracao direta. No entanto, os esfor¢os computacionais e a necessidade de
armazenamento de dados aumentam exponencialmente com a dimensionalidade do sistema, que
se refletem nas trés maldi¢oes: o espago de estado, o espaco de observagao e o espacgo de agao.

Assim, a abordagem tradicional DP limitou-se a resolver problemas de pequeno porte (SI et al.,
2009).

Para a solugao de problemas mais complexos, que necessitam de um conjunto de estratégias
mais bem elaboradas, surge como alternativa a Programacao Dinamica Adaptativa ou Aproxi-
mada (ADP). Mesmo pequenos problemas podem ser de dificeis resolugdes, caso nao se tenha
um modelo formal do processo, ou se nao for conhecida a sua funcao de transicao. Por exemplo,
pode-se observar um adverséario a jogar poker, mas nao sera possivel descrever a sua légica para

a tomada de decisoes, neste caso, nao é possivel definir a préxima jogada (POWELL, 2007).

No trabalho (WANG et al., 2011), é apresentada uma abordagem da DP para a solucao do
problema de Controle Otimo para sistemas nao-lineares discretos. E proposto a aplicacao de um
algoritmo iterativo, afim de obter a lei de controle 6timo que minimize ou maximize uma fungao
de custo, dentro de uma faixa especifica de erro, utilizando uma rede neural como aproximador

da fungao de custo.

A ADP e suas aplicagbes para controle, nos tultimos anos, tem apresentado rapidos pro-
gressos (JIANG; JIANG, 2013). Um novo horizonte tem sido explorado, sendo chamado de
Programagao Dinamica Adaptativa Robusta (RADP), tem sido desenvolvidos para o projeto
de controladores 6timos robustos para sistemas lineares e nao-lineares, sujeitos a incertezas

dinamicas e paramétricas.
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Alguns métodos de inteligéncia computacional de aprendizagem por reforco, foram reconhe-
cidos como uma aproximacao dos métodos de programacao de Bellman, reconhecidamente, é

uma ferramenta para a formulacao de politicas de controle 6timo para sistemas nao-lineares.

Para a minimizacao de uma fungao de custo para qualquer sistema nao-linear, sao apresen-
tadas duas alternativas, a primeira é denominada de método direto, onde a equacao HJB deve
ser resolvida através de técnicas matematicas e a segunda ¢ chamada de método inverso, deve
ser considerada a fungao de controle de Lyapunov e uma lei de controle realimentado. Uma
funcao de custo sera projetada de modo que a lei de controle apresentada sera 6tima para cal-
cular a funcao de custo (RASTEGARPOUR; SHAHMANSOORIAN; MAZINAN, 2013). Nesta
dissertacao é proposta uma nova metodologia, de maneira que nao ha a necessidade de resolver
a equacao HJB e o controlador subdtimo, estes serao projetados sem o uso de métodos numé-
ricos. A funcao de custo para o sistema, a funcao de Lyapunov e a lei de controle subétimo
sao projetados simultaneamente, sendo que a fungao de controle de Lyapunov serd projetada
separadamente, através de um algoritmo de Otimizacao Enxame de Particulas (PSO) ou um

Algoritmo Genético(GA).

No trabalho desenvolvido por (SONG; XIAO; LUO, 2013), é proposto um algoritmo ADP
iterativo com aproximacao de erros finitos, para a solucao de problemas de controle 6timo para
sistemas nao lineares com restricoes de controlador. Levando-se em conta as limitagoes do
controlador e um indice de desempenho nao-quadratico é introduzido. O algoritmo é usado
para obter uma lei de controle iterativo que faz com que as funcoes de indice de desempenho

iterativos possam convergir.

Na Aprendizagem por Refor¢o baseada na realimentacao das saidas e estados para o projeto
de controladores critico-adaptativos, é proposto o uso de aproximadores on-line para sistemas
discretos MIMO com disturbios limitados. Uma rede de agao é projetada para produzir o sinal
6timo e um critico realizard a avaliacao de desempenho. O critico é responsavel por calcular a
funcao de cost-to-go que estd sintonizada on-line, através de equagoes recursivas derivadas da
Programagao Dinamica Heuristica (HDP). Aqui as Redes Neurais(NN) sao utilizadas tanto para
o ator como para o critico, considerando qualquer aproximador on-line, tais como: Fungoes de
Base Radial(RBF), Légica Fuzzy e Algoritmos Genéticos. Para a realimentagao de saida, uma
NN adicional é utilizada como observador de estados(LIU; WEI, 2014).

Um Regulador Recursivo Robusto para sistemas lineares no tempo discreto, sujeitos a incer-
tezas paramétricas, é proposto em (TERRA; CERRI; ISHIHARA, 2014). A caracteristica do
regulador ideal desenvolvido é a auséncia de parametros de ajuste em aplicagoes on-line. Para

alcancar este propdsito, uma funcao de custo quadréatica com base na combinacao de funcao de
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penalidade e métodos de minimos quadrados robustos ponderados é formulado.

Um projeto de controlador 6timo continuo e discreto com base no Regulador Linear Qua-
drético no tempo continuo e discreto (CLQR e DLQR). Os controladores foram implementadas
em um sistema de acionamento pneumatico do péndulo invertido, que apresenta uma dinamica
nao-linear. O objetivo principal é projetar os controladores ideais com a especificacao dada
para o sistema e para estudar o impacto das matrizes de ponderagao sobre o comportamento

do sistema, tanto para a discreta como para a continua (HALDER et al., 2013).

Inspirado na ADP e na Equacao algébrica de Riccati (ARE), o trabalho apresentado por
(XIE; LUO; TAN, 2013), investiga uma nova estratégia de controle de rastreamento étimo
para uma classe de problemas do regulador linear quadrético (LQR) no tempo discreto com
perturbagao. O problema de rastreamento 6timo é convertido em um projeto do regulador
horizonte infinito 6timo para a dinamica de erro de rastreamento via transformagao do sistema.
Em seguida, ¢ calculada a politica de controle de rastreamento 6timo, que pode ser considerado
como uma forma de resolver o problema de controle 6timo de tempo discreto para o tempo
adiante. O algoritmo iterativo ADP via a técnica de Programacao Dinamica Heuristica (HDP),
¢ introduzido para resolver a funcao valor do sistema controlado. Para verificar sua robustez,

uma perturbacao é adicionado ao sistema controlado.

No trabalho desenvolvido por (PANNOCCHIA et al., 2013), é apresentado um método com-
putacional eficiente para resolver o problema do LQR no tempo continuo, com restricoes nas
entradas, horizonte finito e com uma tolerancia especificada em projeto. A trajetéria de entrada
de dimensao infinita é aproximada por meio de uma funcao linear por partes, em uma discre-
tizacao de tempo finito, para garantir e satisfazer a restricao de entrada. Este problema de
aproximacao, é um programa quadratico padrao de dimensao finita que sera resolvido por meio
de métodos convencionais, gerando um limite superior para funcao valor 6timo. A discretizacao
tempo finito é refinada, subdividindo os intervalos estimados para causar o maior decréscimo

na funcgao de custo.

Na dissertacao de (SILVA; LUIS, 2008), foram realizados estudos sobre a aplicagao de dois
métodos para a solugao da Equagao Algébrica de Riccati, o primeiro método proposto teve a
aplicacdo de uma Rede Neuronal Direta (RND), que tem a fungao de erro associada a (ARE).
O segundo método proposto, utilizou uma Rede Neuronal Recorrente (RNR), que converte
um problema de otimizacao restrita ao modelo de espaco de estados, em outro de otimizagao
convexa, em fungao da (ARE) e do fator de Cholesky, de maneira a usufruir das propriedades de
convexidade e condigoes de otimalidade. Neste trabalho foi realizada uma proposta para definir

os parametros para a Rede Neural Recorrente, que foram utilizadas para a solucao da equagao



Capitulo 1. Introducao 7

algébrica de Riccati por meio da geracao de superficies com a variagao paramétrica da RNR,
desta forma, realizando uma melhor sintonia da Rede Neuronal e assim obtendo um melhor

desempenho.

No trabalho apresentado por (NETO; ANDRADE, 2011), foi proposto a utiliza¢ao da Funcao
de Base Radial (RBF) para realizar a estimagao de parametros de maneira on-line para encontrar
a solugao aproximada da equagao algébrica de Riccati. A RBF diferencia-se do Perceptron de

Multicamadas(MLP) por alguns aspectos, dentre eles destacamos:

e a presenca de apenas uma camada intermediaria, enquanto que na MLP apresentam-se

varias;

e sua ativacao é realizada por funcoes de base radial, no MLP é realizada por funcoes

sigmoides, tangentes hiperbdlicas ou outras;

e A ativacao interna de cada neurénio é obtida a partir da norma euclidiana ponderada
da diferenca entre o vetor de entrada e o vetor de centro. Na RBF decrescente, quanto
maior a distancia, menor é a ativacao. Na MLP a ativagao se da pelo produto escalar dos

vetores;

e Os neuronios da saida da RBF, sao sempre lineares. O uso da RBF para a aproximacao
segundo (NETO; ANDRADE, 2011), vem da possibilidade de utilizar uma determinada

classe de fungoes por meio da combinagao linear de um conjunto de funcoes nao lineares.

1.4 Estrutura da Dissertacao

Esta Disssertacao estd organizada em 6 (seis) capitulos e 2(dois) apéndices. O contetdo
contempla técnicas de aproximacao da funcao valor usando o método dos minimos quadrados,
esquemas de melhorias de politicas de Programacao Dinamica Heuristica, desenvolvimento de
algoritmos de aproximagao para a familia dos minimos quadrados recursivos e anélise de con-

vergéncia do sistema dinamico.

No Capitulo 2 sdo tratados conceitos de Programacao Dinamica (PD), conhecida também
como otimizacgao recursiva, que baseada no principio da otimalidade, busca a resposta de como
um sistema pode aprender a melhorar o seu desempenho. As defini¢bes de Programacao Dina-
mica Aproximada (ADP), sdo de fundamental importancia no processo de decisoes on-line para

o aproximador, e no processo de aprendizagem por reforgo.
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No Capitulo 3 sao tratatados os conceitos referentes ao método dos minimos quadrados, que
consiste em uma técnica que realiza a minimizacao de uma funcao de custo, em seguida, o método
dos minimos quadrados recursivos é apresentado como ferramenta para que seja realizada uma
aproximacao on-line para a solucao da Equacao Algébrica de Riccati, e por fim, as estrutura

dos algoritmos RLS-projecao e RLS-Kaczmarz, que constituem a familia dos algoritmos RLS.

No Capitulo 4 apresenta-se um método para o projeto on-line de sistemas de controle 6timo

que baseia-se na aproximagao da Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman do tipo DARE.

No Capitulo 5 sao descritos os procedimentos aplicados na pesquisa. Neste capitulo é descrito
o método de parametrizacao para o regulador linear quadratico através do esquema ator-critico,
aproximacoes RLS e convergéncia para algoritmos de programacao dinamica heuristica, o projeto
do Regulador Linear Quadratico Discreto (DLQR) e os experimentos computacionais, além
disso, o conjunto de dados obtidos pelos experimentos computacionais que serao comparados
com o conjunto de dados que foram gerados pelo sistema, quando submetido ao Método de

Schur em seu regime permanente.

No capitulo 6 encontra-se a conclusao, neste estao as contribuicoes deste trabalho, no que
tange aos resultados obtidos com a andlise de convergéncia dos sistemas: a) terceira ordem,
controle longitudinal de uma aeronave, b) quarta ordem, neste caso especificamente, um circuito
elétrico RLC de quarta ordem, e ¢) oitava ordem, o sistema de controle de um helicéptero. Sobre
a dinamica destes casos sao realizadas as avaliagoes de desempenho dos algoritmos de estimagao

aproximada, bem como, as perspectivas de trabalhos futuros e publicacao com aceite obtido.

Nos apéndices estao inseridos topicos que auxiliam o processo de compreensao das técnicas
aplicadas no desenvolvimento deste trabalho. No apéndice A é apresentado o lema da matriz
inversa e no apéndice B que trata da programagao dinamica sao apresentados os conceitos de

otimalidade e as formulagoes ineretes a DP.

Nas Referéncias Bibliogréficas, lista-se o acervo utilizado na construcao das bases sélidas

necessarias ao desenvolvimento desta dissertagao.



Capitulo

Programacao Dinamica Adaptativa e Controle
Otimo

Este capitulo trata da otimizacao recursiva, cujo o interesse é buscar a resposta de como um
sistema pode aprender a melhorar o seu desempenho baseando-se no principio da otimalidade
de Bellman. Em seguida serda apresentado um método computacional, escolhido dentre outras
técnicas, para a solugao Recursiva da Equacao Algébrica de Riccati Discreta (DARE). Para a
interacao continua com o ambiente, serd utilizada a aprendizagem por reforco que minimizara
um indice escalar de desempenho e um controle adaptativo serd responsavel pelos ajustes do
modelo de maneira on-line durante a operagao do sistema. Esse modelo adaptativo é baseado em
observagoes do sistema até o instante atual. A fungao valor é constituida a partir do reforgo atual
e dos futuros, de maneira que seja escolhido pelo agente uma determinada politica de controle
6timo. Esta politica de controle 6timo sera aplicada ao ambiente por meio do ator, que é uma
estrutura da Aprendizagem por Refor¢o (RL). Por fim, tem-se a parametrizagao do Regulador
Linear Quadrético Discreto (DLQR), que sdo mapeamentos lineares e sdo representados por

meio de combinadores lineares dos estados e das saidas do sistema

A Programagao Dinamica (DP), conhecida também como otimizagao recursiva, é uma técnica
que trata de situacoes nas quais as decisoes sao tomadas em etapas, com o resultado de cada
decisao sendo previsivel até certo ponto, antes que a proxima decisao seja tomada. Um aspecto
chave destas situacoes, é que nenhuma decisao pode ser tomada isoladamente, em vez disso,
deve-se ponderar o desejo de um baixo custo no presente em relacao a altos custos indesejaveis
no futuro (SIMON, 2001). Esta se baseia no principio da otimalidade desenvolvido por Richard

Ernest Bellman em 1953, que é descrito como:
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“Uma politica 6tima tem a propriedade que, quaisquer que sejam o estado inicial e a
decisao inicial, as decisoes restantes devem constituir uma politica étima em relacao

ao estado resultante da primeira decisao.”

Isto portanto, significa dizer que seguir uma politica 6tima a partir de um estado inicial até
um estado final, passando por um estado intermediario, é equivalente a seguir a melhor politica

do estado inicial até o intermediario, seguida da melhor politica deste, até o estado final.

A consequéncia imediata deste principio é que, para se definir uma politica étima ou de agoes
6timas de um sistema que se encontra no estado x;, basta encontrar a acao u; que leva ao melhor
estado ;1 e a partir deste, seguir a politica étima até o estado final, o que pode ser observado
na Figura 2.1. Esta definicao nos permite a construgao de diversos algoritmos recursivos para

solucionar o problema de otimizagao multiestagiousando a Programagao Dinamica.

Figura 2.1: Programacao Dinamica

Frequentemente, as solugoes sao obtidas por um processo regressivo, trabalhando o problema
do final para o inicio. Com isso a dificuldade sera reduzida, ao se decompor o problema em uma
sequéncia de problemas inter-relacionados mais simples (BERTSEKAS; TSITSIKLIS, 1996)
e (SIMON, 2001). A programacao dinamica tem como questao fundamental, o interesse em
buscar a resposta de como um sistema pode aprender a melhorar o seu desempenho a longo

prazo, quando isto pode exigir o sacrificio do desempenho atual.
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A Programagao Dinamica Heuristica(HDP) se apresenta como sendo uma estrutura bésica
para o desenvolvimento de métodos de Programagao Dinamica Adaptativa(ADP). Tem-se que,
independentemente de modelo, um Critico realiza a estimagao da fun¢ao valor V(xy), baseando-
se diretamente no estado x, da planta e o treinamento do controlador necessita encontrar as
derivadas a cada instante k. Portanto, o algoritmo HDP se utiliza do modelo do sistema, apenas

para realizar a atualizacao do controlador.

2.1 Processo de Decisao Markoviano

Uma forma de se realizar a modelagem de sistemas ou processos, onde as transigoes entre
estados sao probabilisticas, é denominado de Processo de Decisao Markoviano(PDM). Neste é
possivel observar em que estado se encontra o processo, sendo possivel interferir no processo
de maneira periddica, executando agoes. Cada agdo tem uma recompensa (ou custo), que
diretamente depende do estado em que se encontra o processo. De maneira alternativa, pode-se
definir recompensas por estados apenas, sem que estas dependam da agao executada. Estes
sao conhecidos de Markov, porque os processos modelados obedecem a propriedade de Markov
que afirma: o efeito de uma acao em um estado depende apenas da acao e do estado atual do
sistema e nao de como o processo chegou a tal estado, e sao definidos de processo de decisao
porque modelam a possibilidade de um agente interferir periodicamente no sistema executando

acoes.

O Processo de Decisao Markoviano pode ser representado pela seguinte tupla

T = [X,U fr}, (2.1)

sendo X, U, f e r sao espaco de estado, espaco de agao, funcao de transicao de estado e recom-
pensa ou utilidade, respectivamente. Estes elementos estao associados com a funcao de custo

(também chamada de fungao valor) que é dada por

V(xg) = Z VR (2, ug). (2.2)

Expandindo o lado direito e realizando a manipulagao da Equacao(2.2), obtém-se uma equa-
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¢ao a diferenca, chamada de Equacao de Bellman, que é dada por

Vi(xy) = r(vg, up) + 7V (Tr41) (2.3)

2.2 Controle ()timo-Adaptativo e Aprendizagem por Re-

forco

Na Aprendizagem por Reforgo (RL), o aprendizado de um mapeamento de entrada-saida é
realizado através da interagao continua com o ambiente, e que tem como objetivo minimizar um
indice escalar de desempenho (SIMON, 2001).

A estrutura tipica de um sistema de aprendizagem por refor¢o (RL), apresentada na Figura
2.2, é constituida basicamente de um agente interagindo em um ambiente via sensores e atua-
dores, que representam a percepcao e a acao, respectivamente. A acao tomada muda de alguma
forma o ambiente, afetando o estado na tentativa de alcangar o seu objetivo, e as mudancas sao

comunicadas ao agente através de um sinal de reforco e o préoximo estado.

Reforgo Primario
Vetor de estado

(Entradas)

> Ambiente > Critico

Reforgo Heuristico

Sistema de
Aprendizagem

Agdes

Figura 2.2: Aprendizagem por Refor¢o (Simon 2001).
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Efetivamente a principal diferenca entre a aprendizagem por reforco e a aprendizagem su-
pervisionada estd vinculada ao tipo de resposta recebida do meio ambiente. Na aprendizagem
supervisionada, esta disponivel uma funcdo que conhece a saida correta para cada uma das
saidas do agente, e a aprendizagem é baseada nos dados de erro da saida. Na aprendizagem por
reforco, nao ha o conhecimento da saida correta, o agente recebe apenas a informacao do ambi-
ente por um reforgo e aplica uma agao de maneira a aumentar a quantidade de recompensa que
ele recebe ao longo do tempo. Um fator interessante em relagao ao aprendizado supervisionado,
é que no desempenho on-line a avaliagao do sistema ocorre paralelamente a aprendizagem. A
aprendizagem por reforco é aplicada quando nao é possivel utilizar a aprendizagem supervisio-
nada padrao, pois a RL requer o conhecimento das entradas e saidas, que sao obtidas através de
observagoes realizadas sobre o ambiente, enquanto que a aprendizagem supervisionada requer
o conhecimento de toda a dinamica do processo, ou seja , para cada entrada conhecida tem-se
uma saida conhecida (BUSONIU et al., 2010) (BUSONIU et al., 2011) (SIMON, 2001)(LEWIS;
VRABIE, 2009b).

O método de aprendizagem por reforco apresenta um vetor de acao e controle, que é montado
a partir do nimero de agoes em sua saida, este vetor é usado pelo agente para influenciar o
ambiente. A RL tem como objetivo estabelecer uma politica de controle 6timo de forma a

minimizar o custo acumulado no tempo.

O agente apresenta variagoes a medida que vai acumulando experiéncia a partir das interagoes
com o ambiente. O aprendizado pode ser expresso em termos da convergéncia até uma politica

6tima que conduza a solucao do problema de forma 6tima.

O reforco se apresenta na forma de um sinal escalar, este é devolvido pelo ambiente ao
agente, sendo emitido, assim que uma acao tenha sido realizada e uma transicao de estado
tenha sido efetivada. As fungoes de refor¢o tem como meta, expressar o objetivo que o agente

deve alcancar, desta forma o agente deve minimizar a quantidade de reforcos acumulados.

2.2.1 Funcgao Valor

A funcao valor ou mapeamento do estado, ou ainda par estado-acao, é contituido a partir
do reforco atual e dos reforcos futuros. Somente o estado x; é considerado pela funcao valor,
sendo portanto, chamado de V (zk) e assim, denominado de fungao valor-estado. A fungao que

considera o par estado-acdo (zg, uy) é denotada por Q(zy,ux) e denominada fungao valor-agao.

Desta maneira, para todo xy, sera escolhido pelo agente uma determinada politica de controle

Gtima h(zy) = ug. A interacdo do valor de estado xy sobre uma politica étima h(zy), representa
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a expectativa de reforgo quando se aplica a a¢ao proposta pela politica h(x;), pode ser definida
como, segundo (MACIEL, 2012):

Vi(xg) = E {(Z e (24, b)) |zo = m)} Vo e X, (2.4)

assumindo que E{r(xp, h(zg))} = R(xg,ur), a Equacdo(2.4) pode ser reescrita da seguinte
forma:
Va(ar) = Rlag,ur) +7 ) Pry(Alw)Valy), (2.5)
yeX

sabe-se que existe uma politica 6tima h*(zy), que define:

sendo o valor 6timo:
* _ i—k, .
V* () = m}?XE{<;fy i)} (2.7)

A fungao V*(xy) satisfaz a Equagao(2.8) , que no caso do horizonte infinito, é conhecida

como a equacao de Otimalidade de Bellman:

V*(wx) = max{ R(wy, ur) +1 > Pu)Vi(y)}y,  VzeX. (2.8)

Y

Considerando a Equagao(2.7), obtem-se a politica de controle h*(zy) dada por:

h*(x) = arg max{ R(xy, ux) + Z Py (ugp) Vi (y)} (2.9)

uelUy
Y

Um conjunto de métodos sao disponibilizados pela programacgao dinamica, que constituem
uma metodologia para a solucao de problemas 6timos, estes métodos levam em consideracao as

propriedades estocasticas no qual o estado do processo no futuro depende apenas do estado do
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processo e da decisao escolhida no presente, ou seja, este é conhecido como processo de decisao

markoviano. Os principais métodos considerados na resolugao sao:

e Iteracao de Politica: opera considerando de maneira alternada a iteracao de politica e a

avaliacao da politica;

e [teracao de Valor: baseia-se em aproximacoes sucessivas para resolver a equac¢ao de otimi-

zagao de Bellman.

2.2.2 Aprendizagem por Ator-Critico

A Aprendizagem por Reforco e o Controle Adaptativo estao relacionados fortemente. Dentro
da Aprendizagem por Refor¢co hd uma estrutura Ator-Critico Figura 2.3, sendo o ator respon-
savel em aplicar uma politica de controle para o ambiente, e o critico é responsavel em efetuar

a avaliacao do novo valor.

A seguir, apresenta-se a estrutura da aprendizagem por ator-critico, esta é dada em duas

etapas, sendo:

e Avaliacao de politica;

e Melhoria da politica.

A avaliacao é realizada pelo critico, sendo concretizada por meio de observagoes sobre o
ambiente, dos resultados e das agoes em curso. Para essa avaliacao, existe o maior interesse
que os sistemas de RL que utilizam o esquema Ator-Critico, sejam baseados no critério da

otimalidade de Bellman.
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Figura 2.3: Aprendizagem por Ator-Critico (REGO, 2014)

O método de aprendizagem ator-critico, ¢ uma técnica de aprendizagem que usa as diferencas
temporais (TD) que utiliza estruturas separadas de memoria para demonstrar a politica e a
funcao valor distintamente. O conhecimento prévio do agente é usado para definir qual a melhor
decisao a ser tomada. A atualizacao da funcao valor ira ocorrer a cada instante de tempo, nao
necessitando de uma estimativa confidvel da funcao de reforco. O algoritmo utilizado para
atualizar V(K,) em um determinado instante k a uma acdo h(zy) = uy que é responsavel pela

transigao de estado xy para zx,; para um reforgo imediato ry = (z, ug), é dado por:

Vi(zr) = Valzr) + €lre + yVa(zr) — Vi(zr)], (2.10)

como € é a taxa de aprendizagem, e expandindo a Equacao (3.34), tem-se:

Vi(ae) = B{r(z, b)) + (Y (@i, h(z) |zo = 2)}, (2.11)
i=k+1
portanto,
Vi(zr) = E{r(zy, h(zr)) + 7 Va(rrsa) — Valor) ) (2.12)

A funcao valor quando atualizada, ocorre uma aproximacao da Equagao(2.12) através da
utilizacao de Vi ao invés de Vj. Isto pode ser utilizado como alvo na aprendizagem por dife-

renca temporal, desta forma, o Vj, é atualizado a partir da sua diferenca com a aproximagao
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de V},. Neste caso a forma do erro TD é assumido pelo critico que é computado através da

Equacao(2.10). Entao, o erro TD sera dado:

er = 1(wg, h(xr)) + YVi(@py1) — Valaw). (2.13)

Sendo assim, a regra de aprendizagem é dada pela seguinte relacao:

Vh(fl?k) = Vh($k+1) + €g. (2.14)

Tem-se, portanto, a regra de aprendizagem via TD. O que se pode considerar, ser um erro
de previsao entre as estimativas Vj,(zx) e Vi (xry1), a primeira representa a fungao valor atual
considerada pelo critico. Apds cada decisao tomada pelo ator, o critico avalia o novo estado
do ambiente, de maneira a avaliar se a nova decisao é ou nao adequada. Em cada politica, o
critico mantém fungoes de valor diferentes, de forma a manter coeréncia em seus resultados e
permitindo que diferentes politicas possam ser aplicadas para diferentes estados do ambiente.

Apés cada iteragao, o critico atualizard a funcao valor conforme a Equagao(2.10).

2.3 Parametrizacao do Problema LQR Discreto

A parametrizacao do problema de controle 6timo do tipo Regulador Linear Quadratico
Discreto (DLQR) esta caracterizada como sendo um processo de decisao de Markov (PDM) que
¢ um tipo especial de processo estocédstico que possui propriedades de que as probabilidades
associadas com o processo num dado instante do futuro dependem somente do estado presente,
sendo portanto, independentes dos eventos no passado. No PDM é observado que o modelo
do sistema e a politica de controle sao mapeamentos lineares e sao representados por meio
de combinadores lineares dos estados e das saidas do sistema (POWELL; RYZHOV, 2012)
e (MACIEL, 2012). Tem-se que as paramentrizagoes dos estados e da politica de decisao,

respectivamente, f(xg,uy) e h(xy), sdo dadas por:

[z, ur) = Agzy + Bauy, (2.15)
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sendo A € R™™", tem-se que n é a ordem do sistema, B € R"*"  sendo que n,. representa o
niumero de entradas da planta e K € R"*" é a matriz de ganho de realimentagao. Considerando-
se que (A, B) é estabilizavel, portanto, ha uma matriz K que garante que o sistema de malha

fechada seja assintéticamente estéavel. O sistema de malha fechada é dada pela seguinte relagao:

A funcao de utilidade r associada a este sistema se apresenta sob uma forma quadratica,

sendo, portanto, representada da seguinte maneira

r(zg, up) = 73 Quy + ui Ruy, (2.18)

tem-se as matrizes simétricas de ponderacao ) e R , onde (Q € R™*"™ ¢ R € R™*"e,

O DLQR tem como objetivo, definir uma politica de controle K que minimize a funcao de

custo a seguir:

Vi(ze) =7 (af Qi + ul Ruy) (2.19)
i=k
V(o) =+ al(@Q+ K"RK)z;,  Vape X (2.20)
i=k

Neste caso, o valor 6timo da fungao de custo assume a seguinte forma quadratica (LEWIS
FRANK L E VRABIE, 2012):

V(xx) =z}, Py, (2.21)

para alguma matriz P € R™" simétrica. Sendo assim, a equacao de Bellman para o regulador

linear quadratico discreto é dada por:

ri Pay, = o1 Qay, + ui Ruy, 4+ v(x] Pryyy). (2.22)



Capitulo 2. Programacao Dinamica Adaptativa e Controle Otimo 19

Em funcao do ganho de realimentacao, sera dada por:

2l Py = 21[Q + K"RK + v(A — BK)TP(A — BK))zy. (2.23)
A Equagao(2.23) é satisfeita para todos os estados de xy se:

¥(A—-BK)'P(A— BK)—-P+Q+ K"RK =0. (2.24)

Quando o ganho K ¢ fixado, tem-se que a equacao é conhecida como Lyapunov. Dado um
ganho k estabilizante, a solucdo desta equacio fornece P = PT > 0, tal que V(x3) = z} Pxy, ¢

o custo da politica k, portanto:
V(izg) = > 2/ (Q+K"RK)
i=k
= i Py, (2.25)

Desta forma, é definida a fungao valor em func¢ao da politica de controle K obtendo a matriz
de P de Riccats.

2.4 Formulacao e Solucao do Problema DLQR

2.4.1 Formulacao do Problema DLQR

O regulador discreto 6timo de tempo finito é dado por:

F

mind = G(z,) + »  F(xg,uy), (2.26)
0

b
Il

sujeito a seguinte restricao

Thy1 = Adilid -+ Bduk, (227)
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sendo
L 1
G(z,) = 595”535” (2.28)
e
N-1 ] ]
F(xg, ug) = ix]TVQxN + ol Muy, + §u;€Ruk, (2.29)

>
Il

0

com o estado inicial x(, conhecido.

2.4.2 Solugoes Exatas e Aproximadas do Problema do DLQR

Desta forma, é expressa a equacao de Ricatti, segundo o principio da otimalidade de Bellman.

Esta técnica é definida como Programacgao Dinamica.
Por conveniéncia, sera considerado () = @), R = R, e M = 0. Desta forma, simplificaremos

as Eqgs.(B.47) e (B.48). Portanto, as seguintes formas sao obtidas

P;=Q+ AjPj 1Ay — (Bl P11 Ag)" (R + By Pjy1Ba) (B Piy1Aa) (2.30)

uj = (R + By Pyy1Ba)™(By Py Ad)7;. (2.31)



Capitulo

Solucoes Aproximadas e Dependentes de Modelo
da Equacao HJB-Riccati

O principal objetivo deste Capitulo, é apresentar os resultados de uma investigacao em mé-
todos para solucao da Equacao HJB-Riccati, no intuito de obter-se as melhores alternativas para
resolver o problema de otimalidade que esta orientado para o projeto on-line dos controladores
6timos do tipo DLQR. Para o desenvolvimento de projeto on-line de controladores 6timos, mé-
todos aproximados e dependentes de modelo sao investigados para solugao recursiva da Equacao

HJB-Riccati, conforme Figura 3.1.

Projeto On-line Otimo

il Modelo
Modelo Livre Dependente
LMS LS RLS SCHUR LYAPUNOV RICCATI

KACZMARZ PROJECRO

Figura 3.1: Paradigmas para o Projeto de Controladores Otimos do Tipo DLQR.

21
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Estas investigacoes sao conduzidas no sentido de fomentar o desenvolvimento de formulagoes
que constituem o niicleo dos algoritmos de sintonia ou adaptacao dos ganhos de controladores de
sistemas dinamicos. A escolha do método para solucao da Equacao HIJB-DARE estéa relacionado
com o comportamento do sistema dinamico que é controlado, i.e., leva-se em consideracao o
tempo disponivel para realizar on-line a sintonia ou adaptacao de ganhos do sistema de controle

que é relacionada com os pélos dominantes do sistema dinamico.

A identificacao de sistemas realizado por meio de algoritmos de estimacao recursiva, constitui
umas das dreas mais importantes em sistemas e processamentos de sinais (SAYED, 2008)(LI;
WEN, 2011) e (LI; ZHENG; LIN, 2014). Dentre todos os algoritmos aplicados no processo de
identificacao recursiva, o algoritmo dos Minimos Quadrados Recursivos (RLS) é um dos mais
populares, o que o faz ser encontrado em aplicacoes das mais diversas areas, a qual podemos
verificar seu emprego em &dreas de controle adaptativo (ASTROM; WITTENMARK, 1994),
processamento de sinais e comunicagao de redes sem fio (Wi-fi)(LI; ZHENG; LIN, 2014).

Neste capitulo é apresentada a fundamentacgao tedrica do Método dos Minimos Quadrados
(LS), que consiste de uma técnica de busca local para realizar minimizacao da fungao de custo.
Em seguida, apresenta-se a forma recursiva dos estimadores LS, conhecido como estimadores
RLS, devido ao algoritmo proposto realizar uma aproximacao on-line para as solugoes da Equa-

¢ao de Riccati Discreta dada por

WATPA) — P+ Q — A[ATPBy(R/y + BIPB) ™ BT PA,] = 0. (3.1)

A Equagao(3.1) que é um caso particularizado da Equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman

(HJB) no tempo discreto.

Finalmente, os algoritmos simplificados de Kaczmarz e Projegao, estes algoritmos fazem
parte da familia dos algoritmos RLS que visam a minimizacao do custo computacional em

sistemas de controle on-line.

3.1 Solugoes Aproximadas da Equacao HJIB-DARE

A solucao aproximada da HJB-DARE tem suas origens na vetorizacao da funcional do pro-

blema de controle 6timo discreto apresentada na Secao 2.3 do Capitulo 2.
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3.1.1 Formulacao do Método dos Minimos Quadrados

O Método dos Minimos Quadrados(LS) tem sua origem no século XV 111, mais precisamente
em 1795, por Carl Friedrich Gauss ao realizar seus estudos astronomicos sobre as orbitas dos
planetas e asterdides (ASTR(")M; WITTENMARK, 2008), (LJUNG, 1999), (AGUIRRE, 2004)

et al.

Trata-se de uma abordagem padrao para a solucao aproximada de sistemas sobredetermina-
dos, ou seja, o conjunto de equagoes apresentam mais variaveis que incognitas. Quando aplicado
a sistemas nao lineares, o LS é utilizado para ajustar um conjunto de observagoes m com um
modelo de n parametros desconhecidos (AST ROM; WITTENMARK, 2008).

Carl Friedrich Gauss afirmou que, de acordo com o método LS, todos os parametros desconhe-
cidos de um modelo matematico que descreve a dinamica de um sistema, deve ser escolhido de

tal forma que

“A soma dos quadrados das diferencas entre os valores observados e os valores cal-

culados, multiplicado por um nimero que mede o grau de precisao, ¢ o minimo.”

Para um modelo matemaético, a formulacao dos Minimos Quadrados faz uso da equacao de

regressao representada da seguinte forma:

y(@) = @1(1)01 + 2(1)02 + - - - + @ (i), (3.2)

podendo ser dada pela seguinte forma simplificada

y(i) = ¢(i0, (3-3)

sendo y a variavel observada, 6 ¢ o vetor de parametros, § = [0;,...,0,]7, do modelo a serem
determinados e ¢ sdo as variaveis independentes ou regressores. Caso a matriz de regressores
seja nao singular, é perfeitamente possivel determinar o vetor de parametros invertendo-a, ou

seja,
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3.1.2 Algoritmo RLS Canodnico

Para estimacao do RLS, é assumido que a matriz o(t) tem rank completo, e que, o (t)¢(t)
é nao singular, para todo t > to. Dados 5(250) e P(ty) = (¢(to)e(ty)) ™", o estimador gg(t) satisfaz
as equacoes recursivas (ASTRC)M; WITTENMARK, 2008):

~

0(t) = 0(t — 1)+ K(t)(y(t) — T0(t — 1), (3.5)

Kns(t) = P(t)e(t)

P(t) = P(t—1)=P(t—1)p(t) (I +¢ ()Pt - De(t) ()Pt —1)

= (I-K®)"(t) P(t - 1). (3.7)

3.1.3 Algoritmos Simplificados

Os algoritmos simplificados constituem uma boa alternativa na busca da solugao de pro-
blemas on-line, apesar destes apresentarem uma velocidade um pouco menor no processo de
convergencia, requerem um esforco computacional muito menor, se comparados ao método dos
Minimos Quadrados Recursivos (ASTROM; WITTENMARK, 2008) e (ISERMANN; MUN-
CHHOF, 2011).

No algoritmo visto na Subsec¢ao 3.3.2, dois conjuntos de elementos de variaveis de estado,
e P, recebem uma atencao especial, pois devem ser atualizados a cada passo. Para um n muito
grande a matriz P ¢é responsavel pela maior carga computacional exigida pelo processamento.
Desta forma, faz-se necessario a utilizagao de outros métodos ou algoritmos, que visem evitar a
atualizagao da matriz P, o que significa de maneira imediata um custo mais elevado, levando
o algoritmo a uma convergéncia mais lenta. Como alternativa, sao apresentados os métodos de
KACZMARZ e de PROJECAO, como solugdes tecnicamente vidveis.
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Algoritmo Simplificado de KACZMARZ

Para que seja descrito este algoritmo, é necessério realizar a consideracao de que o parametro

deconhecido seja um elemento do R™. Uma observacao estimada é dada por

9(t) = " (i)0), (3.8)

determina a projecao do vetor de parametros 0 sobre o vetor ©(i). Portanto, para isso, é
estritamente perceptivel que as n medigoes, onde ¢(1)...p(n) é espaco no R", sdo unicamente

necessarias para realizar a determinagao do vetor de parametros 6. Admitindo que o vetor de

-~

estimagao (¢t — 1) é obtido, uma vez que a medida y(t) somente contenha a diregao ¢, é natural

que seja escolhido um novo valor estimado que minimize a funcao objetivo dada

A~

VillB() —o(t = I, (3.9)

sujeito a seguinte restrigao:

y(t) = " (0)0(D). (3.10)

Introduzindo o multiplicador Lagrangeano & para trabalhar com a restricao, que ird mini-

mizar a fungao:

mL_%(mw—é@—1gT@@y-ap—n)+a<ﬂw—¢ﬁwmw), (3.11)

calculando as derivadas em relagao a 0(t) e @, obtém-se o seguinte conjunto de equagoes

~ A

O(t) — 6t — 1) — ap(t) = 0 (3.12)

y(t) — " (O0(1) = 0. (3.13)

Resolvendo estas equacgoes (ASTRC)M; WITTENMARK, 2008), tem-se que o parametro
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estimado 6timo é dado por

5 p(t)

O(t) = 0(t — 1) + 0P (y(t) — ST — 1)) . (3.14)

Para que se possa realizar a aceleracao no ajuste do parametro, é introduzido um fator ~.

O que resulta em

i A Yo(t) T(N\)
00 =00 -1+ 5o (v =" (b 1)) . (3.15)

tem-se que o ganho, é dado por

el
Kysk = o)’ (3.16)

Algoritmo Simplificado de PROJECAO

Em alguns sistemas de controle, é passivel a ocorréncia de uma situagao onde ¢(t) assume o
valor de zero, fazendo que o K da Equagao(3.16) tenda para o infinito. Para garantir que isto
nao ocorra, é acrescido ao denominador da Equagao(3.16) uma constante « para garantir que o
denominador nao seja nulo. Desta forma, modifica-se o algoritmo de Kaczmarz, dando origem
ao algoritmo de Projecao (ASTR()M; WITTENMARK, 2008), sendo assim, tem-se

0(t) =0(t — 1) + #&0@) <y(t) — o (1)0(t — 1)) . (3.17)

Portanto, os fatores a e 7 devem assumir valores dentro das seguinte faixas:

(3.18)

0<y<2
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O parametro v tem o seu valor definido a partir da seguinte andlise. Considere que os dados
sao gerados pela Equacao(3.8) com o parametro 6 = 6°. E entao, a partir da Equacao(3.17) que

o parametro de erro é dado por

0(t) = 0° — 4(¢), (3.19)
que deve satisfazer a equacao
0=x1)ot—1), (3.20)
sendo
T
VB =T Ye(t)e” () (3.21)

a+ @ (t)e(t)

O autovalor da matriz x(t) é dado por

A et =79y

o+ oTo(t) (3.22)

Y

o valor encontrado, em maodulo, é inferior a 1 se 0 < 7 < 2. Os demais autovalores assumidos

por x(t) tem como resultado 1.

O algoritmo simplificado assume que os dados gerados nao apresentam erro. Caso seja

adicionada uma variavel de erro aleatorio, o algoritmo assume a forma dada por

~

0t) = 0t — 1)+ P)e(t) (1) — " (00t 1)) (3.23)

sendo

P(t) = (Z wT(i)w(i)> ) (3.24)

desta maneira, pode-se afirmar que este é um algoritmo com aproximacao estocastica.
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3.2 Convergéncia de Algoritmos RLS

Um dos pontos principais deste trabalho, é o estudo sobre as propriedades de convergéncia e
estabilidade numérica da familia de Algoritmos dos Minimos Quadrados Recursivos, na estima-
tiva dos parametros para sistemas multivaridveis (MIMO), que podem ser parametrizados em
uma classe de modelos de regressao linear. A sua analise de desempenho indica o quanto que

os erros de estimativa convergem para zero.

Nos algoritmos de Minimos Quadrados Recursivos convencionais, é verificado um problema
de precisao numérica, que esta associado ao mau condicionamento da matriz de covariancia,
devido a perda da propriedade de positividade da matriz (POTTER, 1963) citado por (REGO,
2014). Diversos tipos de procedimentos foram propostos com a finalidade de melhorar a precisao
ou exatidao numérica e preservar a positividade da matriz de covariancia do RLS. Diversos
autores, entre eles destacamos (LIAVAS; REGALIA, 1999), (LJUNG; LJUNG, 1985) e (SLOCK,
1992) citados por (REGO, 2014) desenvolveram técnicas de anélise que apresentam explicagoes

para a origem e a propagacao do fenomeno de instabilidade numérica.

3.2.1 Convergéncia de Algoritmos RLS para Esquemas DLQR

Os resultados obtidos para a analise de convergéncia para esquemas de Programacao Dina-
mica Heuristica (HDP), utilizados para a solugao aproximada da Equacao Algébrica de Riccati
Discreta (DARE), baseados no Método dos Minimos Quadrados, tem suas provas apresentadas
em (ROBINETT et al., 2005) para os problemas que envolvam o Regulador Linear Quadrético
(LQR). O teorema a seguir, que pode ser encontrado em (ROBINETT et al., 2005), mostra que
a sequéncia { K };";1 de politicas geradas pela familia de algoritmos HDP-RLS-DLQR convergem
para uma politica 6tima(MACIEL, 2012).

Teorema: Partindo da suposigao de que {A, B} é um par controldvel, Ky é um controle esta-

bilizante, e o vetor ¢, é excitado persistentemente segundo a equacao dada por:

N
1
col < D wk-ith < Bl (3.25)

i=1

para todo k > Ny, N > Ny, €9 < &g, com &g e & inteiros positivos e Ny uma constante positiva.
Entao existe um intervalo de estimacao N < co de modo que o esquema de iteracao de politica
aproximada descrita anteriormente, gera uma sequéncia { K }3";1 de controles estabilizantes, de

forma que
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lim [[K; — K7 =0, (3.26)
j—00

sendo K* a matriz de controle de realimentagao étima.

A falta de excitacao persistente pode ser entendida, no dominio do tempo quando a matriz
de autocorrelagao é singular. No projeto de HDP utilizando o RLS, uma maneira de se obter
uma solugao para o problema de falta de excitagao persistente consiste em aplicar o processo
de revitalizacao de estados, sendo assim, os estados sao constantementes reinicializados a cada
intervalo de recorréncia. A realizacao deste procedimento garante que os autovalores da matriz

de correlagao sejam positivos, ¢ seja nao singular.

Para que se possa realizar a mensuracao que define a qualidade do condicionamento da

matriz de correlagao, é o fator de positividade p, que é definido por

p=1—K (N)o (3.27)
Sabendo que a defini¢do do vetor de ganho e conhecendo que a matriz de correlagao P(t) é
simétrica, o que significa dizer que P(t) = PT(t), desta forma a a Equagao(3.27) ¢ reescrita da

seguinte forma:

_ [
A+ op P(t— 1)

p (3.28)

3.3 Solucoes Dependentes de Modelo da Equacao HJB-
DARE

Nesta secao serao explorados dois métodos para a solucao dependente de modelo da equacao
HJB-DARE. Os métodos propostos sao o de Schur e a recorréncia de Riccati. O método de
Schur apresenta-se como uma variagao dos métodos cléssicos, enquanto que a segunda proposta,

utiliza dos métodos computacionais para calcular de maneira recursiva a equagao de Riccati.
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3.3.1 Meétodo de Schur

O método de Schur é uma das técnicas classicas de autovetores que fornece a solucao da
equagao algébrica de Riccati. Schur fornece uma técnica confidvel para a solugao numérica da
Equacao Algébrica de Riccati Discreta (DARE).

Seja U uma matriz ortogonal que transforma a matriz Hamiltoniana, na forma real de Schur,

Tll T12
T22

T=U"HU = (3.29)

sendo 771 e Tyy matrizes superiores quase-triangular. Considerando que os blocos da diagonal
principal sdo de ordem n x n, a Equagao(3.29) nao apresenta solugao tunica, portanto, é possivel
escolher um valor de U para que os autovalores de T}; tenham parte real negativa, enquanto
que os autovalores de Ty, apresentam parte real positiva. Portanto, a matriz particionada U, é

dada por

Ull U12
U21 U22

U = , (3.30)

Considerando que a matriz é nao singular e a solucao da DARE é semidefinida positiva,

tem-se que

P(t+ 1) sehar = Uni Uy (3.31)

3.3.2 Meétodo da Recorréncia de Ricatti

Para realizar a solugao da equacao algébrica de Riccati (DARE) é necessario o uso de métodos

computacionais, métodos recursivos ou a utilizagao de métodos de autovalores e autovetores.

Estéd no escopo desta secao, mostrar uma técnica capaz de calcular de maneira recursiva,
utilizando método computacional, a equacao nao-linear de Riccati. A Programagao Dinamica

(DP) é um método que proporciona a solucao recursiva do problema de controle étimo.

A matriz de ganho de realimentacao do DLQR é apresentada a seguir
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K, = (R+ By P Ba) " (B PyiiAg). (3.32)

O controle 6timo ¢ dado por

wi = —Kja. (3.33)

J J

A solugao recorrente da equagao de Riccati é obtida a partir da simplificacdo da Equagao(B.49),

apresentada no Apéndice B, desta forma, tem-se

Py =Q+ Al P Ay — (Bl P Aa) K. (3.34)
A partir do pressuposto de que a condigao limite Py = S conforme exposto nas Eqgs.(B.24) e

(B.34), o método da recursividade resolve facilmente a Equacao(3.32) e a Equagao(3.34) (LEWIS
FRANK L E VRABIE, 2012).

3.3.3 Meétodo da Recorréncia de Lyapunov
As principais ferramentas para o desenvolvimento do algoritmo de iteragao politica (PI)
aproximada, para o projeto de controle DLQR, é o método de solug¢ao aproximada da Equagao

de Lyapunov, Equacao (3.36), e o processo de melhoria da politica de controle que é estabelecida

por

K41 =v(R+~yBTPXiB)"'BTPXi A, (3.35)

O método de aproximacio de Lyapunov P%i associado & politica atual K; é o de minimizar

0 €erro na equacao

¥(A—~ BK)"P(A— BK) - P+Q+ K"RK =0, (3.36)

no sentido dos minimos quadrados (LU; FISHER, 1989).



Capitulo I

Projeto on-line de Sistemas de Controle Otimo

Neste capitulo sao apresentados os algoritmos da familia dos minimos quadrados recursivos
que serao aplicados na soluc¢ao aproximada da equagao Hamilton-Jacob-Bellman-Riccati(HJB-
Riccati) através dos métodos de Schur, RLS-Projecao e RLS-Kaczmarz. Algoritmos de politicas
de iteracao sao utilizados para selecionar uma politica de controle 6timo que minimize a fun-
¢ao de custo. Em seguida serao apresentados métodos como solugao do minimos quadrados

recursivos(RLS) através da aproximagao da equagao Hamilton-Jacob-Bellman(HJB).

4.1 Descricao do Problema

Os algoritmos HDP sao desenvolvidos com base na abordagem dos Minimos Quadrados
Recursivos (RLS) (ASTROM; WITTENMARK, 1994) para aproximar a fungao de valor do
estado. Nesta secao, a estimacao RLS e suas variantes sao formuladas para aproximar a politica
de controle 6timo do Regulador Linear Quadratico Discreto(DLQR). O projeto do DLQR é
usado como uma parametrizacao de mapeamentos do Processo de Decisao de Markov(MDP).
Nesta dissertacao um estudo das equacoes e as mudancas no método RLS é realizada para
resolver de maneira on-line a equagao HJB. Detalhes sobre a dedugao das equacoes podem ser
obtidas a partir das referéncias (ASTROM; WITTENMARK, 1994).

Vi () = o (21)0; (4.1)

e deve concordar com a condicao de que a consisténcia é dada por

32
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VEi(x) = r(xp, hi(xg) + V5 (f (xn, hy(ze)). (4.2)

4.1.1 O Problema do Tempo para Tomada de Decisao

O problema do tempo para tomada de decisao estd associado com o tempo necessario para
tomar uma decisao de controle wug, de forma a adaptar o comportamento do sistema a uma
nova situacao ou compensar problemas de oscilacao. O tempo de decisao tem com parametro a

frequéncia de Nyquist do sistema.

4.1.2 O Problema da Selegcao do Algoritmo para Solugao HJB-DARE

O problema da selecao do algoritmo para solucao da equacao HJB depende da especificidade
do comportamento do sistema dinamico. Este comportamento, no nosso trabalho é classificado

dentro da taxonomia de modelos lineares que sao conhecidos como:

e Sistemas lineares a parametros varidveis (LPV) - quando os parametros (estados, influén-
cias externas ou caracteristicas fisicas) podem ser variantes no tempo, ou dependentes de
outros fenémenos, alterando a fungao de transferéncia ou a representacao em espaco de

estados do modelo;

e Sistemas lineares invariantes no tempo (LTI) - quando o modelo obedece as propriedades
da linearidade (satisfaz o principio da superposi¢ao) e a invariancia dos seus parametros

no tempo;

e Sistemas lineares variantes no tempo (LTV) - quando a variagao do vetor de parametros

pode ser representada como uma funcao do tempo.

Estes modelos tem como objetivo, realizar a representacao do comportamento do sistema

nos parametros de uma mesma estrutura de equagoes diferencias lineares ordinarias(EDO’s).

4.1.3 O Problema da Complexidade na Escolha do Harwdare

O problema da complexidade na escolha do hardware aborda integracao a escolha do melhor

hardware associado com os algoritmos HDP-DLQR e o esquema ator-critico da Figura 2.3.
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Observa-se que o sistema de aquisi¢ao de dados desempenha uma papel relevante na sintonia on-
line dos ganhos dos controladores 6timos, devido ao nivel de interacao com o sistema dinamico
necessitar de forma explicita os estados do sistema dinamico. Enquanto que nos procedimentos
dependente de modelos, a iteracao do sistema dinamico é intensa com o hardware do sistema

de controle.

4.2 Procedimentos para Projeto Livre de Modelo

O método para o projeto livre de modelo, consiste de uma abordagem para a sintonia de
controladores 6timos, em que a solucao da equacao HJB é uma aproximacao, que é obtida por
meio de algoritmos de estimacao paramétrica, tal como o Método dos Minimos Quadrados ou

o Filtro de Kalman.

4.3 Formulacao do Problema

A formulacao do modelo de regressores para o problema de aproximacao da equagao HJB

usando a forma de equagao de regressao é dada por

O = 0i+ Ky (di — ¢} 0) (4.3)
K = Pilo (A + ¢l Pitle)" (4.4)
‘Prlt1 = X (I - KNSQO?) rls» (45>

sendo 6; a variavel que representa os parametros desconhecidos, ou seja, a solucao para a equagao
HJB. A variavel P, representa a matriz de covariancia de busca dos parametros #;, os valores
de Pf;gl no lado direito da Equagao(4.4) significa que eles foram atualizados pelo lado direito da
Equagao(4.5), a atualizagao de K}, ocorre de forma similar. O valor de observacao representa

os componentes do vetor gradiente da fungao de custo V(x) em rela¢ao ao Estado, e d; € R.

A forma quadratica da funcao de custo é dada por

VE(xp) =z Pay, (4.6)
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sendo representada em termos do produto de Kronecker de estados e em termos da matriz
de vetorizacao P, que é a solucao para a equacao Hamilton-Jacob-Bellman, demosntrada na

Equacao(3.36), sendo mantida para um melhor entendimento:

Y(ATPA) — P+ Q —+v[A"PB(R/y + BTPB) 'BTPA] = 0.

A solugao étima, na sua forma vetorizada é dada por

VI (1) = o Prag = Tlvee(P,), (@)
sendo T, € R*"H1/2 & um vetor que de acordo com a definicdo do produto de Kronecker é dado

por

T, =i @) = [vuxl ...zt (4.8)

4.3.1 Solucao Proposta

Os métodos RLS-Projecao e RLS-Kaczmarz sao investigados como uma alternativa que
compoem o elemento central, que tem como funcao atualizar o ganho do estimador RLS que é

dado, respectivamente, por

Kl = g, P 49
risp fir! Qs + SOzTSOZ ( )

e
Kifl = (4.10)

ol @;’
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sendo a,;s > 0 o parametro usado para resolver o problema de sobrecarga no algoritmo RLS,
que sdo derivados da ocorréncia de singularidades do denominador 7 ¢; e do fator de ajuste de

passo s que assume os valores de 0 < 5 < 2.

Assim, a Equagao(4.3) da variavel desconhecida e a Equagao(4.4) de atualizacdo de ganho,
sao as equacoes utilizadas para montar o nicleo do algoritmo RLS, a equacao de atualizagao
P,;s nao é necessaria para estes dois algoritmos. Estes dois algoritmos tém por fun¢ao minimizar
o esforco computacional, durante a tarefa de estimacao dos parametros com relacao ao método
RLS com fator de esquecimento A, sendo que este assumira um valor fixo, conforme a subsegao
(5.1.1). Pode-se observar que .5 realiza a mesma fungao desempenhada pelo parametro A na
equacao do método RLS padrao, mas o seu efeito nao apresenta o mesmo impacto provocado
pelo parametro A\, que é o mais abrangente, produzindo desta forma impactos na matriz de

atualizagao P,s.

Os resultados da convergéncia em esquemas HDP via aproximacao RLS, tem sido investiga-
dos por (BRADTKE; YDSTIE; BARTO, 1994b) para o regulador linear quadratico (LQR). De
acordo com o teorema apresentado em (BRADTKE; YDSTIE; BARTO, 1994b) e (BRADTKE,
1994), a sequéncia {K j}‘;il de politicas geradas pelo algoritmo RLS-HDP-DLQR, convergem

para uma politica étima K*, conforme foi apresentado na Equacao(B.27).

4.4 Solucao Dependente de Modelo

Nesta segao serd apresentado um método para determinar uma politica de iteragao(PI)
aproximada para realizar o projeto de controle do DLQR, que sera associado a equacao de
Bellman. Para a concepcao do controlador sera utilizada como ferramenta, a solu¢ao aproximada
da equacao de Lyapunov. A politica de iteracao pode ser definida como sendo uma funcao que

determina uma decisao, mediante a informacao do estado.

4.4.1 Algoritmo de Iteracao de Politica com DLQR

O Regulador Linear Quadratico Discreto esta inserido no contexto do Processo de Decisao
Markoviano (MDP) para o projeto HDP proposto. A parametrizagao do MDP para o problema
DLQR e sua associagao com a equacao de Bellman para desenvolver algoritmos de iteracao de
politica (PI) aproximada. As principais etapas dos algoritmos aproximados HDP-PI e ADHDP-
PI para DLQR s@o comentadas em termos de esquemas de ator-critico(SANTOS et al., 2014),
(REGO; FONSECA; FERREIRA, 2013) e (ALL; ALIL 2011).
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4.4.2 Algoritmo HDP-PI para o DLQR

As principais ferramentas para o desenvolvimento do algoritmo de iteragdo politica (PI)
aproximada, para o projeto de controle DLQR, é o método de solucao aproximada da Equagao

de Lyapunov(2.24) e o processo de melhoria da politica de controle que é estabelecida por

K41 =v(R+~yBTPXiB)"'BTPXi A, (4.11)

O método de aproximacao deLyapunov P%i associado & politica atual K; é o de minimizar

o erro na Equacao(2.24) no sentido dos minimos quadrados (LU; FISHER, 1989).

Os primeiros blocos do PI para o DLQR sao os parametros do sistema e configuracoes
de simulagao. O segundo bloco implementa as regras para avaliagdo do PI aproximado. O
terceiro bloco implementa as melhorias da politica. Estes passos sao apresentados no algoritmo

1 (SANTOS et al., 2014) que implementa a aproximagao PI para o DLQR.

ALGORITMO 1

> - Setup - Condigoes Iniciais

> Ponderagao e Matrizes do Sistema Dinamico
[Q R, A Bl <[ ]

> Valores Iniciais de P e K

[Pjo, Kjo] = [ ]

> Processo Iterativo

Paraj - N:—-1:1

Faca

© 0 N O Ot WwWw N

> Recorréncia de Lyapunov

10 Pjpi(zk) = (Ag — BaK;)T Pi((Ag — BaK;) + Q+
11 K[RK;

12 Pjoj1 « | ]

13 > Feedback - Ganho Otimo

14 Kjt1+ (R+BYP 1 By) BT P11 Ay

15 fim do para

16 > - Fim do processo Iterativo

A seguir é exposto um algoritmo que apresenta uma metodologia para resolver o Regulador

Linear Quadratico Discreto utilizando a Programacao Dinamica:
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AvrcoriT™MO 2 - DLRQ UTILIZANDO PD

1 > - Inicializacao
2 Sistema Dindmico Discreto
3 Ay, By, Cqe Dy
4 Condi¢cdo Limite
5 Matrizes de Ponderacao
6 QeR
7 Estados Iniciais
8 > -Processo Iterativo
9 Parajde N até passo - 1
10 > -Ganho Otimo de Realimentacao
11 kj = (R+ By Pjy1B; (B Pj14q)
12 > -Recorréncia de Riccati
13 Pjy1 = (Aq — BaK;)" Pj(Aq — Bakj) + k] Rkj + Q
14 > -Controle Otimo
15 xj+1 = (Aq — Bakj)x;
16 u; = —kjz;
17 fim do para
18 > - Fim do processo Iterativo
19 © -Fim do Algoritmo 2

Deve-se observar a inicializacao do algoritmo que leva em consideracao a condigao limite,
que nada mais é, o valor no instante final N assumido pela matriz P da solucao da AREu, os

estados iniciais, e ainda as matrizes de ponderagao @) e R.



Capitulo

Testes de Validacao e Analise de Convergencia

dos Métodos Propostos

Os testes de validagao e a analise de convergéncia dos métodos propostos estao organizados
em estudos de casos, sendo que as plantas, em cada estudo de caso é representado por mo-
delos mateméticos que descrevem os sistemas dinamicos multivaridveis (MIMO). A seguir, é

apresentada uma breve descricao de cada planta:

1. Modelo matematico de ordem trés que representa uma aeronave;
2. Modelo matematico de ordem quatro, que representa um circuito elétrico;

3. Modelo matematico de ordem oito, que representa um helicéptero.

5.1 Estudo de Caso 1

A terceira parte do procedimento, é de interesse pelos testes e andlises para avaliar a con-
vergéncia e a precisao dos algoritmos on-line RLS-Canonico, RLS-Projecao e o RLS-Kaczmarz,
para um modelo de sistema de referéncia de terceira ordem referenciado em (STEVENS; LEWIS,
2003), o modelo teve as suas equagdes da dindmica modificadas em (SILVA; NETO; SOUZA,
2014), para incluir uma segunda agao de controle. Assim, a dinamica longitudinal da aeronave
é representada por um modelo linear MIMO com duas entradas e trés saidas. As condigoes

inicias, bem como os experimentos sao discutidos nesta secao.
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5.1.1 Condicoes Iniciais

As condicoes iniciais sao organizadas de acordo com sua funcionalidade no processo de busca
da solugao da Equagao Algébrica de Riccati Discreta(DARE). Estas condigbes que sao apresen-
tadas, estao associadas com o projeto do sistema dinamico, método iterativo de aproximacao
da DARE, bem como as condic¢oes iniciais, e contituem uma interface entre o sistema dinamico
e o método de aproximacao da DARE: o ganho Kypp gera o novo vetor de estado, que por sua

vez foi estimado pelo RLS. A configuracao dos parametros é dada por

1. As condigoes iniciais do vector de estado tem os seguintes componentes x; = 0,22; x5 =
—0,25 e 3 = —0,005.

2. Solucao Inicial da DARE é Pypp = paramgppl,x, que gera as condi¢oes iniciais da
matriz de ganho, dada por Kuypp = (R + BgPHDPBd)_leTPHDPAd-

3. As matrizes de ponderacao para o projeto do DLQR, s@o dadas por R = Irys € Q = I343.

Condigoes iniciais para o RLS:

1. As condigOes iniciais para os parametros desconhecidos 6 sao 6; =0, com i =1,...,6.
2. O fator de esquecimento A = 0, 96.

3. A matriz de covariancia do processo RLS é dado por P, = param,;sIgxg, € 0 processo

RLS é dado por K,;s = param,;sIsx¢ sao associados durante o processo de atualizacao.

5.1.2 Configuracao do Processo Iterativo

A configuracao do processo iterativo, consiste em estabelecer os melhores parametros para
a solugao de uma determinada aplicacao, tendo como referéncia o empirismo do projetista e/ou
as correlacoes entre as variaveis relacionadas do sistema com os métodos. Os parametros que
desempenham um papel relevante no método convergéncia sao: ordem do sistema n (n = 3),
intervalo de amostragem Timost (Tumost = 0, 1s), fator de esquecimento (RLS) A (A = 0,982) e

os parametros de projecao s € fiys-
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5.1.3 Analise de Desempenho dos Algoritmos RLS-HDP

Nesta subsecao serd utilizado um modelo de terceira ordem, aeronave F-16, para avaliar o

desempenho da familia de algoritmos RLS, para o projeto de controle 6timo.

trajectory

Figura 5.1: Movimento Longitudinal da Aeronave F-16, para Levantar e Baixar o Nariz (SILVA;
NETO; SOUZA, 2014)

Para o modelo proposto, apresenta-se as seguintes variaveis de entrada:

e Taxa de elevacao ¢, que representa a variacao do angulo de elevacao 6 em relacao a linha
do horizonte;

e Angulo de ataque «, corresponde a diferenca entre a trajetoria e o curso real da aeronave;

e Angulo de defeccao do elevador 0.

E as seguintes variaveis de saida:

e 111 atuagao em relagao ao sistema de elevacao definido por d., age sobre a cauda da

aeronave;

e /5 executa acao de controle sobre os flaps das asas.

Os parametros do sistema dinamico foram discretizados, para isso foi aplicada uma taxa de
amostragem de (Tymost = 0, 1), sendo portanto as matrizes, de estado (A), de entrada (B), de

saida (C') e de transmissao direta (D), dadas por:
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0,9124 0,0829  0,0006
A = 0,3724 0,9428 —0,0103 |, (5.1)
0 00,3679

—0,0066 0,8295

B = | —0,1034 9,4277 |, (5.2)
3,6788 0
100
C = 1010], (5.3)
00 1
(&
00
D =100 (5.4)
0 0

A solugao de estado estacionario do RLS-HDP de Riccati/Lyapunov, baseada nas matrizes
A, B, Ce D, é dada por

Pfina,l _

Hpp = 0,0070 1,0097 —0,0006

0,0001 —0,0006 1,0098

4,0154  0,0070  0,0001
. (5.5)

A matriz de ganho RLS-HDP ¢ dada por

Final 0,0006 —0,0001  0,0932
K = . 5.6
HDP 0,0710  0,0989 —0,0001 (5:6)
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A solugao da equagao HJB discreta pelo método de Schur e os ganhos 6timos associados,
sao utilizados como referéncia para comparacao de precisao, com os valores aproximados de P
e K, respectivamente, supondo que os valores de Schur sao verdadeiros. A solucao discreta

através do método de Schur, é dada por

4,0154  0,0070  0,0001
PIQZE“PZS = 0,0070  1,0097 —0,0006 | . (5.7)
0,0001 —0,0006  1,0008

A matriz de ganho discreta é dada por

Final 0,0006 —0,0001  0,0932
KHDPS =
0,0710 0,0989 —0,0001

Para os métodos de Projecdo e Kaczmarz, tem-se os seguintes valores para a solugao discreta

e as matrizes de ganho, respectivamente de cada método:
Solugao discreta obtida a partir do método de Projecao
4,0154  0,0070  0,0001

PiLE. = 0,0070  1,0097 —0,0006 | . (5.9)
0,0001 —0,0006 1,008

A matriz de ganho discreta definida pelo método de Projecao, é dada por

; 0,0006 —0,0001  0,0932
Kfznal — ’ ’ ’ . 5.10
HDPp 0,0710  0,0989 —0,0001 (5-10)

A solucao discreta para o método Kaczmarz

4,0154  0,0070  0,0001
PiLy. = 0,0070  1,0097 —0,0006 | . (5.11)
0,0001 —0,0006  1,0098
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A matriz de ganho discreta do método de Kaczmarz, é dada por

final 0,0006 —0,0001  0,0932
K = . 5.12
HDPgs 0,0710  0,0989 —0,0001 (5.12)

Os valores de estado estaveis da matriz P? dada por (5.7),(5.9) e (5.11) sdo comparados com
a solugao dada pela HIB (5.5) que é obtida através do método de Schur. O erro calculado entre
cada elemento da matriz é inferior a 107*. A avaliacao da precisdo numérica mostrou que o
vetor de parametro estimado gconverge para o valor verdadeiro do vetor #°. De acordo com as

propriedades do RLS, esta ocorréncia é uma indicacao de que o estimador nao polarizado.

A avaliagao do processo de iteragdo para a solugao da equagao HJB-Riccati através do
algoritmo RLS-HDP é apresentado nas Figuras 5.2 e 5.5, para um valor de 500 ciclos de iteragao.
As curvas (a)-(c) da Figura 5.2 representam o comportamento de convergéncia dos elementos
P11, P22 € p3z da matriz P, que correspondem respectivamente aos elementos 61, 04 e g do
vetor de parametros 6, ou seja, a diagonal principal da matriz. As curvas (a)-(c) da Figura 5.5,
apresentam a evolucao do comportamento dos elementos pia, p13, € peg da matriz P que estao

associados aos elementos 6y, 05 e 05 do vetor 0, de forma reciproca.
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Figura 5.2: Convergéencia dos Parametros da Diagonal Principal pelo Método RLS-Canonico do
Modelo de 3% ordem
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Na Figura 5.2 que apresenta a evolugao do comportamento do método RLS-Canédnico (grafico
continuo) em relagao ao método de Schur (grafico tracejado), tem-se a evolugao dos parametros
da diagonal principal e a sua convergéncia. O sistema, em sua dinamica, responde de maneira

satisfatéria e apresenta convergéncia por volta de 200 amostras.

Na Figura 5.3, tem-se a evolucao dos parametros da diagonal principal pelo método de
RLS-Projegao (grafico continuo) em relacdo ao método de Schur (gréfico tracejado), e a sua

convergéncia ¢é atingida por volta de 170 amostras.
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Figura 5.3: Convergéncia dos Parametros da Diagonal Principal pelo Método RLS-Projegao do
Modelo de 3% ordem

Na Figura 5.4, tem-se a evolu¢ao do comportamento do método RLS-Kaczmarz (grafico
continuo), de sua diagonal principal, bem como a sua convergéncia que foi atingida por volta
de 110 amostras. Portanto, o método RLS-kaczmarz apresentou um melhor desempenho de

convergéncia para os elementos da diagonal principal.
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Figura 5.4: Convergéncia dos Parametros da Diagonal Principal pelo Método RLS-Kaczmarz

do Modelo de 3% ordem

Nas Figuras 5.5, 5.6 e 5.7, tem-se respectivamente, os resultados pelo método RLS-Candnico,

Projecao e Kaczmarz referentes aos 6y, 03 e 65 que sao comparados com os resultados obtidos

pelo método de Schur. Na devida ordem, tem-se que as convergéncias ocorreram por volta das

180, 110 e 250 amostras, respectivamente.
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Figura 5.5: Convergéncia dos Parametros 05,65 e 05 pelo Método RLS-Candnico do Modelo de

3% ordem
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Figura 5.6: Convergéncia dos Parametros 60,65 e 65 pelo Método RLS-Projecao do Modelo de

3% ordem
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Figura 5.7: Convergéncia dos Parametros 65, 05 e 6; pelo Método RLS-Kaczmarz do Modelo de

3% ordem

As figuras representam o comportamento dos estados e as de controle do sistema dinamico,
a medida que o tempo decorre é verificado que as iteragoes do algoritmo ocorrem, os estados
apresentam valores oscilatérios, o que é caracteristico do processo de revitalizacao e da condigao

de excitagao persistente.
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As Figuras 5.8, 5.9 e 5.10 apresentam a evolucao das agoes de controle para os métodos
RLS-Canonico, RLS-Projecao e RLS-Kaczmarz, respectivamente, para o modelo da Secao 5.1

apresentado.
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Figura 5.8: Grafico da Acao de Controle uy pelo Método RLS-Canénico do Modelo de 3* ordem
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Figura 5.9: Grafico da Agao de Controle pelo Método RLS-Projecao do Modelo de 3% ordem
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Figura 5.10: Grafico da Acao de Controle pelo Método RLS-Kaczmarz do Modelo de 3% ordem
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Figura 5.11: Grafico dos Estados RLS-Canonico do Modelo de 3* ordem
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Figura 5.12: Gréfico dos Estados RLS-Projecao do Modelo de 3% ordem
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Figura 5.13: Grafico dos Estados RLS-Kaczmarz do Modelo de 3* ordem

500

O traco da matriz e os autovalores do sistema em malha fechada podem ser verificados a cada

iteragao de acordo com as Figuras 5.14, 5.15 e 5.16, respectivamente dos métodos RLS-Canonico,
RLS-Projecao e RLS-Kaczmarz.
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A medida que o processo de iteragao ocorre, verifica-se que os autovalores apresentam me-
nores variacoes de seus valores, isto se da, a medida que o computo, pelos algoritmos, durante

0 processo iterativo aproxima-se da solucao 6tima da matriz P da equacao Riccati.
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Figura 5.14: Grafico do Trago e dos Autovalores RLS-Canonico do Modelo de 3% ordem
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Figura 5.15: Grafico do Trago e dos Autovalores RLS-Proje¢ao do Modelo de 3* ordem
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Figura 5.16: Grafico do Traco e dos Autovalores RLS-Kaczmarz do Modelo de 3* ordem

A partir do traco da matriz e do grafico dos autovalores gerados pelo modelo de terceira

ordem, da aeronave F-16, tem-se a Tabela 5.4 com os seguinte parametros estatisticos.

Tabela 5.1: Parametros - Estatisticos

Parametros 01 0, O
Associagao D11 D22 D33
6° 4,0154 | 1,0097 | 1,0098
0 4,0154 | 1,0097 | 1,0098
Mediana de 6 | 4,0158 | 1,0105 | 1,0094
Minimo -0,3696 | -0,2830 | -3,2151
Maximo 8,1293 | 6,6994 | 7,1145

5.2 Estudo de Caso II

Nesta secao sao realizados procedimentos de testes e analises para avaliar a convergéncia e

a precisao dos algoritmos on-line, como os realizados na Se¢ao 5.1, neste estudo é utilizado um

modelo de sistema de referéncia de quarta ordem investigado em (LEWIS; VRABIE, 2009a). O

modelo proposto é apresentado na Figura 5.17, este apresenta quatro elementos armazenadores
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de energia (dois indutores e dois capacitores), duas entradas e duas saidas conforme a Tabela

5.2.
L1
| Fr
O~ e = MO
R3
ATAVAY
R2
+ C2
uy(t) 9 ke LY,
L2

Figura 5.17: Circuito Elétrico de 4* Ordem

Tabela 5.2: Entradas e Saidas do Modelo de 4% Ordem

Entradas

Ui (t)

Ug(t)

Saidas

Y1 (t)

Y2(t)

Para este estudo de caso, sao admitidos os seguintes valores, conforme pode ser verificado

na Tabela 5.3, para os componentes do circuito apresentado na Figura 5.17:

Tabela 5.3: Valores dos Componentes do Circuito de 4 ordem

Componente | Valor | Unidade
R1—R2—-R3 1 Ohm (Q2)
Cl1-C2 1 Farad (F)
L1—- 12 1 Henry (H)

Para a modelagem matematica, é necessario que sejam aplicadas as Leis de Kirchhoff das

correntes e das tensoes, o teorema da superposigao e por fim a transformada de Laplace para que

se possa determinar as equagao caracteristica do modelo para que se possa extrair na estrutura

do espaco de estado as matrizes A, B,C' e D, respectivamente, matriz de estado, matriz de
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entrada, matriz de saida e matriz de transmissao direta, que sao utilizadas em nosso método de

aproximacgao. Para maiores detalhes da modelagem, verificar (MACIEL, 2012).

As matrizes A, B,C e D para o modelo continuo sao dadas por

—1/(Cap * R1) 0 1/Cap 0
4 - 0 —1/(Cap * R1) 0 —1/Cap
—1/Lind 0 —R2/Lind —R2/Lind
0 1/Lind —R2/Lind —R2/Lind
0 0
B 0 0
| 1/Lind 0 ’
0 1/Lind

1 000
Cc = ,
0100

5.2.1 Condicgoes Iniciais

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

As condigoes iniciais sao organizadas de acordo com sua funcionalidade no processo de busca

da solugao da equacao algébrica de Riccati (DARE). Estas condigoes apresentadas, estao asso-

ciadas com o projeto do sistema dinamico (MIMO) e com o método iterativo de aproximagao

da solugao da DARE. Constituem uma interface entre o sistema dinamico e o método de apro-

ximacao da DARE: o ganho Kypp que gera o novo vetor de estado, que por sua vez é estimado

pelo RLS. A configuracao dos parametros, é portanto, dada por:
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1. As condicoes iniciais do vetor de estado, foram estimadas através de simulacgoes do circuito
elétrico da Figura 5.17 com os seguintes valores utilizados, 1 = 0,22; x5 = —0,25; 23 =
—0,005 e x4 = 0,005.

2. Solucao Inicial da DARE é Pypp = paramgppl,x, que gera as condi¢oes iniciais da
matriz de ganho, dada por Kgpp = (R + ngHDPBd)_leTPHDPAd-

3. As matrizes de ponderacao para o projeto do DLQR sao definidas através de heuristicas,
porém, seguem uma metodologia para a sua variagao, estas sao dadas pelas matrizes

identidades com suas respectivas ordens R = Ioyo € Q = I4x4.

Condigoes iniciais para o RLS:

1. As condigoes iniciais para os parametros desconhecidos 6 sao 6; = 0, com ¢ assumindo

valores inteiros inteiros de 1 até 10.

2. O fator de esquecimento A = 0,96, foi obtido através de experimentos, ou seja, tentativa
e erro, até que fosse encontrado um valor que melhor contribuisse para o desempenho do

algoritmo.

3. A matriz de covariancia do processo RLS é dado por P, = param,;sIgxg, € 0 processo

RLS é dado por K,;s = param,;sIsx¢ sao associados durante o processo de atualizacao.

5.2.2 Configuracao do Processo Iterativo

A configuracao do processo iterativo, consiste em estabelecer os melhores parametros para
a solucao de uma determinada aplicagao, tendo como referéncia o empirismo do projetista ou
as relagoes entre as variaveis relacionadas do sistema com os métodos. Os parametros que
desempenham um papel relevante no método de convergéncia sdo: ordem do sistema n (n = 4),
intervalo de amostragem Tymost (Tamost = 0, 1), fator de esquecimento (RLS) A (A = 0,96) e os

parametros de projecao aus € fiys-

5.2.3 Analise de Desempenho dos Algoritmos RLS-HDP

Um modelo de circuito elétrico de quarta ordem dado pela Figura 5.17, é utilizado como
sistema para avaliar o desempenho dos algoritmos RLS pelos métodos RLS-Canonico, RLS-

Projecao e RLS-Kaczmarz, para o projeto de controle étimo.
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A solugao de estado estaciondrio do RLS-HDP de Riccati/Lyapunov, baseada nas matrizes

A, B, C' e D, apresentadas na Secao 5.2, é dada por

11,6401 —7,1142 8,0334 0, 7888
—7,1142 11,6401 —0,7888 —8,0334

plinal 5.17
HDP 8,0334 —0,7888 20,9536 —15,5464 (5.17)
0,7888 —8,0334 15,5464 20,9535
A matriz de ganho RLS-HDP é dada por
; 0,8033 —0,0789  1,9954 —1,5546
Kfire = ’ ’ ’ ’ . (5.18)
0,0789 —0,8033 —1,5546  1,9954

A solugao da equacao HJB discreta pelo método de Schur e os ganhos 6timos associados,
sao utilizados como referéncia para comparacao de precisao com os valores aproximados de P
e K, respectivamente, supondo que os valores de Schur sao verdadeiros. A solugao discreta

através do método de Schur, é dado por

11,6401 —7,1142 8,0334 0, 7888

final —-7,1142 11,6401 —0,7888 —8,0334
Pypps = . (5.19)
s 8,0334 —0,7888 20,9536 —15,5464

0,7888 —8,0334 15,5464 20,9535

A matriz de ganho discreta é dada por

final 0,8033 —0,0789 1,9954 —1,5546
Kuyppy = _ _ : (5.20)
0,0789 0,8033 1,5546 1,9954

Para os métodos de Projecao e Kaczmarz, tem-se os seguintes valores para a solugao discreta

e as matrizes de ganho, respectivamente de cada método:

Solucao discreta obtida a partir do método de Projecdo
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11,6401 —7,1142  8,0334 0,7888
—7,1142 11,6401 —0,7888  —8,0334

plinal — — 5.21
HDPg 8,0334 —0,7888 20,9536 —15,5464 (5-21)
0,7888 —8,0334 15,5464 20,9535
A matriz de ganho discreta definida pelo método de Projecao é dada por
final 0,8033 —0,0789  1,9954 —1,5546
Kypps = . (5.22)
0,0789 —0,8033 —1,5546  1,9954
A solucao discreta para o método Kaczmarz
11,6401 —7,1142  8,0334 0,788
final —7,1142 11,6401 —0,7888  —8,0334
Pl — ! B , (5.23)
8,0334 —0,7888 20,9536 —15,5464
0,7888 —8,0334 15,5464 20,9535
A matriz de ganho discreta do método de Kaczmarz, é dada por
jcfinal  _ | 0.8033 —0,0789  1,9954 —1,5546 (5.24)

HDPs 0,0789 —0,8033 —1,5546  1,9954

Os valores de estado estdveis da matriz P? dada por (5.23) sdo comparados com a solucao
dada pela HIB (5.17) que é obtida através do método de Schur. O erro calculado entre cada
elemento da matriz ¢ inferior a 107*. A avaliacdo da precisao numérica mostrou que o vetor

de parametro estimado 6 converge para o valor verdadeiro do vetor #°. De acordo com as

propriedades do RLS, esta ocorréncia é uma indicacao que o estimador é nao polarizado.

A avaliagao do processo iterativo para a solucao da equacao HJB-Riccati através do algoritmo
RLS-HDP ¢é apresentado nas Figuras 5.18, 5.19, 5.20, 5.21, 5.22, 5.23, 5.24, 5.25 e 5.26 para
um valor de 3000 ciclos de iteragao. As curvas (a)-(d) da Figuras 5.18, 5.19, 5.20, representa o
comportamento de convergéncia dos elementos pi1, P2, P33 € pas da matriz P, para os métodos
RLS-Canonico, RLS-Projecao e RLS-Kaczmarz que sao comparados com os valores obtidos para

o método de Schur, correspondem respectivamente aos elementos 61, 05, 05 e 619 do vetor de
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parametros 6, ou seja a diagonal principal da matriz. As curvas (a)-(c) das Figuras 5.21, 5.22
e 5.23 apresentam a evolugao do comportamento dos elementos pi9, p13, € p14 da matriz P que
estao associados aos elementos 6, 03 e 04 do vetor #, de forma reciproca. Por fim as curvas
(a)-(c) da Figuras 5.25, 5.25 e 5.26 descrevem a evolu¢ao do comportamento dos elementos pos,

Do4, € P34 da matriz P que estao associados aos elementos 6g, 07 e 09 do vetor 6.

Na Figura 5.18 que apresenta o comportamento do método RLS-Candnico, tem-se a evolu-
cao dos parametros da diagonal principal e a sua convergéncia. O sistema, em sua dinamica,

responde de forma satisfatéria e apresenta sua convergéncia por volta de 2100 amostras.

2 = O%sim

)
estim
-——g0

- -0

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
k amostras k amostras

500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
k amostras k amostras

Figura 5.18: Convergéncia dos Parametros da Diagonal Principal pelo Método RLS-Canonico

do Modelo de 4% Ordem

Na Figura 5.19, tem-se a evolucao dos parametros da diagonal principal pelo método de

RLS-Projecao e a sua convergéncia, que foi atingida por volta de 2200 amostras.
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Figura 5.19: Convergéncia dos Parametros da Diagonal Principal pelo Método RLS-Projecgao
do Modelo de 4* Ordem

Na Figura 5.20, tem-se a evolugao do comportamento do método RLS-Kaczmarz, de sua
diagonal principal, bem como a sua convergéncia que foi atingida por volta de 850 amostras,
portanto, o método RLS-kaczmarz apresentou um melhor desempenho de convergéncia para os

elementos da diagonal principal.
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Figura 5.20: Convergéncia dos Parametros da Diagonal Principal pelo Método RLS-Kaczmarz
do Modelo de 4* Ordem
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Nas Figura 5.21, 5.22 e 5.23, tem-se os resultados pelo método RLS-Canonico, RLS-Projecao
e RLS-Kaczmarz referentes aos 0, 05 e 04, respectivamente. Na devida ordem, as convergéncias

ocorreram por volta das 1700, 2250 e 750, para cada um dos métodos.
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0 - - -0
o
5 .
__________________________________ e
_10 | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
k amostras
A
Oestim
0
---d
5 | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
k amostras
10 T
Oestim
—
o
A
| |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

k amostras

Figura 5.21: Convergéncia dos Parametros 6, 03 e 6, pelo Método RLS-Canonico do Modelo de
4% Ordem
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Figura 5.22: Convergéncia dos Parametros 6, 05 e 6, pelo Método RLS-Projecao do Modelo de
4% Ordem
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Figura 5.23: Convergéncia dos Parametros 65,65 e 6, pelo Método RLS-Kaczmarz do Modelo
de 4% Ordem

Nas Figura 5.24, 5.25 e 5.26, tem-se respectivamente, os resultados pelo método RLS-
Canonico, RLS-Projecao e RLS-Kaczmarz referentes aos g, 67 e 6y que sao comparados aos
valores dados pela solucao de Schur. Na devida ordem, tem-se que as convergéncias ocorreram
por volta das 1600, 2250 e 750 amostras.
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500 1000 1500 2000 2500 3000
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- ==
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Figura 5.24: Convergéncia dos Parametros g, 07 e 09 pelo Método RLS-Candnico do Modelo de
4* Ordem
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Figura 5.25: Convergéncia dos Parametros 6g, 07 e 9 da Matriz P pelo Método RLS-Projecao
do Modelo de 4* Ordem
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Figura 5.26: Convergéncia dos Parametros g, 07 e 6y da Matriz P pelo Método RLS-Kaczmarz
do Modelo de 4* Ordem

As figuras de estados e as de controle do sistema dinamico, a medida que o tempo decorre
é verificado que as iteragoes do algoritmo ocorrem, os estados apresentam valores oscilatorios,
0 que é caracteristico do processo de revitalizacao e da condicao de excitacao persistente, foi
atribuido ao algoritmo uma varidavel radomica na revitalizacao x,..; de estados, esta variavel

assume valores 0 < Zpepir < 1.
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As Figuras 5.27, 5.28 e 5.29 apresentam a evolucao das agoes de controle, respectivamente

para o método de RLS-Canonico, RLS-Projecao e RLS-Kaczmarz, respectivamente, para o

circuito da Figura 5.17 apresentado na Subsecao 4.4.2.
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Figura 5.27: Grafico da A¢ao de Controle u, pelo Método RLS-Canonico do Modelo de 4¢

Ordem
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Figura 5.28: Grafico da Ac¢ao de Controle pelo Método RLS-Proje¢ao do Modelo de 4* Ordem



Capitulo 5. Testes de Validacao e Anélise de Convergéncia dos Métodos Propostos 64

o
|
T

o

T | o | NN T I
s | N‘ M‘(u o L |4 A I‘MM | m\ \ N \ll
o ?%W“me N“MVMNﬁb‘*““k“ﬂW“WWJwﬂw\r"f’“”d“v“ﬁ ”‘W W‘W W‘“J“ i w\f oy W"WW,WWWWW“ ’W

o x ’
%
]
° [Us: ) I ) ) il
B AW 3
&8 e
o1 | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
k amostras
0.1
g IR TR,
%
o OF i B
8
& —x
04 I i | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
k amostras

Figura 5.30: Grafico dos Estados RLS-Canonico do Modelo de 4* Ordem
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Figura 5.31: Gréfico dos Estados RLS-Projecao do Modelo de 4* Ordem
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Figura 5.32: Grafico dos Estados RLS-Kaczmarz do Modelo de 4* Ordem

O traco da matriz e os autovalores do sistema em malha fechada podem ser verificados a cada

iteragao de acordo com as Figuras 5.33, 5.34 e 5.35, respectivamente dos métodos RLS-Canonico,

RLS-Projecao e RLS-Kaczmarz.

A medida que o processo iterativo ocorre, é verificado que os autovalores apresentam menores

variacoes de seus valores, isto se dd a medida em que os algoritmos se aproximam da solugao

6tima da matriz P da equacao de Riccati.
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Figura 5.33: Grafico do Traco e dos Autovalores RLS-Canonico do Modelo de 4* Ordem
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Figura 5.34: Grafico do Trago e dos Autovalores RLS-Proje¢ao do Modelo de 4* Ordem
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Figura 5.35: Grafico do Traco e dos Autovalores RLS-Kaczmarz do Modelo de 4 Ordem

A partir do traco da matriz e do grafico dos autovalores gerados pelo circuito elétrico de

quarta ordem, tem-se a Tabela 5.4 com os seguinte parametros estatisticos.

Tabela 5.4: Parametros - Estatisticos do Modelo de 4 Ordem

Parametros 01 05 Os b1
Associacao P11 D22 D33 Daa
6° 11,64 | 11,64 | 20,95 | 20,95
0 11,64 | 11,64 | 20,95 | 20,95
Mediana de 6 | 11,23 | 11,24 | 17,66 | 21,11
Minimo -8,08 | -4,91 | -0,44 | -0,37
Maximo 20,94 | 19,41 | 23,37 | 21,67

5.3 Estudo de Caso III

Nesta se¢ao, procedimentos de testes e andlises para avaliar a convergéncia e a precisao

dos algoritmos on-line, sao realizados. Um modelo de sistema de referéncia de oitava ordem
investigado em (FIRMINO, 2008) sera aqui utilizado.

Para um melhor entendimento deste estudo de caso, sao apresentados os trés tipos de movi-

mentos realizados pelo helicéptero:
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e ARFAGEM: angulo que a aeronave faz com o eixo longitudinal x. E produzido no deslo-
camento do helicoptero para a frente, que faz a aeronave inclinar a frente para baixo. Sua
orientacao pode ser dada pela regra da mao direita: com os dedos esticados e o polegar

aberto na direcao do eixo lateral, o sentido positivo é o sentido que a mao fecha.

|eoluaA oxIg

Eixo longitudinal

Figura 5.36: Movimento de Arfagem.

e ROLAGEM: angulo que a aeronave faz com o eixo lateral y. E produzido no deslocamento
do helicoptero para as laterais, que faz a aeronave inclinar-se para o lado. Sua orientacao

também pode ser dada pela mao direita: com o polegar na dire¢cao do eixo longitudinal, o

sentido positivo é quando a mao fecha.

|ediuaA oxI1g3

Eixo lateral

Rolamento
ojuawe|oy

Figura 5.37: Movimento de Rolagem.

e GUINADA: movimento de rotacao em torno do eixo z. O sentido positivo é dado quando

o dedo polegar da mao direita esta na direcao do eixo vertical, pontando para baixo.

|eJore] oxig

Eixo longitudinal

Figura 5.38: Movimento de Guinada.
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A seguir é apresentada uma tabela que exibe relagdo entre os movimentos de arfagem,

rolagem e guinada, com 0s seus respectivos eixos de rotagao, bem como a sua simbologia.

Tabela 5.5: Simbologia dos Movimentos do Helicoptero

Angulo/Variaveis | Eixo | Simbolo
Arfagem X Y
Rolagem y o)
Guinada z 0%

O modelo de helicéptero de (SAMBLANCAT, 1991) encontra-se representado sob a forma
de espaco de estado, composto por sete modelos lineares e invariantes no tempo, corresponden-
tes a sete pontos de operacao diferentes. Em termos fisicos, estes modelos correspondem ao

helicoptero se deslocando em voo longitudinal com altura constante nas velocidades de 0, 50,
100, 150, 200, 250 e 300 km /h.

Como os modelos sao do tipo multivaridvel e possuem 8 estados, 3 entradas e 5 saidas. As sai-
das correspondem aos estados x1, oo, T4, T5 € 5. A descri¢ao dos estados z(t) = [x; zo -+ x§]
estao dispostas na Tabela 5.6. As velocidades sao dadas em metros por segundo e os angulos

em grados.

Tabela 5.6: Estados do Modelo de 8 Ordem

Estado | Simbolo Descrigao Unidade
T Uy velocidade longitudinal m/s
To U, velocidade vertical m/s
T3 q velocidade angular de arfagem | grad/s
Ty Y angulo de arfagem grad
T5 vy velocidade lateral m/s
Tg P velocidade angular de rolagem | grad/s
T r velocidade angular de guinada | grad/s
xs 10) angulo de rolagem grad

5.3.1 Condicoes Iniciais e Parametros HJB

As condigoes iniciais estao relacionadas com as variaveis de controle (o par ator-critico) e
os parametros da Equacao HJB com os coeficientes do modelo matematico e os coeficientes da

funcao de utilidade do processo de decisao markoviano. A seguir é apresentada uma descrigao



Capitulo 5. Testes de Validagao e Andlise de Convergéncia dos Métodos Propostos 70

destes parametros no contexto da solucao da equacao HJB para o modelo do sistema dinamico

(MIMO). No caso, as condi¢oes iniciais sao dada por

a) Par ator-critico:

1. Solucao F, da Equacao HJB, tal que P > 0 e do valor de ganho K.
2. Solucao Inicial da DARE é Pypp = paramgppl,x, que gera as condicoes iniciais da
matriz de ganho, dada por Kypp = (R + BgPHDde)_leTPHDpAd.

b) Parametros:

1. Coeficientes do modelo matematico no espago de estados (xp11 = Az, + Buy).
2. Coeficientes da funcao de utilidade do processo.

(a) As matrizes de ponderagdo para o projeto do DLQR, sao dadas por R = I343 e
Q = Igxs.

Os parametros para a avaliagdo do método proposto sdo: ordem do sistema n (n = 8) e

intervalo de amostragem T\ ost (Tamost = 0, 15).

5.3.2 Solugao HJB via Método de Schur

Dentre os pontos de operacao, que se referem a cada uma das velocidades da aeronave inves-
tigados por (FIRMINO, 2008), o modelo trés, que foi idealizado para a velocidade de 100km,
apresentou um melhor desempenho. Devido a este melhor comportamento, foram utilizadas as
matrizes A, B e C, observadas neste ponto de operacao. As matrizes do modelo matematico

sao dados por

—0,0218 —0,01470  0,61800 —9,81000 0,000566 0,23400  0,01300 0]
—0,12700 —0,73500 27,9000  0,04100  0,01100 0,33900 —0,44400 —0,131
0,00523 —0,05030 —1,30000 0 —0,02330 —0,265 0,07480 0

A 0 0 1 0 0 0 —0,01270 0 7 (5.25)

—0,00413 —0,00362  0,23100  0,00052 —0,13100 —0,700 —27,4000 9,810
0,02800 —0,17400  1,07000 0 —0,16500 —5,590 0, 1440 0
0,01530 —0,02300  0,07570 0 0,02980 —0,586 —0,7070 0

i 0 0 —0,00006 0 0 1 —0,00471 0 |
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10,200 —1,350 0,241
18,500  —0,198 —0,544
—16, 400 2,570 —0,914
B = 0 0 0 , (5.26)
—1,140 —10,100 —4,460
—10,700 —83,400 —3,480
—1,130  —9,890 7,040
0 0 0 |

(5.27)

O O O O o o o o
o O O = O O O O
o O O O o o o o
o O O O o o o o
= O O O O O o o

O O O O O o o
O O O O O o = O
o O O O+ O o O

A solugao HJB-Riccati via método de Schur é utilizada como referéncia para avaliar o de-
sempenho dos algoritmos que sao baseados nas recorréncia de Riccati e Lyapunov. A solugao
da Equacao HJB para o sistema de oitava ordem obtida pelo método de Schur, baseado nas
matrizes (5.25), (5.26) e (5.27), é dado por

0,0153 0,0036 0,0129 —-0,1009 —0,0001 —0,0000 0,0014 —0,0009
0, 0036 0,0053 0,0070 —0,1143 —0,0000 0, 0000 0,0011 —0,0004
0,0129 0,0070 0,0167 —0,1894 —0,0001 0, 0000 0,0021 —0,0010
—0,1009 —0,1143 —0,1894 3,2773 0,0007 —0,0005 —0,0298 0,0100 3
Pschur = x 10°. (528)
-0,0001 -0,0000 —0,0001 0,0007 0,0011  —0,0000 0, 0000 0,0001
—0,0000 0, 0000 0,0000 —0,0005 —0,0000 0,0010 —0,0000 —0,0000
0,0014 0,0011 0,0021 —0,0298 0,0000 —0,0000 0,0013 —0,0001

| —0,0009 —0,0004 —0,0010  0,0100 0,000l —0,0000 —0,0001  0,0085

O ator pelo método de Schur é dada por

0,0238 —0,0107 —0,0569 —0,3738 0,0036 —0,0017 —0,0076 —0,0010
Kschur = -0, 0027 0,0034 0,0097 0,0124 0,0010 -0,0114 -0,0034 —0,0184 | . (5.29)
0,0015 0,0009 0,0024 —0,0366 —0,0389 —0,0087 0,1132  —0,0525
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5.3.3 Solucao HJB via Recorréncia de Riccati com PI

As Figuras 5.39, 5.40 e 5.41, apresentam a evolu¢ao do comportamento dos coeficientes da
diagonal principal da matriz P, para um ntmero de 100 amostras de iteragao, da solucao HJB

via Recorréncia de Riccati com iteragao de politica (PI).

Na Figura 5.39 tem-se os elementos Pi1, Pa, P33 € Pyg que estao associados aos elementos 6,
0y, 016 € 036 do vetor de parametros 6°. Verificamos que o processo iterativo atinge convergéncia
com aproximadamente 90 amostras de iteracoes e que a dinamica do transitério é bastante

suave.

Coeficientes HIB-Ric

0 20 40 60 80 100

Figura 5.39: Convergéncia dos Parametros 6, 0y, 015 e 035 da Solucao Dependente de Modelo

HJB-Riccati via PI e Recorréncia de Riccati.

Na Figura 5.40 apresenta-se o comportamento dos coeficientes Pyy, P55 € P77, que correspon-
dem a 6y, A7 € 034 da solugao da equagao matricial de Riccati, observamos que a convergéncia

ocorre com 50 amostras de iteracao.
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Figura 5.40: Convergéncia dos Paramentros a9, 657 € 034 da Solugao Dependente de Modelo

HJB-Riccati via PI e Recorréncia de Riccati.

Na Figura 5.41 apresenta-se o comportamento dos coeficientes P3; que estd associado ao
elemento 03; do vetor de parametros 6° da solucao da equacao matricial de Riccati, apresentando

convergéncia por volta de 70 amostras de iteracao.
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Figura 5.41: Convergéncia do Parametros 63; da Solugao Dependente de Modelo HJB-Riccati

via PI e Recorréncia de Riccati.
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5.3.4 Solucao HJB via Recorréncia de Lypunov com GPI

Na Figura 5.42 apresenta-se o comportamento dos coeficientes da solugao da equagao ma-
tricial de Riccati.As Figuras 5.42, 5.43 e 5.44, apresentam a evolucao do comportamento dos
coeficientes da diagonal principal da matriz P, para um nimero de 100 amostras de iteracgao,

da solugdo HJB via Recorréncia de Riccati com iteragao de politica (GPI).

Na Figura 5.42 tem-se os elementos Pi1, Psy, P33 e Psg que estao associados aos elementos 61,
0y, 016 € O35 do vetor de parametros 6°. Verificamos que o processo iterativo atinge convergéncia

com 30 amostras de iteracoes e que a dinamica do transitério é bastante suave
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Figura 5.42: Convergéncia dos Parametros 6, 0y, 614 e 035 da Solucao Dependente de Modelo

HJB-Riccati via GPI e Recorréncia de Lyapunov.

Na Figura 5.43 apresenta-se o comportamento dos coeficientes Py, P55 e Pr7, que correspon-
dem a 6,9, 097 € 034 da solucao da equagao matricial de Riccati via GPI, onde é observada que

a convergéncia ocorre em torno de 20 amostras de iteragao.
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Figura 5.43: Convergéncia dos Parametros s, 057 € 034 da Solucao Dependente de Modelo

HJB-Riccati via GPI e Recorréncia de Lyapunov.

Na Figura 5.44 apresenta-se o comportamento do coeficiente P3; que esta associado ao ele-
mento 05, do vetor de parametros #° da solucao da equacao matricial de Riccati, apresentando

convergéncia por volta de 25 amostras de iteracao.

1.0034

1.0033

Coeficientes HIB-Lyap-GPI

1.0032 . -

1.0031 I I I I I I I I I |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.44: Convergéncia do Parametro 63, da Solucao Dependente de Modelo HJB-Riccati
via GPI e Recorréncia de Lyapunov.
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Mediante as observagoes realizadas sobre o comportamento da convergéncia dos parametros
6° da matriz P, concluimos que a Solucao HIB via Recorréncia de Lyapunov com Iteracio de
Politica Gulosa(GPI), apresenta uma convergéncia mais rapida que a obtida pela Solu¢ao HJB

via Recorréncia de Riccati com Iteracao de Politica(PI).

5.3.5 Analise dos Algoritmos Dependentes de Modelo

A anadlise dos algoritmos dependentes de Modelos esta associada aos modos de operacao dos
algoritmos e com os resultados apresentados nas Figuras 5.39 - 5.41 e nas Figuras 5.42 - 5.44.
Estes gréficos estao relacionados com as recorréncias de Riccati e Lyapunov via iteragao de
politica generalizada como 2 passos. Conclui-se que a velocidade para que se obtenha a solugao
por meio dos referidos algoritmos esta relacionada com os pélos dominantes do sistema dinamico
ou a quanto de tempo tem-se disponivel, antes de tomar uma dada decisao, para realizar o ajuste

em funcao das variagoes paramétricas no modelo matematico.

5.4 Comparacoes e Comentarios da Analise dos Algorit-

mos Dependentes e Livres de Modelo

As comparagoes, comentérios e trade-offs dos métodos para solucao da Equacao HJB-Riccati,
por meio de algoritmos dependentes de modelos e aproximacoes, sao direcionadas para o projeto
on-line de sistemas de controle 6timo. Associados com as almejadas implementacoes destas

abordagens, os seguintes itens sao observados durante os experimentos computacionais:

1. Quantidade operagoes para o calculo do par ator-critico;

2. Associar a constante de tempo do sistema com o tempo de cédlculo do par ator-critico junto
com o tempo de comunicacao entre as partes do sistema de controle e a planta de malha

fechada (sensor, controle, atuador e planta).

3. A solucao aproximada HJB é sensivel a adaptacao no sentido de regulacao. Enquanto
que a solucao dependente de modelo garante uma boa aproximagao para o problema de
controle 6timo, mesmo que o modelo matematico apresente alguma perturbacao do tipo

ruido branco. Desta forma o modelo matematico é dado por

Tp1 = Axy + Buy, + Twy,
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sendo wy e I' sinal ruido branco e a ponderacao, respectivamente.



Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao foi apresentado o desenvolvimento de algoritmos de programacao dinamica
aproximada (ADP), independentes de modelo, baseados na familia de estimadores de Minimos
Quadrados Recursivos (Canonico - Projecao - Kaczmarz), algoritmos dependentes de modelo
baseados nas recorréncias de Riccati e Lyapunov, e um método de analise de convergéncia mon-
tado para avaliar o desempenho dos algoritmos de estimacao RLS para aproximar as politicas

6timas com base nas seguintes etapas:

e Ajuste dos ganhos do controle on-line;
e Andlise de convergéncia do estimador;

e Os impactos sobre o desempenho do controle do sistema dinamico.

A solugao da equagao HJB foi avaliada para o RLS via politica de iteragao (PI) dependente

de estado e abordagens de programacao dinamica heuristica aproximada.

O desenvolvimento de algoritmos HDP de estado é apresentado em uma formulagao que
combina a aproximagcao da funcdo valor por meio de estrutura RLS (minimos quadrados re-
cursivos) e politica de iteracao (PI) para aplicagoes de projeto étimo on-line. A Programagao
Dinamica Adaptativa demonstra ser uma alternativa viavel para realizacao de projeto de sis-
tema de controle sem parametrizagoes do meio ambiente e com a politica de decisao. Os testes
de avaliacao mostraram que a metodologia RLS apresenta um desempenho satisfatorio para

estimar a politica 6tima no esquema Ator-Critico de aprendizado por reforco.

Os algoritmos dependentes de modelo, aplicados no controle 6timo sobre o estudo de caso

111, apresentaram um comportamento muito suave em sua dinamica, tanto para a recorréncia de
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Riccati, quanto para a recorréncia de Lyapunov. No entanto, é observado que o método baseado
em Lyapunov atingiu a convergéncia com aproximadamente 25 amostras de iteracao, portanto
o seu desempenho, quanto a velocidade, é superior aos resultados obtidos pela recorréncia de

Lyapunov, que é atingida por volta de 80 amostras de iteragao.

Perspectivas

Apesar desta dissertacao apresentar contribuicoes e estar bem avaliada, conforme pode ser
verificado nas Subsecoes (5.1.3), (5.2.3) e (5.3.5), abre-se espago para a realizagao de trabalhos

futuros, conforme segue:

e Realizar melhorias e ou adaptagoes nos algoritmos apresentados, de maneira que possam

ser aplicados a sistemas de ordens superiores aos aqui apresentados;

e Desenvolver e implementar em hardware o sistema proposto.

Publicacoes

Santos, Watson R. M., Queiroz, Jonathan A. Neto, Joao V. da Fonseca, Régo, Patricia H.
M., Santana, Ewaldo e Andrade, Gustavo. RLS Algorithms and Convergence Analysis Method
for on-line DLQR Control Design via Heuristic Dynamic Programming, UKSim-AMSS 16th

International Conferece on Moddeling and Simulation,2014.
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Algebra Linear

A.1 Lema de Inversao de Matrizes

Lema 1 (Lema de Inversao de Matrizes): Sejam A, B, C' e D matrizes quadradas nao

singulares, de tal forma que A, C' e (A + BCD) sejam inversiveis, entao

(A+BCD) '=A"1—-A'B(C'+ DA 'B)"'DA™! (A1)

Prova Multiplicando os dois lados da Equagao(A.1) por (A + BCD), temos

(A+ BCD)(A+ BCD) ™ = (A+ BCD)A™ —

AT'B(C™' + DAT'B)'DA™!

I=1+BCDA™ —(I+BCDA™)B(C™'+DA'B)'DA™!
I=1+BCDA™ —(B+BCDA'B)(C™'+ DA'B)"'DA™".

Colocando-se BC' em evidéncia, temos

I=1+BCDA™ -~ BO(C™'+DA'B)(C™' + DA'B)'DA™
I=I1+BCDA' —4+BCDA™,

30
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portanto,



Apéndice

Programacao Dinamica

B.1 Principio da Otimalidade e Programacao Dinamica

A Programagao Dinamica (DP), conhecida também como otimizagao recursiva, é uma técnica
que trata de situacoes nas quais as decisoes sao tomadas em etapas, com o resultado de cada
decisao sendo previsivel até certo ponto, antes que a proxima decisao seja tomada. Um aspecto
chave destas situacoes, é que nenhuma decisao pode ser tomada isoladamente, em vez disso,
deve-se ponderar o desejo de um baixo custo no presente em relacao a altos custos indesejaveis
no futuro (SIMON, 2001). Esta se baseia no principio da otimalidade desenvolvido por Richard

Ernest Bellman em 1953, que é descrito como:

Frequentemente as solucoes sao obtidas por um processo regressivo, trabalhando o problema
do final para o inicio. Com isso a dificuldade seréd reduzida, ao se decompor o problema em uma
sequéncia de problemas inter-relacionados mais simples (BERTSEKAS; TSITSIKLIS, 1996)
e (SIMON, 2001). A programagao dindmica tem como questdo fundamental, o interesse em
buscar a resposta de como um sistema pode aprender a melhorar o seu desempenho a longo

prazo, quando isto pode exigir o sacrificio do desempenho atual.

Um sistema dinamico é representado em sua forma continua por

i(t) = Ax(t) + Bul(t), (B.1)

sendo o vetor de estado x(t),x1 € o vetor de controle u(t),x1. Sendo o vetor de controle definido

por
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u(t) = u(kT), (B.2)

sendo que t, deve assumir valores de maneira que kT <t < (k+ 1)T.

O objetivo é definir o valor 6timo para u*(KT'), para um dado k =0,1,2,3,..., N — 1 que

minimize o indice de desempenho dado por

J = %(tF)TSm(tF) + %/0 [z(t)TQz(t) + u(t)” Ru(t)], (B.3)

sendo N é o nimero de amostras, T' corresponde ao periodo de amostragem e as matrizes () e
R do indice de desempenho sao definidas, respectivamente, positiva e semi-positiva. Portanto,

a equacao de estado discretizada é apresentada da seguinte forma

2[(k 4+ 1)T] = Agz(kT) + By (kT), (B.4)

sendo que Ay e By sao definidas por

Ad = GAT (B 5)
e
T
Bd = / Ad(T - T)BdT. (B6>
0
O indice de desempenho discretizado, é dado em termos dos operadores
1 1=
JpLor = 5:c(NT)TSac(NT) +5 > [x(kT)" Qu(kT) +
k=0
+22(kT)" M(T)u(kT) + u(kT)" Ru(kT)] (B.7)
sendo que

. (k+1)T
Q(T) = /k AT(t — kT)QA4(t — kT)dt, (B.8)
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(k+1)T
M(T) = / AL (t — kKT)QBy(t — kT)dt (B.9)
R (k+1)T
R(T) = /k B = RT)QB(t — T) + Rlds (B.10)

A matriz M(T) é a matriz de ponderacao do acoplamento entre o estado e a entrada. Como
de maneira geral, o indice de desempenho quadratico é descrito sem a matriz M, temos o indice

descrito da seguinte forma

n—1
1 1
JpLor = §x;‘55mn + 3 g (x;‘:ka + u;‘:Ruk) (B.11)
k=0

Considerando o tempo infinito, ou seja, N = 0o, temos o indice de desempenho igual a

o0

1 A
Jpror = 5 Z(zf@xk + xi 2Muy, + ui Ruy,). (B.12)
k=0

Observe que como N — 00, o custo final pode ser desprezado, visto que, o estado final x,,
tende ao estado de equilibrio. Para o projeto do DLQR de tempo infinito, é necessario que o

sistema seja assintoticamente estavel, quando em malha fechada.

O sistema dado pela equacao a seguir, precisa ser controlavel e observavel.

Thp1 = f(@n) + g(@)ue. (B.13)

A solucao para o DLQR infinito é obtido, de maneira que k — oo. Assumindo que N — oo,

a matriz P, dda solucao da DARE é o ganho e assume um valor constante, que é dada por

lim P, = P. (B.14)

k—o0

O controle 6timo ¢ dado por

w, = —(R+ BYPB,) {(BYPA, + MT)z}. (B.15)
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Portanto, a matriz de realimentacao ¢é constante, e é dada por

K = (R+ BYPB) ™ (BYPA;+ MT) (B.16)

O indice de desempenho 6timo para N = oo através da minimizagao da Equacao(B.13), é
dada por:

1
Jo = §xOTPa:0 (B.17)

B.2 Solucao do DLQR via Programacao Dinamica

Para o projeto do DLQR de tempo infinito, faz-se necessario que o sistema seja controlavel
ou estavel na realimentacao de estados. E exigido que a controlabilidade seja superior a estabi-

lidade, visto que um sistema nao controlavel pode ser estabilizado se os estados nao controlaveis
sejam estaveis.

O regulador discreto 6timo de tempo finito é dado por:

N-1
mind = G(z,) + Y  F(xy,uy) (B.18)
k=0
sujeito a seguinte restricao
LTp+1 = Adl’d + Bduk (Blg)
sendo
L 7
G(z,) = 5]3”53}” (B.20)
N—1 1 1
F(xg,ug) = ix%QxN + 2} Muy, + §ufRuk (B.21)
k=0

com o estado inicial z(, conhecido.
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Assumindo que Jy_;(z;) seja o indice de desempenho no intervalo de [j, N], tem-se que

N-1
In-j(;) = Glan) + Z E (g, uy) (B.22)
k=0
comj=0,1,2,..., N.
O minimo valor de Jy_;(x;) é descrito por
(B.23)

Iv—j(x;) = Inin In—j(z;).

Admitindo que j = N, a Equagao (B.23) representa o indice de desempenho no instante 0,

entao:

1
folzn) = Glan) = §x%SxN. (B.24)
Para os demais valores de j, o indice é dado por
filenoy) = glvin IN—j
= min G(ay) + Fy_1(zn_1,un_1). (B.25)
UN -1
Sabendo-se que
(B.26)

1
G(%N) = _(Adefl + BduN,l)TS(Ade,l + BduN,1>.
2

Considerando a Equagao(B.25), tem-se
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(1 A
filzy—1) = min <§x%_1 (Q + AgSAd> :L‘N_l)

UN—1
1
-+ min (:pﬁ_l (M + §A§SBd) UN—1)
UN_1
(1 T
+ 51}312 EUN_le SAzrn_1
1 .
+ min <§u?;_1 (R + BfSBd> uN1> . (B.27)
UN-—1
Entao,
fl(.fENfl) = in J1<£IZ'N,1). <B28>
UN -1
Para calcular o minimo, tem-se
&]1 (-TN—l)
—= =0, B.29
D (B.29)
o resultado sera dado por
1 T 1 T * » T *
desta forma o controle 6timo serd definido por
. 1
uy_, = —(R+ BYSB,)™! (M + §AdTSBd) TN (B.31)

Aplicando a Equacao(B.31) na Equagao(B.27), e realizando ass devidas simplificagoes, temos

1 )
filenoy) = §$1va1[Q + ATSA; —

(M” + BTSA,)" (R + By SBd> B (M" 4+ By SAq)|zn-1. (B.32)

Como a matriz Pr de Riccati, corresponde a matriz S, tem-se que
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Py_1=Q+ ATSA; — (MT + BYSA)T(R + BYSBy) " (M” + BTSAy), (B.33)
desta forma, tem-se respectivamente:
L
folzn) = §$NPNSCN (B.34)
e
L 7
fl(xN—l) = §xN_1PN—1$N—1- (B35)
Para caracterizar a otimizagao para os dois iltimos estagios, segue que
fg(.TN,Q = min JQ(I’N,Q), <B36>
UN_—2,N—1
entao,
fg(:)?N_g) = min FN_Q(CL’N_Q,UN_Q) +FN_1(CL’N_1,UN_1) +G(IN>. (B37)
UN—-2,UN—1
Sabe-se que:
folzn—2) = Iflviﬂ Fy o(zn_2) + fi(zn-1) (B.38)
UN—2
1 A 1 .
FN,Q(JZ'N,Q, UN,Q) = 51’%72Q£L’]\772 -+ ngzMuN,g + 5%%72RUN,2 <B39>
1
filen—1) = §(AdIN_2 + Baun )" P(Agzn—2 + Baun_2). (B.40)
Para calcular o minimo, tem-se que
an([L'N_Q)
—= =0 B.41
auN_Q ? ( )

portanto, o controle é dado por:
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wh_y = —(R+ BYPy_1By) {(MT + BT Py_1Ag)xhy_, (B.42)

1 ~
folrn—2) = 555%_2[62 + AZ‘QPNAAd - (MT + BgPN72Ad)T

(R+ BT Py_yBy) " (M" + BT Py_1 Ag)|zn—s. (B.43)

Considerando,

Pyo = Q+ATPy 1 Ag— (MT + BY Py 1A)T
(R+ BYPy_1By) Y (MT + BT Py_1 Ay), (B.44)

a Equagao(B.43), apos ser simplificada, é dada por

1
fg(.TN,Q) = §$JE72PN72‘$N72. <B45>
De uma forma geral, tem-se que
1 T
fN—j(Ij) = ij ijja (B46>

sendo

P, = Q+ AP Ag— (MT + B P, AY)T
(R + Bj Pj11By) {(M" + B} P11 Ag), (B.47)

o controle 6timo é dado pela seguinte equacao:
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;= —(R+ BYPy11By) " (M" + B} P A); (B.48)

Desta forma, tem-se a equacao de Ricatti, segundo o principio da otimalidade de Bellman.

Esta técnica é definida como Programacao Dinamica.

Por conveniéncia, sera considerado () = @), R = R, e M = 0. Desta forma, simplificaremos

as Equagoes(B.47) e (B.48). Portanto, as seguintes formas sao obtidas

Pj=Q+ AP Ag— (BY Py Ag)" (R + BY P By) (B P Ag) (B.49)

u; = (R+ Bj Piy1Ba) " (Bg Pi1Ad)z;. (B.50)
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