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RESUMO

O trabalho apresenta a resolucao de problemas utilizando a Teoria dos Grafos e o Teorema
de Euler. Uma pesquisa que executa atividades especificas no ensino médio envolvendo
grafos em varias aplicagoes da relagao de Euler como método de resolugao de problemas
com Teoria dos Grafos. A relacao de Euler é apresentada em uma visao Geométrica
e pela planificacao dos grafos. Propondo um elo entre os problemas do cotidiano dos
alunos com a modelagem de situagoes problema pela Teoria dos Grafos, especificamente
os grafos planares resolvidos com a implementacao do Teorema de Euler voltado ao ensino
de matematica basica. Sao mostradas aplicacoes da Teoria dos Grafos na resolucao de

problemas com as pontes da cidade de Barra do Corda e da vida escolar dos alunos.

Palavras-chave: Poliedros de Platao. Teoria dos Grafos. Topologia dos Grafos.



ABSTRACT

The paper presents problem solving using Graph Theory and Euler’s Theorem. The
research performs specific activities in high school involving graphs in various applications
of the Euler relation as a problem solving method with Graph Theory. The relationship of
Euler is presented in a Geometric view and by the graphs planning. The research proposes
a link between the students 'daily problems with the modeling of problem situations by
the Graph Theory, specifically the planar graphs solved with the implementation of Euler’
s Theorem focused on the teaching of basic mathematics. Applications of Graph Theory
are shown in solving problems with the bridges of the city of Barra do Corda and the

students’ school life.

Keywords: Plato’s polyhedrons. Theory of graphs. Topology of Graphs.
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1 INTRODUCAO

O Teorema de Euler ou Ralacao de Euler foi criado pelo matemaético e fisico
suico, Leonard Paul Euler, que desenvolveu a maior parte de seu trabalho na Alemanha e
na Russia. Euler cria uma relacao logica e pertinente entre os elementos de um poliedro
a fim de quantificar seus elementos como vértices, faces e arestas, ajudando assim em seu

estudo e em suas aplicacoes.

Para exemplificar alguns trabalhos relevantes nessas areas, podemos destacar
Bria (2001) e Oliveira (2007), no estudo dos Grafos e Ribeiro (2017) na andlise dos

poliedros de Platao, que sugerem diretrizes desses conteudos no Ensino Bésico.

As atividades propostas sao desenvolvidas para as aulas de geometria, melho-
rando os aspectos de compreensao da defini¢ao e propriedades dos poliedros, de tal forma
que o aluno pode interagir com o objeto de aprendizagem, construindo com autonomia a
relacao que se estabelece entre faces, vértices e arestas de poliedros e compreendendo o
que é um poliedro. E proposto o estudo de resolucao de situagoes problemas envolvendo
grafos que podem ser resolvidos utilizando a relacao de Euler como método principal, re-
alizando aplicagoes como forma de resolucao a ser proposta no Ensino Médio de situagoes

problemas, até entao desconhecidas do aluno desta faixa estudantil.

A proposta mostra situagoes problema que envolvem o cotidiano e os elementos
da realidade do aluno, propiciando uma significativa melhora na abordagem do assunto,
pois ao conhecer melhor os elementos envolvidos na situagao o aluno tem mais subsidios
para construir suas metodologia de resolu¢ao do problema proposto, criando assim meios

muitas vezes peculiares, originais e alternativos que visam a conclusao do tema.

O Capitulo 2 trata dos estudos e analise dos poliedros, em especial dos poliedros
Regulares e dos sélidos de Platao, um famoso estudioso grego cuja obra influenciou o
estudo da geometria no mundo. Neste capitulo é mostrada uma visao inicial dos poliedros.
Os poliedros regulares e nao regulares, convexos e nao convexos, alguns dos principais
sendo o tetraedro regular, o hexaedro regular, o octaedro regular, o dodecaedro regular,
a esfera, entre outros. Também sao definidos os conceitos como superficie poliédrica

limitada e convexa bem como a prova geométrica do teorema de Euler.
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O Capitulo 3 é um estudo dos grafos, do surgimento ao famoso problema
envolvendo a ponte de Koningberg, atual Rissia, onde teve inicio o estudos dos grafos.
Este é o capitulo que fundamenta a Teoria dos Grafos. Sao apresentados a definicao de
grafos e algumas informacoes fundamentais para seu estudo, como o tamanho de um grafo,
os ciclos ou lacos de um grafo, a valéncia do vértice de um grafo, o caminho ou trilha
de um grafo. Sao classificados os tipos de grafos existentes, os grafos simples, os grafos
completos, os grafos regulares, a diferenciacao entre os grafos conexos e nao conexos, o

isomorfismo entre grafos, os grafos eulerianos, os grafos planares convexos e outros.

No Capitulo 4, o capitulo das aplicagoes, sao elencados alguns problemas en-
volvendo grafos e a representacao de sua resolucao por Euler. E apresentada uma nocao
bem definida da relevancia do estudo dos grafos no Ensino Médio e seu potencial para
resolucao dos mais diversos problemas na sociedade. As atividades propostas sao con-
textualizadas de forma simples e eficaz, solucionando problematicas mais abstratas e
destoantes do contexto das salas de aula, favorecendo assim uma melhor compreensao das
situagoes-problemas apresentadas, bem como a elaboracao de modelos que visem resolucao

de problemas do cotidiano e da vida escolar do aluno na matematica.
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2 POLIEDROS

O nome Poliedro tem sua origem no grego, onde poly significa varias e edro
significa face, resumindo: solidos geométricos com muitas faces, ou varias faces. Os polie-
dros foram objetos de estudo de grandes filésofos na antiguidade, onde os sélidos regulares
convexos protagonizavam as teorias sobre o universo. Atualmente pode-se ver que os po-
liedros sao objetos facilmente encontrados no nosso cotidiano em varias formas: como por
exemplo nas embalagens comerciais, na arquitetura moderna e em design industrial com
a confeccao de moldes e planificagoes, nas artes, etc. Os mais famosos desses poliedros
sao os Poliedros de Platao. Estes poliedros recebem esse nome devido serem objetos
de estudo de Platao e seus seguidores (aproximadamente 350 a.C.). O Teorema de Euler
¢ de fundamental importancia para que o sélido seja considerado um poliedro de Platao,
que deve possuir o mesmo nimero de arestas em cada uma de suas faces e o nimero de

arestas que partem de cada vértice também deve ser o mesmo.

2.1 Poliedros Regulares

Os poliedros regulares sao conhecidos como sélidos platonicos: o cubo ou
hexaedro, o tetraedro, o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro. Alguns se manifestam
na natureza em formas assemelhadas a cristais ou moléculas. Outros como os Icosae-
dros, se assemelham a alguns virus, como por exemplo o do Herpes e também a alguns
protozodrios amebdides, que dao origem a esqueletos minerais. Em meteorologia e clima-
tologia, destacam-se cada vez mais os modelos numéricos globais do fluxo atmosférico que

usam malhas baseadas em um Icosaedro, refinado por subdivisoes.

De acordo com Dante (2010), um poliedro convexo é regular quando todas as
faces sao poligonos regulares e congruentes. Dessa mesma forma, os angulos também sao
congruentes. Existem somente cinco poliedros regulares, como ilustrado, respectivamente,
nas Figuras 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5, encontradas no Site: Porta Mégica da Histéria da

Matemaétical, sao eles: o tetraedro regular, onde as faces sao triangulos equildteros;

< http : //superhistorimat.blogspot.com.br/2011/04/solidos — platonicos — trabalho — do —

eduardo.html > acesso em 02 de abril de 2017.
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o hexaedro regular ou cubo, em que as faces sao quadrados; o octaedro regular
onde as faces sao triangulos equilateros; o dodecaedro regular que tem como faces,
pentdgonos regulares e, por fim, o icosaedro regular com as suas faces compostas por

triangulos equilateros.

E importa observar que todo poliedro regular é um poliedro de Platao, mas

nem todo poliedro de Platao é regular.

O Tetraedro Regular é um poliedro regular representado por uma piramide
triangular regular, associado as esferas circunscrita e inscrita ao sélido, na qual as faces

laterais sao triangulos congruentes ao triangulo da base.

Figura 2.1: Tetraedro Regular

O Hexaedro Regular ou Cubo é um poliedro regular mais comum, repre-

sentado por um prisma quadrangular regular, no qual todas as faces sao quadradas.

Figura 2.2: Hexaedro Regular ou Cubo

O Octaedro Regular é um poliedro regular representado pela fusao de duas
piramides quadrangulares regulares pelas bases e associado as esferas circunscrita e inscrita
ao solido. Neste sélido, todas as faces laterais sao triangulos equilateros, ou seja, a medida

dos lados é congruente a medida dos lados do quadrado da base.
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Figura 2.3: Octaedro Regular

O Dodecaedro Regular é um poliedro regular que apresenta pentdgonos
regulares em todas as doze faces. Suas caracteristicas sao, muita das vezes, associadas ao

formato de uma bola de futebol, no entanto, esta apresenta 12 pentagonos e 20 hexagonos.

AR

o

Figura 2.4: Dodecaedro Regular

O Icosaedro regular é um poliedro regular que apresenta o triangulo equilatero

como poligono formador de todas as suas vinte faces.

Figura 2.5: Icosaedro regular
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2.2 Poliedros Convexos e Nao-Convexos

Os poliedros sao estudados desde a antiguidade e, provavelmente, foram os
seguidores da escola pitagérica (por volta de 500 a.C.) os descobridores de trés dos cinco
poliedros regulares. Os gregos faziam um paralelo entre os elementos “fundamentais”
da natureza e os cinco solidos geométricos. Conta-se que Platao, além de matematico
era também filésofo, relacionava esses sélidos geométricos com a construgao do Universo,
associando o tetraedro ao fogo, o cubo a terra, o octaedro ao ar, o icosaedro a agua e o
dodecaedro ao Cosmos, como ilustra a Figura 2.6. Platao acreditava que foi a partir da

combinacao desses elementos que o Universo foi feito.

Fogo Terra Ar Agua Cosmos

Tetraedro Hexaedro  Octaedro lcosaedro Dodecaedro

Figura 2.6: Sélidos de Platao e a relagao com a natureza. Fonte: Site Matemadtica na

Minha Vida.

Sabe-se ainda que, nos dias atuais, essas formas geométricas aparecem com es-
pontaneidade na natureza, as trés primeiras em forma de cristais (a estrutura do carbono)

e as outras duas como esqueletos de animais marinhos microscopicos.

Essas formas geométricas apresentam caracteristicas singulares: suas faces sao
poligonos planos, cada um dos lados desses poligonos pertence a apenas dois dos poligonos
formadores do sélido poliédrico e cada um deles pode ser decomposto em triangulos
retangulos. Poliedros podem ser atravessados por retas. Quando possuem todos os pon-
tos do segmento de reta cujas extremidades pertencem a eles, sao chamados convexos;
quando nao possuem, sao chamados nao-convexos ou concavos. A Figura 2.7 mostra esses

poliedros.

De acordo com Dolce (2005), considerando-se um ntimero finito n, com (n > 4),

de poligonos planos convexos, ou regioes poligonais convexas, ¢ de tal forma que:
a) dois poligonos nao estao no mesmo plano;

b) cada lado de poligono é comum a dois e somente dois poligonos;
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Figura 2.7: Convexos e nao convexos

¢) o plano de cada poligono deixa os demais poligonos num mesmo semi-espago.

Assim, ficam determinados n semi-espagos, com origem no plano de um poligono
que contém os restantes. Sendo que a intersecao desses semi-espacos € o Poliedro Convexo,
que possui faces, que sao os poligonos convexos; arestas, que sao os lados dos poligonos;

vérices, que sao os vértices do poligono. A reuniao das faces é a superficie do poliedro.

Dois poliedros sao congruentes se, e somente se, é possivel estabelecer uma
correspondéncia entre seus elementos de modo que as faces e os angulos poliédricos de um
seja ordenadamente congruentes as faces e angulos poliédricos do outro. Da congruéncia

entre dois poliedros sai a congruéncia das faces, arestas, angulos e diedros.

2.3 Superficie Poliédrica Limitada Convexa

De a cordo com Dolce (2005), superficie poliédrica limitada convexa é a reuniao

de um numero finito de poligonos planos e convexos, tais que:
a) dois poligonos nao estao no mesmo plano;
b) cada lado de poligono nao estd em mais que dois poligonos;

¢) havendo lados de poligonos que estdo em um sé6 poligono, eles devem formar

uma Unica poligonal fechada, plana ou nao, chamada contorno;

d) o plano de cada poligono deixa os demais num mesmo semi-espago (condigao

de convexidade).

As superficies poliédricas limitadas convexas que tém contorno sao chamadas
abertas e as que nao tém contorno sao chamadas fechadas. Seus elementos sao: as arestas,

que representam os lados dos poligonos; sao as faces, que constituem o préprio poligono;
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0s vérices, que sao os vértices dos poligonos e por fim os angulos, que sao os angulos dos
poligonos. Salientado que uma superficie poliédrica convexa aberta ou fechada nao é uma

regiao convexa.

2.4 Relacao de Euler

Nesta secao é provada a Relacao de Euler utilizando-se do processo geométrico,

de acordo com Paiva (2010).

Teorema 2.4.1. Se P ¢ um poliedro com V wvértices, A arestas e F' faces, entao vale a

relacio V — A+ F = 2.

Para demonstrar este teorema ¢ utilizado o seguinte Lema:

Lema 2.4.1. Todo poliedro pode ser triangularizado de tal maneira que V — A+ F se

mantém constante.

Demonstracgao: Seja P um poliedro qualquer. Suponha que P nao seja
triangularizado. Seja f uma face nao-triangular e supoe-se que a quantidade de arestas

na face f seja n.

Considerando um vértice v de f, para cada vértice de f diferente de v e nao-
adjacente a v, traca-se uma nova aresta ligando v a tal vértice. Sabendo-se que existem
n — 3 vértices, adiciona-se n — 3 arestas, o que nos fornece uma triangularizacao de f.
Além disso, n — 3 faces foram adicionadas, pois cada vez que adicionamos uma aresta,

uma face que ja existe é dividida em duas.

O procedimento descrito acima nao adiciona nenhum vértice e a quantidade de
arestas adicionadas ¢é igual a quantidade de faces também adicionadas, assim V' — A + F'
se mantém inalterado. Fazendo isto para qualquer face nao-triangular de P, pode-se
triangularizar todas as faces nao triangulares do poliedro P de forma que V' — A + F' nao

se altera, concluindo-se a prova do Lema.

Este Lema nos deixa livre para provar a Relacao de Euler (Teorema) somente
para a classe dos poliedros triangularizados, pois se P é um poliedro qualquer, e se tivermos
que a Relagao de Euler é valida para uma triangularizacao de P, teremos ela também
valida para P, devido o lema nos assegurar que V' — A+ F nao se altera na triangularizagao

em P. Pois, prova-se aqui esta Relagao somente para poliedros triangularizados.
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Demonstracao do Teorema 2.4.1:

Demonstracao. Seja P um poliedro triangularizado com V' vértices, A arestas e F' faces.
Por inducdo em F', prova-se o nimero de faces do poliedro. A menor quantidade de faces
de um poliedro € 4, e o poliedro triangularizado com 4 faces € o tetraedro. Neste caso a

relacdao de Euler € verificada facilmente.

Supondo que F' > 4 e que a Relacao de Euler ¢é valida para todo poliedro
triangularizado com menos de F' faces, f é uma face qualquer de P e o poliedro P’ é
obtido colapsando os trés vértices de f num tnico vértice. Assim P’ terda 2 vértices a
menos do que P (tendo em vista que os trés vértices de f se tornardo tnico); 4 faces a
menos (pois além de f, as 3 faces adjacentes a f colapsardo numa tnica aresta, cada) e
6 arestas a menos, além das 3 arestas de f, tém as arestas das faces adjacentes a f, na
qual cada face compartilhavam uma aresta com f e outras duas arestas de cada face se

colapsaram numa so, retornando 3 arestas no final do processo.

Como P’ tem menos de F faces e ainda é um poliedro triangularizado, a relacao
de Euler é vélida para P’, de modo que tem-se: (V —2) — (A —6)+ (F —4) =2 que é
equivalente a

V-A+F=2

como queriamos demonstrar. O]
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3 TEORIA DOS GRAFOS

A Teoria dos Grafos iniciou na cidade de Konigsberg (territério da Prussia até
1945, atual Kaliningrado, Russia) em 1736 pelo grande matematico sui¢o Leonhard Euler
(1707-1783). Koonigsberg era cortada pelo rio Pregel, que possuia duas ilhas. Como era
muito complicado fazer o transporte de cargas e pessoas através de barcos, algumas pontes
foram construidas para auxiliar neste deslocamento entre as ilhas e as duas margens.
Passado algum tempo as pessoas comecaram a se questionar sobre a possibilidade de sair
de sua casa, passar por cada ponte exatamente uma vez e voltar para o ponto de partida.
Na certeza de resolver o problema, Euler montou um diagrama representando o mapa da
cidade. O fez da seguinte maneira: a cada ilha e margem ele associou a um ponto que
o chamou vértice e a cada ponte uma ligacao que a chamou de aresta. Com isso, Euler

obteve a Figura 3.1:

Figura 3.1: Pontes de Koonigsberg. Fonte: wikipedia.org

Euler percebeu que s6 seria possivel atravessar o caminho inteiro passando
uma tnica vez em cada ponte se houvesse exatamente zero ou dois pontos de onde saisse
um numero impar de caminhos. A razao de tal coisa é que de cada ponto deve haver um
nimero par de caminhos, pois sera preciso um caminho para “entrar” e outro para “sair”.
Os dois pontos com caminhos impares referem-se ao inicio e ao final do percurso, pois
estes nao precisam de um para entrar e um para sair, respectivamente. Se nao houver
pontos com nimero impar de caminhos, pode-se (e deve-se) iniciar e terminar o trajeto no

mesmo ponto, podendo esse ser qualquer ponto do esquema. Isso nao é possivel quando
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temos dois pontos com nimeros impares de caminhos, sendo obrigatoriamente o inicio e

outro o fim.

Essa figura com vérios pontos (vértices) e algumas ligagdes (arestas) ele a
denominou de grafo, o primeiro da histéria. Finalizou seu raciocinio percebendo que
existiam vértices com exatamente trés arestas incidentes. Por outro lado, sabendo que os
moradores queriam atravessar cada ponte apenas uma vez, cada vértice deveria ter um
numero par de arestas. O que tornaria impossivel fazer esse percurso seguindo as regras

pensadas pelos moradores.

A Teoria dos Grafos tem sido um dos meios mais simples e eficazes para a
solugao de problemas em varias areas do conhecimento humano, como por exemplo nas
engenharias, na economia, na matematica, na computacao, na quimica, na fisica, etc. O
Ministério da Educacao - (MEC) ja fomenta pesquisas pautadas nessa Teoria ha bastante
tempo. O MEC sugere ainda alguns temas complementares que, de forma interdiscipli-
nar, possam compor a parte diversificada do curriculo na busca dos conhecimentos em

matematica:

No ensino médio, o termo “combinatodria” estd usualmente restrito ao
estudo de problemas de contagem, mas esse é apenas um de seus as-
pectos. Outros tipos de problemas poderiam ser trabalhados na escola
- sa0 aqueles relativos a conjuntos finitos e com enunciados de simples
entendimento relativo, mas nao necessariamente ficeis de resolver. Um
exemplo cldssico é o problema das pontes de Konisberg, tratado por Eu-
ler: dado um conjunto de sete ilhas interligadas por pontes, a pergunta
que se coloca é: “partindo-se de uma das ilhas, é possivel passar pelas
demais ilhas e voltar ao ponto de partida, nisso cruzando-se cada uma
das pontes uma tnica vez?” Problemas dessa natureza podem ser utili-
zados para desenvolver uma série de habilidades importantes: modelar
o problema, via estrutura de grafo - no exemplo, um diagrama em que
cada ilha é representada por um ponto e cada ponte é um segmento co-
nectando dois pontos; explorar o problema, identificando situacoes em
que ha ou nao solugao; convergir para a descoberta da condicao geral de
existéncia de uma tal solugao (ainda no exemplo, o caso em que cada
ilha tem um nimero par de pontes). Muitos outros exemplos de proble-
mas combinatorios podem ser tratados de modo semelhante, tais como
determinar a rota mais curta em uma rede de transportes ou determinar
um eficiente trajeto para coleta de lixo em uma cidade. (BRASIL, 2006,
p. 94).

As aplicacoes de grafos sao das mais diversas, inclusive em situagoes atuais,
apresentadas através de diagramas que consistem em um conjunto de pontos ligados por

linhas, onde os pontos podem representar centros de comunicagoes e as linhas suas ligagoes

entre estes centros.
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3.1 Os Grafos

Definicao 3.1. De acordo com Malta (2008), define-se como um Grafo (G) um conjunto
finito de elementos chamados de vértice do Grafo (vG); um conjunto finito de elementos
chamados arestas do Grafo (aG) e uma fungao de incidéncia (AG), que a cada aresta

a de (G associa um par ordenado de vértices de GG, que sao os extremos.

Quando os grafos sao representados por diagramas, os vértices sao pontos e as
arestas sao linhas ligando os pontos. Uma aresta é incidente com os vértices que ele liga
e quando uma aresta incide em um tnico vértice é denominado de lago. Dois vértices sao
adjacentes, quando eles estao ligados por uma tunica aresta, e quando nao existe aresta

incindindo sobre o vértice, diz-se que ele é um vértice isolado, como mostra a Figura 3.2.

V'l a1 V2

Figura 3.2: Grafo GG - com vértice adjacente, vértice isolado e lago.

Em um Grafo G tem-se:

i) (vg) como os vértices do Grafo G;
ii) (ag) sendo as aresta do grafo G;
iii) (AG) a funcdo de incidéncia do Grafo G
iv) vg = {v1, va, U3, Vg, Us};
V) vs como o vértice isolado;

vi) (v, vg) os vértices adjacentes;
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vii) (v4, v4) 0 lago.

A Tabela 3.1 mostra a composi¢ao do Grafo:

alaG) AG
a (v1,v9)
as (v2,v3)
as (v3,04)
ay (v1,v4)
as (v4,v4)

Tabela 3.1: Composicao do Grafo

3.1.1 Tamanho de um grafo

O tamanho de um Grafo é dado pela soma do niimero de arestas com o niimero
de vértices do Grafo, ou seja, |aG| + |vG|. A Figura 3.3 ilustra um exemplo do tamanho

de um Grafo: |aG|+ [vG| =5+4=09.

Figura 3.3: Tamanho do grafo.

Portanto, o grafico ilustrado na Figura 3.3 é um Grafo de tamanho 9.
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3.1.2 Ciclos e lagos em um grafo

Ciclo (ou Circuito) é um caminho que inicia e termina no mesmo vértice. Os
ciclos que tem comprimento 1 sao chamados de lagos ou loop que num Grafo é uma aresta

cujas terminagoes (inicio e fim) estdo no mesmo vértice.

Um ciclo simples é um ciclo que tem um comprimento de pelo menos 3 e no
qual o vértice inicial s6 aparece mais uma vez, como vértice no final, e os outros vértices

aparecem uma Unica vez. Um grafo chama-se aciclico se nao contém ciclos simples.

3.1.3 Grau do Vértice de um Grafo

O grau ou valéncia de um vértice v, dado por (gG(v)), em um Grafo é exa-
tamente o numero de arestas que incidem naquele vértice v, ressaltando que os lagos

sao contados dua vezes. A Figura 3.4 exemplifica o grau do vértice do seguinte modo:

(9G(01)) = 2, (9G(v2)) = 3, (9G(vs)) = 4 e (9G(v4)) = 3.

Figura 3.4: Graus em um grafo.

Proposicao 3.1: A soma dos graus dos vértices em um Grafo € igual a duas vezes o

numero de arestas do Grafo, ou seja:

> 9G(v) = 2|aG|

Exemplo 3.1. Da Figura 3.4, (¢G(v1)) =2, (9G(v2)) = 3, (9G(v3)) =4 e (9G(v4)) = 3,

assim: |aG| = 6. E ficil a verificacao da Proposicao 3.1 neste exemplo, onde:

Y 9Gv)=24+3+4+3=12
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2/aG| = 2.6 = 12

2. 9G(v) = 2]aG|

3.1.4 Caminho e trilha de um grafo

Um caminho em um Grafo é uma sequéncia de vértices tal que de cada um
de seus vértices ha uma aresta para o proximo vértice da sequéncia. O primeiro vértice é

chamado de vértice inicial e o dltimo é chamado de vértice final.

Alguns caminhos sao especificos na teoria dos Grafos, um deles é o Caminho
Fuleriano, que em um grafo usa cada aresta exatamente uma vez. Se esse caminho
realmente existir, o grafo é dito traversavel. Tem-se ainda o Ciclo Fuleriano, ciclo este
que usa cada aresta exatamente uma vez. Outro caminho nao menos importante é o
Caminho Hamiltoniano em um grafo, esse caminho ‘visita’ cada vértice exatamente uma

vez. O ciclo Hamiltoniano é um ciclo que ‘visita’ cada vértice uma tnica vez.

Seja G um Grafo. Um caminho em G é uma sequéncia de vértices de G,

({vil7vjl}7 A {Uinv vjn}>

tal que vj, = v;,,, paratodo 1 <a <n—1.
Trilha é todo percurso que nao possui repeticao de arestas. Ela sera fechada

se ag = ay e sera nao simples se algum dos vértices intermedidrios repetir-se.

Exemplo 3.2. A sequéncia de vértices (vq, vg, v4,v3) é um exemplo de caminho no Grafo

da Figura 3.5.

Figura 3.5: Caminhos de um Grafo.
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3.2 Grafo Simples

Um grafo é dito simples se nao existe lacos nem duas arestas distintas com o
mesmo par de extremos (arestas paralelas). E um grafo nao direcionado que, no méaximo,
existe uma aresta entre quaisquer dois vértices, ou seja, sem arestas paralelas. Para um
grafo simples, o nimero de “vizinhos’ de um vértice é igual ao seu grau ou valéncia, como

mostra a Figura 3.6.

V.

a

2y

Va

a3

Figura 3.6: Exemplos de Grafo Simples.

3.3 Grafo Completo e Grafo Regular

O grafo completo, ilustrado na Figura 3.7, é na verdade um grafo simples com
algumas especificidades, em que seus vértices sao, dois a dois, adjacentes, ou seja, para
cada vértice do grafo, existe uma aresta conectando este vértice a cada um dos demais,
sendo que todos os vértices do grafo possuem o mesmo grau. Um grafo completo de n

n(n—1)
2

vértices é geralmente denotado por K,,. Este grafo tem arestas que correspondem

a todas as possiveis escolhas de pares de vértices.

Um grafo G cujos vértices sao todos de mesmo grau g é chamado regular de
grau g. Resumindo: Grafo Regular é um grafo em que todos os vértices tém o mesmo

grau.
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Vo

Vs

¥g

\")
4 4 vy

Figura 3.7: Exemplos de grafo completo.

3.4 Grafo Conexo e Desconexo

Um grafo sera dito grafo conexo se for possivel estabelecer um caminho de
qualquer vértice para qualquer outro vértice desse mesmo grafo através do percurso das
arestas. Caso o Grafo GG dado possua pelo menos dois vértices que nao estejam ligados
através de algum caminho, esse grafo serd entao um grafo desconexo. Ainda, se houver a
possibilidade de estabelecer um caminho de qualquer vértice para qualquer outro vértice,

mesmo depois de remover k — 1 vértices, diz-se que o grafo esta k-conexo.

Exemplo 3.3. Em um grupo de seis pessoas, Amélia (A), Beatriz (B), Carol (C), Dilma
(D), Elizabeth (E) e Fétima (F), sabe-se que que:

1) Amélia é irma de Beatriz, Carol e Fatima,
2) Beatriz é irma de Carol e;
3) Dilma ¢ irma de Elizabeth.

Essas pessoas terao relacoes familiares como irmas, duas a duas, quando tive-
rem pelo menos o pai ou a mae em comum. Além de irmaos, temos ainda relacoes de
amizade reciprocas entre essas pessoas do grupo, ou seja, relagoes em que se uma pessoa

X, é amiga da pessoa X, a pessoa X, também sera amiga da pessoa X;.
Acerca dessas relagoes de amizade, sabe-se que:
i) Amélia conhece Beatriz, Elizabeth e Fatima,
ii) Beatriz conhece Carol;

iii) Carol conhece Dilma, Elizabeth e Fatima,
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iv) Dilma conhece Elizabeth.

A Figura 3.8 representara um grafo com as relagoes familiares (irmas) e a Figura 3.9, um

outro grafo para representar as relagoes de amizade deste grupo.

Grafo Desconexo

Figura 3.8: Grafo das relacoes familiares.

Grafo Conexo

Figura 3.9: Grafo das relagoes de amizade.

3.5 Grafos Eulerianos

Pode-se afirmar que um grafo GG é euleriano se houver um ciclo em G que
contemple todas as arestas desse grafo. Assim diz-se que este é um ciclo euleriano. O
grafo da Figura 3.10 é portanto euleriano, pois ele contém um ciclo: vy, vo, v3, V4, Vs, Vs,

V1, Vg, Va2, U7, U3, Vg, U7, U1, que é um ciclo euleriano.
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Figura 3.10: Exemplo de Grafo Euleriano.

3.5.1 Isomorfismo Entre Grafos

Dois grafos sao ditos isomorfos se houver possibilidade de se estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre os vértices de um e os vértices do outro e também entre
as arestas de um e as arestas do outro, salientando que as arestas devam preservar as suas

adjacéncias. A Figura 3.11 mostra grafos isomorfos entre si:

Grafo G, Grafo G,, isomorfo ao Grafo G,

\Z

Y3

Figura 3.11: Exemplo de isomorfismo entre os grafos G e Gs.

3.5.2 Grafo Bipartido Completo

Diz-se que um grafo G(v,a) é bipartido quando o seu conjunto de vértices v,
puder ser particionado em dois conjuntos v; e vy de tal forma que toda aresta de GG tenha
uma extremidade em v; e outra extremidade em vy. Esse grafo bipartido é dito completo

quando possui uma aresta para cada par de vértices v; € v; e v; € v2. Se n; é o nliimero
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de vértices em v e se ny € 0 nimero de vértices em wvq, logo o grafo bipartido completo é

denotado por K, »,, como exemplifica a Figura 3.12.

Figura 3.12: Grafos bipartidos K, »,.

3.6 Grafos Planares Conexos

Os Grafos planares sao aqueles que apresentam uma caracteristica que os
tornam diferentes dos demais grafos. Essa diferenca é a possibilidade de seu diagrama
poder ser representado em um plano sem que duas de suas arestas quaisquer se cruzem.
Quando um grafo GG aceita uma representacao num certo plano P sem que existam arestas
que se interceptam, diz-se que G é um grafo realizavel em P. Assim, um grafo diz-se planar

se é realizavel no plano.

Observa-se ainda que, apesar de um determinado grafo admitir uma repre-
sentacao com suas arestas cruzando-se, isso nao determina que esse grafo nao seja planar.
Logo pode-se encontrar outra maneira de representa-lo de modo que nao ocorram arestas

se cruzando.

Definicao 3.2. Um Grafo G; é planar, se existir um certo Grafo G5, isomorfo a (G4, cuja

representacao seja planar.

Utiliza-se o termo Grafo Plano para uma representacao planar de um grafo
planar. A Figura 3.11 é um exemplo, onde GG; é um grafo planar e G5 é um Grafo Plano.
Tem-se aqui um exemplo de grafo planar e nao-planar, respectivamente nas Figuras 3.13

e 3.14:

Uma maneira classica de determinar se um dado grafo é planar é utilizando

um teorema (Teorema de Kuratowski) que menciona dois grafos nao planares que sao
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Figura 3.13: Exemplo de Grafo planar.

\p)

Figura 3.14: Exemplo de Grafo nao-planar.

fundamentais no estudo de planaridade. Estes dois grafos sao conhecidos como Grafos de

Kuratowski.

3.6.1 Teorema de Kuratowski

Kazimierz Kuratowski (1896-1980) foi um mateméatico nascido na Polénia e

que se dedicou a pesquisa na area de topologia. Kuratowski passou a sua vida em um
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local diretamente relacionado com duas grandes guerras mundiais. No inicio do século XX
foi estudar engenharia na Escécia, foi quando iniciou-se a primeira guerra e seus estudos
foram logo interrompidos. Entre os anos 1927 e 1934 ele lecionou na Politécnica de Lviv,
14 ele frequentava uma Cafeteria Escocesa, estabelecimento famoso por ser o local onde

se reuniam membros da escola de matematica daquela cidade.

Depois que saiu da Politécnica, em 1934, transferiu-se para a Universidade de
Varsévia. Quando vem a segunda guerra mundial entao ele passou a dar aulas clandesti-
namente na Polonia, devido a educagao superior naquele pais ter sido proibida durante a
ocupacao alema. Com a reabertura da Universidade em 1945, Kuratowski voltou a leci-
onar, tendo depois ocupado diversos cargos importantes e contribuido significativamente

com a reconstrucao da vida cientifica em seu pafis.

Nesta secao utiliza-se o resultado obtido por Kuratowski na teoria dos grafos,
mais especificamente na construgao de grafos planares. E mostrado o teorema em home-
nagem a Kazimierz Kuratowski, na teoria dos grafos. O teorema é uma caracteriza¢ao
grdfica matemdatica proibida de grafos planares. O teorema diz que um grafo finito é pla-
nar se, e somente se, ele nao contém um subgrafo que é uma subdivisao da K5 (que é um
grafo completo em cinco vértices) ou de K3 3 (grafo bipartido completo em seis vértices,

trés dos quais se conectam a cada um dos outros trés, também conhecido como o grafico

de utilidade.
Resumindo, tem-se:

Teorema 3.6.1. Um grafo € planar se, e somente se, nenhum de seus sub-grafos for

homeomorfo a K5 ou a Ks 3.

Demonstracdao. Para provar este teorema usa-se um método que pode ser muito 1til na
obtencao de uma representacao planar de um grafo planar ou na prova de que nao pode

ser encontrada essa representacao .
Parte 1 - O grafo K5 é um grafo nao planar.

Considere o grafo K5 e vy, v, v3, ¥4 € v5 0s cinco vértices deste grafo. Como
o grafo é completo, pode-se encontrar um circuito hamiltoniano em G. Veja por exemplo
no seguinte circuito onde se acrescentam arestas ao grafo, como mostram as Figuras 3.14,

3.15, 3.16 e 3.17:

E de facil verificacao que nao se consegue incluir a ultima aresta do grafo
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V2
A
3
vy Y3
Y
Vg Vyq Vg Vy
Figura 3.15: Grafo K5 em seu estado ori- Figura 3.16: Grafo Kj acrescido da
ginal. aresta (vg, vs).
V2 2
V3
¥y
Vg
V5
Vi Vg
Figura 3.18:  Grafo Kj; acrescido
Figura 3.17: Grafo K; acrescido das das arestas (vi,v3), (v1,v4), (va,v5) €
arestas (vy,v3) e (vq,vy4). (v2,v4).

(v3,v5) sem que as arestas se cruzem, portanto o grafo K5 nao é um grafo planar.

Parte 2 - O grafo K33 € um grafo nao planar. Para apresentar esta parte do
grafo de Kuratowski deve-se retomar a definicao de grafo bipartido, ilustrado na Figura
3.12. Para isso, demonstra-se esta parte do teorema usando o mesmo argumento da prova

da parte 1, tendo em vista que estes dois grafos possuem propriedades em comum:
i) Sao grafos regulares;

ii) Os dois sdo nao planares;
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iii) A remogao de uma aresta ou um vértice torna o grafo planar;

iv) K ¢é nao planar com o menor nimero de vértices e K3 3 é ndo planar com

o menor numero de arestas. O

3.7 Prova com Grafos da Relacao de Euler

Sobre Solidos Platonicos mencionado anteriormente, usou-se a relacao de Eul-
ler para poliedros, dada por: V — A+ F = 2, onde V é o numero de vértices de um

poliedro convexo, A é o nimero de arestas e F' é o numero de faces.

Nota-se que a relagao de Euler para poliedros é vélida também para grafos
planares conexos. Afinal, existe uma forma elementar de levar uma instancia do primeiro
problema para uma instancia do segundo: sobre uma face do poliedro, planifique o poliedro
de modo que todas as faces estejam sobre um mesmo plano, dai iremos provar a relacao

para grafos planares conexos.

Dado um grafo planar, isto é, um grafo desenhado sobre o plano e sem in-
tersecoes entre arestas, chamamos de faces internas aquelas regioces limitadas pelas arestas
do grafo que formam um ciclo. A face externa é a unica regiao ilimitada. Considera-se

como face tanto a interna quanto a externa.

Teorema 3.7.1. Da relacao de Euler, se G é um grafo planar conexo com v vértices, a

arestas e f faces, entao vale que v —a + f = 2.

Demonstracdo. Por indugao em f, prova-se entao. Se f = 1, entao G é uma arvore e

temos que v = a + 1. Dal, a relagao é verificada neste caso.

Supoe-se que f > 1 e que para todo grafo conexo com f — 1 faces a relacao
seja verdadeira. Como G contém pelo menos duas faces, G nao é uma &arvore, logo G
contém um ciclo. Removendo-se uma aresta deste ciclo, mesmo assim o grafo resultante
ainda sera conexo e tera o mesmo numero de vértices, mas tanto o nimero de arestas
quanto o numero de faces diminuird em uma unidade, o que possibilita aplicar a hipdtese

de indugao, de modo que temos n — (m —1) — (f — 1) = 2.

Logo, a relacao de Euler vale também para o grafo em seu estado original,

como queriamos demonstrar. O]
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4 GRAFOS: Aplicacoes no Ensino Basico

Neste capitulo desenvolve-se as defini¢oes, demonstracoes e suas aplicagoes

associadas & Teoria dos Grafos.

A Teoria dos Grafos mostra-se uma importante ferramenta matematica simples
e poderosa na construcao de modelos matematicos e resolucao de problemas em diversas
areas do conhecimento, tais como em redes computacionais, na genética, na fisica, na
quimica, nas pesquisas operacionais de telecomunicagoes e nas conexoes aeroportuarias

ou no fluxo de programas na escolha de uma rota étima ou de logistica.

Um grafo é um par ordenado G = (V, A), tal que V' é o conjunto dos vértices
nao vazio e finito e A o conjunto das arestas, sendo que cada aresta esta associada a pelo
menos um vértice. Diz-se que os grafos sao representagoes graficas de situagoes reais: os
grafos Eulerianos sao as arestas do grafo formando um ciclo e os grafos Hamiltonianos

quando hé um ciclo passando por todos os vértices do grafo.

Para a insercao e desenvolvimento das atividades com grafos na escola, inici-
almente é apresentado um pequeno historico da Teoria de Grafos e suas definicoes mais

relevantes como pré-requisitos para objetivar as propostas das atividades aos alunos.

4.1 Problema das Pontes

Inicia-se abordando a mais antiga citagao sobre essa teoria, que ocorreu no ano
de 1736, protagonizada pelo matematico suico Leonhard Fuler em seu artigo “The Seven
Bridges of Konigsberg”. Este problema foi o precursor, cuja solucao envolveu conceitos
do que viria a ser a Teoria dos Grafos e ficou conhecido como “Problema das Pontes de

Konigsberg”.

Exemplo 4.1. Este problema consistia em ver a possibilidade de percorrer todas as
pontes que ligavam as quatro regioes separadas pelo Rio Pregel, sem passar pela mesma

ponte mais de uma vez.

No mesmo ano, Euler analisou o problema trocando as regioes por vértices e as

pontes por arestas, modelando o problema, e desta forma provou que nao existia solugao
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para o problema das pontes de Konigsberg, conforme ilustrado na Figura 4.1.

=)
- >4

B

Figura 4.1: Primeiro Grafo da Histéria

Utilizando algo muito simples, que nao existia na época de Euler e que formava
um desenho no qual tinha alguns pontos e linhas ligando pares de pontos, o entao grafo.
No problema das pontes, o grafo de Euler tinha quatro regides: um representando uma das
margens do rio, o segundo a outra margem; o terceiro ponto representava uma das ilhas
e o quarto outra ilha. Sendo assim, o grafo tinha quatro pontos (vértices) e sete linhas
(arestas), que representavam as pontes. O desafio era fazer um passeio pelo grafo que
partisse de um dos quatro vértices, percorresse cada uma das sete arestas uma unica vez
e voltasse ao ponto (vértice) de partida. Com esta modelagem foi que Euler racionalizou

o problema e o resolveu.

Solugao - FEuler resolveu da sequinte maneira: ao atravessar cada vértice, sao gastos
exatamente duas arestas, uma para entrar mo ponto e outra para sair. Para atravessar
qualquer vértice, sao gastas duas arestas, uma para entrar no vértice e outra para sair.
Ele concluiu que cada vértice deve ter grau par de arestas. Acontece que o grafo das pontes

de Konigsberg tem pontos de grau impar e, portanto, o problema nao pode ter solucao.

4.2 As Pontes de Barra do Corda - Maranhao

A questao principal desta secao foi inspirada no problema das pontes de
Konigsberg, resolvido por Leonhard Euler (1707-1783). Cuja resolugao inspirou o surgi-

mento e desenvolvimento da Teoria dos Grafos.
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De acordo com o IBGE!, a Cidade de Barra do Corda localiza-se no centro do
estado do Maranhao a cerca de 450 km da capital Sao Luis. Com populacao estimada
no ano de 2016 em 86.662 habitantes, ¢ um dos maiores municipios da regiao centro-

maranhense, como ilustra a Figura 4.2.

Figura 4.2: Mapa do Maranhao, ao centro Barra do Corda. Fonte: Site Wikipédia

Esta cidade é cortada por dois rios perenes, o Rio Mearim e o Rio Corda, além
de alguns afluentes menores conhecidos como brejos ou riachos. O Rio Corda, que leva o
nome da cidade, desdgua no Rio Mearim e o encontro de suas dguas, que acontece bem
no centro da cidade, divide-a em trés regioes geograficas principais: Trizidela, Centro e

Entre Rios, como mostra a Figura 4.3.

Por ser uma localidade que surgiu e cresceu as margens de rios, com o passar
dos anos foram criadas varias pontes na cidade para ligar os diferentes setores e bairros
a fim de melhorar o transito e o acesso de pessoas e mercadorias, a todos os pontos da

cidade.

Exemplo 4.2. Assim como em Konigsberg, propoe-se a mesma probleméatica em Barra
do Corda. Sair de uma regiao da cidade e passar por cada uma de suas pontes, exatamente

uma Unica vez e voltar a mesma regiao.

'IBGE - Instituto Brasileiro de geografia e Estatistica, disponivel em: < http
//cod.ibge.gov.br/ BHB >, acesso em 25 de Margo 2017.
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Figura 4.3: Foto aérea e mapa de Barra do Corda. Fonte: Google Maps.

Podemos através de similar resolucao ilustrar a problematica da seguinte forma:
cada margem de um lado do rio é relacionado com um ponto e este denominado de vértice
e admitindo cada uma das pontes que ligam a regiao central da cidade como aresta. Assim

obtém-se a Figura 4.4.

Figura 4.4: Grafo do problema da cidade de Barra do Corda.

Solucao - Pode-se notar que no grafo descrito na Figura 4.4, nao vale a relagao de Euler:
V — A+ F =2, pois tem-se 8 vértices e 5 arestas e fazendo 3 —5+ F = 2, nos leva a ter
F =4, mas como o grafo do problema mostra-se com apenas 3 regioes limitadas, ou seja,
3 faces, contrariando a hipdtese que é F' = 4. Entao, se nao vale a relacao V—A+F = 2,

nao hd possibilidade de solucao.

Mas, por outro lado, se houver a possibilidade de excluir uma das pontes, como
mostra o grafo na Figura 4.5, entao tem-se a validade da relagao de Fuler, logo o problema

teria solucdo, pois teriamos 3 vértices, 4 arestas e 3 faces: V. — A+ F =3 —4+3=2.
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Figura 4.5: Grafo com uma ponte a menos.

Nota-se nas Figuras 4.6 e 4.7 que mesmo valendo a Relacao V — A+ F = 2,
nao é possivel fazer o caminho euleriano. Euler percebeu que sé seria possivel atravessar
o caminho inteiro passando uma unica vez em cada ponte se houvesse exatamente zero ou
dois pontos de onde saisse um numero impar de caminhos. A razao de tal coisa é que de
cada ponto deve haver um nimero par de caminhos, pois sera preciso um caminho para
“entrar” e outro para “sair”, portanto nao basta apenas excluir uma ponte, tem que ser

a ponte certa.

Figura 4.6: Grafo com uma ponte a menose V — A+ F =3 —-4+3=2.

Figura 4.7: Grafo com uma ponte a menose V — A+ F=3—-4+3=2.
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4.3 Problema: Agua, Luz e Esgoto

Atividade apresentada aos alunos sobre a possibilidade de instalacao de alguns
servigos basicos como: agua, luz e esgoto, ilustrado na Figura 4.8, que os maradores de

um determinado bairro terao em suas residéncias:

Exemplo 4.3. Uma rede de instalacao desses servicos devem ser subterraneas e nenhum
dos condutores pode cruzar-se para que nao haja perigo de inundacao, curto circuito ou

contaminagao. Isso é possivel?

Agua Luz Esgoto

Figura 4.8: Ligacao de agua, luz e esgoto.

Primeiramente leva-se os alunos a questionarem: se as residéncias estao posi-
cionadas de forma triangular, e os servigos estao postados entre as residéncias, ha possi-

bilidade destas instalagoes serem realizadas sem exporem as residéncias ao perigo?

Os alunos devem observar a Figura 4.8 do problema e indicar por arestas as
ligacoes possiveis entre as residéncias. Apds a decisdao tomada, eles devem justificar seu

raciocinio sobre a possibilidade ou nao da ligacao ser concretizada.

Solucgao - Sejam A, L e E, dgua, luz e esgoto, respectivamente e Cy, Cy e C3, as casas
1, 2 e 3, constroi-se entdao um grafo (ver Figura 4.7) de vértices Cy, Cy, C3, A, L e E e
arestas ACy, ACy, AC3, LCy, LCy, LCs, ECY, ECy, EC5 e verifica-se se o grafo € planar

ou nao-planar.
Supondo o grafo planar, logo vale a relagao de Euler: V — A+ F = 2.

Como o grafo da Figura 4.9 possui 6 vértices e 9 arestas, pela relacao V — A+
F =2 tem-se 6—9+F = 2, o que implica em F' =5, logo tem-se 5 regioes determinadas
no grafo dado. Sabendo-se que uma das regioes € ilimitada, tem-se somente 4 regioes

litadas pelas arestas, conforme mostram as Figuras 4.10, 4.11 e 4.12.
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Figura 4.9: Grafo: Agua, Luz e Esgoto.

L
C4
Cs
A

Figura 4.10: Agua A, Luz L e regides: Ry e Rs.

L
C4
C3
E

Figura 4.11: Esgoto E, Luz L e regioes: R3 e Ry.

Conclui-se que este grafo € ndao-planar, ou seja, tem pelo menos 6 regioes

limitadas pelas arestas do grafo, o que vai de encontro a hipdtese inicial, onde

V-A+F=2
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Figura 4.12: Agua A, Esgoto E e regioes: Rs e Rg.

Nao sendo o grafo planar, nao pode-se fazer as ligagoes sem que se cruzem as arestas (as

redes: luz, dgua e esgoto).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Considerando as aplicacoes da Teoria dos Grafos, que iniciaram no problema
tradicional sobre as pontes de Konigsberg e que neste trabalho foram exemplificados com
as pontes da cidade maranhense de Barra do Corda e problemas envolvendo tecnologia
da informacao em redes de computadores e organogramas de empresas sao resolvidos

utilizando a Teoria dos Grafos.

O trabalho mostrou a importancia de uma das mais “novas” teorias no campo
Matematico, que é a Teoria dos Grafos. Foi abordado a relacao desta ferramenta da ma-
tematica com a realidade atual, principalmente no mundo da informatica e nas disciplinas
que necessitam de um conhecimento em redes conexas e desconexas nas mais diversas ati-
vidades humanas no mundo contemporaneo. Além de definir o conceito de Grafos de
FEuler e Hamiltonianos, o trabalho contribui substancialmente no ensino-aprendizagem

desta Teoria na Matematica Basica.

O conceito de Grafo foi tratado pela variedade de aplicacoes que esta teoria
tem para oferecer aos alunos atuais que sempre estao “antenados” com as novas formas de
ver o mundo. Os problemas resolvidos construiram uma visao do conceito de como deve
ser a matematica e, sobretudo, a geometria através de grafos conectados com a relacao

de Euler vista para poliedros.

O trabalho abriu uma vertente de pesquisas onde o aluno pode ver que a
matematica sempre estd aberta para novos enfrentamentos, muita das vezes com temas
mais prazerosos que outros convencionais, exercendo um fascinio por parte da comunidade
estudantil, fazendo com que o processo ensino aprendizagem se torne muito mais eficiente

e instigante.

A relevancia deste trabalho estd na ideia de uma obra que vem contribuir
significativamente para novas pesquisas e consulta para professores que pesquisem novos
métodos em sala de aula e que visem melhorar o ensino da matematica. Acredita-se ainda
que esse trabalho venha ser til aos professores, no incentivo a trabalhar com grafos, quer
seja tirada desta proposta ou na preparacao do seu proprio material. Esta proposta vem

fomentar e despertar um maior interesse nos alunos pela Matematica e suas aplicagoes
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usando a Teoria dos Grafos. O trabalho apresenta uma fonte de pesquisa para novas
investidas na educacao matematica, principalmente no campo de novas vinculagoes com

a geometria, que sao a Teoria dos Grafos.
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