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Resumo

O setor de gauge do Modelo Padrao Estendido (MPE) tem sido investigado em muitos aspectos
nos ultimos anos, discutindo os efeitos da violagao da simetria de Lorentz em sistemas fisicos e as
limitacoes da magnitude dos parametros de violacao. Neste trabalho, rediscutimos algumas teorias
planares obtidas a partir da redugao dimensional do setor de gauge do MPE, e realizamos uma
contribuicao original: a redugao dimensional do setor de gauge CPT-par e nao-birrefringente do
MPE, composto por nove componentes. A resultante teoria planar abarca um setor de gauge e um
setor escalar (dotado de um termo cinético nao usual), acoplados entre si por um 3-vetor C% de
violag@o de Lorentz (LV). Ambos os setores, de gauge e escalar, sdo afetados pelas seis componentes
de um tensor simétrico violador de Lorentz, k,,. O tensor de energia-momento é explicitamente
calculado, revelando que a energia dos setores de gauge e escalar sao estaveis para pequenos valores
dos parametros de violagdo. As equagoes de movimento para os campos elétrico e magnético, assim
como para os potenciais, sdo escritas e analisadas no regime estaciondrio. Empregamos entao o
método de Green para obter as solugoes classicas estacionarias desta eletrodinamica em primeira
ordem nos parametros de violagao. E observado que os coeficientes de violagao de Lorentz nao
alteram o comportamento assintético dos campos, mas induzem uma dependéncia angular nao
observada na teoria planar de Maxwell. A relacao de dispersdo é exatamente computada, sendo
compativel com uma teoria nao birrefringente, e demonstrando que a teoria é estavel, mas, em
geral, nao causal. Por fim, calculamos o propagador de Feynman para os campos de gauge e
escalar desta teoria planar, de forma exata, usando um conjunto de 11 projetores que formam uma
algebra fechada. Usamos a expressao do propagador de Feynman para analisar a consisténcia da
teoria no que concerne a sua estabilidade, causalidade e unitariedade.

Palavras Chaves: Modelo Padrao Estendido, Reducao Dimensional, Eletrodinamica Planar,

Propagador de Feynman



Abstract

The gauge sector of the Standard Model Extended (MPE) has been investigated in many re-
spects in recent years, discussing the effects of Lorentz symmetry violation in physical systems and
the limitations on the magnitude of the parameters of violation. This work revisited some planar
theories derived from the dimensional reduction of the gauge sector of the MPE, and perform an
original contribution: the dimensional reduction of the CPT-even and nonbirefringent gauge sector
of the MPE, composed of nine components. The resulting planar theory includes a gauge sector
and scalar sector (which has an nonsual kinetic term), coupled together by a 3-vector C* Lorentz
violation. Both sectors, gauge and scale, are affected by the six components of a symmetric tensor
violates Lorentz, k,,. The energy-momentum tensor is explicitly calculated, revealing that the
energy of the gauge and scalar sectors is stable for small values of the parameters of violation. The
equations of motion for the electric and magnetic fields, as well as the potentials, are written and
analyzed in the steady state. Then employ the method of Green to get the stationary solutions
of classical electrodynamics to first order in the parameters of violation. It is observed that the
coefficients of Lorentz violation does not alter the asymptotic behavior of the fields, but does not
induce an angular dependence observed in the planar theory of Maxwell. The dispersion relation is
exactly computed and is compatible with a theory does not birefringent, and demonstrating that
the theory is stable, but in general, not causal. Finally, we calculate the Feynman propagator for
the gauge fields and scalar theory of planar, accurately, using a set of 11 projectors that form a
closed algebra. We use the expression of the Feynman propagator to analyze the consistency of the
theory regarding its stability, causality and unitarity.

Keywords: Standard Model Extension, Dimensional Reduction, Planar Electrodynamics,

Feynman Propagator.
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Capitulo 1

Introducao

Desde a antiguidade o homem tem buscado avidamente explicacdes quanto a sua origem e o
comportamento do meio em que vive. Perguntas simples como: De onde viemos? Para onde vamos?
E como tudo surgiu? Teém sido motivos de grandes discussoes e investimentos. No decorrer dos
séculos, filésofos e outros pensadores procuram arduamente respostas a estas e a outras perguntas.
Todavia, nos ultimos anos, a Fisica tem ocupado um papel fundamental para as respostas das
indagacoes da humanidade. Leis e experimentos tém sido postos a prova, com afinco, para dar-nos
respostas satisfatorias.

Uma das respostas que a Fisica estabelece advém do Modelo Padrao, desenvolvido entre 1970
e 1973. Este modelo, que nao é apropriadamente um modelo e sim uma teoria, traz uma idéia
sofisticada sobre as particulas elementares constituintes da natureza, bem como suas interagoes. O
Modelo Padrao classifica as particulas em dois grupos: particulas que nao possuem estrutura interna
e particulas que possuem estrutura interna. As particulas que ndo possuem estrutura interna sdo
verdadeiramente elementares, neste caso, temos: léptons (elétron, muion, neutrino) e quarks (up,
down, charme). As particulas que possuem estrutura interna sdo denominadas de hadrons, que
por sua vez podem ser divididas em barions e mésons. Os barions sao constituidos por trés quarks
ou trés antiquarks, como exemplo, temos: os protons e néutrons. Por outro lado, os mésons sao
constituidos por um quark e um antiquark, por exemplo, o pion e o kaon.

A natureza exibe quatro tipos de interacoes fundamentais: eletromagnética, gravitacional, fraca
e forte. Cada uma dessas interagoes ocorre devido a uma propriedade da matéria: carga elétrica
(eletromagnética), massa (gravitacional), carga fraca (fraca) e cor (forte). Todas essas interacoes
possuem uma particula mediadora que é responsavel por carregar as informagoes entre as particulas
interagentes. Essas particulas mediadoras sao os fotons para a interacao eletromagnética, os

grdvitons para a interagdo gravitacional, as particulas W e Z para a interagao fraca e os glions



para a interacao forte.

O Modelo Padrao, embora descreva com sucesso a maioria das interagoe, possui limitagoes. A
interacao gravitacional nao é descrita com sucesso neste modelo, sendo assim, tratada separada-
mente pela Relatividade Geral. Além disso, outros problemas surgiram, pois até o momento, nao
foi detectado nenhum graviton e tampouco a peca principal desse quebra-cabeca: o béson de Higgs.
Essa particula é uma das pegas fundamentais do Modelo Padrao, visto que com ela pode-se ex-
plicar a origem da massa de todas as outras particulas. Os bdsons de Higgs sdo particulas previstas
teoricamente, em 1964, pelo fisico escocés Peter Higgs e utilizadas por Steven Weinberg (1967) e
Abdus Salam (1968) para explicar o motivo de outras particulas, os bésons vetoriais W+, W~ e Z°,
possuirem massa. Isso porque havia na teoria Eletrofraca, também denominada Flavordinamica
Quantica (FDQ), formulada em 1962 por Sheldon Glashow, Steven Weinberg e Abdus Salam, um
paradoxo envolvendo as massas das particulas W e Z'. Além dessa teoria, o Modelo Padrio ap-
resenta em seu bojo outras teorias tais como: a FEletrodinamica Qudntica (EDQ), formulada na
década de 1950 por Richard Feynman, Julian Schwinger e Sin-Itiro Tomonaga, para explicar as
interagoes eletromagnéticas no nivel quantico, e a Cromodinamica Quantica (CDQ), proposta na
década de 1970 por David Politzer, Frank Wilczek e David Gross, responsavel por explicar as
interacoes fortes entre os quarks. A teoria gravitacional, até o momento, como ja mencionado,
ainda nao foi adequadamente incluida na estrutura do Modelo Padrao, devido a dificuldade de ser
tratada satisfatoriamente como uma teoria de campo quantizavel e renormalizdvel. Sendo a mesma
descrita pela teoria da relatividade geral (TRG) de Einstein, formulada em 1915-1916, cujo obje-
tivo é descrever a fisica para referenciais inerciais em movimento acelerado. O postulado base da
Teoria da Relatividade Geral, chamado de Principio da Equivaléncia, especifica que sistemas acel-
erados e sistemas submetidos a campos gravitacionais, sao fisicamente equivalentes, e a gravitacao
¢é considerada como um efeito da geometria do espago-tempo.

Em face do fracasso da inclusdo da interagdo gravitacional no Modelo Padrao, novas teorias
aflufram para tratar a fisica na escala de Planck (=~ 10'Gev). Um fato marcante nesta escala
de energia é a possibilidade de quebra espontanea de simetria, no caso as simetrias de Lorentz e
CPT. As simetrias na Fisica desempenham um papel importante no entendimento dos sistemas
fisicos. Isso é devido ao fato de que a cada simetria continua estd associada uma quantidade

conservada como: energia, momento, carga etc. A conexao geral entre propriedades de simetria

'Por um lado, a debilidade das interacbes fracas requereria que tais particulas tivessem massas relativamente
elevadas. Por outro, a simetria da teoria que dava conta dessas interagdes exigia que suas massas fossem nulas.Tal
contradicdo desapareceria se as massas dos bdosons W e Z fossem aparentes. Quer dizer, se suas massas fossem

”dadas” por outras particulas: os bésons de Higgs.[1]



e quantidades conservadas é estabelecida por um importante teorema devido a uma matemaética
alema Emmy Noether em 1918. Este teorema estipula que caso um sistema seja invariante sob uma
transformagao continua infinitesimal, hd uma “corrente” associada, que satisfaz necessariamente
uma equacao de continuidade, implicando na existéncia de uma “carga” conservada. Dentre as
simetrias existentes, as simetrias de Lorentz e CPT tomam um papel importante para o MP.

A simetria de Lorentz surgiu no final do século XIX em um momento dureo para a Fisica
contemporanea. Nesta época, os fisicos vivenciavam um impasse com relagdo a mecanica new-
toniana e o eletromagnetismo de Maxwell, isso porque as leis classicas dada pela mecanica de
Newton mantinham sua estrutura perante as famosas transformacoes de Galileu, exaltando assim,
o principio da relatividade de Galileu. Por outro lado, aplicando a transformagao de Galileu sob o
eletromagnetismo de Maxwell, observava-se que as equacoes de Maxwell nao preservavam sua forma
padrao, evidenciando que o principio da relatividade de Galileu nao valia para o eletromagnetismo
de Maxwell valendo somente para a mecanica de Newton. Este impasse sé foi resolvido pelos
trabalhos de Lorentz, Poincaré e Einstein, que propuseram um novo conjunto de transformacoes
perante as quais o Eletromagnetismo permanecia inalterado, surgindo, assim, a simetria de Lorentz.
Contudo, para manter o eletromagnetismo de Maxwell invariante, tinha de se pagar um preco alto,
visto que a Mecanica Cléssica teria de incorporar idéias inovadoras no que diz respeito a espagco
e tempo. Surgia, entdo, a Teoria da Relatividade Restrita (TRR), langada por A. Einstein em
1905. O principio da relatividade de Einstein assegura que as leis fisicas sao invariantes perante as
transformagoes de Lorentz, ou seja, que as leis fisicas nao devem depender da perspectiva de um
observador e que tais leis sao equivalentes para todos os observadores postados nos mais variados
referenciais inerciais. Este equivale ao primeiro postulado da TRR que também traz um segundo
no qual estabelece a velocidade da luz como uma constante universal que independe do movimento
relativo entre a fonte e o observador. Intmeros experimentos foram feitos no mundo todo e a
simetria de Lorentz foi estabelecida como uma simetria fundamental, que se aproxima da simetria
de Galileu para velocidades muito inferiores a da luz.

A simetria CPT foi originalmente sugerida por Julian Schwinger em 1951, e uma derivacao
mais robusta foi proposta por Gerhard Liiders e Wolfgang Pauli, em 1954. A sigla CPT significa:
conjugacao de carga (C), inversao espacial ou paridade (P) e inversao temporal (T). A operagao de
conjugacao da carga supoe que para cada particula existe uma anti-particula com a mesma massa,
porém com carga oposta. Ja a operacao de paridade estd relacionada a reflexdo espacial, isto é,
a inversao dos eixos espaciais de um determinado sistema fisico. A inversao temporal, por outro
lado, consiste em inverter o sentido do eixo de evolucao temporal do sistema, ou seja, trocar o

tempo t por —t. Na natureza ja foram identificadas a violagao de modo individual das simetrias



C, P, T e também da dupla CP mas até o momento nao foi observado a violagao da simetria CPT.
A simetria CP foi proposta por Lev Landau em 1957 e descoberta em 1964 por James Cronin e
Val Fitch, os quais foram laureados com o prémio Nobel de Fisica em 1980. O mecanismo da
quebra espontanea da simetria CP foi proposto por Yiochiro Nambu quando estudava decaimento
de kdons, levando-o a dividir o prémio Nobel de Fisica em 2008. A importancia no estudo da quebra
espontanea da simetria CP estd relacionada ao fato de explicar a existéncia de mais matéria do
que anti-matéria no Universo. Em 2002, Oscar Greenberg provou que a violagao CPT implica na
quebra de simetria de Lorentz. Isto implica que qualquer estudo de violagao CPT inclui também
violagao de Lorentz. Varias buscas experimentais de tais violagoes foram realizados durante os
ultimos anos e, recentemente, tem havido alguma evidéncia forte para uma violacao da simetria de
carga em que anti-neutrinos parecem ter uma massa diferente de neutrinos.

Outra simetria fundamental da natureza é a simetria de gauge, que estd diretamente ligada ao
eletromagnetismo e também as “teorias de gauge”. Esta simetria estd relacionada as transformacoes
que mantém os campos elétrico e magnético invariantes perante uma mudanga nos potenciais
vetorial e escalar. A eletrodinamica de Maxwell foi a primeira teoria fisica a exibir a simetria
de gauge em sua estrutura, no entanto outras teorias apresentaram tais simetrias como a teoria da
Relatividade Geral, a teoria eletrofraca e a cromodindmica quantica.

Um dos primeiros trabalhos sobre as conseqiiéncias da violacao das simetrias de Lorentz foi
proposto por Carroll-Field-Jackiw (CFJ) no inicio dos anos 90 [2], modificando a eletrodinamica de
Maxwell adicionando na densidade de lagrangeana um termo do tipo Chern-Simons, €, A A*V"F A
em (143) dimensoes. Com isso, houve um acoplamento do campo de gauge com um campo violador
da simetria de Lorentz (V*). Posteriormente, por volta de 1996 Colladay e Kostelecky [3], influen-
ciados pelos trabalhos de Carroll-Field-Jackiw, elaboraram um modelo teérico que corresponderia
a uma extensao do conhecido Modelo Padrao (MP) das interagoes fundamentais, denominado de
Modelo Padrao Estendido (MPE). Este novo modelo, o MPE, incorpora termos violadores da sime-
tria de Lorentz e CPT em todos os setores de interagao do Modelo Padrao. Os termos de violagao
de Lorentz sao obtidos através da quebra espontanea de simetria no contexto da teoria de cor-
das em uma teoria mais fundamental (definida na escala de energia de Planck), e os coeficientes
responsaveis pela violacao sao quantidades tensoriais que fazem o papel de valores esperados no
vacuo. Tais coeficientes sao geralmente classificados de acordo com a paridade e birrefringéncia,
podendo ser CPT-impar, quando viola a simetria CPT, ou CPT-par, quando nao viola a simetria
CPT.

O MPE preserva a estrutura de gauge SU (3) x SU (2) x U (1), a renormalizabilidade e a mi-

crocausalidade do Modelo Padrao. A violacdo de Lorentz, no contexto do MPE, ocorre apenas no



referencial da particula, sendo preservada no referencial do observador. Isto significa que do ponto
de vista do observador, a simetria de Lorentz permanece valida e todas as transformagoes (rotagoes
e translagoes) permanecem invariantes. O setor de gauge é formado por um termo CPT-impar e
um termo CPT-par. O termo CPT-impar, que possui paridade fmpar e birrefrinféncia, é o termo
de Carroll-Field-Jackiw, tal termo gera uma eletrodindmica de Maxwell modificada denominada de
eletrodinamica Maxwell-Carroll-Field-Jackiw. A eletrodinamica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw
tem servido para os mais variados estudos tas como: solugoes classicas, aspectos de causalidade,
estabilidade e unitariedade. Quanto ao termo CPT-par do setor de gauge, descrito pelo tensor
(Kr) aBuv’ é composto por 19 coeficientes indepentes, sendo 9 nao birrefringentes e 10 birrefrin-
gentes. A partir dos estudos precursores de Kostelecky e Mewes, este termo de paridade par ganha
notoriedade e, com isso, novas investigacoes tém sido realizadas nos mais amplos aspectos. E neste
arcabouco que esta inserida a presente dissertagao, voltando-se mais especificamente para as nove
componentes nao birrefringentes do termo CPT-par do Modelo Padrao Estendido.

O presente trabalho estd ambientado dentro de uma estrutura teérica advinda do setor de gauge
do Modelo Padrao Estendido. Usamos o procedimento de reducao dimensional, aplicado sobre o
setor nao-birrefringente e CPT-par do MPE, para obter uma eletrodinamica planar com termos
de violacdo da simetria de Lorentz. Esta teoria planar é estudada em alguns aspectos classicos,
envolvendo o cédlculo das relacées de dispersao, solugoes classicas estaciondrias, tensor de energia-
momento. Por fim, calculamos exatamente o propagador de Feynman para o setor escalar e o setor
de gauge da teoria, a partir de um conjunto de projetores conhecido. Finalizamos destacando as

relagoes de dispersao fisicas deste modelo planar, e fazendo nossas consideracoes finais.



Capitulo 2

O Setor de gauge do Modelo Padrao
Estendido

Nos ltimos anos, o setor de gauge do Modelo Padrao Extendido (MPE) tem servido de mo-
tivagdo para diversos estudos tedricos de interesse. Um dos estudos pioneiros foi o de Carrol-Field-
Jackiw (CFJ) [2], que em 1990 apresentaram uma eletrodinamica de Maxwell modificada pela
presenca de um termo violador da simetria de Lorentz e da simetria CPT, em (1+3) dimensdes, es-
tabelecendo um acoplamento do campo de gauge com ”background” violador da simetria de Lorentz
em uma estrutura tipo Chern-Simons. Este trabalho tornou-se uma referéncia obrigatéria na area
pois além de estudar algumas propriedades desta teoria, os autores usaram consequéncias induzidas
por este termo (a birrefringéncia do vécuo) para impor limites superiores sobre a magnitude do
background de violagao. Usando dados de birrefringéncia da luz advinda de galdxias distantes,
estes autores estaleceram o seguinte limite superior para a magnitude do background: (k: < 10_16).
Este artigo assim instituiu uma linha de pesquisa na fisica tedrica, ampliada no Modelo Padrao
Estendido de Colladay & Kostelecky [3], cujo objetivo é estudar as propriedades e consequéncias
de termos violadores de Lorentz, e usa-las para impor limites superiores sobre a magnitude de tais
termos. O setor de gauge desse modelo apresenta dois termos de corregao a eletrodinamica usual
de Maxwell: um termo CPT-impar e outro CPT-par, ambos muito estudados nos anos recentes. O

setor CPT-impar é representado pelo termo de Carroll-Field-Jackiw [2], cuja lagrangeana é:

1 1
L1 = -1 F.,, Fo — Z<«;BWV5AQF,)A + JA,, (2.1)
onde V¢ = (vp,v) é o background fixo responsavel pela violacdo da simetria de Lorentz. As



equacoes de Euler-Lagrange conduzem as seguintes equagoes de movimento,

B F" 4 VaF™ = g, (2:2)

0. F"" =0, (2.3)
~ 1

onde F*8 = ieo‘ﬁ‘wﬂw é o tensor dual do campo eletromagnético. As equagoes de Maxwell
modificadas sao

V-E+v-B=—p, (2.4)

VxB—-0E—-vxE=-vyB-j, (2.5)

VXE= —8tB, (26)

V-B=0. (2.7)

Manipulando estas equacoes, obtemos as seguintes equagoes de onda para os campos:

OB+vp(VxB)=Vx(vxE)—-V xj, (2.8)
OE+0: (vxE)=V(v:-B)+vi0:B+ Vp+ 04j. (2.9)
e para os potenciais
04 +v-B = —p, (2.10)
OA +voB —v x E = —j. (2.11)

A relacao de dispersao advinda destas equagoes é

()" + V3 = (V-p)* =0, (2.12)
cuja solugao geral é
1
p? = 5 [—V2 + \/(V2)2 +4(V -p)ﬂ : (2.13)

E possivel mostrar que esta relagdo representa uma teoria eletromagnética birrefringente. Para um

background tipo-espaco, V' = (0,v), temos:

1 1
po = \/p2+zv2i2 vit+4(v-p). (2.14)
Pela estrutura matemdtica da relagao (2.14), percebemos que os modos fisicos desta teoria

propagam-se com velocidades de fase diferentes, o que implica em birrefringéncia. Para entender

melhor este fato, tomamos o modo "right” (pg+) € 0 modo ”left” (pg_), correspondentes aos sinais



+ na Eq. (2.14), propagando-se no mesmo sentido. Assim, consideramos o modo ”left” (pp—) com

momento revertido (p — —p), indicando propagagao para a direita. Nesta situacdo, temos:

po—(—p) = \/p2 + %VQ — %\/V‘L +4(v-p). (2.15)

Observamos entao que este modo nao coincide com a expressao do modo "right”,

1 1
po+(pP) = \/p2+2v2+2\/v4+4(v-p)2- (2.16)

Estas relagoes, obviamente, proporcionam velocidades de fases diferentes para os dois modos pro-

pagantes para a direirta, resultando em birrefringéncia. Para maiores detalhes, vide Ref. [2].
Desde 2002, o setor CPT-par do MPE tem sido minuciosamente investigado, principalmente
em conexao com questoes capazes de fornecer bons limites superiores para os 19 coeficientes LV.
Os estudos sobre as propriedades da eletrodinamica CPT-par, representado pelo tensor (Kr),,, o
foram iniciados por Kostelecky e Mewes em Refs. [4], [5], onde foi estipulado a existéncia de dez

1

combinagoes linearmente independentes das componentes de (Kp) sensivel a birrefringéncia’.

avpp
Um estudo mais amplo e interessante a esse respeito foi realizado recentemente em Ref. [6]. A
partir de 2003, experimentos precisos envolvendo rotagao optica e de microondas ressonantes foram
realizados, rendendo limites ao nivel de até uma parte em 10'7sobre os parametros CPT-par. O
estudo da radiacdo de Cherenkov [7] e a auséncia de emissao de radiagao Cherenkov por raios
césmicos de altissima energia [8, 9] tem sido um ponto de grande interesse nos ultimos anos, bem
como as interagoes féton-férmion produzindo novos limites sobre os coeficientes LV [10, 11, 12],
[13]. InvestigagOes sobre as propriedades da temperatura finita e as modifica¢oes implicitas na lei
de Planck foram desenvolvidas para o setor CPT-par [14], [15]. A avaliacao completa das relacoes de
dispersao da eletrodinamica CPT-par em conexdo com o papel desempenhado pelo coeficientes LV
birrefringentes é também apresentado nas Refs. [14], [15], [16]. Mais recentemente, a birrefringéncia
dos coeficientes CPT-par em ordens superiores é discutido em Ref. [17].

Em um trabalho recente, o propagador de gauge da eletrodinamica CPT-par do MPE foi explici-
tamente realizado na forma de uma matriz 4 x 4 [16]. As relagoes de dispersao foram determinadas
a partir dos podlos do propagador, e utilizadas para analisar a estabilidade, causalidade e unicidade
desta teoria para as componentes nao birrefringentes de paridade impar e para as componentes
isotrépicas de paridade par. A anélise mostrou que o pélo do setor de paridade impar é estavel,
nao causal, e unitario, enquanto que o setor isotropico de paridade par, representado exclusiva-
mente pelo traco das componente, fornece uma teoria estavel, causal, e unitaria para a faixa de

0 < ke < 1.

LA birrefringéncia esté ligada ao fato da luz propagar-se em um meio com velocidades distintas. Desta forma,

estudar as componentes birrefringentes de uma teoria é analisar as alteragoes na relagao de dispersao da mesma.



O setor de gauge do MPE, o qual fornece uma eletrodinamica CPT-par, é representado pela

seguinte Lagrangiana:

1 w1 1 A i
Loty = = FaoF™ = 7 (Kr) s FRVEN — ] AR, (2.17)

onde os fndices com chapéu, variam de 0 a 3, A”* é o quadri-potencial e Fap € o tensor usual do
campo eletromagnético. O tensor (Kr), 5. representa o acoplamento da violagao de Lorentz e

possui a simetria do tensor de Riemann?,

e um duplo traco nulo:

(Kp)™ o = 0. (2.20)

Uma parametrizagdo muito util para abordar esta eletrodinamica é apresentada nas Refs. [4, 5],

em que as dezenove componentes LV sdo escritas em quatro matrizes 3 x 3, definidas como

. ) ) 1 .
(kpE)’™ = —2(Kp)Y% | (kgp)’* = ieque'dm (K p)Pdm (2.21)

(kpB)'" = — (kup)™ = ™ (Kp)™P?. (2.22)

As matrizes kpg, kgp contém juntas 11 componentes independentes, enquanto Kppg, Kgg possuem

juntas 8 componentes, que somadas dao os 19 elementos independentes do tensor (kr),, - Estas

matrizes podem ser escritas em termos da paridade-par (&) e paridade-impar (k,),

- ; 1 . - . 1 ) 1 . 3 1

(Fe)™™ = S(kpp +&mp)’™, (Re-)"" = S(kpp = kHp)™ = 30" (kpp)", Ku = gtr(kpp),
(2.23)

~ 1 , i 1 .

(For)™™ = S(kpp +kEEN",  (Ro-)" = 5 (kDB — KkHE)"", (2.24)

As dez componentes birrefringentes sao severamente limitadas por testes astrofisicos envolvendo
dados de alta qualidade de fontes cosmolégicas através de espectropolarimetro [18], que produzi-
ram rigorosos limites superiores ao nivel de 1 parte em 10732 [4, 5] e 1 parte em 10737[18]. As
componentes nao birrefringentes estdao contidas em duas matrizes 3 x 3, K._ (seis elementos) e

Kot (trés elementos), e podem ser restritas apenas por meio de testes de laboratério, com dados

2E notdvel destacar que as duas propriedades de antisimetrias do tensor K**** reduzem as 256 componentes
para 36 componentes independentes, por outro lado, lancando mao da propriedade de simetria as componentes serao
reduzidas para 21 componentes independentes. Com as tltimas propriedades, o duplo trago nulo e a propriedade

ciclica, o tensor é por fim reduzido a 19 componentes independentes.



experimentais envolvendo radiacao Cherenkov [7] e a auséncia de emissao de radiagao Cherenkov
por UHECR (ultra raios de alta energia césmica) [8, 9.
As nove componentes nao birrefringentes do setor CPT-par podem ser incorporadas em um

tensor simétrico e trago nulo &y, definido como uma contracao [19]:

Kar = (KF)a,LLak . (225>
As componentes nao birrefringentes do tensor (K) s S840 parametrizadas como
1
(KF) posn = 3 (gﬂwzm = Gpikyy — 9p5Kpk T gowﬂ;\) : (2.26)
Com esta parametrizacao, detém-se
(KF) yose F7 N = 2655 Fy "F, (2.27)

logo a lagrangiana (2.17) passa a exibir somente as componentes nao-birrefringentes do setor de
violagao:
1

1 PR X
£(1+3) = —ZFﬂpFuy - ilﬂjp,%Fj\ 1{7)\'i - JﬂAM (228)

Algumas propriedades desta eletrodindmica foram recentemente investigadas em Ref.[16], no
qual avaliou-se o propagador de Feynman correspondente ao setor de gauge e também foram
analisadas algumas das suas propriedades de consisténcia (causalidade e unitariedade). Outras
investigacoes tem sido realizadas abrangendo aspectos diversificados, tais como: aspectos de con-
sisténcia e modificagoes induzidas no QED [20, 21, 22|, supersimetria [23], corregdes radioativas [24],
emissao de radiagdo de Cherenkov no vécuo [25], contribui¢oes da temperatura finita e distribui¢ao
de Planck [15, 26], a propagacao eletromagnética em guias de onda [27], o efeito Casimir [28] e
solugbes da eletrodinamica classica [29]. A reducao dimensional deste eletrodinamica foi realizada

e discutida em Refs.[30], [31], [32].
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Capitulo 3

Eletrodinamica planar CPT-impar

com termos de violacao de Lorentz

Neste capitulo, fazemos uma revisao das primeiras teoria planares dotadas de violacao da sime-
tria de Lorentz, e que foram obtidas da teoria original definida em (1+3) dimensdes via o procedi-

mento de redugao dimensional.

3.1 Reducao Dimensional do setor CPT-impar

Uma abordagem inicial do setor de gauge do Modelo Padrao Estendido, em (1+2) dimensoes,
foi desenvolvida em 2003, quando foi realizada a reducao dimensional do setor de gauge CPT-impar,
correspondente & eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw [2], cuja lagrangeana é dada por:

1 a1 _goRx %
L3 = _gFﬁﬁF” + Zs“ v A5 + ApJ (3.1)
onde e#7RX ¢ o simbolo de Levi-Civita em 4 dimensoes, e os indices gregos com chapéu variam de 0 a
3. Esta teoria foi submetida ao procedimento de reducao dimensional na Ref. [30]. O procedimento
de reducao dimensional adotado consiste em ”congelar”a terceira componente espacial (z) do 4-
vetor posicao, extirpando-a do sistema. Isso é feito requerendo que um campo qualquer da teoria,

X, nao dependa mais desta componente, ou seja,
d,x = 0. (3.2)

Além disso, separamos a quarta componente dos quadri-vetores das outras trés compo-
nentes, atribuindo & mesma um comportamento escalar, a fim de separa-la do corpo dos novos
3-vetores definidos em (142) dimensoes. As outras trés componentes dos quadri-vetores sdo man-

tidas inalteradas, exceto pela informacao que nao podem mais depender da coordenada z. Este
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procedimento, quando aplicado sobre o quadri-potencial eletromagnético, conduz a:
Al) — (ijgo), (33>

onde A®) =  é agora um campo escalar, e os indices gregos sem chapéu variam de 0 a 2. O mesmo

procedimento, aplicado ao background e a 4-corrente, leva a:

ot = (VM s), (3.4)

JE = (JM). (3.5)

Aplicando o procedimento de reducao dimensional no termo cinético da lagrangeana:

FapF7 = FpFM 4 By, F3 = F, F* 4 F3FF 4 Py, F3,

FapFM7 = F, FM 4 2F,3F" = F,, FM" — 20,00, (3.6)
onde usamos F*3 = 9t p, F,3 = —0,¢. Repetindo a mesma metodologia para o termo de CJF,
temos:
smxvﬁAgFEX = 5“”"‘XU#A,,FHX + 5“”3’\U“A,,F3>\ + 6“”k3vuAl,Fk3 + 6“3“’\U#A3FH>\ + ESVH)"U;),AVFM\,
€mXUﬁA,’)FE’>\\ = é”/’*_)/‘vuAyF,{,\ + 25“”3>‘UNA,,8)\¢ — 5“3”Avug0FNA — seVRA AL F L,

0
ElmXUﬁA,’)FE’X = 26“”’\0“14,,8,\@ + 2906“”’\11“8514)\ — 56" AL F.. (3.7)

onde """ = ( (porque terd inevitavelmente um indice repetido), e £3%* = "%}, Sabemos que a

menos de um termo de divergéncia total, vale e /\U“Al,(%\go = gl v,0z\Ay, 0 que implica em
PR ApF 5 = 4™ v, 00 A, — e A, Fy. (3.8)
Com estes calculos, obtemos a seguinte lagrangeana planar

1 1
Lito = _ZFWFW — Zs””AAZ,F,{A + 58“@9“(,0 + <p€“)"jvu6,\Al, + A, JY — oJ, (3.9)

sendo que a mesma é composta pela eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons e por um setor
escalar sem massa, o qual aparece acoplado com o campo de gauge. O cdlculo do propagador de
Feynman desta teoria planar, juntamente com a andlise da causalidade, estabilidade de energia e

unitariedade, foram realizados na Ref. [30].
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3.2 Equacoes de Movimento e Solugoes Classicas do Modelo de

Carrol-Field-Jackiw

A teoria planar da lagrangiana (3.9) foi analisada em suas solugdes classicas na Ref. [29], em
que foram obtidas as equactes de movimento e encontradas suas solugoes estacionarias, revelando
como o termo de violagao da simetria de Lorentz altera as solugoes da eletrodinamica de Maxwell-
Chern-Simons.

Associada a esta Lagrangeana, utilizando a equacao de Euler-Lagrange, temos duas equacoes

de movimento:

o, F" = _gg’“’p&,AP — Py, 0, — JH, (3.10)

Op = eurvd”AF + 7, (3.11)

que implicam nas seguintes equacoes de Maxwell modificadas

VxE+oB = 0, (3.12)
O E—v'B = —7-!-8@*4-(7*815904‘”0?*90)’ (3.13)
V.F +sB = p—7 xVo, (3.14)
Op—TxE = —uV x 4+, (3.15)

onde a primeira equacdo decorre da identidade de Bianchi ! (OuF** =0), as duas ndo homogéneas
advém da equacao de movimento (3.10), enquanto a ultima é derivada da eq. (3.11). Explicita-
mente, nota-se que a Eq.(3.11) pode ser escrita como duas equagoes mais simples se o vetor v* for
puramente tipo-espaco ou tipo-tempo: Hy = ¥ X E +J, para v = (0, 7), Op = —vge X Z +J,
para v = (v, 6>) Aplicando o operador diferencial, d,, sobre a eq. (3.10), tem-se o seguinte
resultado para a equacao da corrente de gauge: 9,J" = —e"?9,v,0,¢, que reduz para a lei con-
vencional da conservacao de corrente, d,J" = 0, onde v* é constante ou tem o rotacional nulo
(e"PO,v, = 0). Estas condicoes correspondem exatamente para aquelas que conduzem para uma
teoria invariante de gauge [2].

Manipulando as equagoes de Maxwell, nota-se que os campos B, ﬁ satisfazem as equacoes de

'Em D = 1+ 2 o tensor dual é definido como F** = %e”mFm, sendo um 3-vetor dado por: F** = (B, fﬁ*),

012

Aqui adotamos a seguinte convencao: egiz = €°*% = €12 = €'? = 1. O simbolo (*), de um modo geral, também designa

o dual de um vetor de duas componentes: (El)* =B — Er = (BEy, —Eg).
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onda nao homogéneas:

(O+s)B = sp+ v x 7 — 5T X Vo — 0, (V) x T* + 1oV, (3.16)
O+ sz)ﬁ = —?p — 8t7> — 37* — T (Orp) — sv()?@ + 7*8?@
0oV (Byp) + V(T X V), (3.17)

que, no regime estaciondrio, sao reduzidas a:
%
(V2—s)B = —sp— ? X j +sU x Vo — 1V, (3.18)

(V2 — 32)3 = STVt sw Ve - ?(7 X VTD) (3.19)

Tal qual ocorre na eletrodinamica cléssica de MCS, aqui as componentes do potencial (A, Z)

obedecem equagoes de onda de quarta ordem:

O+ 54 = Op—0O(V x V—gg) — s? X 7 +s <8tv—c>p> X T — sv,V2p, (3.20)
OO + 32)2 = 38,57* + sﬁ*p + 57 (0Fp) + 51)06 (Osp)
s (?(7 X V—gg))* +0O(F = T — vV ), (3.21)

que sao dotados de um setor heterogéneo muito mais complexo devido a presenca dos termos e %
na lagrangiana. E instrutivo observar que as equacoes de onda (3.16, 3.17, 3.20, 3.21) sdo reduzidas
para a forma usual das equagoes de onda da teoria de MCS [33] no limite em que se toma v* — 0,

a saber:

(O+s*)B = sp—l—? X 7; (D+32)E = —?p—8t7—3?*; (3.22)

D@+ ) Ag=Dp— sV x J; OO+ )4 =58, 7" +sVp+07. (3.23)

As equagoes de onda acima apresentam as seguintes solugoes [33] (para uma distribui¢ao de carga-

pontual e corrente nula):
B(r) = (e/2m) Ky(sr); E = (e/2m) sKl(sr)f“; (3.24)
Ao(r) = (e/2m) Ko(sr); Z('r) = (e/2m) [1/r — sK;(sr)] rA* (3.25)

Para um background puramente tipo-tempo, v* = (vg, 0), e trabalhando no regime estacionério,

a eq. (3.20) é reduzida para
V3(V2 - s%)Ag = —V?p — sV X ? — 50,V + V? (7 X ?w) , (3.26)
que ao ser desacoplada do campo escalar, conduz a
V3(V2 - s +v2)Ag = —V?p — sV X 7 —vdp+ svoJ. (3.27)
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Podemos solucionar esta equagao para uma distribuigao de densidade de carga pontual, p (r) =
_)
qd(r), para tanto, toma-se como nula a densidade de corrente, j = 0,J = 0, e propondo uma

transformada de Fourier para a expressao do potencial escalar, resulta:

Ag(r) = @2 /elk-?Ao(k)d%, (3.28)
conduzindo & seguinte solucgao,
Ag(r) = ﬁ [s°Ko (wr) +viInr], (3.29)

2 vg). Observa-se que a presenga do background violador implica no termo em Inr, o

onde w? = (s
qual altera significativamente o comportamento assintético do potencial escalar, que passa a exibir
uma natureza confinante. E trivial perceber que no limite vg — 0 recupera-se o potencial escalar
associado & eletrodinamica de MCS, dado pela eq. (3.25). O campo elétrico advém diretamente da

eq. (3.29), 2 2
By = -1 [Sm (wr) — <”0> 1} iy (3.30)

(2m) |w w? /) r
que possui a presenca de um termo adicional em 1/r, quando comparado com a correspondente
solugdo de MCS, dada na eq. (3.24). Esta que se coloca também como uma contribuicao do
background. No limite para pequenas distancias (r < 1), o potencial escalar (3.29), e o campo

elétrico (3.30) sao reduzidos para a forma:

Ap(r) = 7(2;;) [lnr + i;lnw] ; ﬁ(r) = (%) %?, (3.31)

que revela o carater repulsivo da expressao (3.29) e um campo elétrico radial 1/r perto da origem.
Ao mesmo tempo, percebe-se que, na origem, os termos de corre¢ao induzidos nas egs.(3.29, 3.30)
pelo background, exibem o mesmo comportamento funcional dos termos pré-existentes da MCS.
Por outro lado, quando se vai muito longe da origem, o quadro muda drasticamente, uma vez que

predomina o termo em Inr, resultando em:

2

Ao(r):[ €% ]lnr, Ez(r):_[evq I (3.32)

(2m)w? (2m) w2 | r

Tem-se uma alteracao substancial no comportamento assintético das solugoes do setor elétrico,
que passa a exibir um comportamento em 1/r, usual em uma QED nao massiva (sem termo de

Chern-Simons).

3.3 Reducao Dimensional do Modelo de Carrol-Field-Jackiw na
presenca do setor de Higgs

Um outro trabalho envolvendo eletrodinamica planar CPT-impar na presenga de violacao de

Lorentz foi realizado na Ref.[22], onde considera-se a eletrodinamica de CFJ na presenca do setor
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de Higgs em (1+43) dimensoes, cuja lagrangeana é:
1 ~— 1 -on3 ~ O\ * =
Livs = =7 FmF™ + 2 v Ao Fios + <D“¢) Dy — V(") + ApJ” (3.33)

onde D; = 05 + ieAy; é a derivada covariante, V (¢*¢) representa o potencial escalar responsavel
pela quebra espontanea de simetria e A5.J” representa o termo usual de interagao do campo com
as fontes.

A redugao dimensional desta teoria foi realizada na Ref. [32], seguindo o mesmo procedimento
apresentado acima. A novidade, neste caso, é a presenca do termo cinético do setor de Higgs, cuja

reducao dimensional resulta em:
(D70) (Dae) = (D"6)" (Dy9) - X",

A lagrangeana planar na presenca do setor de Higgs é entao dada como:

Liio = — 3 By PP = 2 A, By £ 8 00,05 Ayt L0000 +(DH0)” (Dud) — 206"V (6°9).
(3.34)

Tal lagrangeana descreve um ambiente planar mais rico que aquele representado pela lagrangiana
(3.9), uma vez que é constituida por dois campos escalares: o advindo da reducao dimensional e o
setor de Higgs. As propriedades desta teoria concernentes a causalidade, estabilidade, unitariedade,
conjuntamente com o calculo do propagador de Feynman, foram calculadas na Ref.[32], enquanto

as solucoes cléssicas desta teoria foram estudadas na Ref. [34].
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Capitulo 4

Reducao Dimensional do setor nao

birrefringente do termo CPT-par

4.1 Reducao Dimensional do setor CPT-par do MPE

Uma primeira abordagem de teorias planares CPT-par com violacao da simetria de Lorentz foi
realizada recentemente através da redugdo dimensional do setor de gauge CPT-par do MPE [35].
Neste trabalho, o procedimento de reducao dimensional levou a uma teoria planar composta por um
setor de gauge e um setor escalar, ambos dotados de termos de violagao de Lorentz, e mutuamente
acoplados por um tensor de terceira ordem. Foram estudadas as equagoes de movimento e as suas
solugoes estacionarias, obtidas pelo método de Green. Foi calculada a relagdo de dispersao do setor
eletromagnético, revelando que o mesmo é nao birrefringente a qualquer ordem, apesar da teoria
original ser birrefringente.

O ponto de partida dos desenvolvimentos é a Lagrangeana do setor CPT-par da eletrodinamica
do MPE:

1 1

PN N
,C(1_|_3) = 4FﬁgF‘LW — Z (KF)/W HF,L?/I;F/)\\E' (4.1)

O tensor (K F)ﬁ VAR , que € o responsavel pela violacao de simetria de Lorentz do modelo, exibe as
mesmas simetrias que o tensor de Riemann, dadas nas Eqgs.(2.18, 2.19, 2.20). A reducao dimensional

do setor CPT-par segue o mesmo procedimento descrito nas segoes anteriores, conduzindo a:

1 N 1
_Z (KF)NV)\K Fﬁ'/)FXE = —ZZ“V)‘KFMVF)\H + Z’“”\3FW6A<p — ZMS)‘S(?MQD(?)\QO, (4.2)
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onde Z,,\. ¢ a versao planar do tensor original (Kr):

ZMVAH = |:(KF),U,V>\H:| 142 ) (43)
que possui as seguintes propriedades:
Zul/)\/i = _Zuu/\m Z/ux)m = _ZMVH)\? Z,uu)m = Z/\/fuu (44)
Z}LV}\H + Z,u)\z/n + Zunz/)\ =0. (45)
Podemos, ainda, fazer novas definicoes para os tensores ZHA3 e ZH3)3.
(KF)SMV)\ = T.UVA’ (46)
(Kr)usns = Cu (4.7)

Finalmente, a lagrangeana (4.1) escrita na forma planar, fica:

1 1 1
Liyo = -3 F FH 4 §5ug00'“g0 - ZZ“”)‘“FWFM + TH2F,,00p — CP0,000p. (4.8)

Notemos que esta lagrangeana exibe um setor de gauge, um setor escalar bem como um termo
de acoplamento entre os setores de gauge e escalar, dado pelo tensor T***. O tensor C* é
responsavel por fornecer um termo cinético nao-canénico para o campo escalar. Estes dois tensores

possuem as seguintes simetrias:

Cux = Cxys (4.9)
T,ul/)\ = _Tz/,u)\; (410)
Tul/)\ + TVM)\ + Tu}w = 0. (411)

O duplo trago da propriedade do tensor Kz é agora escrito como:

Z,, " +20° ,=0. (4.12)

A lagrangeana (4.8) pode ser escrita em termos dos campos elétrico (E) e magnético (B). Para

tanto, basta usar a convencio Fy; = E°, F;j = —¢€;; B, o que resultara em:
1 1 .
L = = FuwF" +50,00"¢ — Coo(809)* + Coi(808)(9i¢) — Cij(8i6)(9;6) — (LiE') B
1 | . .
_i(kDE)ijElE] — 5832 — T00i00pE" — €;jT0;j00pB + Ti0;0;0E? + €,;T51;0;¢0B  (4.13)
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sendo que foram feitas as seguintes convencoes:

Zoitm = Zonn2 = Li, com L = (L1, La), (4.14)
Zoioj = (KpE);;, com (Kpg);; = (Kpg)j; (4.15)
Z1212 = 8. (4.16)

A classificacao da paridade dos parametros de violagao de Lorentz é dado pela tabela abaixo.
O simbolo N designa o nimero total de componentes e N designa o niimero de componentes

independentes.

Componentes N N

Paridade par Coo, Co2, C11, Ca2, Lo, (KpE)11 s (KDE)gs, 85 Too2, Thot, Too2, T2 12 11
Paridade impar  Co1, C12, L1, (KpE)is, Too1, To12, Tho2, T201, To12 9 8
Total 21 19

As equagoes de movimento sdo obtidas através da equacao de Euler-Lagrange aplicada na

lagrangeana (4.8), fornecendo:

Do FOP — ZPARG Fy — 2T 0,0, = JP, (4.17)

O¢ + THYP 0, Fye — 2000000 = —J. (4.18)

Em termos dos campos elétrico e magnético, Eq.(4.17) toma a seguinte forma:
O;E" — (kpg);; 0" + L'9;B = p, (4.19)
(1+8)'O,B — O.E" + (kpr)” 0,F — '9(L/E)) — L'o,B = J°, (4.20)

correspondendo as formas modificadas da lei Gauss e Ampere. Na Ref. [35], é apresentada as
solucoes estaciondrias destas equagoes para cargas pontuais.

Uma questao de interesse é a determinacao e estudo da relacao de dispersao completa do setor
eletromagnético desta teoria. Esta relacdo pode ser obtida a partir da equacdao de onda completa
para o campo elétrico ou magnético. No caso, optamos por escrever a equacao de onda para o
campo elétrico. Iniciamos tomando a derivada temporal da Eq. (4.20), e substituindo a identidade
de Bianchi, 9;B = — (€;n0n E™). Apos algumas dlgebra, obtemos a equacao de onda para o campo

elétrico na forma MijEj = 0, onde a matriz M;; é escrita como:
Mij = [—n@-@i + n(SijVQ - [52]6152 - (k‘DE)ij 6752] + Lj&geilé?l — Liemjatam]. (4.21)
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No espago dos momentos, estes elementos de matriz sao apresentados como:
M;; = [np;pi — nbi;p” + [0ij05 — (kpE);; P5) + Lj€apopi — Li€m;popm)- (4.22)

A relagao de dispersao é encontrada impondo det Ml = 0. Este determinante, det Ml = M1 Moy —

(M12)2 , € calculado a partir dos elementos de matriz:

Miy = [np? — np® +p§ — (kpg)y, P§ + 2L1pop2), (4.23)
Mao = [np3 — np® + i — (kpE)gs P§ — 2L2popi), (4.24)
Mg = My = np1pa — (kpg)ys Ph + Lapopa — Lipop: - (4.25)

Obtemos a seguinte expressao exata:
detM = pj {pg [1—tr(kpp) + det(kpg)] + 2po[L x P + (kpp);; pil]]
—[np? = n (kpp),; piv; + (L-p)?] =0}, (4.26)

cuja solucao fornece a relagao de dispersao procurada

1 *
w== [L x b+ (kpp)y pil; + Q} : (4.27)
onde
D= [1 —tr(kpg) + det(kDE)], (4.28)
Q= \/[L x p+ (kpg);; pil;)? + Dnp? — (kpk); pip; + (L - p)?]. (4.29)

Da relagao (4.27), percebemos que ambos os modos propagam-se com a mesma velocidade de
fase, o que implica em auséncia de birrefringéncia. Para entender melhor este fato, tomamos o
modo "right” (po+) e o modo "left” (pg— ), correspondentes aos sinais + na Eq.(4.27), propagando-se
no mesmo sentido. Assim, ao tomarmos o modo ”left” (pp—) com momento revertido (p — —p),

temos:

1

Po-(=P) = 55 | =L x P = (ko) pili — 9] (4.30)

indicando propagacao para a direita. Observamos entao que este modo coincide exatamente com a

expressao do modo ”right”

1

Po+(P) = & L x p+ (ke)y miL + 0] (4.31)

com um sinal global revertido. Estas relacées, obviamente, proporcionam a mesma velocidade
de fase. Esta é uma situacao andloga ao que foi verificado nas relagoes de dispersao do subsetor
paridade-impar do setor de gauge CPT-par do MPE original [vide Ref.[36]], que também é nao-
birrefringente. Esta discussao mostra que as 6 componentes do setor electromagnético planar, s,
(kpE)ij, L', sdao realmente ndo birrefringentes a qualquer ordem. Este é um resultado bastante
interessante uma vez que a eletrodinamica original é birrefringente. Por esta mesma argumentagao,

percebemos facilmente que a relagdo de dispersao (2.14) é claramente birrefringente.
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4.2 Redugao Dimensional do setor CPT-par nao birrefringente do

MPE

Nesta secao, realizaremos a reducao dimensional da eletrodinamica CPT-par e nao birrefringente
do Modelo Padrao Estendido, regido pela Lagrangiana

1 1 o )
Liia) = —EFWF‘“’ — ghpk VRN AR (4.32)

onde kpp € um tensor simétrico de trago nulo, ji apresentado no Cap. IL. E importante destacar
que nos estudos do setor CPT-par, observa-se que esta teoria é nao birrefringente apenas em
primeira ordem nos parametros de violagao, revelando-se birrefringente em ordens superiores. Pelo
comportamento da teoria em primeira ordem nos parametros de vioalacao, advém a classificacao
da teoria como birrefringente ou nao-birrefringente.

Aqui, novamente adotamos o procedimento de redugao dimensional empregado nas Refs. [30],[32],
em que o quadri-potencial eletromagnético é escrito como A” — (AY; ¢),onde AB) = ¢ ¢ agora
um campo escalar e os indices sem chapéu variam de 0 a 2. Aplicando estas prescrigbes para os

termos da Lagrangiana (4.32), obtemos:

FppFP = F F* + 2F 3 F" = F,, F* — 20,60"¢, (4.33)
kopF? FP = by FyVFY 4 26,5 F\ VFY + kg SFY o i, Fy VF%. (4.34)
Relembrando que F*3 = 9t¢p, F, u3 = —0,0, e considerando as defini¢oes,
k3 = Cy, K33 =1, (4.35)
obtemos
KopF? FPN = kyp By VFN 1 20, F, "N + norgdé — k0" 609, (4.36)

onde k,, é a versao do tensor k5 definida em (1+2) dimensées. Com isso, encontramos a seguinte

densidade de lagrangeana:

1 1

1 1
Lito = 4FWF“” - iﬁ;pr/\ VEMN_C,F\ YO + 5[1 — )0, ¢ + Qm,,,)avqba% — AT+ T,

'Cacoplamento

Lem Lescalar

(4.37)
que é composto pelo setor de gauge (Lpar), setor escalar (Lescaiar) € um setor de acoplamento

(Lacoplamento), representado pelo 3-vetor de violagao de Lorentz C,,. Sendo simétrico, o tensor &y,
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apresenta seis componentes independentes. Este tensor x,, modifica tanto o setor eletromagnético
quanto o setor escalar, alterando a dinamica do campo de Maxwell e rendendo um termo cinético
nao-canonico para o campo escalar. Nesta teoria, os tensores k,,, C,, apresentam seis e trés com-
ponentes, respectivamente. Com 7, somamos dez parametros violadores de Lorentz. Todos os
parametros LV, C), K,,, 1, sao adimensionais, estando, assim, em plena concordancia com o cardter
adimensional do tensor original s ;.

A condigao do duplo trago nulo do tensor original, k5 = 0, é agora lido como
Koo — Riz = 1), (4.38)

representando uma restricao entre as suas componentes. Com este vinculo, esta teoria possui
nove parametros independentes de violagao de Lorentz, o mesmo ntimero da teoria original quadri-
dimensional, demonstrando a consisténcia do procedimento de redugao dimensional adotado. Us-
ando a convencdo Fy; = E?, F;j = —¢€;;B, a Lagrangiana (4.37) pode ser escrita em termos dos
campos E e B, na forma:

£1+2 = ﬁEM + Eescalar + Eacoplamentoa

onde
Lpm = %(1 + roo)E? — %(1 — ki) B? — %Hz‘jEiEj + roi€i B B, (4.39)
1 1 1
*Cescalar = 5(1 - U)[(atd’)Q - (8l¢)2] + 5500 (8t¢)2 - K’Oiatgbaiqb + §ﬁijai¢aj¢’ (440)
Lacoplamento = —C°E? ;¢ — C'E'0y¢ + €;;C"0;¢B. (4.41)

O setor escalar apresenta um termo cinético nao canénico, que recentemente tem sido investigado
em cendrios envolvendo defeitos topoldgicos em (141) dimensoes [37] e analogos de buracos negros
acusticos com violacao de Lorentz [38] em (142) dimensdes. O presente trabalho fornece uma
possivel origem para este tipo de termo.

Em (142) dimensoes, o operador paridade age fazendo
r —(—x,y), (4.42)
sendo que os campos transformam-se da seguinte forma:
Ag — Aoy, A —-(—A,,A)), E—(—-E;, Ey), B— —B. (4.43)

Para mais detalhes, veja Ref. [39]. Aqui, consideramos que o campo ¢ comporta-se como um
escalar, ¢ — ¢. Isto nos permite concluir que este modelo planar possui seis componentes de
paridade par

K00, K02, K11, k22, Co, Ca, (4.44)
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e trés de paridade fmpar

K01, K12, Cl. (445)

O fato das componentes de um mesmo vetor transformar-se distintamente é uma conseqiiéncia da
forma como os vetores r, A, E comportam-se sob paridade. Por exemplo, se analisarmos o segundo
termo do vetor C* na eq. (4.41), e aplicarmos o comportamento do campo E frente a transformacao

de paridade, temos:

Lacoplamento = _ClElatﬁb = _Cl(_Ez)aﬂb = ClExat¢v (4'46)

£acoplamento = _02E26t¢ = _CZ(Ey)atgb = _C2Eyat¢7 (447)

obtemos, assim, que a componente C? é de paridade par e a componente C! é de paridade fmpar.

Um assunto que merece atengao é a estabilidade de energia, uma vez que é conhecido que
a violacdo de Lorentz gera instabilidade de energia em alguns modelos, como a eletrodinamica
de Carroll-Field-Jackiw [2], por exemplo. Uma andlise preliminar relativa a este ponto pode ser

executado por meio do tensor energia-momento desta teoria planar, dado por

oL oL

O =_"=__9rA, + OPd — g°PL. 4.48
80540 900" 0 (445)
Para escrevé-lo explicitamente, calculamos
oL Bo a pBp B pap B g g
oL B4 1 . BA v 8
8(059) =(1—-n)0"¢+ k" 0\¢ — C"F,, (4.50)

que nos leva a

O = (—F — k3PP 4+ k] F)0P Ao — g% Lpar + (1= 0)0"¢ + £7000)0°6 — ¢ Lescatar
+(CPOp — C20P$)8P Ay — CYFB P — 65 Locoplamento- (4.51)
Deste tensor, especificamos a componente da densidade de energia,
0" = L(B? + BY) — Lr BB+ "B LB 4 (L4 oo) (0)° + 5 (1) (99)° — SAU0i60;0
— C'E'0% — €;;C"0;¢B + [(E" — ki B! + kgoE' — L'B — C"9% — C°0;¢)0; A] - (4.52)
Realizando uma integragado por partes sobre o tltimo termo 0; Ay,
/ (E" — kij B + koo E' — L'B — C'0°¢p — C°9,¢)0; Agd’r =

— /(8Z.EZ — I{Z’jaiEj + HogaiEi — L’&ZB — C’@ﬁogb — 008§¢)A0d2r , (453)
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e usando a lei de Gauss desta teoria (4.67), vemos que este termo nao contribui no calculo da

energia, podendo ser assim omitido. Desta forma, obtemos a seguinte densidade de energia :

1 1 ok 1 1
ORI 5(E2 + B?%) — i BB + %EQ - 5%-32 + 5 (L =+ o) (8y9)*

1 1 .. .y )
+51 =) (8;0)* — 5K 0i00;¢ — C'E'01 — €, BC"0;0. (4.54)

Observamos que a densidade de energia para o campo eletromagnético e campo escalar, quando

considerados desacoplados, tém a forma

1 1 o 1
Oy = 5 (B> + B?) — Sry E'EY + “0E? — S B2, (4.55)
] 1 1,
eggcala'r = 5(1 -n + 'V”'OO) (atd))Q + 5(1 - 77) (81¢)2 - §Kljal¢8j¢ (456)

Ambas densidade de energia do campo de gauge e escalar podem ser consideradas como positiva-
definidas, uma vez que as condicoes, |ku,| < 1, Koo > ki, koo > 7, sejam satisfeitas. Como os
parametros LV sdao normalmente muito menores que 1, concluimos que os setores escalar e de
gauge, considerando isolados, sdo estaveis. A positividade da energia da teoria total, porém, pode
ser deteriorada pelos termos mistos, C*E'0;¢ e eijBCiajgb, quando consideramos o modelo planar
completo em que o setor de gauge e escalar aparecem acoplados.

O resultado da Eq. (4.54) pode ser também encontrado se partimos da densidade de Hamilto-

niana,

H=n"Ay, + 1 — L, (4.57)

onde

7 = 0L)D (0pAs) ,m = DL/,

sao os momentos conjugados para o campo de gauge e escalar, dados a seguir

T = —F% — gOF% + k0F* — C%¢ + C°0"¢, (4.58)

m = (1= n+ roo)p — koidip — C'E". (4.59)

Substituindo este momento na Eq. (4.57), e usando a lei de Gauss (4.67), derivada na préxima

secao determinamos a mesma expressao (4.54) para a densidade de Hamiltoniana.

4.3 Equacoes de Movimento

O comportamento cldssico desta teoria é governado pelas equagoes de movimento originadas da

equacao de Euler-Lagrange, ou seja,
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0aF P + KPP0 F — K00 ) + COTlp — C%0,0°¢ = J°, (4.60)

[1 = n)0¢ + K*000,p — C\0uF*™ = J. (4.61)

Em termos do potencial de gauge, lembrando que F®¥ = 9*A4% — 9P A e usando o gauge de

Lorentz, 0 - A = 0, as equagbes assumem a forma
(09?8 + Ok — k90,0 + P Kk0,0,) A, + [CBD —029,0%| ¢ = JP, (4.62)

[(1 =)0+ £*0,0,)¢p + C,OA” = —J. (4.63)

Multiplicando Eq.(4.63) pelo operador [C’ﬁD — C’O‘Oaaﬁ] e usando Eq.(4.62), encontramos as

equacoes diferenciais para o tri-potencial,

{11 — )0+ £*29,0\][0g”° + Ok — £°0,0° + gPP k1 Dp0,,] + [520609 —OCrPC*0,0° |} A,

- [Cﬁm — 029,08 T — [(1 — )0 + ka0 JP. (4.64)

Se os termos de segunda ordem envolvendo o vetor de violacao de Lorentz C® sao negligenciados,

esta equacao ¢é reduzida a
[OgPP + OkPP — 520,07 + gP k10,0, A, = TP, (4.65)

que corresponde a equagao desacoplada do campo de gauge. Uma andlise similar revela que em

primeira ordem a equacao de onda para o campo escalar fica

(1 =)0 + £*0a0pl¢ = —J. (4.66)

As equagoes de Maxwell modificadas advém da Eq.(4.60),

(14 Koo) O E" + ¢'ki;0i B — KijO;E7 — CoV2p — C' 90,0 = p, (4.67)

<€ij — Hilelj — I{jleil) ajB — aoEi — I{ioajEj + K joajEi + IiilaoEl + I{OZEilaoB (4.68)

~C'V2¢ + C'95¢p — C10;0'¢p — C0y0'¢ = J',

correspondendo as formas alteradas para a lei de Gauss e lei de Ampere. Por outro lado, o setor

escalar evolui como

[1 —-n+ /100]83¢ - [1 - n]V2q§ + ﬁijai6j¢ + 2H0j808j¢ =—J. (4.69)
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Para resolver esta eletrodinamica, as Eqs.(4.66, 4.67, 4.68) devem ser consideradas juntamente
com a lei de Faraday,

HB+V xE=0, (4.70)

que advém da identidade de Bianchi, 0,F** = 0. Aqui,

1
FH* = e Fya, (4.71)

é o tensor dual do campo eletromagnético em (1 + 2) dimensoes, que é um tri-vetor,
F* = (-B,—-E"). (4.72)

O sfmbolo (*) designa o dual de um 2-vetor: (E?)" = ¢;;E7, de forma que E* = (E,, —E,). Sendo
que adotamos a seguinte convencao: €pia = V12 = ¢y = €2 = 1, F2 = Fy, = —B, Fy = E.

Negligenciando os termos envolvendo o campo escalar, resulta

(1 + Hoo) GZEZ + Ku()jéjiaiB — K]ijaiEj =p, (4.73)

<€ij - Hilelj - I{jleil) 8JB - ath - (I{ioajEj - Iij[)ajEi) + IiilatEl + nOleilatB = Ji, (474)

4.4 Relacao de Dispersao

Nesta sec¢ao, buscamos encontrar a relagao de dispersao para o setor de gauge (desacoplado) desta
teoria planar. Uma possivel rota para obter esta relacao de dispersao é através das proprias equagoes
de Maxwell, tendo como propésito a obtengao de uma equacao de onda completa (dependente do
tempo) para o campo elétrico ou campo magnético. Tomamos como ponto de partida a Eq.(4.74),

cuja derivada temporal (na auséncia de fontes), é
(Q‘j — Hilﬁlj — Hjleil> 8j8tB — 6t2El — IiioatajEj + HjoatajEi + HilatQEl + K)o[ﬁilath = 0. (4.75)

Agora, fazemos uso da lei de Faraday, 0;:B = — (€n 0 E™) , para escrever uma equacao de onda

inteiramente em termos do campo elétrico,

M, E" =0, (4.76)
com
M;, = [6m(V2 — /ijmajam — (1 + 500)83 + 2/{0j8j8t) — 0n0; + KimOnOm + /<;m6t2
—kinV? + Kjn0;0; — K0iOnOr — K0ndi0], (4.77)
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que no espago dos momentos é

Min = [5in(_p2 + RimPjPm + (1 + ﬁOO)pg + 2/€0jpjp0) + PnPi — KimPnPm

—KinDg + KinP> — KjnDjDi — K0iPnP0o — KonPiPo)- (4.78)

As componentes da matriz M sdo explicitamente escritas como

My = ((—p3(1 — k11 — k22) + (1 + Koo — K11)P3 + 2K02P2P0), (4.79)
Mo = (—p3(1 — k11 — ko) + (1 4 Koo — Ka2)Pg + 2K0101P0), (4.80)
Mg = My = (p1pa(l — K11 — K22) — K12P3 — Ko1P2Po — Ko2P1D0)- (4.81)

A relagao de dispersao desta teoria advém da Eq. (4.76), cuja solucdo é determinada por det Ml = 0.

Com um pouco de algebra, calculamos exatamente o determinante desta matriz, implicando em:

lapg + Bpo +7] =0, (4.82)
com
a = (14 koo)(1+ koo — ITrK) + det K, (4.83)
B = —2k0iQijpj, Qij = [(1+ Koo)dij — Kij) (4.84)
vy = (1 — TTK)[I{ijpipj — (1 + Iioo)pz] — (Eijpil-ioj)z. (485)

Tal equagao nos remete a seguinte relacao de dispersao:

_ k0iQijPj n V (£0iQijpj)? — a(1 — TrK)[kijpip; — (1 + koo)P?] + a(eijpikio;)?
(0] (0]

Po (4.86)

Esta relacdo de dispersao caracteriza uma teoria nao-birrefringente, conclusao estd obtida pelo
mesmo tipo de andlise realizada para a relacao de dispersao (4.27). E novamente importante
ressaltar que a teoria planar é nao-birrefringente em qualquer ordem, enquanto a teoria original
(definida em (143) dimensdes) é nao-birrefringente apenas em primeira ordem.

A relacao de dispersao (4.86) pode ser analisada para alguns casos particulares. Anulando os

coeficientes anisotrdpicos kg; = 0 e K;; = 0, resta apenas o elemento isotrépico de paridade par,

koo. Com isso, temos = 0,7 = —(1 + kgo)p?, a = (1 + Koo)?, e Eq.(4.86) nos fornece a relagio
p|
—+ , 4.87
Po 1+ koo (1487)

que caracteriza uma teoria eletromagnética isotrépica (representa ondas que se propagam da mesma

forma em todas das diregoes).
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Adotando koo = 0, kgj = 0, encontramos a seguinte relacao de dispersao anisotrépica,

/ piDj
Po = :]:No ’p‘ 1-— /iijf, (4.88)

onde Ny = /(1 —TrK)/(1 — TrK + detK). A anisotropia estd relacionada & dependéncia desta

expressao com a direcao de propagacao, contida no termo k;;p;p;. Neste caso, dependendo da
diregao de propagagao (dada pelo p adotado), teremos relagoes de dispersao diferentes.

Para ki; = 0 e koo = 0, encontramos outra relacao de dispersao anisotrdpica,

2 2
D;
Po = Koip; = ‘p‘ \/ I‘\ZOZ + <€Z‘j:‘<&0jh::‘> . (4.89)

Observando que (e5;50ipi)° = (€i50jDi) (€mkomP) = (Iioj) p? — (rojp;)?, a relagio (4.89) assume

a forma simples:

po = koipi £ [P \/ 1+ (Koj)° (4.90)

A causalidade da teoria pode ser analisada pelo calculo da velocidade de grupo (uy = dpo/d |p|)
associada com cada relacao de dispersao. A relagao (4.87) é compativel com uma teoria estavel e

causal, uma vez que fornece a seguinte velocidade de grupo:

1
Ug = ———,
g V1 + Koo

que é menor que 1 para koo > 0. Esta é a condicao para assegurar a causalidade do setor isotrépico

(4.91)

da teoria. As relacoes (4.88, 4.90) descrevem uma eletrodinamica estdvel e nao-causal. As veloci-

dades de grupo associadas sao:

ug = =£No\/1— k;;cosb;cosb;, (4.92)

ug = 1+ (K,Oj)2 + Ko; cos 0;, (4.93)

onde cosb; = p;/ |p|. E facil perceber que estas duas velocidades podem ser maiores que 1 para
certos valores dos cossenos, implicando em violagao da causalidade. Desta forma, percebemos que
o setor anisotropico é em geral nao-causal.

Dada a complexidade da relacao de dispersao geral, uma opcao interessante é analisid-la em

primeira ordem nos parametros de violagao de Lorentz. Em primeira ordem, temos:

o = (1 + Qkoo — TTK), /B = —Qk[)ipi, (4.94)

v = kijpipj — (1 + koo — TrK)p?. (4.95)
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Com isto, a relacao de dispersao (4.86) toma a forma

Do = koipi £ /(koipi)? — (1 4 2koo — T7K) [kijpip; — (1 + koo — TrK)p?]

4.96
(1 + 2kgp — TTK) ’ ( )
que recai em
\/(1 + 3/6‘00 — 2T7“K)p2 — k‘ijpipj + (k‘()ipi)2
= koip; = 4.97
Po = Foipi (1+ 2koo — TTK) ’ (4.97)
quando usamos
(1 + 2]{00 — T?“K) [kijpipj - (1 + /{?00 - TTK)pQ] = kijpipj — [1 + 3k00 — 2T7’K]p2. (4.98)
Expandindo a raiz e o denominador em primeira ordem,
2 2 3 ki 2
[(1 + 3k00 — QTTK)p — kil'jpipj] + (k‘oz‘pi) = ]p| 1 + 5]4:00 —TrK — ?pipj/p ,(4.99)
(1+ 2kgo —TrK)™" = (1= 2kgo + TrK), (4.100)
finalmente obtemos
1 1 iDi
Po = kini + |p| <1 — 5]{?00 — 2](513]?1;};]) . (4101)

Esta é a relacao de dispersao do setor de gauge em primeira ordem nos coeficientes de vioalagao.

4.4.1 Relacgao de dispersao do setor escalar

A relagao de dispersao do setor escalar pode ser obtida diretamente da Eq.(4.66), tomada na

auséncia de fontes. No espaco dos momentos, tal equacgao é lida como:

[(1 = n)p* + £*pap,) = 0, (4.102)

com a constante 1 dada pela Eq. (4.38). Em componentes, obtemos

[(1—n)pg — (1 —n)p? + Koopl + Kijpipj — 2K0ipopi] = 0, (4.103)

implicando na seguinte expressao,

[(1 =1+ Koo)p§ — 2k0ipopi — (1 — n)P” + Kijpip;] = 0. (4.104)

que leva a relacao de dispersao exata:

Koipi £ \/(Ho@'pz')Q + (1 =1+ koo)[(1 = n)P? — Kijpip;]

(1 —n+ koo) (4.105)

bo =
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Assim como realizado para a relacao de dispersao do setor de gauge, podemos expandir a relagao

de dispersao escalar em primeira ordem, obtendo:

L
100 i) J] . (4.106)

= koipi £ |p| [1 = 209 _ 2

E interessante observar que a relagao do setor escalar coincide com a relacao de dispersao do setor
de gauge, dada pela Eq.(4.101), em primeira ordem nos parametros de violagao.

A velocidade de propagacao deste modo vale:

1
Ug = [1 - % — 5Kij cos 0; cos 0 + ko, cos Gz} . (4.107)

Vemos assim que esta relagao de dispersao também implica em modos nao causais, uma vez que

podemos ter uy > 1 para alguns valores de 6;,0;.

4.5 Solucao Eletrostatica e Magnetostatica

Nesta segao, aplicaremos o tradicional método das funcoes de Green para obter as solugoes
estaciondrias da eletrodinamica planar descrita nas segoes precedentes. Em primeira ordem, os

parametros de violacao de Lorentz, as solugoes das equagoes de movimento (4.62) e (4.63) sao

dadas por:
1 039208 0%0, o050,
Ay = 0 (gup = Rup = Juph g O T Fpa N > T+ 5 (C -¢ O ) S (4.108)
1 00 1
o=g [Len g S (4109)

A partir da equacao (4.108), obtemos as fungoes de Green que solucionam o campo de gauge,

1 03000 0“0
Gup (v —2') = 0 [gup_“up—gup“ ’ Dﬁ + Kpa DH] §(z—a'), (4.110)
Gu(z—1a') = L <C’ C’Ua 2O >5(az—x/), (4.111)

enquanto a fungao de Green que soluciona o campo escalar (4.109) é

G(w—x') :_% [14_77_,1#56“[]86] 5(m—x’), (4.112)

onde x = (xg,r). Ambas equagdes acima mostram que as fontes J* e J atuam como geraradoras

de fendmenos eletromagnéticos, inclusive a fonte do campo escalar, J .
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4.5.1 Solugoes estaticas para o campo de gauge puro

No espago dos momentos, tais fungoes de Green sdo expressas como:

1 p°p PyP
Gu(p) = —— [gup — Kup — Kap—ar + Gupk ' | J”, (4.113)
p p p
1
Gulp) = —= (Cu — goPoze ) J, (4.114)
p p
1
G) = = [1 - mﬂﬁpg‘f;ﬁ] . (4.115)

A solugao estacionéria para o campo de gauge em (4.108) pode ser expressa como

A, (r) = /dr’GM) (r—r)JP () + /dr'GM (r—1')J (). (4.116)

As componentes da fungao de Green sao obtidas a partir de (4.113- 4.115), que nos rende:

1 1 1 a RaRb
Goo (R) = —5— (1 — Koo + 2%) mR - —x b T (4.117)
1 1 1 R.R;
Goi (R) = o i InR, Gip(R) = 1 o InR ~ 0 (4.118)
1 RaRb 1 RaRi

1 1 1
Gij (R) = [51‘3' <1 + 2/<3aa> + 21‘%]} InR+ Edij’iabi - — (4.119)

o RZ  4x TR

e G, (r —r’) é funcoes de Green que descreve a contribuicdo da fonte escalar J para o campo

eletromagnético dado por:

1 RoR;

1 1
= _——(Ch1 i =——C;l —C, , 4.12
Go (R) 27TC’0 nRkR, G;(R) 47TC’ nlk +47TC’ T2 (4.120)
onde R =r — r’e usamos as seguintes integrais:
/dQleip'R - _lug (4.121)
(2m)? p? 2m 7 .
d? PaDb ipR 1 Ry Ry
PR = —— 0 In R . 4.122
/(27T)2 p4 € A pin kLA R2 ( )

As componentes nao diagonais da funcao de Green revelam que as cargas geram campos elétrico
e magnético, bem como as correntes. Vamos agora calcular os campos elétricos e magnéticos para
algumas configuragoes especiais de carga e densidades de corrente. De acordo com a Eq. (4.116),

os potenciais escalar e vetor sao

1 1 1 r—r) (r—1
Ag (I‘) = —% (1 — Koo + 25aa> /dr’ p (r’) In ’I‘ — r/‘ _ 47T/{,ab/dr’( (r)j (I‘/)Q )bp (I',)
(4.123)

1 . 1
+27r/£o,1/dr’ J*(x') ln|r—r" - 27TC’O/dr’J (r') 1n’r—r"
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1 1 (r 1), (r 1),
Aj(r)= 10 /dr’ p(r') In ‘r — r" — 47r/-c(m/dr' P Lp (r')
1 6 1 1 / b / /
+ o (9 ( 1+ 5Haa ) + 50| [ dr’ J7 () Infr -] (4.124)
1 e N (c—1), (1), ,
+M5jcﬁab/dr’ |r—r’|2 by (r’) — 47T,‘iab/dr’ " r’|2 L J (r')
1 1 r—r), (r—1'),
47rC'j/dr’t](r’) In|r—r'| +47r0a/dr’( r—(r’\Q LT (r'),

respectivamente.
Para uma distribuigao estdtica de carga pontual, p(r’) = ¢é(r") [J; (r') = 0= J (r')], o potencial

escalar e o potential vetor sao

1 1 rer

Ap(r) = —% [(1 — Koo + 2/<caa) Inr+ 2@;,;2(’} , (4.125)
TaTj

Aj(r) = % (fmj Inr — ma—;ﬁzj) : (4.126)

respectivamente. A solucao (4.125) difere da usual para o potencial escalar gerado por uma carga
pontual em (1 +2) dimensoes principalmente devido ao termo K®rqry /7%, que produz um compor-
tamento anisotrépico. O campo elétrico produzido pela carga pontual é

q 1 T T 4T
E; (I‘) = _ﬂ |:<1 — Koo + 2“(1{1) 7; + ﬁibﬁ — K“ab:TTi . (4127)

Além de seu comportamento radial em 7!, este campo elétrico apresenta anisotropias, devido aos
dois tltimos termos ndo radiais riry /T2 € KepTaryri/r*, produzidos pelo background de violacdo.
Interssante notar que estas correcoes nao modificam o usual comportamento assintético do campo
elétrico em (1 +2) dimensoes. Este permanece decaindo com 1/r, o que é consistente com a
natureza adimensional dos parametros de violacao. Observe que no caso em que o parametro de
violagao é dimensional, como ocorre no caso da teoria planar advinda da redugao dimensional da
eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw [vide se¢ao 3.2], as solugoes nao preservam o comportamento
assintotico da teoria de Maxwell usual.

O campo magnético produzido por uma carga pontual advém do potencial vetor (4.126):

4 o,
o0 W2

B(r) = (4.128)

Aqui, observa-se que o parametro kg; gera um campo magnético anisotrépico cujo comportamento
assintético vai com 1. Tal solucdo pode ser usada para impor um limite superior para o coeficiente

ko; usando dados experimentais concernentes a fisica bidimensional.
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Para uma caraga pontual com velocidade u, J(r') = ¢d(r")u’ ,[p (r') = 0 = J (r')], o potencial

escalar é
A (r) = —ilioaua Inr, (4.129)
2
enquanto o potencial vetor resulta igual a
q 1 1 q TaTb q Talj
Aj(r)= ~or [<1 + 2/{%) uj + 2ﬁjaua] Inr — E&abuj% + 1 bt i2]. (4.130)

O campo elétrico e magnético ficam sao respectivamente

q T
Ei(r) = =5 Foata 3, (4.131)
q 1 Tl TaThTiUj 3TiUq — Ty
B (I‘) = % |:(1 + 2/‘9aa> Eij% - Eijliab% + Gijﬁja% . (4.132)

Neste modelo uma fonte escalar pontual, J(r') = ¢s6(r'), [p(r') =0 = J;(r')], também gera

campos eletromagnéticos, cujos potenciais escalar e vetor sao dadas por

rarj

q q q
Ap (I‘) = —ﬁC{) Inr, Aj (I‘) = —ﬁ(}’j Inr + ﬁCaﬁ, (4133)
levando as seguintes solugoes para o campo elétrico e magnético:
Qs T g Cjry
E’L (I') = —%C(]ﬁ, (r) = %6”7/-72 (4134)
4.5.2 Solugao estatica para o campo escalar puro
Da eq. (4.109), a solucao estacionéria para o campo escalar pode ser expressa como:
1
¢(r)= /dr'G (r—1)J(r) - QCH/dr’ JHx') In|r —r'| (4.135)
m
onde G (r — 1) é a fungdo de Green estacindria do campo escalar obtida da eq. (4.112), entao
1 1 1 RaRb
O campo escalar gerado por uma fonte pontual de carga escalar, J(r') = ¢,0(r'), é
6() = L | (14 m+ Sha ) Inr + 2ry 100 (4.137)
r) = - —Kij— | - .
o 1 gfaa T T 5 TS

Confirmamos assim que o campo escalar apresenta um comportamento muito semelhante ao do
potencial escalar, dado pela Eq. (4.125).
Da mesma forma, o campo escalar produzido por uma fonte de carga pontual escalar, p(r') =

qé(r'), e uma carga pontual com velocidade constante u, Ji(r') = ¢&(r")u’, sdo

__ 9 — 10
¢(r) = -5 _Colnr, ¢(r) = _Ciuslnr, (4.138)

™

respectivamente, mostrando também um comportamento similar.
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Capitulo 5

Propagador de Feynman e analise da
consisténcia para a teoria CPT-par

planar

Neste capitulo, apresentamos o célculo exato do progador de Feynman da teoria planar descrita pela
Lagrangiana (4.37), tomando os setores eletromagnético e escalar desacoplados, ou seja, tomando
C, = 0. Este céalculo é similar ao desenvolvido na Ref. [40], onde foi encontrado o propagador
do campo de gauge do setor CPT-par e nao-birrefringente do Modelo Padrao Estendido usando a

seguinte prescricao para o tensor simétrico k5 de 9 componentes
1 1
Kpp = i(Al;B[;—i-ApAB[,) — Zgl;f,(A-B), (51)

compativel com o fato deste tensor possuir trago nulo (mﬁf’ = 0). Na teoria planar da Lagrangiana
(4.37), o tensor planar obtido, k,,, possui traco nao-nulo, devendo esta caracteristica ser observada
no procedimento aqui desenvolvido. Apds o cdlculo exato do propagador, realizamos uma andlise
da causalidade e unitariedade da teoria baseada em cima dos pélos do propagador.

5.1 Calculo do propagador de Feynman

Ao desconsiderarmos o termo de acoplamento, (C, = 0) na lagrangeana (4.37), os setores de gauge

e escalar acabam sendo desacoplados, desta forma, a lagrangeana toma a forma:

1 1 1 1 1
L1400 = _ZF“”FW - §kVpF/\ i 2—5(@“4“)2 + 5[1 — n]0uP0* o + inupﬁ”qb&”qb, (5.2)
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onde (éhLA“)2 /2§ é o termo de gauge fixo. Para fazer o cédlculo do propagador, faz-se necessério

escrever a lagrangeana em sua forma quadratica

1 1
»Cl+2 = §AV [Duu] A + §¢ [D] ¢v (5'3)
onde
1
Dy = gD — 0,0y + Okyyy — kyp0,0” — kapd®0y + Gukapd®0” + gayau, (5.4)
0=—(1—n)0—k,,0"0". (5.5)

A forma quadratica da lagrangeana (5.3) exibe dois setores distintos, sendo estes de gauge e
escalar. Sob estas circunstancias, iniciaremos o calculo do propagador de Feynman para o setor de

gauge, o qual satisfaz a seguinte relacao:

D, AP (z —y) = 6,"6(x—y). (5.6)
Formalmente, o propagador do campo de gauge é definido como
iBap (x—y) = (0|T(Aa () Ag (¥))]0) ,

onde A, é o operador que aparece na Eq. (5.6). Devemos calcular o propagador de gauge de

Feynman, £ = 1, o que implica em
D, = 0gu + Okyy — k1p0,0° — k000, + guukap0”0”. (5.7)

O operador tensorial D, pode ser escrito no espaco dos momentos, para tanto, basta fazermos

uma transformacao de Fourier, levando em:
D = —p? g™ + P p kP — PPN+ pPpsk™ — g pspL kY. (5.8)

No espago dos momentos a inversao deste operador é dada por

DYA,; = 5. (5.9)
Para realizar esta inverdo, usamos a parametrizacio geral do tensor simétrico, k™,
1
kAP = §(AAB” + APBY), (5.10)

com traco nao-nulo, onde A*, BP, sdo dois tri-vetores arbitrarios que compdem os coeficientes de

violacdo de Lorentz do tensor k*, dados por

1 . . 1 o
KO = AOB°, k% = J(A°B' 4+ A'B), K = J(A'BY + ATBY),
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onde o traco é k¥ = (A-B). Aqui, k% é o coeficiente isotrépico de paridade par, enquanto k%, k%
representam os parametros anisotrépicos.

Substituindo a parametrizagao (5.10) em Eq.(5.8), temos:

DY =~ [ + (0= A)p- B 0 — 5 (A-BYpw + (0~ A) (B + ' B?)

+ %(p - B) (JDPAA +pAA”) — %pz (AAB” + A”BA> : (5.11)

A fim de resolver a relacao INDApApB = 63, devemos ter um conjunto de operadores que constituam

uma algebra fechada, composto pelos seguintes projetores:

Opp: wps, ApBp, ApBy, ppAp, psAp, PpBp, psBp, BBy, AgAy, (5.12)

onde

880 os projetores transversal e longitudinal. A algebra completa é apresentada nas seguintes tabelas:

Ouw = G — Wpvs Wpw = pupu/pQ

Ops Wop ApBgs AgB, ppAs
g/\p @?‘f wg A)\Bb’ A,BB)‘ p)‘Aﬁ
A’\Bg AgB)‘
Ap A
@ eﬂ 0 _(p.A)p)\BB —(p'B)p)‘AB 0
p? p?
CA)pr . A A
Y 0 Wé\ (7’])3712”% (PB;# oy
A
p BB (B-p)p>
A )P ps ) A 2 A . N
B ~(Bowps 7 | (A-Bp By | BpAs (p- B)p*Ag
p2
pPB)\ 0 B/\p/a (p-A) BﬁB)‘ (p-B) AﬁB)‘ pQB)‘Aﬁ
A
p A,B (p-A) by
A AP p-A)PPB 2.\ . A . \
pa —Apps »? A" By (A-B)p*Ag | (p- A)p*As
p
pPA)\ 0 A)\PB (p . A) BﬁA/\ (p . B) AﬁA)‘ p2A)‘A5
P 0 P'ps (p-Ap*Bs | (p-B)p*As | p*p Ap
A/\Bﬂ A
(p-B)A
AXNBP By P e Ps (B,A)A)\Bﬁ BQA)\AB (p~B)A>‘A5
e S8
AgB* (p-A) B>
4B —pAE | P | 4B By (A-B) AgB* | (p- A)B* 44
p2

Tabela I: Algebra do tensor projetor
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Py PpBgs psB, AgAy BB,
g pﬁA)‘ p)‘Bg pﬁBA A/BAA BgBA
o pp A 0 psB* AgA* BB
—p*ps(p-A) —p*ps(p-B) —p*Ap(p-A) __p*Bg(p-B)
p? p? p? p?
ey % P B % p*Agép'A) p*ngp-B)
B | | pps(A-B) | p*Bs(p- B) | p*psB® (B- A)p*Ag | B*pBg
p’B* | | (p-A)B*ps | p’B*Bg (p-B)B*ps | (p- A)B*Ag | (p- B)B*Bg
prAP A2p)‘p5 (p- A)p)‘Bﬁ (A- B)p/\pg AQp)‘AB (A- B)pABg
pPAN | | (p- A)A%pg | p*A*Bg (p-B)A*ps | (p- A)AgA* | (p- B)A*Bg
Py’ (p- Ap*ps | p*p*Bg (p-B)p’ps | (p-A)p*As | (p- B)p*Bg
A*Br | | (A-B)Aps | (p- B)A*Bg | B2A pg (A-B)AgA* | B2A*Bg
AP B A?Bpg (p- A)BsB* | (A- B)psB* | A2B*Ag (A-B)B*Bg

Tabela II: Algebra do tensor projetor

Entao, o propagador do campo de gauge tem sua forma geral:

Apg (p) = (a1 @p5+a2 wp5+a3ApBg+a4AﬂBp+a5 ppAB—I—OzﬁpgAp—i-oqppBﬁ+a8pﬁBp+agA5Ap+aloBﬁBp),

(5.13)

com os coeficientes «; para ser determinados. Executando todas as contragoes tensoriais, obtemos

um sistema de dez equagoes para os dez coeficientes «;, que sao:

1
a) — o+ agz

1

2

ar1[-p* — (p- A)(p- B)] =1,

[(p- A)A-B)+ (p- B)A?] + as% [(p-B)(A-B) + (p- A)B?] =0,

(5.14)

(5.15)

o (- A) +asy [(p- A)A-B) + A%(p- B)] —a7p2+a10% ((p- VB> + (p- B)(A-B)] =0, (5.16)

o1 (0 B)+oug [(p- A)B* + (p- BY(A- B)] a5’ + 0o, [(p- A)(A-B) + (- B)A?] = 0, (517
—argp? sl = 50 A B) - 34 B)] +awg [0 BE - 2B =0, (5.18)
—arg | = 0 A B) - A B)| +ang (0 AP P4 =0, (519

(v B+ oo |5 = 5o Blp- A) 5324+ B)| +asy [0 B - 8] =0, (:20)

(5.21)

(- 4) +au (0 A)A-p) = P47 + s |5 = 30+ Ao+ B) — 3574 B)] =0,
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goallp- AP~ PA b | - G- A0 B) - 3P4 B =0, G2
0 [ = 40 - B) = 2B )| g [0 B B) — B =0 623)

Ao resolvermos o sistema, encontramos as solugoes para estes dez coeficientes :

1 N
TG B ) (5:24)
202 4 1. Bl(p.
s gm0 [P 410 D] 5
ay =g = 2 P*(p-B)+(p- A)%(jf — 30 ABP] (5.26)
= ag — % (p- A)p® + (p- A);SI(JP')B) —3(p- B)A%p? | (5.27)
o = g — _% P*l(p- B;Zp)_ PBT (5.28)

onde o elemento do denominador X(p) é

1

4(]) -A)?B?], (5.29)

X(p) = f(A, B)p* +[(p- A)(p- B) + %(p -A)(p-B)(A- B) + %(p-B)2A2 +

sendo que

f(A,B)=[1+(A-B) + %(A -B)? — %BQAQ]. (5.30)

Com estes resultados, o propagador de gauge fica devidamente escrito como

Bs) = o B ET) B0 + Nk — (4,55 + 43B,)

+G(p)(ppAs + ppAp) + H(p)(ppBs +ppBy) + I(p)AsA, + J(p)BsB,}  (5.31)

onde os seus coeficientes sao dados por:

N =8+ 1{ (00 + 30 BI04+ 3B+ Lo B [0 4 - 7))

4
(o= DA B) + (- BIAY] + (0 BYA- B) + (p- DB} (532
1 9 1 1 2 2
G =3 [Pl B+ (A B B) - B A+ (- ) BP) . (539
H) = 3 [P0 A+ 504 B)o- ) - 520 B+ - AP0-B)] . 630



2

Fip) =2+ 50 Bp- A) + 504 B)] (5.3)
1) = W B~ (p- B, (5.30)
Tp) = A (- A, (537

eA2=A-A= A AR, B’=B-B= B, B*. Este propagador de gauge, como esperado, é simétrico
diante da permutacdo dos indices (Ep,g = Kgp) e, também, perante a permutacio de A +— B.

Agora, vamos calcular o propagador de Feynman para o setor escalar, que satisfaz a relagao
A =1. (5.38)
No espaco dos momentos, o operador [ é escrito como

B(p) = (1= m)p” + kupp"p”. (5.39)

H(p) = (1 —n)p*+(p- A)(p- B), (5.40)

onde a relacao (5.10) foi usada. O propagador escalar é definido por (pp) = iA(p) (pp) = iA(p),

que produz
i
(I=np*+(p-A)p-B)

Exceto pela presenca do fator LIV escalar 7 , este propagador tem uma estrutura de pélos similar

(p0) =

(5.41)

a um dos pélos do propagador de gauge, p> + (p- A)(p- B) = 0.

5.2 Relacao de Dispersao

As relacoes de dispersao do setor, neste caso, sao obtidas a partir dos pdlos do propagador, que
sao
p*+(p-A)p-B) =0, (5.42)
1 1 1
f(A,B)p* +[(p- A)(p- B) + 5@ A)p-B)(A-B)+ 2 (p- B)*A% + i A?B% =0, (543)

com f(A, B) dado pela Eq.(5.30). A partir dessas relagoes, podemos analisar a estabilidade da en-
ergia, causalidade e a unicidade desta teoria planar. Em (1+2) dimensoes, o campo eletromagnético
possui apenas um grau de liberdade fisico, esta associado a apenas uma relagao de dispersao. Isto
indica que, das duas relagoes de dispersao apresentadas, apenas uma deve ser fisica, uma vez que
nao sao coincidentes.

Para elucidar esta questao, consideramos algumas escolhas para A", B*, que representam as
componentes do tensor k. De agora em diante, adotaremos a notacio geral: A* = (Ag,A),

B* = (By,B). Iniciaremos discutindo a escolha, A* = (Ay,0), B* = (By,0), que representam o
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coeficiente isotrépico de paridade par, koo = AgBy. As relagoes de dispersao (5.42,5.43) neste caso

1
—Iply/——— 5.44
Po=IPly/q T AoBy’ (5-44)

que coincide com a relagao (4.87) advinda das equagoes de Maxwell. A andlise do setor isotrépico,

conduzem a seguinte expressao:

portanto, ndo permite distinguir qual das Eqs. (5.42,5.43) é a fisica.
Agora tomamos A = (0, A), B* = (Bj,0), especificando as componentes k% = 1By A’. As Egs.

(5.42,5.43) conduzem respectivamente a:

po = Bo(p - A)/2+ ply/1+ Bi(p - A)2/4p?, (5.45)

po = Bo(p- A)/2 % p|y/1 + B3A?/4. (5.46)

E fécil perceber que a relacao (5.46) é a coincidente com a relacdo de dispersdo anistrépica (4.90)
advinda das equacdes de Maxwell, com a identificacio B2AZ%/4 = ( ko;)?. Este é uma primeira
evidéncia de que a relagao de dispersao fisica é a Eq. (5.43).

Para finalizar a identificacdo, trabalhamos agora com as componentes anisotrépicas, k%, parametrizadas
pela escolha A* = (0,A), B* = (0,B), para a qual as relagoes de dispersao (5.42,5.43) tomam a

forma, respectivamente,

po=+vp?—(p-A)(p-B), (5.47)
1 2 2 p’ 2 p’ 2,2, 1 242 1 212
= — —-p(A-B)+—(A-B)"—=—B“A“+ —-(p-B)°A -(p-A)‘B
P= 5 |P P (A-B)+-~(A-B)" -~ +1(P-B)AT +(p-A)
1 1/2
—(p-A)(p-B)+5(p-A)p-B)(A-B)| (5.48)
com
1 1
f=[1-(A -B)+ J(A- B)? — ZB2A2. (5.49)
Observando que
1 1
trK = (A-B), detK=_(A- B)? — ZBQAQ, (5.50)
concluimos que
f=1—-trK+ detK. (5.51)
Conhecendo a identidade,
K”Km]CZDm:tI'(K)(KUCZD]) — (C . D)(det K), (552)
que estd demonstrada no Apéndice, obtemos a seguinte relacao:
1 2,2 , 1 22 1 1 2, Lo,
(0 B?A% + (b A)PB’= _(p-A)p-B)(A-B) - ;(A BY+ B’A%  (553)
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Usando esta expressao, resulta

po=—=[p*~P*(A-B)+ (p-A)(p-B)(A-B) - (p-A)(p-B)]"*, (5.54)

-

que se reduz a

o= \/ VT (- AR B (5.59

que equivale exatamente a Eq.(5.46). Este resultado permite concluir que o propagador de Feynman
(5.31) possui apenas um pélo fisico, associado a relacao de dispersao fisica da teoria (5.43). A
relacao de dispersao (5.42) revela-se nao-fisica por nao conseguir reproduzir as relacoes de dispersao
advindas das equagoes de Maxwell em sua totalidade. Sendo assim a relacdo (5.43) é a tinica relagao
de dispersao do setor eletromagnético. Este resultado pode vir a ser confirmado com a andlise da
unitariedade, que deve revelar o carater fisico da relacao (5.43).

Resta agora analisar a relagao de dispersao advinda do propagador de Feynman para o setor

escalar, ou seja,
(1—=mp*+(p-A)(p- B) =0, (5.56)

onde a constante 1 estd dada pela Eq. (4.38), ou seja,
n = koo — trK. (5.57)

E fécil perceber que a relacao (5.56) é igual & relacao (4.102), confirmando a consisténcia dos nossos

resultados.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, estudamos um modelo planar, definido em (1+2) dimensoes, dotado da violagao
da simetria de Lorentz. Iniciamos apresentando uma breve revisao de algumas teorias planares
dotadas de termos de violagao da simetria de Lorentz, especificamente dos modelos resultantes
da reduc@o dimensional da teoria de Carroll-Field-Jackiw (setor de gauge CPT-impar) e do setor
CPT-par do MPE. Apresentamos brevemente as lagrangeanas obtidas e as principais propriedades
associadas. Em seguida, procedemos a apresentagao da contribuicao original do presente trabalho,
que envolve a obtencao do modelo planar nao-birrefringente a partir da reducdo dimensional do
setor CPT-par e nao-birrefringente do Modelo Padrao Estendido. A eletrodinamica planar obtida é
composta de um setor de gauge e de um setor escalar, nos quais a violacao de Lorentz é controlada
pelo tensor simétrico k,, (de seis componentes) e pelo o tri-vetor C,,, responsavel pelo acoplamento
destes setores. A teoria possui nove componentes independentes de violacao de Lorentz, sendo que
seis sao de paridade par e trés de paridade impar. A teoria planar obtida é nao-birrefringente a
qualquer ordem nos parametros de violacao, enquanto a teoria original é nao birrefringente apenas
em primeira ordem. O cdlculo do tensor energia-momento revelou que a densidade de energia
de toda a teoria resulta positivo-definida, desde que os parametros de violagdo de Lorentz sejam
pequenos. Em seguida, realizamos o calculo das relacoes de dispersao da teoria planar partindo-se
das equagoes de Maxwell completas. Tais relacoes foram especializadas para os setores isotrépico e
anisotrépico, revelando que o primeiro setor é causal, enquanto o segundo é nao causal. Analisamos
as equacoes de onda para o setor de gauge desacoplado, cuja solugbes estaciondrias foram obtidas
através do método de Green. As solugoes encontradas revelaram que os termos da violagao de
Lorentz nao modificam o comportamento do eletromagnetismo planar de Maxwell, mantendo o
usual comportamento assintético em 1/r. Contudo, os coeficientes de violagao de Lorentz alteram a
dependéncia radial, uma vez que termos de dependéncia angular sao induzidos. Um céalculo analogo

foi realizado para o setor escalar, demonstrando que este obedece a mesma solucao estaciondria para
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o potencial escalar.

Finalizamos calculando o propagador de Feynman para o setor de gauge da lagrangiana planar
obtida, usando um conjunto de 10 projetores que formam uma algebra fechada. Obtemos uma ex-
pressao exata para o propagador de Feynman, que possui dois p6los que implicam em duas relagoes
de dispersao. Observamos que apenas uma destas duas relacoes, a fisica, reproduz corretamente as

relagoes de dispersao advindas das equacoes de Maxwell.
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Capitulo 7

Apeéndice

Um ponto discutido neste apéndice é a demostracao da identidade (5.52), que implica na expressao

(5.53). Iniciamos apresentando a identidade:

C-N’D tr(N)(C-ND) — (C - D) detN, (7.1)

NiijjCiDm = tr(N)(NijCZ’D]‘) — (C . D)(det N), (72)
onde C, D sao dois bivetores genéricos, e N é uma matriz 2 X 2 genérica. Em componentes:

C.ND = N;;C;Dj =N;y1C1 D1 4+ NogCo Dy + N1oC1 Do + No  Co Dy, (7.3)

CN°D = (NC):(ND) = N;;C;N,,; Dy (7.4)

Para realizar esta demonstracao, iniciamos escrevendo explicitamente o termo:

CN’D = NyCiNp;Dy = (N11C1 + Ny Ca)(N11 Dy + Noy Ds) (7.5)
+(N12C) 4+ N2 C2)(Nj2Dy + Nag Dy), (7.6)

N;;CiNyiDyy = NiiN11C1 D1 + NpiNo1C1 Dg 4+ No1N11Co D1 4 No1No1 Ca Do (7.7)
+N12N120, D1 4 N12NooC'1 Do 4 NoaN12Co D1 + NooNoo Ca Do, (7.8)

Somamos e subtraimos o termo Ny1C9Nos Do na primeira linha, e rearranjamos de modo a compor

o

N;jCiNp; D = Ni;1Nj1C1Dy 4+ Ni1NoyC1 Do + Noy N1 Co Dy + (N11CoNop Dy — N1 CoNgo Ds)

+N21Ng C2 D3 + N12C1N12 D1 + Nj2C1Nag Dy + NogCoNyo Dy + NoaCoNoo (759)

Da mesma forma, somamos e subtraimos o termo N9oN71;C1 Dy na segunda linha,
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N;jCiNpjDyy = N1iN11C1Dq + NNy C1Dg + NoiNy1Co Dy + N1 CaNag Do

—N11CoNgg Dy + NoNo1Co Dy 4+ N1oNjoC1 D1 + (NooN11C1. Dy — NgoNy 1 C1 Dy)

+N12N2oC1 Dy + NoaoN12Co D1 + NagNoaCo Do,

e rearranjamos de modo a compormos o termo (N;;C;D;):

N;;CiNyiDy = NiiNpj1C1D1 + NiiNo C1 Do + No N1 Co D1 4 N1 CoNag Do

—N;1C9Ng Dy — NooN11C1 Dy + No1No1Co Dy + N1aoN12C1 Dy

+N2o(N11C1 D1 + Ni2C1 Dy + N12Co Dy + NooCr Do),

NijCiNmjDm = NuNjCiDj + NooNy CiDj +
—Ni11CoN22 D — NoNy1 C1 Dy

+N21N9; Co Dy + N1oNy2C1 Dy

Para finalizar, temos

NijCiNyj D = (Nip + Noo)N;;C;D;
—Ny11Ng2(Co D2 + C1D1) + NoiNoy (Co D2 + C1.Dy)

que ¢é a identidade procurada:

N;;CiNp,; Dy, = tr(N)N;;C; D — (N1 Nog — Noyi Ny )(C - D),

N;jNp;iCi Dy = tr(N)(N;;C;D;) — (det N)(C - D).
Tomando C = D = p, temos:
NNy ipipm= p* (Nijpip;) — p* det N.
Observando a definicao da matriz K;; = (A4;B; + A;B;)/2, obtemos as relagoes
trK = (A-B), detK = E(A -B)? - 1p242,

4

Lembrando que

1 1
Kijpipj = (p-A)(p-B), detK= 1(A -B)% — ZBQAQ,
1 1 1
KijKmjpipm = Z(I) -B)?A” + Z(I) - A)’B? + §(P -A)(p-B)(A-B),
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(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)



finalmente temos

(P BPA? & 1(p-APB? 4 (p-A)(p-B)(A-B) = (p-A)p-B)(AB)

_p? E(A B)? - iB2AQ] (7.18)
L BRAY 4 L(p- A = (- A)p-B)(AB) - | J(A-BP - (B2, (119

que ¢ a identidade (5.53).
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Aspects of a planar nonbirefringent and CPT-even electrodynamics stemming
from the standard model extension
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We have studied a (1 + 2)-dimensional Lorentz-violating model which is obtained from the dimen-
sional reduction of the nonbirefringent sector of the CPT-even electrodynamics of the standard model
extension. The planar theory contains a gauge sector and a scalar sector which are linearly coupled by
means of a Lorentz-invariance violating (LIV) vector, S#, while the kinetic terms of both sectors are
affected by the components of a Lorentz-violating symmetric tensor, k*”. The energy-momentum tensor
reveals that both sectors present energy stability for sufficiently small values of the Lorentz-violating
parameters. The full dispersion relation equations are exactly determined and analyzed for some special
configurations of the LIV backgrounds, showing that the planar model is entirely nonbirefringent at any
order in the LIV parameters. At first order, the gauge and scalar sectors are described by the same
dispersion relations. Finally, the equations of motion have been solved in the stationary regime and at first
order in the LIV parameters. It is observed that the Lorentz-violating parameters do not alter the
asymptotical behavior of the electric and magnetic fields but induce an angular dependence which is

not present in Maxwell’s planar theory.

DOI: 10.1103/PhysRevD.84.125014

L. INTRODUCTION

Since the establishment of the special theory of relativity
as a truth of nature, Lorentz symmetry has been taken as a
key ingredient of theoretical physics. A motivation for
studies involving the violation of Lorentz symmetry is
the demonstration that string theories may support sponta-
neous violation of this symmetry [1], with important and
interesting connections with the physics in the Planck
energy scale. The standard model extension (SME) [2]
has arisen as a theoretical framework for addressing
Lorentz violation (LV) in a broader context than the usual
standard model, in an attempt to scrutinize remnant effects
of this violation in several low energy systems. In this way,
the SME incorporates Lorentz-violating coefficients in all
sectors of the standard model and in general relativity,
representing a suitable tool for investigating Lorentz vio-
lation in several distinct respects.

The violation of Lorentz symmetry in the gauge sector
of the SME is governed by a CPT-odd and a CPT-even
tensor, yielding some unconventional phenomena such as
vacuum birefringence and Cherenkov radiation. The LV
coefficients are usually classified in accordance with the
parity and birefringence. The CPT-odd term is represented
by the Carroll-Field-Jackiw background [3], which is also
parity odd and birefringent. This electrodynamics has
been investigated, encompassing aspects as diverse as
consistency aspects and modifications induced in QED
[4-6], supersymmetry [7], vacuum Cherenkov radiation
emission [8], finite-temperature contributions and Planck
distribution [9,10], electromagnetic propagation in wave-
guides [11], the Casimir effect [12], magnetic monopoles,
and topological defects [13]. A broader approach for

1550-7998,/2011/84(12)/125014(12)
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topological defects in a Lorentz-violating environment
was developed recently [14].

The CPT-even gauge sector of the SME is represented
by the CPT-even tensor, (kp),g,,, composed of 19 inde-
pendent coefficients, with nine nonbirefringent and ten
birefringent ones. This sector has been studied since
2002 [15-18], being represented by the following
Lagrangian:

L3y =—3FusFP7" —3kp) 552 FPFPFA* =T, AR (1)

where the indices with a hat, &, 9, run from O to 3, A* is the

four-potential, and F ; is the usual electromagnetic field

tensor. The tensor (k) 4 » 4 & stands for the Lorentz-violating

coupling and possesses the symmetries of the Riemann

tensor, (kF)/fL,)Xf( = _(kF)f,la,ik, (kF)laf,”f(:_(kF)

APRA
(kF),lf,,i,z = (kF),i,zla,;, (kF)la,;j,*( + A(kAF)la){A,; +
(kF)ﬁ <54 = 0, and a double null trace, (kp)* Tar =0 A

very useful parametrization for addressing this electrody-
namics is the one presented in Refs. [15,16], in which
the 19 LV components are enclosed in four 3 X 3 matrices,
defined as

(kpp)* = —=2(kp)"%,  (kpp)*= %fqufklm(kF)pqlm, ()

(KDB)jK = _(KHE)Kj = Gqu(kF)Oqu. (3)

The matrices kpg, kKyp contain, together, 11 independent
components, while kpp, Kyp possess, together, eight
components, which equals the 19 independent elements of
the tensor (kg),,,,- The ten birefringent components are
severely constrained by astrophysical tests involving high-
quality cosmological spectropolarimetry data, which have
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yielded stringent upper bounds at the level of 1 part in 10°2
[15,16] and 1 part in 1037 [17]. The nonbirefringent compo-
nents are embraced by the matrices &,_ (six elements) and
K,+ (three elements), and can be constrained by means of
laboratory tests [19] and the absence of emission of
Cherenkov radiation by ultrahigh energy cosmic rays
[20,21]. These coefficients also undergo restriction at the
order of 1 part in 10'7 considering their subleading birefrin-
gent role [22]. This CPT-even sector has also been recently
investigated in connection with consistency aspects in
Refs. [23,24].

Planar field theories have been investigated since the
early 1980s [25], initially as a scientific curiosity and a
theoretical possibility. Such theories, however, have gained
much attention due to their connection with the Chern-
Simons electrodynamics and the proposition of the frac-
tionary statistics [26]. The experimental discovery of the
fractional quantum Hall effect [27] in 1982 ascribed a
physical reality to the Chern-Simons theories, mainly after
Laughlin’s seminal explication for this effect in terms of an
incompressible quantum fluid whose elementary excita-
tions have fractional charge [28]. The confirmation of the
fractional charge and statistics of these elementary excita-
tions was demonstrated in Ref. [29], imputing to anyons a
large relevance. New studies revealed that an Abelian
Higgs Chern-Simons model also supports charged vortices
with finite energy and nonzero angular momentum [30],
opening the possibility of treating these defects as ex-
tended charged anyons. The interest in Chern-Simons
models was boosted again in 1987 when it was suggested
that a theoretical mechanism for the high-7 . superconduc-
tors could be constructed in terms of anyonic excitations
[31,32]. This idea, nevertheless, lost strength when it was
experimentally demonstrated that the high-7, supercon-
ducting state does not exhibit the parity and time reversion
violation that characterizes the Chern-Simons models. The
connections between anyons [33,34] and the fractionary
quantum Hall effect have been broadly investigated in
recent years [35]; the same has been verified for the
Chern-Simons self-dual vortex configurations [36,37].

A CPT-even field theory in a (1 + 2)-dimensional
model with Lorentz violation was recently attained by
means of the dimensional reduction of the CPT-even
gauge sector of the standard model extension [38]. The
resulting planar electrodynamics is composed of gauge and
scalar sectors, both endowed with Lorentz violation, whose
planar Lagrangian is

Lo = _};FWFW - }tZWAKF“”F’\K + %aﬂq’)a“qb
= Cpp0#hpdrp + Typ0* pFA, 4)
where Z,, ) Cpas Tyai are Lorentz-invariance violating

(LIV) tensors which have, together, 19 components and
present the following symmetries:
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Z;U//\K = Z)\K,uw

Zpvik = " ZLypaw (5)
Zpvae = Ly
Zyoik Y Zyrer T Zyira =0, (6)
Ture + Toawpy + Tipr =0, (7
CW\ = C)L,u,’ T,u./\K = _T,uc/\- )]

Some aspects of this model, involving wave equations and
dispersion relations, were addressed in Ref. [38], having
shown that the pure Abelian gauge or electromagnetic
sector presents nonbirefringence at any order. The birefrin-
gence in this model is associated with the elements of the
coupling tensor, T, .. It should be mentioned that this
model is composed of parity-odd and parity-even terms,
allowing its consideration on (parity-even) planar systems
in which the Chern-Simons models cannot be applied.

In the present work, we accomplish the dimensional
reduction of the nonbirefringent gauge sector of the
SME, represented by nine components which can be in-
corporated in a symmetric and traceless tensor, «;;,
defined as the contraction [39], k;, = (kF)dMﬁ. The
nonbirefringent components of the tensor (kr), ;4 are

parametrized as
(kF);z PAp T %(gﬂ)t"f/ﬁ —8apKpi T &riKap T gﬁﬁK,z)t)’
(©))
which implies
(kp) g 53 p FAPFAP = 20, ,F TFAP, (10)
so that the Lagrangian (1) takes on the form

L4z = —3F, ,FA7 — 3K B PFAP — J AR (1)
Some properties of this nonbirefringent electrodynamics
were investigated in Ref. [24], in which the corresponding
Feynman gauge propagator was evaluated and some
of its consistency properties (causality and unitarity)
were analyzed.

In the present work, we perform the dimensional reduc-
tion of Lagrangian (11), which produces a nonbirefringent
planar theory composed of nine LIV parameters instead of
the 19 attained in Ref. [38]. In this simpler framework,
Lorentz violation is controlled only by a rank-2 tensor,
which modifies the kinetic part of the scalar and gauge
sectors, and a rank-1 tensor, which couples both sectors.
The density of energy is evaluated, revealing that the
model presents positive-definite energy for small values
of the Lorentz-violating parameters. We work out the
complete dispersion relations of this planar model from
the vacuum-vacuum amplitude, showing that the theory is
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nonbirefringent. In principle, this planar approach
opens the possibility of imposing bounds on the
(1 + 2)-dimensional LIV parameters and transferring
them to the corresponding (1 + 3) parameters, but it de-
pends on the features of the planar system under
inspection.

This work is organized as follows. In Sec. II, we accom-
plish the dimensional reduction of Lagrangian (11), obtain-
ing a planar scalar electrodynamics in which the Lorentz
violation is controlled by the symmetric tensor k,,,, the
counterpart of the original tensor « ; defined in (1 + 2)
dimensions, and a three-vector denoted as S,,. The energy-
momentum tensor is computed, and the density of the
energy is analyzed. Section III is devoted to the analysis
of the dispersion relation in two situations: considering the
complete model and regarding the gauge and scalar sectors
as decoupled. In Sec. IV, we write the corresponding
equations of motion and wave equations for the model.
The wave equations for the gauge and scalar sectors are
solved in the stationary regime at first order in the LIV
parameters. In Sec. V, we present our conclusions and
perspectives.

II. THE DIMENSIONAL
REDUCTION PROCEDURE

In this section, we perform the dimensional reduction of
the model represented by Lagrangian (11). There are some
distinct procedures for accomplishing the dimensional re-
duction of a theory. In the present case, we adopt the one
that freezes the third spacial component of the position
four-vector and any other four-vector. This is done by
requiring that the physical fields {y} do not depend on
the third spatial component anymore, that is, d3x = O.
Besides this, we split out the fourth component of the
four-vectors. This procedure is employed in Ref. [38].
The electromagnetic four-potential is written as

A” — (A7 ), 12)

where A® = ¢ is now a scalar field and the Greek indices
(without a hat) run from 0 to 2, & = 0, 1, 2. Carrying out
this prescription for the terms of Lagrangian (11), one then
obtains

FoyFP? =F, FF —20,$0" ¢, (13)

v
Ko pF PFAP = i, F\"FA — 28, F"9,¢ + 10,0 ¢

- Kl/pay¢ap¢’ (14)
where we have defined F*3 = 0+ ¢, Fu3=—0d,¢. Also,

we have renamed the set of LIV parameters; they now
are represented by a second-rank tensor «,, [which is the

(1 + 2)-dimensional counterpart of the tensor «; ;], a vec-
tor S, and a scalar quantity 7, which are defined as

S, = Ky, N = K33, (15)
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respectively. Thus, after the dimensional reduction proce-
dure, we attain the following Lagrangian density:

— _1 v 1 v A
.£ 142 — ZF/U,F”' EKVPF/\ F*r
\ J

A'd

£EM
+ é[l — ]9, por¢p + %Kypawaﬂdi
£s‘c’alar
+ S, F0,p — A IR — T, (16)
%f_l

Lcoupling

composed of a gauge sector (L), a scalar sector ( L .yiar)s
and a coupling sector (L uping) ruled by the Lorentz-
violating vector S, that contains three LIV parameters.
The Lorentz-violating symmetric tensor k,, presents six
independent coefficients, which modify both the electro-
magnetic and scalar sectors, altering the dynamics of the
Maxwell field and yielding a noncanonical kinetic term for
the scalar field. The LIV noncanonical kinetic term that
alters the scalar sector has been recently investigated in
scenarios involving topological defects in (1 + 1) dimen-
sions [40] and acoustic black holes with Lorentz violation
[41]1in (1 + 2) dimensions. A similar term was also found
in the Lagrangian (4) of Ref. [38]. The present work
provides a possible origin for this kind of term. Recently,
a O(N) scalar Lagrangian was considered in the presence
of the Lorentz-violating term K, ,3” ¢;0” ¢;, where i labels
the scalar field [42]. This work has addressed renormaliza-
tion aspects of Yukawa theories endowed with Lorentz
violation.

Our planar model (16) has ten dimensionless Lorentz-
violating parameters contained in the tensors «,,, S, and
in the scalar 7. The traceless condition of the original
tensor, «? )= 0, gives one constraint between the «
components,

vp

Koo — Kij = 1. (17)

So, the model possesses nine independent Lorentz-
violating parameters, the same number as the original
four-dimensional theory. It demonstrates the consistency
in the dimensional reduction procedure.

We define the components of the electric field as
E' = F;, the magnetic field by B = — % €;F;j, and €y, =
€1, = 1; then the Lagrangian (16) can be written in terms
of fields of the electric and magnetic fields in the form

L= Ley + Loaar T Loouplings (13)
where

L gy = 3(1 + ko) E? — 3(1 — ki) B> — 3k, E'E/
+ KOieijEjB’ (19)
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Lscalar = l(l - 7])[(8 ¢)2 - ((9(]5)2] + lKOO(at(:b)2
KOla ¢a d) + le; t¢a ¢ (20)
-Ecoupling = —SOEJ(*)Jd) - SiEi8t¢ + fl]Sla]d)B (21)

The above decomposition allows us to determine the
parity properties of the LIV coefficients. In (1 + 2) dimen-
sions, the parity operator acts as r — (—x, y); it changes
the fields as Ay — Ay, A—(—A,,Ay), and E — (—-E,, E,),
B — —B. For more details, see Ref. [25]. Here, we
consider that the field ¢ behaves as a scalar, ¢ — ¢.
Since the Lagrangian density is parity even, we
can conclude that the planar model possesses six
parity-even (kgg, Koo, K11, K22, So, S») and three parity-odd
(ko1, K12, S1) coefficients. The fact that the components of
the vector $# transform distinctly is a consequence of the
way the vectors E, B and the field ¢ behave under parity.

An issue that deserves some attention is the energy
stability, once it is known that Lorentz violation yields
energy instability in some models, as in, for example, the
Carroll-Field-Jackiw electrodynamics [3]. A preliminary
analysis concerning this point can be performed by means
of the energy-momentum tensor for the full planar theory,

oL aL

RETEI S ST

P — gt L, (22)
which is carried out as
@KV = —FHPFY,
+ SHFPY b + S, FPr ok p + SgFPrYY ¢
+ (1 —n)tdpa*d + k*Pagpa’d — g L.
(23)

— kPBFIF, + kFBFP G FY,

We now specialize our evaluation for the density of energy,
@OO = jkE Ek 2(1 - K]J)BZ + BeijJ(*)kd)
SiE;dgdp + 31+ k;;)(9p)* + AN 0,0, b,
(24
where we have defined the symmetric matrices

My = (1 + koo)Sj — Kk

Ny = (1 = koo + Ki)Ojx — K,

(25)

and used n = kg — k;;. We see that the energy density for
the electromagnetic and scalar fields, when regarded as
isolated, are

0y, = MUEJE,< ( - ij)Bz, (26)

OV =11+ k;)009)* + INydjpad. (27

Both the gauge and scalar energy densities will be positive
definite if |K | <1 and the matrices M;; and N;; are
positive deﬁmte As the LV parameters are usually much
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smaller than the unit, we conclude that the scalar and gauge
sectors, as regarded separately, are stable. However, the
energy positivity of the full model seems to be spoiled by
the mixing terms S;E;d,¢ and Be]ijé)kzﬁ. In order to have
more clarity, we write Eq. (24) in the following way:

1
0% = E[Ej — (MY, 00IMuEy — (M 1), S,00 0]
1 _ eijj&k¢> 2
+ E(l Kii)[B + 4(1 — Kii)]
1
+ 5[1 + k= (M85 1(90)*
| (5,28 — S8

This shows that the energy density is positive definite
whenever the LV parameters are sufficiently small.

I1I1. DISPERSION RELATIONS

In this section, we compute the dispersion relations of
the model described by the Lagrangian density (16). Our
approach follows an alternative way by evaluating the
vacuum-vacuum amplitude (VVA) of the model. After
the Hamiltonian analysis, the well-defined VVA for the
model, in the generalized Lorentz gauge, can be written as

Z = det(¢£71/200) / DA, D¢ exp{i / dx%AMDWA,,

1
— S ¢ + qﬁd]”A#}, (29)

where ¢ is the gauge-fixing parameter and we have defined
the following operators:

D = (O + kP79,0,)8"" + (7' — 1)ara”
+ kPO — KkHP9,0" — K"P9 0%, (30)

E=(1-n)0+«*9,9, J#=st0-5",0% (31)

With the purpose of understanding the dispersion rela-
tions of the full model, we first analyze the dispersion
relations of the gauge and scalar sectors when considered
uncoupled.

A. Uncoupled dispersion relations

For S# = 0 the vacuum-vacuum amplitude (29) is fac-
tored as Z = Za,Zy, where Zy, and Z, are the vacuum-

vacuum amplitudes for the pure gauge and pure scalar
fields, respectively.

1. Dispersion relation for the pure gauge field

The vacuum-vacuum amplitude for the pure gauge
field is
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1
Zs, = det(f"/QD)[fDAM exp{i/dxiA#DWAV}
= det(¢£~1/200)(detD**) /2, (32)

with the operator D*” defined by (30). By computing the
functional determinant

detD*” = det(£~'0?) det(5), (33)
the VVA for the pure gauge field is
Z,, = det(@ 12, (34)

where the operator H in momentum space reads as

PHYSICAL REVIEW D 84, 125014 (2011)
H=ap}+ Bpo+ 7. (35)
with the coefficients defined as

a = (1 + Koo)(l + Koo — tI'K) + detK, K= [Kij]r (36)

B = —2k0;Qijp; Qi; = [(1 + Keo)8yj — wyy) (37)

y=0—ul)[k;pip; — (1 + keo)p*] — (€;;piK0,)*. (38)

The dispersion relations for the pure gauge field are
obtained from the condition B = 0, which yields

_ k0iQypj \/(K()iQiij)z — a(l — ul)[k;jp;p; — (1 + koo)p?] + ale;;piko;)?

a

One can show that this relation implies nonbirefringence at
any order in the LIV parameters, once it yields the same
phase velocity for the left and right modes traveling in the
same sense. For similar situations, see Ref. [38]. At first
order, it is given by

1 ijPiPj
Kfppf). (40)

= Kkn:D: + 1—= _

Po = KoiPi |P|( 3 Koo sz
The gauge dispersion relation (39) can be specialized for

some particular cases. For «;; = 0, ky; = 0, the Lorentz-

violating coefficients are represented by the parity-even
element k, and Eq. (39) yields the relation

. Ipl ,

(1 + ko)'?
which is the isotropic parity-even dispersion relation.
Adopting ko) = 0, ky; = 0, we achieve the anisotropic
dispersion relation

Po = iNo|P|\/1 — Kk;ipip;/P* (42)

where Ny = /(1 — trlK)/(1 — trl< + detl<). This relation
involves parity-even and parity-odd coefficients.

For k;; =0, Koy = 0, we attain another anisotropic
dispersion relation,

po = Koipi = Iply1 + (ko)™ (43)

Po = (41)

(39)

a

The energy-momentum tensor of the pure gauge field
shows that the electromagnetic sector represents a stable
theory. The relations (41)—(43), however, could anticipate a
noncausal electrodynamics for some values of the LIV
coefficients. The spoil of causality may be inferred from
the evaluation of the group velocity (u, = dpo/d|p|) as-
sociated with each dispersion relation.

2. Dispersion relation of the pure scalar sector

In the same way, the vacuum-vacuum amplitude for the
uncoupled scalar field is

Z, = fDd) exp{—% fdxd)D(ﬁ} = (detC]) ™2, (44)

with the operator [-] defined in Eq. (31). In momentum
space it reads

=1 —np>+ &p,p,. (45)

The dispersion relation of the scalar field is computed by
the condition [] = 0, taking into account the relation (17),
which provides the following equation for pg:

(1 + trl) p§ — 2(koipi)po — (1 — kg + tr)p?
+ kijpip; = 0, (46)

whose roots are

Péi) = [Kini * \/('%il’i)z + (1 + al[(1 — koo + trk)p? — KijPin]], 47

and A = [1 + trlK]™!. This is a nonbirefringent relation at any order in LIV parameters. At first order such a relation is

given by
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Po = KoiPi = |P|(1 — = Kpp — 25~

which is exactly the first-order gauge dispersion relation
given in Eq. (40). Although the exact dispersion relations
of the scalar and gauge sectors, (39) and (47), are clearly
different, at first order in the LIV parameters both sectors
are governed by the same dispersion relation. A direct
analysis of the relation (47) indicates that the scalar sector
can support noncausal modes, similarly as it occurs in the
gauge sector.

B. Full dispersion relations

In order to examine the complete dispersion relations,
we evaluate the vacuum-vacuum amplitude (29) consider-
ing the presence of the coupling vector S#. We first inte-
grate the ¢-field, obtaining

Z = det(¢71200) det(L)) /2
1
X jDAM exp{i jdeAMIDWA,,}, (49)
where the operator D#” is defined as

wov
pur = pur + 20 (50)
O

By integrating the gauge field, we achieve
Z = det(¢71?20) det(C) "2 det(D#*) "2, (51)
which can be rewritten as
Z = det(¢7120) det(l) det(CID” + J#J7)~12. (52)

We now compute the functional determinant of the term
(LID#Y + J#J7),

det(TID*” + J#J¥) = det(¢71/200)2 det((J)? det(®), (53)
which, replaced in Eq. (52), leads to the simpler result
Z = det(®)~ /2. (54)
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In momentum space the operator ® is represented by
®(p), and the dispersion relations for the full model are
obtained from the equation ®(p) = 0. In our case, we have
the exact equation for the dispersion relations,

&(p) = ay(po)* + az(po)® + as(po)* + a;po + ay = 0,
(55)

with a;, (k =0, 1, 2, 3, 4,) being functions of the LIV
parameters having the following structure:

ag; =1+ ag]) + af) + af), (56)

az = agl) + agz) + a(33), 57)

a, = —2p* + a(zl) + a(22) + a(23), (58)

a, = a(ll) + a(lz) + a(13), (59)

ag = p*+ ag) + agz) + (183), (60)

where afc") (n =1, 2, 3) represents the contribution to nth

order in the LIV parameters to the coefficient a;, whose
explicit expressions are given in the Appendix. Below we
present some configurations of the LIV parameters which
allow us to factorize and solve exactly the full dispersion
relation equation given in Eq. (55).

We first analyze the pure contribution of the coupling
vector S# to the dispersion relations of the scalar and gauge
fields. For this purpose, we set k#” = 0 in the full vacuum-
vacuum amplitude (54), obtaining

Z = det(d)"2det[(1 + $HO — (S- 9)2 ]2 (61)

This describes two bosonic degrees of freedom: the first
one is a gauge field governed by the usual dispersion
relation,

Po = *Ipl, (62)

while the second one describes a massless scalar field,

~ So(S'p) V(1 + $H)[p*(1 = S?) + (S-p)’]

(pO)i = 1 — 82 —

which also is compatible with the absence of birefringence.
At leading order the above dispersion relation reads

1(S-p)’
2 p?

(o)== =So(S-p) = Ipl( 143502+ 55 20). (o)

showing that the contributions of the vector §, to the
dispersion relations only begin at second order.

The second case corresponds to the general isotropic
dispersion relation, provided by fixing «;; = 0, «y; = 0,
and S; = 0. The partition function (54) factorizes as

) 63
- (63)

Z = det[(l + KO())D + Koovz]_l/z det[(l + KOO)D

—{(80)* = (koo)* — Koo} V21712, (65)
describing two bosonic degrees of freedom supporting
the following dispersion relations:

Ip|
E R
Po=* = — (66)
1 — (kgp)* + (Sp)?
= +
Po —Ipl\/ T+ . (67)
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The relation (66) describes the gauge field, while the
relation (67) is associated with the massless scalar field.
This association comes from Egs. (39) and (47), when
properly written for the pure isotropic coefficient k.

A third case is obtained by considering «,; and S, as
non-null, which provides the following vacuum-vacuum
amplitude:

Z = det[l:l - 2K0i6[60]71/2 det{l:l - 2K0i8i80
— [(S0)? + (koo)2IV? + (Ko;9,)*} /2. (68)

The first operator [J — 2x(;0,;0, describes the dispersion
relation of a massless scalar degree of freedom,

2
KoiPi
Po = Koipi = |p|,/1 i OP’Z r (69)

while the operator [ — 2k;0;0¢ — [(Sp)* + (ko;)?1V? +
(k0;9;)* gives the dispersion relations of the gauge field,

Po = KoiPi = |P|\/1 + (koi)* + (Sp)*. (70)

The specialization of the exact relations (39) and (47) for
the coefficients k; is the element that allows us to define
what the scalar and the gauge field dispersion relations are.

A more complicated case which also provides exact
dispersion relations is obtained by considering as non-
null ko, and §;, yielding

&(p) = ay(po)* — ax(po)* + ag =0, (71)
with

as = (1 + Koo)(1 + kgp — S?), (72)

ay = p*(1 + koo)[2 — (kpo)* — 2871 + (1 + 2k00)(S - p)%,
(73)

ao=p*(1 + ko) (1 = koo = S?) + p>(1 + Ko)(S-p)*.  (74)

This gives the dispersion relation for the gauge field,

+ 2-4
pgl) — 4[R2 (0122) a4a0’ (75)
ay
and the following one for the massless scalar,
— 2 _ 4
P = [N (“22) ) (76)
ay

Both dispersion relations can be expressed at second
order in the LIV coefficients, yielding

1 A® —2+/BW

Po = i|P|(1 ~ 5 Koo + sz), (77)
1 A® + 2vBW

Po = i|P|(1 = 5 Koo + T) (78)
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where
A® = p2(kp)* +2(S - p)*, (79)

BW =p*(kpo)* +4p*(k0)*S? — 6p*(K00)* (S p)* + (S p)*.
(80)

Here, it is important to highlight that at first order in the
LIV backgrounds the dispersion relations (77) and (78) are
the same, confirming the results of the previous subsec-
tions: at first order the scalar and the gauge sectors are
governed by the same dispersion relations. The relations
(75)—(78) are nonbirefringent ones.

For arbitrary configurations of the LIV backgrounds,
it is convenient to compute the roots of the dispersion
relations (55) in a perturbative way. At first order in the
LIV parameters, we obtain

Pg)g’S) = Koipi = |P|(1 K0T 5 %), (81)

for the dispersion relations of the gauge and massless
scalar fields. This is the same expression of Egs. (40) and
(48), confirming our previous computations. We thus ver-
ify that all the dispersion relations of this planar model are
free from the influence of the vector S# at first order in the
LIV parameters, and free from birefringence.

IV. EQUATIONS OF MOTION AND
STATIONARY SOLUTIONS

The classical behavior of this theory is governed by the
equations of motion stemming from the Euler-Lagrange
equations, that is,

0. FB + kBog Fe, — karq B, + SPCIp
—§%9,0F ¢ = JP, (82)

[1— 7]0¢ + k0,0, + S,0,F"* = —J.  (83)

In terms of the gauge potential and by using the Lorentz
gauge, d - A = 0, these equations are written as

[OgP? + OkPr + gPPk*79,0, — kP*9,0P]A,
+ [$AO — §5%9,0°)p = J5, (84)

[(1 — O+ k*d,0,]p + S,0A” = —J. (85)

The modified Maxwell equations stemming from Eq. (82)
lead to the altered forms for the Gauss and Ampere laws,

(1 + Koo)9;E" + €/Kojd;B — K;;0,E/
- SoV2p — S510,0,¢ = p, (86)
(€ — k€’ — k;€")d ;B + ko€ dgB — dyE'
+ KkydoE' — kigd El + k00 ,E" — S'V2¢
+ 8103 — S10;0'p — SP9p0'p = J, (87)

while the scalar sector evolves in accordance with
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[1—7n+kelofd —[1 =7V +kV0;d;¢

+2K0j6()8j¢ - SOB,-Ei + SiaoEi - E”SlaJB: —J. (88)

In order to solve this electrodynamics, Egs. (83), (86),
and (87) should be considered jointly with the Faraday law,

9,B+V XE =0, (89)
which comes from the tensor form of the Bianchi identity,
d,F* = 0. Here, F** =1et*F,, is the dual of the
electromagnetic field tensor in (1 + 2) dimensions.

At first order in LIV parameters, the solutions of the
equations of motion (84) and (85) are

1 s 0adp 9%
Aﬂzi(gup_’(up_g#p’( BT—i_Kpa DM)JP
1 d,0
+ =[5, -5 ‘”‘)J, 90
D( z N ©0)

1 90 1
=——|1+79- w;Lﬂ +=5,J°. 1
¢ D[ (e s DA )

The pure Green’s functions for the gauge and scalar fields
read

1 a aaaﬁ
Guplx —x) = E[gup T Kup T 8upk b 0

%0

® ]5()( —x'), (92)

+ Kpa

G,lx =) = é(sﬂ — 57 ﬂ)8()6 —x), 93

O

Glx—x')=—

1 9,0
+ _ MB_H B] —
g [1 n— K 0 S(x—x), (94

PHYSICAL REVIEW D 84, 125014 (2011)

where G, ,(r —r') is the stationary Green’s function
whose components obtained from (92) are

1 1 1 R,R
Goo(R) = 77_(1 - Koo + 2Kaa)lnR - EKab —;zb,
1
GOI(R) ~— Ko lnR
27
1 R,R;
Gjo(R) = 1, o InR — 17 0a %
1 1 1
GU(R) = E[&](l + EKaa) + EKij]lnR
1 RR, 1 R
T g iR Ty T g Kia 6)

and G,(r —r') is the Green’s function describing the
contribution of the scalar source J to the electromagnetic
field, given by

1
G()(R) = - ZTSO lnR,

97)
1 I R.R (

S, InR + — 8§,
4qr R

Gi(R) == p

where we have denoted R = r — r’.

The nondiagonal components of the Green’s functions
reveal that the charges yield electric and magnetic fields as
well as currents do. We now compute the electric and
magnetic fields for some special configurations of charge
and current densities. In accordance with Eq. (95), the
scalar and vector potentials are

respectively, where x = (x(, r). The above equations show  A(r) = — L(1 — Koo + lK,m> f dr'p(r') In|r — r/|
that both sources J* and J can generate electromagnetic 2m
h : ’) (r—r')
phenomena Koy jd / o b o(r')
A. Static solutions for the pure gauge field
The stationary solution for the gauge field in (90) can be Koa f dr'J¢(r') Infr — r'|
expressed as 1
-—35, fdr’J(r’) In|r — /| (98)
A, () = f dr'G,,(r — r)J7() + f dr'G ,(r — v)J(r'), 27
(95)  and
J
1 1 (r—r),(r—r'); 1 1 1
Aj(l') = _WKOj fdrlp(l'/) In|r — r'| = _K0a fdr’ Ir — /|2 Lp(r') + —[51‘};(1 + EKaa) + EKj”:I
ol R ).
X fdr’Jb(r’)lnIr —r|+— 4 ab[d ,(x r)_(:/|2 r)blc ) — ab/d ! |2 )i JP(r")
1 r—r),(r—r);
- —ijdr’J(r’)lnIr -1/ +Safdr’( Jal 5 )j J(r'), (99)
47 A Ir —r/|
respectively.
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For a pointlike static charge distribution, p(r') =
qgS(r")[J;(r") = 0 = J(r')], the scalar potential and the po-
tential vector are

1 1
Ao(r)z_%[<1_K00+2Kaa)lnr+2Kab ] (100)
Ar) = (Koj Inr — Ky, r—?) (101)

7T I

respectively. The solution (100) differs from the usual
scalar potential generated by a pointlike charge in (1 +2)
dimensions mainly by the term «%r,r,/r?, which yields
an anisotropic behavior for it. The electric field produced
by the pointlike charge is

Tql'p

q 1 r; rp
Ei(r)= —%[(1 — Koo +§Kaa)r_£+ Kib 3~ KabTri:I’

(102)

which, in addition to its radial behavior r~!, presents
anisotropies, due to the last two terms k;,r,/r> and
Kaptalpri/ 1", produced by the LIV backgrounds, but these
Lorentz-violating corrections do not modify the global
asymptotic behavior of the electric field in (1 + 2) dimen-
sions: it remains decaying as 1/r.

From the potential vector (101) we compute the associ-
ated magnetic field produced by a pointlike charge,

Koil'j
B(r) = %eijTJ (103)
Here, we observe that the LIV parameter «(; engenders an
anisotropic magnetic field whose asymptotic behavior goes
as r~ 1. It can be used to impose an upper bound for the x,
coefficients by using the experimental data concerning the
two-dimensional physics.
For a pointlike charge with velocity u, J/(r') = ¢&(r')u’
[p(r") = 0 = J(r')], the scalar potential is

Ao(r) = — L kpuu, In, (104)
2
while the vector potential is
q 1 1
Aj(r) = —E[<1 + EKM)M + 5 Kjalla :Ilnr
o q rarb+ q rarj 105
4 Kabti =5 T Kaplhy — 5 (105)
The respective electric and magnetic fields are
Ei(r) = = Koty 5, (106)
2 r
q 1 riu; Talplill;
B(r) = %[<1 + EKaa)eij# €ijKap r4 J
3riu, — r u;
+ €iKjq %] 107)
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In this model a pointlike scalar source, J(r') = ¢,6(r")
[p(r") = 0 = J;(r)], also generates electromagnetic phe-
nomena, whose scalar and vector potentials are given by

_ Y
Ao(r) = - — SO Inr,
21T

o, (108)

47 ¢

_ _ 49
Aj(r)_ _4;7. J

leading to the following electric and magnetic field
solutions:

S:r

Bir) =5 ¢ 2070 (109)

__ 4
Ei(r) = . ﬁeij 2

r.
s g L
27 02
B. Static solutions for the pure scalar field

From (91), the stationary solution for the scalar field can
be expressed as

1
o(r) = fdr’G(r —r)J') — Z_S“ fdr’]“(r’) In|r — 1|,
T
(110)
where G(r — r') is the stationary scalar Green’s function
obtained from Eq. (94), and we attain

1 R,R,
47 Kab P2 R
(111)

1 1
G(R) = E(l + 7 +§Kaa)th +—

The scalar field generated by a pointlike scalar source,
J(r') = g,8(r"), is
b(r) = [(1+ 41 )1 + 1 ’rf] (112)
nr .
Y 2 Kaa 2 K r2
We thus confirm that the scalar field presents a very similar
behavior to that of the scalar potential, given by Eq. (100).
Similarly, the scalar fields produced by a pointlike
charged scalar source, p(r') = ¢d(r'), and a pointlike
charge with constant velocity u, J' (r’) = go(r')u’, are
¢(r) = ¢(r) = S u; Inr,

—SO Inr, (113)

respectively, showing similar radial behavior.

V. CONCLUSIONS AND PERSPECTIVES

In this work, we have performed the dimensional
reduction of the nonbirefringent CPT-even electrodynam-
ics of the standard model extension. Such a procedure
generates a planar Lorentz-violating electrodynamics com-
posed of a gauge field and a scalar field linearly coupled by
a LIV three-vector S*. Both fields have kinetic terms
modified by the Lorentz-violating symmetric tensor «””.
This planar model possesses nine independent LV compo-
nents, including six parity-even and three parity-odd ones,
and is therefore simpler than the one in Ref. [38], in which
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the Lorentz violation is governed by 19 parameters [see
Lagrangian (1)].

The evaluation of the energy-momentum tensor has
shown that the density of energy of the full theory can be
positive definite whenever the LV parameters are suffi-
ciently small. This indicates that the full theory is endowed
with energy stability. The same conclusion is valid for both
the pure gauge and the pure scalar sectors. A complete
study on the dispersion relations was performed. Initially,
we evaluated the dispersion relations of the gauge and
scalar sectors (regarded as uncoupled) from the vacuum-
vacuum amplitude, revealing that, at first order, these two
fields are described by the same dispersion relations. Next,
we carried out the full dispersion relations, which were
exactly computed for some special combinations of the
LIV parameters. The coupling vector S# contributes only
at second order for the dispersion relations. All the rela-
tions confirm that the planar model is nonbirefringent at
any order, whereas the original (1 + 3)-dimensional model
is nonbirefringent only at leading order. This fact prevents
the use of birefringence data to impose any upper bound on
the planar LIV parameters, and closes the possibility of
transferring birefringence bounds to the (1 + 3) parameters
[43]. From the dispersion relations we also conclude that
the gauge and scalar sectors are stable, but endowed with a
causality illness. A more careful analysis about the physi-
cal consistency of this model (stability, causality, unitarity)
is in progress [44].

We have established the wave equations for the gauge
and scalar fields, and we have achieved their stationary
solutions, via the Green’s function technique, at first order
in the LIV coefficients. The Lorentz-violating terms induce
an anisotropic character to these stationary solutions which
now exhibit an explicit angular dependence. However, the
LIV coefficients do not modify the long distance profile of
the solutions, keeping the »~! asymptotic behavior of the
pure Maxwell planar electrodynamics (a fact compatible
with the dimensionless nature of the LIV coefficients). The
scalar and vector potentials generated by a pointlike scalar
charge were carried out as well, showing that it generates
electromagnetic fields. An analogous calculation was ac-
complished for the scalar sector, demonstrating that it
obeys stationary solutions similar to the ones of the scalar
potential A,

The planar model analyzed here is composed of parity-
odd and parity-even terms, and can find applications in
both parity-odd systems, such as anyonic and Hall systems,
and parity-even frameworks, such as high-T,. supercon-
ducting planar systems. At the moment, we are particularly
interested in analyzing effects of LIV coefficients in stable
vortex configurations, having already verified that the
gauge sector represented by Lagrangian £ g,,, when prop-
erly coupled to the Higgs sector endowed with a fourth-
order self-interacting potential, supports Bogomol’'nyi-
Prasad-Sommerfeld (BPS) solutions. A first study in this

PHYSICAL REVIEW D 84, 125014 (2011)

direction was recently performed in the context of the (1 +
3)-dimensional CPT-even sector of the SME, revealing the
existence of BPS solutions and that the LIV parameter
allows us to control the extension of the defect [45]. New
developments in the context of the planar model discussed
here are being considered, having as a starting point the
Lagrangian

‘£1+2 = _%FQ,BFQB - %Kpan(rFaU— + Il),u,gpl2 - U(lQDl),
(114)

where k% is the tensor that appears in Eq. (16), U(|¢]) is
the self-interacting potential, and D,, = 9, — ieA,, is the
covariant derivative. In this case, the main goal is the
attainment of charged BPS vortex solutions, a result only
obtained in the presence of the Chern-Simons term.
Another straightforward investigation consists in scruti-
nizing the canonical structure of the planar electrodynamics
governed by Lagrangian (114) in the absence of the Higgs
sector, by determining the canonical commutation relations
and the quantization rules. Such an analysis will yield
information about the quantum mechanics of charged
interacting particles in this environment, which can be rele-
vant to analyze the modifications induced by the Lorentz-
violating terms on the Landau quantization problem.
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APPENDIX: THE a"” COEFFICIENTS
(Al)

a = (kpo)> + koo i) = 8 = [oeyy) P + det(rcyy),

K= [Kij]: (A2)
3 _ _ S2 — )2 — k:.S.S.
ay Koo Koo(tr;;) Kijdid;
+ [(K00)2 + (detK) + S2] tr(K,»j . (AB)
0 = _ .
as 4(K01pl)r (A4)
agz) = 250(S - p) + 2(kg;ik;;p;) — 6koo(Koipi),  (AS)
aé” = —2(kg0)*(ko; i) + 2(S - p)[kooSo — So(trl<)
+ (S;k0:)]+280(k;;S:p;) + 2(Kiukoa)(Kip Pp)  (A6)
a(zl) = 2(k;jpip;) — 2koop?, (AT)
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aéz) = (k00)*P* + 2k00(€iakap€pipip;) — (So)*P* + (8)°p? + (€;;S:p;)* + 4(ko;ipi)* — (€;;K0iP,)*

+ (K);pip; — 2(€akap€pipip ) (K),

(A8)

3(23) = (K00)3P2 - (K00)2[2P2(UK) - KijPin] + K00[2(Eijsipj)2 — KigKqjPiPj T 4(K0ipi)2 + Z(tTK)zpz]
— k00(S0)?P? — (S0)*(€iakapn€ripip;) — 2Sol(koip)(S;p;) + P*(KkoiS)] + P*(€iukan€s;SiS;) — (SP)*(ki;pip))

— 2(KoaPa)(KoikijD}) — (KOk)Z(Kijpipj) - pz(KOiKinOj) - (K3)ijpipj — 2p*(trlK) det(IS),

") = 4p(ko;p)),

a0 =

o =

2p?[koo(Koipi) — (KOiKiij) — So(S;p))] — 4(K0apa)(Kijpipj)’

(A9)

(A10)

(Al1)

—2p%(k00)*(Koipi) = 2K00(€iakajPiP ) €pckoppe) + 2P*(S0)*(Koipi) + 280(S;ipi)(kijpip))

—2p%So(€iukap€piSip;) + 2(kiipip ) Kijroip;) — 2P*(Siko)(S;p;) + 2(S:pi)*(ko;p;)

+ 2(trl) (€0 k40P ) €pc kop Pe) + 2(k0ip1)(€pekopPe),

= _2P2(Kijpil7j),
—(ko0)?p* + p* oo (trlS) + (Sp)*p* — p*(rk)? — p*(e;;S:p))* + P*(€;ik0,p))* + (ki;p:i0))* + PP (W) (k;ipip)),

(A12)

(A13)

363) = P4(K00)2(trK) - szoo[Pz('[rK)2 + (fijSin)2 + (6in0ipj)2] - P4(So)2(trK) + (Kijpipj)(fijSin)z

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]
(6]

+ 280(€;;S:pj)€ijkoip;) — (kijpip; — pzth)(EinOin)z — (kijpip))(Kijpip; — p? k) (k).
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