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Resumo

O setor de gauge abeliano CPT-Par do Modelo Padrao Estendido é representado pelo termo de
Maxwell suplementado por (Kr)"*” F,, F,., onde o tensor de campo de fundo violador de Lorentz,
(Kp)"?? | possui as simetrias do tensor de Riemann e um duplo trago nulo. No presente trabalho é
examinada a versao planar dessa teoria, obtida por meio do procedimento de redugao dimensional
para (142) dimensoes. A eletrodindmica planar resultante é composta de um setor de gauge con-
tendo seis coeficientes de violagao de Lorentz, um campo escalar regido por um termo cinético nao
canodnico, e um termo de acoplamento que interliga os dois setores. A paridades das componentes
dos tensores violadores de Lorentz é analisada. Também sao encontradas as equagoes de movimento
da teoria, onde o campo eletromagnético aparece acoplado ao campo escalar. Este acoplamento,
no entanto, aparece apenas como um efeito de segunda ordem nas equacées de movimento e por
isso é descartado. O tensor de energia-momento da teoria é calculado, apresentando contribuicoes
tanto dos setores escalar e de gauge quanto do de acoplamento. A partir deste tensor é encontrada
uma densidade de energia positiva definida apenas para pequenas pardmetros de violagdo. As
equacgoes de onda para, os campos E e B e potenciais Ag e A, s@o escritas e resolvidas no regime
estaciondrio, via o método de Green. Observa-se que os parametros de violacdo de Lorentz nao
alteram o comportamento assimptético dos campos, mas induzem uma dependéncia angular nao
observada na teoria planar de Maxwell. E também observado que cargas estédticas geram campo
magnético, assim como correntes estaciondrias geram campo elétrico, uma propriedade ja presente
na teoria original em (143) dimensdes. A relacao de dispersao também é determinada, revelando
que os seis parametros relacionados ao setor eletromagnético puro nao produzem birrefringéncia.
Neste modelo, a birrefringéncia pode aparecer apenas como um efeito de segunda ordem associado

ao tensor de acoplamento que liga os campos escalar e de gauge.

Palavras Chaves: Modelo Padrao Estendido, Violagao das Simetrias de Lorentz e CPT,

Reducao Dimensional.



Abstract

The CPT-even abelian gauge sector of the Standard Model Extension is represented by the
Maxwell term supplemented by (Kr)"*’ F,, F,,, where the Lorentz-violating background tensor,
(Kp)"'P? possesses the symmetries of the Riemann tensorand a double null trace. In the present
work, it is examined the planar version of this theory, obtained by means of a dimensional reduction
procedure to (1 + 2) dimensions. The resulting planar electrodynamics is composed of a gauge
sector containing six Lorentz-violating coefficients, a scalar field endowed with a noncanonical
kinetic term, and a coupling term that links the scalar and gauge sectors. The parity of the
components of the Lorentz violating tensors is analyzed, following the definition of the parity
operator in (1 42) dimensions. The equations of motion of the theory are also found, where the
electromagnetic field appears coupled to scalar field. This coupling however appears only as a
second order effect on the violation coefficients and thus it is neglected. The energy-momentum
tensor of the theory is calculated, revealing contributions of scalar, gauge and coupling sectors .
From this tensor it is found a positive energy density defined for small violation parameters. The
wave equations for the fields E and B and the potential Ay and A are written and solved in the
steady state by the method of Green. It is observed that the Lorentz-violating parameters do not
alter the asymptotic behavior of the fields but induce an angular dependence not observed in the
Maxwell planar theory. It is also observed that electrical charges generate static magnetic field,
as well as stationary currents generate electric field, a property already present in the original
theory in (1 +3) dimensions. The dispersion relation also is determined, revealing that the six
parameters related to the pure electromagnetic sector do not yield birefringence at first order. In
this model, the birefringence may appear only as a second order efect associated with the coupling
tensor linking the gauge and scalar sectors.

Keywords: Standard Model Extension, CPT and Lorentz Simmetry Violation, Dimensional

Reduction.
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Capitulo 1

Introducao

A simetria de Lorentz e a simetria CPT sao, sem divida, duas das simetrias mais importantes
de toda a Fisica, e também umas das mais testadas e mais precisamente verificadas dessa ciéncia.
As investigagoOes sobre violagao da simetria de Lorentz, entretanto, tém ocupado um bom espago no
cendrio fisico nos ltimos anos, tendo implicado na construcao de uma estrutura tedrica que permite
examinar as consequéncias desta quebra e estabelecer limites sobre os parametros que a controlam.
O estudo da simetria de Lorentz foi iniciado com o advento do Eletromagnetismo de Maxwell [1] e
foi estabelecida com o advento da teoria da relatividade [2], no inicio do século anterior, mostrando
que a fisica mantém-se invariante perante as transformacoes de Lorentz. Quanto & simetria CPT,
corresponde & combinagao de trés simetrias discretas: a conjugagao de carga (C), a inversao espacial
ou paridade (P) e a inversao temporal (T). A operacao de conjugagao da carga supGe que, para
cada particula, existe uma anti-particula com a mesma massa, mas com carga oposta. Ja a simetria
de paridade caracteriza um sistema que é invariante sob a inversao das coordenadas espaciais. Uma
esfera homogénea colocada diante de um espelho, por exemplo, demonstra essa simetria. A inversao
temporal, por outro lado, consiste em reverter o sentido de evolucao do tempo. Pode-se assistir,
por exemplo, um filme qualquer do inicio ao fim e, em seguida, do fim ao inicio. Todas as imagens
sao vistas retrocedendo e contando uma histéria diferente; neste caso, ndo hé simetria. Porém
assistindo-se, particularmente, um filme sobre um taco de sinuca acertando uma bola, que adquire
entao uma certa velocidade, choca-se contra um lado da mesa de sinuca e retorna para o mesmo
ponto de partida, a situag@o neste caso é diferente. Retrocedendo as imagens desse filme, vé-se
exatamente as mesmas cenas e nao se tem mais condicdo de determinar o sentido real do filme.
Neste caso, hd simetria de inversao temporal.

Na natureza ja foram identificadas a violagdo de modo individual das simetrias C, P, T e até

a simetria conjunta CP. Esta iltima simetria consiste na composi¢ao das simetrias de conjugagao



de carga e de paridade. Ela foi proposta por Landau em 1957 e descoberta em 1964 pelos norte-
americanos James Cronin e Val Fitch, os quais foram laureados com o prémio Nobel de Fisica em
1980. O mecanismo da quebra espontanea da simetria CP foi proposta pelo fisico japonés Yiochiro
Nambu quando estudava decaimento de kdons, o que lhe valeu o prémio Nobel de Fisica em 2008.
A quebra esponténea da simetria CP est4 relacionada ao fato de existir mais matéria do que anti-
matéria no Universo, o que consitui um problema em aberto. Apesar de todas essas violacoes de
simetria, nao existe até o momento nenhuma comprovacgao experimental da violacao das simetrias
PT e CPT.

As modernas Teorias Quanticas de Campos, descrevendo as particulas elementares e suas inter-
agoes, pertencem ao ferramental teérico do Modelo Padrao da Fisica das Particulas Elementares,
que congrega trés das quatro interacoes fundamentais: a interacao eletromagnética, a nuclear fraca
e a nuclear forte (somente a interagao gravitacional é tratada separadamente, pela teoria da Rela-
tividade Geral). Estas teorias foram construidas incorporando a invariancia de Lorentz e a validade
do teorema CPT [3, 4]. Apesar de sua estrutura unificadora bem sucedida, o Modelo Padrao nao
resolve algumas das questoes fundamentais da fisica contemporénea: assimetria entre matéria e
anti-matéria, constituicao da matéria e energia escura, a conexao da gravitacdo com a mecénica
quéntica na escala de Planck (gravitagdo quéantica), o problema da hierarquia das escalas de ener-
gia, entre outras. Para entender o problema da hierarquia, deve-se observar que a fisica do Modelo
Padrao é toda dividida em escalas de energia. A mais baixa é a escala eletrofaca, onde a teoria tem
sido precisamente testada e comprovada. Ela é da ordem de 100 GeV. A uma energia muitissimo
maior, da ordem de 10'® GeV, estd a escala de grande unificacdo, onde as forcas forte, fraca e
eletromagnética adquirem a mesma intensidade. Ainda mais acima estd a escala de energia de
Planck, onde a gravidade deve, enfim, estar no mesmo patamar das outras forgas. Mas por que
essa separacao tao imensa das escalas de unificacao? E, importante também, o que acontece nesse
gigantesco intervalo até elas? Ou ainda, expressando de outra forma, até onde o Modelo Padrao é
valido?

E dentro desse contexto de incomplitude do Modelo Padrio e da sua incompatibilidade com
a gravitacao, que se abre espaco para a elaboracao e proposicao de novas teorias, denominadas
genericamente de "Fisica além do Modelo Padrao", desenvolvidas também para tratar a fisica na
escala de Planck. Nesta escala de energia, onde impera a gravidade quéntica, existe a possibilidade
de ocorrer quebra espontanea das simetrias de Lorentz e CPT [5], gerando quantidades tensoriais
como valores esperados no vdcuo. Este mecanismo de quebra espontidnea de simetria ocorre toda
vez que uma simetria da teoria (da lagrangeana ou da hamiltoniana) nao é respeitada pelos estados

fundamentais - vdcuos - dessa mesma teoria. Um bom exemplo de sistema onde ocorre tal quebra



¢ um ferromagneto na fase desordenada. Ao passar para a fase ordenada, via quebra espontanea
da simetria rotacional, os spins alinham-se numa determinada direcao, escolhida aleatoriamente. A
Hamiltoniana que descreve o sistema original é invariante sob rotagoes, porém, apés a transigao de
fase, todos os momentos magnéticos alinham-se numa determinada direcao, quebrando a simetria
original do sistema. A possibilidade da violagdo de Lorentz na escala de Planck é importante
porque pode revelar novos caminhos para o desenvolvimento de uma teoria da gravitacao quantica,
promovendo a unificagao da interacao gravitacional junto & estrutura do Modelo Padrao.

Assim, um possivel mecanismo teérico no qual as simetrias de Lorentz e CPT poderiam ser
quebradas seria a quebra espontanea. Ou seja, a teoria poderia ser simétrica frente as transfor-
magoes e as suas solugoes de vdcuo violariam as simetrias. Essa é uma proposta interessante uma
vez que a dindmica da teoria permanece invariante. Uma outra maneira de implementar a quebra
de uma simetria em uma teoria é inserindo termos que violam a simetria desde o inicio. Esse
procedimento é o que se chama de quebra explicita da simetria, uma vez que se parte de uma teoria
que possui a violagao da simetria em estudo jé na Lagrangeana - Hamiltoniana - que descreve o
sistema. Essa maneira parece nao muito elegante ji que se insere os termos de forma ad hoc na
Lagrangeana a fim de que esses fornecam a assimetria desejada. Contudo, pode-se interpretar uma
quebra explicita de uma simetria como uma teoria efetiva que leva em conta as correcées que virao
da quebra esponténea proporcionada pelos vicuos. Esses termos que violam as simetrias podem
ser obtidos por corregoes quanticas vindas de um acoplamento entre o setor onde se quer obter a
violacao e um outro setor que jd possui a simetria violada.

Um dos primeiros estudos sobre a conseqiiéncia da violagao das simetrias de Lorentz e CPT foi
proposto por Carroll-Field-Jackiw (CFJ), no inicio dos anos 90 [11], modificando a eletrodindmica
de Maxwell via adi¢cdo na densidade Lagrangeana de um termo do tipo Chern-Simons, é*V** (kar) "
Ay F,;\. Nesse termo, o vetor constante (kap) u o responsdvel por fixar um campo de fundo
que quebra as simetrias. Posteriormente, Colladay e Kostelecky, influenciados pelos trabalhos de
Carroll-Field-Jackiw, elaboraram um modelo tedrico denominado Modelo Padrao Estendido, que
incorpora termos violadores de Lorentz e CPT em todos os setores de interacao do Modelo Padrao
[12]. Esses termos sao quantidades tensoriais gerados via quebra esponténea de simetria no contexto
de uma teoria mais fundamental, definida na escala de energia de Planck; estes sao os coeficientes
responséveis pela violagao. H4 dois termos: um é CPT-fmpar, que viola a simetria CPT, e o outro
¢ CPT-par, que nao viola. Ambos sdo violadores da simetria de Lorentz. O termo CPT-impar
é o termo de Carroll-Field-Jackiw. J4 o termo CPT-par ¢ do tipo (kp)“”“)‘ F,,F., onde tensor
(kp)" VEA apresenta as mesmas simetrias que o tensor de Riemann, além de possuir duplo trago

nulo, (l{:p)aﬁ o Importante destacar que a simetria de Lorentz nesse modelo é violada apenas no



referencial da particula, permanecendo intacta no referencial do observador.

Contudo, apesar de todas as justificativas dadas a favor do estudo da violagao das simetrias de
Lorentz e de CPT tem-se que ter em mente que por mais bonita que seja uma teoria, um possivel
acesso experimental as afirmagoes feitas pela teoria deve ser dado. Com isso, poderia-se perguntar
se hd experimentos em que as predicoes dos efeitos causados pela violacao das simetrias poderiam
ser testados ou, pelo menos, se hd limites para os termos de violacdo. Experimentos investigando
a violacao das simetrias de Lorentz e de CPT em oscilagoes de neutrinos e kdons, comparagao de
relégios, investigacao no setor de muons, testes da QED em armadilhas de Penning sao descritos
em [13, 14, 15, 16, 17].

Uma caracteristica marcante da eletrodinamica do MPE é o fato de apresentar o fendbmeno
da birrefrigéncia do vécuo [11, 19, 20], no qual a velocidade de fase da luz depende do modo de
propagacao, causando uma rotacdo do plano de polarizacdo. Considerando que a birrefrigéncia
cresce linearmente com a distancia, a andlise deste efeito sob escala cosmoldgica oferece um bom
cendrio para a busca de indicios da violacdo das simetrias. A andlise de luz polarizada de fontes
astrofisicas distantes [11, 19, 20] tem a vantagem de constituir dados que permitem obter limites
severos sobre a magnitude dos pardmetros de violagao mais rigorosos que aqueles conseguidos com
testes em cavidades Opticas e ressonantes [21]. Nesse contexto, foram também usados dados
de polarizacao da radiacao césmica de fundo, a radiacao mais antiga e limpa disponivel para
observagao, para interpor limites sobre parametros de quebra [22]. Por outro lado, a radiacao
Cherenkov em raios césmicos de altissima energia [23, 24, 25] também tem sido analisada. Os
dados tém restringido severamente a magnitude desses parametros de violagao, que devem ser
inferiores a 10730,

Todos esses estudos, porém, tém sido realizados em cendrios com (143) dimensoes, o que
levanta questdes sobre a estrutura de um modelo similar definido em (142) dimensdes e suas
possiveis implicacoes. Um procedimento adequado para a andlise dessas questoes é o da reducao
dimensional, que consiste em transformar uma teoria definida em (143) dimensoes em uma outra
teoria, com uma fisica diferente, definida em (142) dimensoes.

Na referéncia [26] foi realizada a reducao dimensional do setor CPT-impar do Modelo Padrao
Estendido, fornecendo uma eletrodindmica planar composta pela eletrodinAmica de Maxwell-Chern-
Simons acoplada a um campo escalar sem massa. Este modelo planar foi estudado em sua con-
sisténcia e suas solugoes clédssicas foram determinadas em [27]. A redugdo dimensional do modelo
de Maxwell-Higgs-Carrol-Field-Jackiw, por sua vez, foi realizada em [28].

Nesta dissertagao, realiza-se a reducao dimensional do setor CPT-par do Modelo Padrao Es-

tendido. Este trabalho estd organizado do seguinte modo. No capitulo 2 é realizada uma revisao



sobre alguns aspectos essenciais da eletrodinamica de Maxwell em (1+3) dimensbes e em (1+42)
dimensoes, passando pelas equacoes de Maxwell, equagoes de onda, formulacao tensorial, e solucoes
classicas. E apresentado o procedimento de reducéo dimensional que permite passar de uma teoria
tridimensional para a a bidimensional. Usa-se o exemplo de um fio infinito uniformemente carregado
para ilustrar a natureza de solugoes eletromagnéticas bidimensionais. No Cap. 3, é apresentada
uma breve revisao sobre alguns aspectos da eletrodinamica CPT-par o Modelo Padrao Estendido.
No Cap. 4 é realizada a reducao dimensional do setor de gauge CPT-Par do Modelo Padrao Esten-
dido, seguindo novamente a prescrigao adotada nas referéncias [26, 27, 28]. Dessa maneira ¢ obtida
uma teoria composta por um setor eletromagnético, um setor escalar com termo cinético nao usual
e um setor misto, que acopla os campos escalar e de gauge. No setor eletromagnético, a violagao de
Lorentz ¢ induzida por um tensor de quarta ordem, Z***% que apresenta as mesmas simetrias que o
tensor de Riemann e possui cinco componentes independentes. O setor escalar apresenta um termo
cinético nao canodnico, C“)‘Bﬂgp(?)\go, onde C** ¢ o tensor violador de Lorentz de segunda ordem e
simétrico, com seis componentes independentes. O setore escalar e o de gauge sao acoplados pelo
tensor de terceira ordem T, cujas simetrias implicam oito componentes independentes. Uma vez
que o modelo planar é construido e alguns de seus fatos sdo destacados, é realizado o cédlculo do
tensor de energia-momento da teoria além de sua relagao de dispersao. Também sao discutidas as
equacoes de onda dos potenciais e campos e suas respectivas solugoes, com seus desvios da eletrod-
indmica usual. Em seguida, as conclusoes e perspectivas do trabalho sao apresentadas. Também
sao incluidos dois apéndices: um com a discussao de alguns resultados importantes, usados ao longo
dos capitulos e que envolvem integrais em (1+2) dimensdes (Apéndice A); e outro com a discussao
de solugoes exatas das equacoes de onda para os potenciais e campos da teoria planar violadora de

Lorentz (Apéndice B).



Capitulo 2

EletrodinAmica de Maxwell

A teoria do campo eletromagnético foi formulada por Maxwell [1] na segunda metade do século
XIX e, desde entao, tornou-se um dos pilares da Fisica. Além de explicar os fendmenos elétricos
e magnéticos da matéria, esta teoria estabelece que a radiagao eletromagnética propaga-se com a
mesma velocidade de propagacao da luz, ¢, identificando assim uma com a outra e, consequente-
mente, unificando o Eletromagnetismo e a Otica. Neste capitulo, realiza-se uma breve revisio
de alguns aspectos importantes da teoria eletromagnética no mundo tridimensional, e aborda-se
também a teoria eletromagnética em sistemas planares, apresentando o procedimento de reducao

dimensional que possibilita obter a teoria planar a partir do eletromagnetismo em (143) dimensdes.

2.1 Eletrodindmica de Maxwell em (143) dimensoes

A teoria eletromagnética de Maxwell, no vdcuo, é regida por quatro equacoes, sendo duas néo-

homogéneas
V- E=2L (2.1)
€0
- = 1 00— —
VxB—-—=—F= j 2.2
X 25 to J 5 (2.2)
e duas homogéneas
- —
V.-B =0, (2.3)
— — a
VxE—i—&B:O, (2.4)

onde ¢ = 1/,/geo. Estas equagoes sao invariantes perante as chamadas transformagoes de Lorentz,
0 que caracteriza a simetria de Lorentz. Elas também sao invariantes perante as transformacoes
CPT: invertendo-se o sentido de evolu¢ao do tempo (reversao temporal - T), os eixos espaciais

(reversao espacial ou paridade - P) e as cargas e correntes elétricas (conjugagao de carga - C), as



equagOes permanecem exatamente as mesmas. Isso caracteriza a simetria CPT. As Eq. (2.1) e
(2.3) sdo, respectivamente, a lei de Gauss elétrica e a lei de Gauss magnética. A Eq. (2.2) ¢ a lei
de Ampére-Maxwell e a Eq. (2.4) é a lei de Faraday.

As equagOes nao-homogéneas sao compativeis com a chamada equagao da continuidade, que
estd relacionada com a garantia de conservacao da carga elétrica. Isto pode ser visto aplicando-se
um divergente nos dois membros da Eq. (2.2)

— — 1 00— - —
)

N

Lembrando o fato da divergéncia de um rotacional ser nula, ¢ = 1/ugg0, € a Eq. (2.1), obtém-se

a equacao da continuidade

= 0. (2.6)

Por outro lado, as equagbes homogéneas permitem definir os campos elétrico e magnético em

N
funcdo dos potenciais escalar A° e vetorial A:

- = =
B =V xA, (2.7)

Bo_va_9% (2.8)
B ot '

Escritos dessa forma, fica claro que os campos ficam inalterados perante as chamadas transformacao
de gauge
0

A =A+9r, A0=A0_ il (2.9)

sendo I' uma fungao escalar arbitrdria. Tal invaridncia caracteriza a chamada simetria de gauge
do eletromagnetismo. Esta é também, tal como a simetria de Lorentz e CPT, uma das simetrias
fundamentais da natureza. Ela estd no 4mago do eletromagnetismo e das chamadas teorias de
gauge. A eletrodinamica de Maxwell foi a primeira teoria fisica a apresentar esta simetria em
sua estrutura. Apds o sucesso de sua aplicacdo no eletromagnetismo, ela foi encontrada também
na Teoria da Relatividade Geral e em outras teorias de campos, tais como a teoria Eletrofraca e
a Cromodinamica Quéantica, estendendo assim o conceito de invaridncia de gauge. Esta simetria
ganhou uma enorme importancia quando C. N. Yang e Robert Mills, nos anos 50, usaram-na
para resolver um problema referente & interacao forte, baseada em grupos néo-abelianos. Apds os
trabalhos de Yang-Mills, as teorias de gauge forneceram uma forma unificada para descrever trés
das quatro interagoes fundamentais: a eletromagnética, a forga fraca e a forca forte. Desse modo, o
Modelo Padrao da Fisica de Particulas Elementares é uma teoria de gauge construida sob o grupo
de invariancia SU(3)xSU(2)xU(1): a Cromodinamica Quéantica, que descreve a interagao forte, é

baseada no grupo de simetria SU(3), a FlavordinAmica Quantica, que descreve a interacao fraca,



no grupo SU(2) e a Eletrodinamica Quantica, que descreve a interagao eletromagnética, no grupo
U(1).
As equacgoes de Maxwell admitem, ainda, equagoes de onda para os campos elétrico e magnético.

Para encontra-las é necessédrio o conhecimento da seguinte identidade para um vetor c qualquer:
- = = e 2=
VxVxC=V(V.C)-v2C. (2.10)

Sabendo disso, e aplicando o rotacional nos dois membros da Eq. (2.4),

V(VE)-vE+ LV xB =0 (21)

e usando as Egs. (2.1) e (2.2), pode-se encontrar a equagao de onda para o campo elétrico:

VZE E=—Vp+u—7 (2.12)
C _5() P /’LOat] .

, (2.13)

e fazendo uso das Eqgs. (2.3) e (2.4), encontra-se a equacao de onda para o campo magnético:

— 1 62 — - —

Estas duas equagoes de onda, Egs. (2.12) e (2.14), no vdcuo, ou seja, na auséncia de fontes (p =0 e
7 = 0), representam ondas se propagando com velocidade ¢, que coincide, como dito acima, com a
velocidade de propagacao da luz, fato que sugeriu identificar a luz com a radiagao eletromagnética
e unificou o Eletromagnetismo e a Otica [1]. Equagoes semelhantes podem ser obtidas para os

potenciais. Reescrevendo as equagoes ndo-homogéneas (2.1) e (2.2) em termos deles, encontra-se

— — 6—> P
—V- (VA" A ) =5 2.1
Y% <v + 5 ) " (2.15)
V(V-A)-vA 4 50 (Vs D7) = 7 2.16
: 20 +a =l J - (2.16)

Organizando de uma forma um pouco diferente, apds somar e subtrair C%g—;AO na Eq. (2.15) e

agrupar alguns termos num mesmo gradiente na Eq. (2.16), resulta ainda

0l= — 10 1 9 p

240 Y . - Y 40 - Y 0:7
V“A B [V A+ 2 8tA } + 2 at2A e’ (2.17)

- [ — 10 — 1 0% — —

Aqui é conveniente fazer uso da liberdade de escolha dos potenciais e trabalhar com o chamado

gauge de Lorentz
1
2

- — 0 0o
V-A+ aA =0. (2.19)
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Com isto, as Eqgs. (2.17) e (2.18) acima sao simplicadas para

1 92 p
20 S p0 = 2.20
v c? Ot2 g’ ( )
- 1 0°— —

que sao as duas equagoes de onda para o potencial escalar e para o potencial vetorial. Estas sao
as equagoes que descrevem a propagacao das ondas eletromagnéticas, um dos principais pontos da
teoria de Maxwell.

E fato conhecido que a teoria de Maxwell admite uma formulacdo tensorial, na qual as qua-
tro equagoes de Maxwell podem ser compactadas em apenas duas equagodes tensoriais: as nao-
homogéneas em uma e as homogéneas em outra. Isso é possivel tomando como ponto de partida a

conhecida Lagrangeana de Maxwell (aqui escrita no sistema de unidades naturais, onde ¢ = 1)

1
L= - W P — %A, (2.22)

onde define-se o tensor do campo eletromagnético
Fop = 0aAg — 05Aa, (2.23)
e os quadrivetores potencial e corrente eletromagnético
AP = (AO,X), j- (,0, 7) . (2.24)

O tensor do campo eletromagnético possui ordem 2 e é anti-simétrico por defini¢do, com seus
indices variando de 0 a 3. Sendo assim, das suas 16 componentes apenas 6 sdo independentes,
nimero que coincide com a quantidade de componentes dos campos elétrico e magnético, os quais
correspondem de fato a essas componentes independentes.

Usando a métrica de Minkowski g = (4+, — — —) , pode-se verificar facilmente que as compo-

nentes do campo elétrico sao dadas pelas componentes 0¢ do tensor campo eletromagnético
Foi = 0y A; — 8;Ag = —0, A" — 9,A° = E*. (2.25)

Quanto ao campo magnético, é dado pelas componentes puramente espaciais (que variam de 1 a
3), ou seja,

Fim = 6ilmBi- (226)

o que pode ser facilmente demonstrado lembrando que

Bi = (? X Z)Z = ik, Ay, (2.27)



Contraindo os dois membros desta equagao com um tensor de Levi-Civita tridimensional, e usando

a definicdo €% = —¢€ijk = 1, obtém-se
€itmB' = —€ime*9; Ay, = — (—1) (5{55; _ 5%1556) 0, A = (01 Am — OmAr) = Fim, (2.28)

que é o resultado desejado.
Os campos elétrico e magnético exibem invaridncia sob a transformagao de gauge (2.9), e o

tensor campo eletromagnético também exibe esta invaridncia

«

Flg =0 (Ag — 05T) — 05 (Aq — 8aT) = Fap, (2.29)

como era de se esperar.
Com as expressoes dadas, pode-se calcular o seguinte termo de contracao tensorial, conhecido

como termo cinético de Maxwell,
FuF" = Foi F% + FyoF° + Fi;F9 = 2Fy, F" + Fj; F". (2.30)

Calculando-se termo a termo,

2F FY = —2E?, (2.31)
FyFU = ¢,;; B B, = —26" B*B,, = —2B°B, = 2B?, (2.32)

e o termo de Maxwell é escrito como
F,F*" = -2 (E* - B?). (2.33)

Consequentemente, a lagrangeana da teoria assume a forma

L=-(E2—B*)—pA"+ 7 - A (2.34)

N —

A dinamica desta teoria é dada pela equacdo de movimento advinda da equacdo de Euler-

Lagrange,

oL >_ 0L _ o, (2.35)

On <8 (0uAL) 0A,

Calculando os termos separadamente, tem-se para o termo de Maxwell,

B _ a AL _ A8 Aa
9 (FOC/BF ) _ 9 [(8QA5 aﬁAa) (a A 9" A )] — (555% o 5%52) FaB+FaB (guaguﬁ _gﬂﬁgl’a>

90, 4,) 0 (0, A,)
0 (FagFeP)
—_— = (" — F¥F FH — FYRY = 4FH 2.36
oAy = )+ ( ) =apm, (2:36)
resultado devido & anti-simetria do tensor F'*¥. Para o termo de fonte, por outro lado, vale
(" Aa) _ . :
— AV — gV 2.37
9a,) I 0a=1% (2.37)
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o que fornece a seguinte equacgao tensorial
O FH = 3v. (2.38)

Esta equagao é compativel com a equacdo da continuidade, 9,7Y = 0, como se pode verificar
derivando os seus dois membros, 0,0, F" = 0,5 .

A componente temporal da Eq. (2.38) é dada por, 9;F° = 9;E* = j°, recuperando-se a lei de

Gauss
- —
V-FE =p. (2.39)
A componente temporal espacial é g F% +0; F7 = —9,F7 — e/ 9; B = j7, implica na lei de Ampere,
(V x B)Y —9,FE7 = j7, (2.40)

Vé-se assim que recupera as equagoes nao-homogéneas de Maxwell no sistema de unidades naturais,
onde ¢ = 1. As equagdes homogéneas podem ser encontradas apés ser definido o tensor dual do
campo eletromagnético,

~ 1
v = iewaﬁFaﬁ, (2.41)

também antisimétrico. A componente temporal deste tensor é dada por

o 1 .. 1 .. 1 . ;
FU] _ 56Ojlm};wlm —_ 56Ojlm (Glman) — 56]lm (elman) — (_25%311) ,

N | =

FY = _pJ, (2.42)
As componentes espaciais, por outro lado, sdo dadas por

Fi — (GZJOmFOm + ezijFmO) — 61j0mF0m _ EzJOmEm,

N | —

Fi = impm. (2.43)
Tanto as componentes temporais, quanto as as espaciais de Fhv , podem ser encontradas a partir

do tensor F*” original, fazendo apenas a chamada transformagao de dualidade

— — — —
B—-FE, FE——B. (2.44)

Este tensor campo eletromagnético dual, devido a anti-simetria tanto do simbolo de Levi-Civita

"B quanto do tensor campo eletromagnético F,3, obedece a equagao
O, FH = 0. (2.45)
o que pode ser explicitamente verificado
P _ 1 prof 1 prof prof
OuF™ = 0, (% (Dudg — 0540)) = 50 (270, 45) = 79,0045 = 0.
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A componente temporal da Eq. (2.45) é escrita como 9;F0 = 9;B" = 0, 0 que equivale a
- —
V-B =0, (2.46)
e as componentes espaciais como
OoFY + 9;F = 9y (—~B?) + 0; (¢"ME™) = —9, B — MYE™ =0
(Vx EY +8,B =0. (2.47)

0 que recupera as equagoes de Maxwell homogéneas, fato que, juntamente com a recuperagao
das equacgoes nao-homogéneas, implica na recuperacao de todas as outras propriedades da teoria

eletromagnética de Maxwell.

2.2 Campos Produzidos por um Fio Infinito

Antes de tratar propriamente da reducdo dimensional e de sistemas planares, é conveniente
encontrar os campos elétrico e magnético produzidos por um fio carregado de extensao infinita, a fim
de tecer algumas analogias. Este fio deverd ter uma distribuicao linear uniforme de carga A e devera
ser considerado primeiramente em repouso e depois em movimento uniforme com velocidade v" Este
resultado constitui um subsidio para o entendimento do significado geométrico do procedimento de
reducao dimensional, que serd discutida no préximo item.

E fato bem conhecido que o campo elétrico produzido por uma carga g em repouso ¢ dado por

E=—21_#% (2.48)
= ——7 .
4dmegr?

24t . . . —
e que o campo magnético produzido por essa mesma carga ¢, quando com velocidade uniforme
é dado por

= _ . M=~
B = 03U X", (2.49)

Este campo pode ser associado a uma corrente estaciondria de intensidade ¢ = qu. De acordo com
as leis do eletromagnetismo usual, o campo elétrico produzido por um fio infinito com distribuicao

linear uniforme de carga A, vale

— A
E = 7 2.50
ZWEOTT’ ( )

onde r = /22 + 42, e T é o versor radial no plano ortogonal ao fio. Este campo tem simetria radial
e possui dependéncia do tipo 1/r, diferente da dependéncia do campo elétrico produzido por uma
carga pontual em repouso, que é do tipo 1/72. A dependéncia em 1/r, aliada ao fato do campo

nao possuir componente no eixo-z, nem dependéncia nesta coordenada, abre a possibilidade do

12



mesmo ser interpretado como uma soluc¢ao bidimensional (dependente apenas das duas coordenadas
espaciais definidas no plano, j& que ndo faz nenhuma mencao a terceira), a despeito de estar definido
em (143) dimensoes.

Por outro lado, considerando o mesmo fio com uma velocidade uniforme @, situacdo que estd
associada a uma distribuicao superficial de corrente estaciondria com densidade, 7 = A\, definida
a0 longo do plano infinito subtendido pelo movimento do fio. Considerando isso, serd produzido o
seguinte campo magnético paralelo ao fio (portanto definido ao longo do eixo z)

B = Moy
27r

X T. (2.51)

Novamente a dependéncia é do tipo 1/r e nao hd dependéncia da coordenada z, tal como
observado para o campo elétrico, e também ¢é diferente do campo magnético produzido por uma
carga ¢ com velocidade uniforme %, que decai com 1/r2. Mais uma vez, esta caracteristica pode
ser relacionada com a solucao de um sistema planar.

Vé-se aqui que o plano de corte ortogonal ao eixo do fio pode ser visto como um sistema
onde o campo eletromagnético é bidimensional. No caso do campo magnético, apesar dele estar
definido no eixo z, que é perpendicular ao plano, ele ndo exibe dependéncia desta coordenada, o
que permite com que seja tratado, sem grande perda de informacao fisica, como um escalar nesse
plano aqui definido. Observa-se assim um elemento que deve estar presente em uma teoria planar:
0s campos bidimensionais ndo podem depender da terceira dimensao espacial. Desta forma, um
procedimento de reducao dimensional eficiente é aquele em que sao eliminadas tanto a terceira
componente espacial dos vetores quanto a dependéncia dos campos e componentes remanescentes

dos vetores em termos da terceira componente espacial. Tal procedimento permite obter solucoes

planares, tais como as observadas nas Eqgs. (2.50) e (2.51).

2.3 Reducgao Dimensional da Teoria de Maxwell

Até aqui tem-se tratado o eletromagnetismo do mundo tridimensional. Agora serd tratado o
eletromagnetismo dos chamados sistemas planares, definido em (142) dimensdes. Fazemos isto
adotando o procedimento da reducao dimensional, que consiste em obter uma versao planar da
teoria de Maxwell excluindo-se uma das componentes espaciais, por convencao, a terceira dimensao
espacial (eixo-z). Este procedimento de exclusao da terceira dimensao espacial ¢ feito da seguinte
forma: aniquilando-se qualquer dependéncia dos campos em termos desta coordenada e separando-
se do corpo dos 4-vetores a terceira componente espacial. A primeira condi¢do é matematicamente
traduzida por

d3x — 0, (2.52)
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sendo x a representacao de um campo qualquer definido em (1+2) dimensoes. Esta condigao
assegura que nenhuma varidvel do sistema exiba dependéncia em relacdo & dimensao que estd
sendo extirpada da sistema. A segunda condicao é implementada aqui para o 4-potencial do campo

eletromagnético,

AP = (AM; ),

onde p = AB) & um campo escalar com dinamica prépria, gerado neste processo. Observe que os
indices gregos com chapéu assumem os valores de 0 a 3, it = 0, ..., 3, enquanto os indices gregos
sem chapéu assumem os valores de 0 a 2, u = 0,...,2. Estes serao os tnicos que irao aparecer na

teoria planar. Deste modo, temos:
AP — (A(m,A(l),A(z);@) ,

Este procedimento pode ser aplicado sobre outros 4-vetores de interesse, tal como o 4-vetor

corrente:

=", (2.53)
onde J atua como fonte do campo escalar ¢. Podemos agora analisar como o procedimento de
redugao dimensional é aplicado sobre a Lagrangeana da teoria de Maxwell,

1 JUNEEN
L=~ FawF" — A, (2.54)

Iniciamos efetuando todos esses procedimentos sobre o termo cinético de Maxwell,

FpF = FpFM 4 By F% = F,, F* 4 FaF* 4 By, F%,

FpF7 = F,, FM 4 2F,3F#3, (2.55)
Sabendo que
F3 = 9rAB) — g3 A1 = gy, (2.56)
Fug == 8MA3 == _8/1907 (257)
tem-se
FopF7 = F FY — 20,00"p, (2.58)

e, consequentemente,

1 o5 1 1
—zFﬁpF“V = —EFMVFHV + 58,”08’%0. (2.59)
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onde j4 aparece um termo cinético para o campo escalar. Além disso, tem-se

JPAG = 1A+ P Ag = 1A, — T
Com isso, a lagrangeana original, definida em (143) dimensoes, torna-se a seguinte lagrangeana

reduzida, definida em (1+42) dimensoes

1

£:4

1
Fu, F* + 58“@“@ —JrAL+ Jp. (2.60)

Com a definigao do tensor campo eletromagnético em (1+2) dimensoes, F,, = 0,A, — 0, Ay,
—
e do quadrivetor potencial eletromagnético, A* = (A% A), pode-se expressar os campos elétrico e

magnético como
Foi = 04 A; — 9;Ag = 8, A" — 9;A° = E, (2.61)

Ep = —€1mB, (2.62)

-  —
onde B =V x A é agora um campo escalar escrito como

B = €ijaiAj = —EijaiAj = — (61A2 - 82141) = —F12. (263)

A expressao (2.62) pode também ser demontrada multiplicando-se a Eq. (2.63) por &, ou seja,

B = —eime 0 A; = — (5;’5@1 - 53'”5{) 0iA; = — (O Am — OmAl) = —Fim.
Vemos assim facilmente que o termo cinético de Maxwell torna-se
F, F" =2Fy,F% 4+ F;;F = —2(E* - B?), (2.64)

exatamente como no caso da teoria tridimensional, sendo Fp; F% = —E? e F;; Fi = eijeij BB = 2B2.
Para encontrar as equacoes de movimento dos campos de gauge, o ponto de partida é equagao

de Euler-Lagrange

oL oL
0 =0 2.65
K (8 (8,“4”)) 0A, ’ ( )
que fornece a equacao tensorial
o F" = jv. (2.66)

Abrindo em componentes, tem-se, para a temporal, 9;F"0 = j9, que corresponde & lei de Gauss
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V-E =p. (2.67)

Para as componentes espaciais, 0gF% + 0; " = j', que conduz a lei de Ampeére

—-0,E' + 9B = j, (2.68)
V'B-0E = j, (2.69)

sendo essas as duas equagbes inomogéneas da teoria reduzida, e sendo V¥ = €/'9; o gradiente
dual. Tal como no caso em (143) dimensoes, estas equagdes sdo compativeis com a equagao da

continuidade

85" = 0. (2.70)

Pode-se encontrar mais uma equacao de Maxwell, fazemos uso do dual do tensor do campo

eletromagnético em (142) dimensoes,

~ 1
FF = 55““’\Fy,\, (2.71)

que é um 4-vetor cujas componentes temporal e espacial sao
=0 _ L o4 i _ij0 ij i
F = 5¢ Fij =Fi3=—-B, F' =€'"Fjp = —e"F’, (2.72)
F'=(-B,-E"), (2.73)

onde E* ¢ o campo elétrico dual, (E*)Z = €JFEJ. A terceira equacio de Maxwell é dada pela

identidade de Bianchi,

O F" = 9, Fy\ =0, (2.74)

que em componentes, O, F° + 9, F' = 0, (—=B) + 0, (—eij EJ ) = 0, conduz a equacao de Faraday,

— —
V X E +8B=0. (2.75)

Para encontrar a equagao de movimento para o campo escalar, partimos de

oL oL
O <a<am) " (2.76)

que fornece simplesmente

Op = J, (2.77)



onde 0 = 00, = 0? — V? & o operador D’ Alambertiano. Esta tltima equacio de onda para o
campo escalar possui estrutura similar a equacao de onda (2.20), valida para o potencial escalar.
Dessa forma, governando a dindmica da teoria reduzida, tem-se um conjunto de quatro equagoes

diferenciais, que sao as equacoes de Maxwell da eletrodinamica reduzida

- —
V-E =y, (2.78)
V'B-0,E =7, (2.79)

- =
VxE+8B=0, (2.80)
Op = J. (2.81)

Neste conjunto de equagoes estd ausente a lei de Gauss do campo magnético, que em (1+43)
dimensdes, conforme a Eq. (2.46), é definida como V-B=0.0 andlogo em (1+2) dimensodes para
a divergéncia do campo magnético seria identicamente e trivialmente nulo, pois, pela discussao
relacionada a Eq. (2.51), o campo magnético escalar de uma teoria definida no plano pode ser
interpretado como a componente perpendicular a esse plano de um campo magnético definido
nessa direcdo, e dessa forma sua divergéncia seria apenas 03 B3, mas, pela prescrigao (2.52), tem-se
que este valor seria necessariamente nulo. Dessa maneira, um andlogo bidimensional da lei de Gauss
magnética se torna desnecessdrio entre as equagoes de Maxwell planares acima.

Continuando a discussao, sabe-se que o tensor do campo eletromagnético em (142) dimensdes
possui apenas 3 componentes nao-nulas. O fato é que estas trés componentes nao sao independentes,
uma vez que estao vinculadas entre si pelas 3 equagoes de Maxwell. Deste modo, a eletrodinamica
planar de Maxwell s6 possui um grau de liberdade independente (grau de liberdade fisico).

Estas equagoes também permitem obter equagoes de onda para os campos, de modo semelhante
ao caso tridimensional. Para isto, porém, é necessario definir algumas identidades vetoriais, vdlidas

em (142) dimensoes. Para um vetor T qualquer, e para um escalar ¢ qualquer
e e — = — 97
N (VXL>:V<V-L)—VL, (2.82)
- o * 2
V x V% = -V. (2.83)

A Eq. (2.82) pode ser demonstrada sabendo que o produto de dois Levi-Civita bidimensionais é

dado por ¥ ¢, = 6;07, — 0%,6]. Com isso tem-se

VAL (6) X f) = eijaj (? X f) - eijaj <_€lm3le> _ (5%5% B &-n&o 8j(91Lm,
VxI) = —(00'L ~0,9'L) = 9 (0;L7) — 9;0,L" (2.84)
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Quanto & Eq. (2.83), sabendo que o resultado da contracdo de dois Levi-Civita é €%/ €1 = (5?, pode-se

demonstrar que

*

X

= —diy, (?*w)j = —19, (eq0'y) = ;0,00 = 5j0i0 = 9,0'0,

(0
o= =00 = =07 = =V (2.85)

al <l

X
al <l

Conhecendo essas identidades, pode-se aplicar um gradiente dual na Eq. (2.80),
. — — .
v (v X E) 4O,V B =0,
e usar as Eqs. (2.78) e (2.79),
Vi (p) — V’E'+ 9, [,E" + j'] =0, (2.86)
o que fornece a equagdo de onda para o campo elétrico

OF

—Vp—08yj. (2.87)

De modo semelhante, aplicando-se um rotacional na Eq. (2.79) e usando a Eq. (2.80) obtem-se

~V2B+®#B=V x j, (2.88)
que é a equacao de onda para o campo magnético
"
OB=V x j. (2.89)

Equacgoes semelhantes podem ser encontradas para os potenciais escalar e vetor. Reescrevendo

a Eq. (2.78) em fungao destes potenciais e rearranjando os termos, obtém-se
V. (?AO + an) = V240 g, [6’ A 8tA0] FORA0 = p, (2.90)

onde foi somado e subtraido o termo 9?A°. Utilizando o gauge de Lorentz, V.4 + 0,A° = 0,
resulta

0A° = p. (2.91)

Da mesma forma, partindo-se da Eq. (2.79), lembrando-se que B = v x Z, e usando a Eq.(2.82),

resulta
V(V-4)-v¥A+0, (Va0 +04) =V (V. d+aa) -VA+8A =7, (92
que conduz a
— —
OA=j. (2.93)



Estes sao alguns dos principais resultados da eletrodindmica planar. No entanto, estd faltando
ainda encontrar o potencial e o campo elétrico produzido por uma carga pontual (p = gd (7)) nesta
eletrodinamica. Isto pode ser feito usando a Eq. (2.91). Esta equagdo pode ser resolvida pelo
método de Green. De acordo com esse método, apropriado para a resolugao de equacoes diferenciais

inomogéneas, a solucao tem o formato
A (r) = /G (r=r")p(r) d*r’, (2.94)
sendo G (r —r') a fungao de Green que obedece a equagio
vi@ (r—r)==6(r—r"). (2.95)

Ja que o sistema em estudo exibe invariancia translacional e condi¢Ges de contorno infinitas,

pode-se escrever a funcao de Green e a funcao delta como uma transformada de Fourier,

— 1 TRy R
G(r-7") = @2 /G(p)e ( )d2p, (2.96)
— — 1 ip(T=7"
5(r -7 ) = (277)2 /e ( )d2p, (2.97)
o que leva a
G(p) = p12_ (2.98)

onde p =p. Substitui-se agora este resultado na Eq. (2.96), ou seja,
G(T-7) = o [ e Ty, (2.99)
@2r)? ) p

Esta ltima integral é dada por

2 1 —ip-R > 1 n —ipR cos ¢
d°p —e = —pdp do e
| & o P 0

> pd *<d

- 27r/ P2 Jo(vR) :27r/ L Jo(pR) = —2rInR,  (2.100)
o P o P

onde R = |r —r'|. Este é um resultado conhecido de Fisica Matemadtica e estd demonstrado no

Apéndice A. De posse desse conhecimento, entdo, a funcdo de Green do problema é

G(T-7") :—%lnh—r'}, (2.101)

e assim o potencial produzido por uma carga pontual, cuja densidade de carga é

p(r') = qo(r'), (2.102)

é dado por
AV(r) = —% In|r— |6 (r') d*r, (2.103)
Ay = —%lnr. (2.104)
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Consequentemente, o campo elétrico, E (r) = ~V A4 (r), produzido por essa carga pontual é
Fo 15 (2.105)

E interessante observar que esta solucdo coincide com a expressio do campo elétrico produzido
por um fio infinito uniformemente carregado na eletrodinamica tridimensional, vide Eq.(2.50). Isto
reforca a conexao realizada entre a eletrodindmica planar e aquela que pode ser definida num plano
de corte ortogonal ao fio infinito, delineada em capitulo anterior.

Analogamente, o potencial vetorial produzido por uma carga pontual com velocidade uniforme

— . . L.
u, associada a uma corrente estaciondria

T =qus(r) (2.106)
obedece a Eq. (2.93) estética
27 _ 7
L — (2.107)

Esta equacao, de acordo com o método de Green, admite uma solugdo do tipo
A (r) = /G (r—1") ? () d?r’, (2.108)

sendo que a fungdo de Green G (r — ') também obedece a Eq.(2.95), e portanto tem a mesma

solugao (2.101). Dessa forma, o potencial vetorial procurado é

— u
A (r) = —(127 Inr, (2.109)

Consequentemente, o campo magnético, B =V x A = €79; A7, é dado por

y J y J i 8 plgJ
B = dig, <_q2“1m) _ i (_q) ro__adrd (2.110)

T o ) r2 2T r2

resultado que pode ser escrito como o produto vetorial bidimensional

B=-Lwx7

2rr

Esta é mesma expressao para o campo magnético produzido por um fio carregado infinito em
movimento uniforme com velocidade @, conforme a Eq. (2.51). Isto reforga, mais uma vez, o
significado geométrico da reducao dimensional, e reforga também a eficdcia do procedimento ado-
tado neste capitulo. Este mesmo procedimento, com o qual foi realizada a redugao dimensional da
eletrodindmica de Maxwell, serd usado nos capitulos seguintes para realizar a redugao dimensional

da eletrodinamica CPT-Par do Modelo Padrao Estendido.
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Capitulo 3

O Modelo Padrao Estendido (MPE)

No capitulo anterior foi discutida a teoria eletromagnética de Maxwell. Esta teoria, como foi
visto, é caracterizada por duas simetrias, CPT e de Lorentz. Estas duas simetrias se tornaram
pedras fundamentais na Fisica e serviram de base para a construgao das modernas Teorias Quan-
ticas de Campo, como o a Eletrodindmica Quéantica e o Modelo Padrao da Fisica de Particulas
Elementares. Recentemente, porém, na tentativa de encontrar uma Teoria Quantica da Gravidade,
tem-se estudado muito a idéia da quebra esponténea dessas simetrias, CPT e de Lorentz, que se-
riam violadas na escala de energia de Planck, tornando-se simetrias apenas aproximadas em escalas
de energia inferiores. Um dos primeiros estudos sobre a conseqiiéncia da violagdo das simetrias de
Lorentz e CPT foi proposto por Carroll-Field-Jackiw (CFJ) no inicio dos anos 90 [11], modificando
a eletrodinamica de Maxwell via adicao na densidade Lagrangeana de um termo do tipo Chern-
Simons, 6’“’"‘%# A, F,). Nesse termo, o vetor constante v, é o responsavel por fixar um campo de
fundo que quebra as simetrias. Posteriormente, Colladay e Kostelecky, influenciados pelos trabalhos
de Carroll-Field-Jackiw, elaboraram um modelo tedrico denominado Modelo Padrao Estendido, que
incorpora termos violadores de Lorentz e CPT em todos os setores de interagao do Modelo Padrao
[12], sendo estes gerados por uma quebra espontanea no contexto de uma teoria definida na escala
de energia de Planck. A observagio de que as teorias de cordas suportam violagdes espontéaneas da
simetria de Lorentz [5] fortalecem esta proposta. E acerca deste modelo que serdo feitas algumas

consideracoes prévias, antes de ser realizada sua reducao dimensional nos capitulos seguintes.

3.1 O Setor Eletomagnético do MPE

A lagrangeana do setor de gauge do Modelo Padrao Estendido é composta pelo termo usual de
Maxwell acrescido de outros dois termos: um é CPT-impar, que viola a simetria CPT, e o outro é

CPT-par, que nao a viola. Ambos sao violadores da simetria de Lorentz. Esses termos sao gerados
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via quebra espontanea de simetria no contexto de uma teoria mais fundamental, definida na escala
de energia de Planck, e os coeficientes responséveis pela violacao sao quantidades tensoriais que
fazem o papel dos valores esperados no vdcuo gerados na quebra espontanea. A simetria de Lorentz
nesse modelo é violada apenas no referencial da particula, ndo permanecendo véilida no referencial
do observador. O termo CPT-impar ¢ o termo de Carroll-Field-Jackiw [11], proposto em 1990,
sendo este trabalho pioneiro na investigacao da vioagao de Lorentz. J4 o termo CPT-par é do tipo
(K P E, wFix, onde tensor (K F)“W”’\ apresenta as mesmas simetrias que o tensor de Riemann,
além de possuir duplo traco nulo. Dessa forma a lagrangeana deste modelo é dada por

1 1 1 v .
L= _ZFWFW B Zeuyk/\vﬂAuFm 1 (Kp)""™ FuyFon — " Ay (3.1)

CPT-fmpar CPT-par

Na busca de testes da precisao dos efeitos causados pela violagdo dessas simetrias ou, pelo
menos, na busca de limites superiores para os termos de violacao, foram realizados experimentos
investigando a violagdo das simetrias de Lorentz e de CPT em oscilagoes de neutrinos e kdons,
comparagao de relégios, investigacao no setor de muons, testes da QED em armadilhas de Penning,
emissao Cherenkov no vdcuo , conforme descritos em [13, 14, 15, 16, 17|, [18]. Um efeito marcante
da eletrodinamica do MPE é o da birrefrigéncia do vécuo [11, 19, 20], fenomeno em que o plano de
polarizagao sofre rotacao a medida em que a luz se propaga devido ao fato da velocidade de fase
da luz depender do modos de propagacao direita e esquerda. Considerando que a birrefrigéncia
cresce linearmente com a distdncia de propagacao da luz, a andlise deste efeito em escala cos-
moldégica oferece uma boa ferramenta para verificar a violagdo proposta e, ao mesmo tempo, impor
limites superiores nos parametros de violagao de Lorentz. O primeiro trabalho a usar dados de
birrefringéncia para impor limites superiores a magnitude dos coeficientes de violacao da simetria
de Lorentz foi o de Carroll-Field-Jackiw [11], em que background de violagao foi severamente lim-
itado: |v,| < 10733eV. Na referéncia [22] foram desenvolvidas ferramentas tedricas para extrair,
das observagoes polarimétricas da radiacao césmica de fundo e da anédlise dos dados observacionais
de galdxias distantes, limites altamente rigorosos para as magnitudes dos pardmetros de violagao.
Por outro lado, a radiagdo de Cherenkov em raios césmicos de altissima energia também tem sido
analisada [23, 24, 25]. Os dados tém restringido severamente a magnitude desses parametros de

violagdo, que devem ser possuir um limite de uma parte em 1034

3.1.1 O Termo CPT-fmpar

A Lagrangeana de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw é composta pelo termo usual de Maxwell acrescido

do termo CPT-fmpar

1 1

L=—FuF" — Ze‘”’k/\vuAVFkA — A, . (3.2)
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Este termo é na verdade uma generalizacao para (143) dimensoes do termo de Chern-Simons,
definido em (1+42) dimensoes,

P A, F,,. (3.3)

O termo de Chern-Simons estd relacionada a entidades conhecidas como &nions, cargas elétricas que
produzem fluxo magnético [31],[32], que obedecem uma estatistica fraciondria e desempenham papel
de interesse na fisica de sistemas planares a baixas temperaturas (envolvendo supercondutividade
e o efeito Hall quantico). Na generalizagao da eletrodindAmica planar de Chern-Simons para (1+43)
dimensoes, como proposto por Carrol-Field-Jackiw, foi necessdria a introdugao do vetor fixo v* =
(vo, vi) , que atua como campo de fundo ("background") responsavel pela quebra das simetrias de
Lorentz e CPT.

Para encontrar as equagoes de movimento de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw, é necessédria a

equacao de Euler-Lagrange. Calculando alguns termos separadamente, tem-se:

Bk
¥ [8 (6 vaAng)\) _ 28“ [ﬁaﬁkAvaAﬁélkt(sK} _ 2(9“ [éaﬁuyvaA[B} ]

B [za(QeaﬁkAvaj4ﬁa%14A)
= Y

0(0,AY) 0 (0,AL)
(3.4)
Este ultimo resultado pode ser reescrito como
9 (PR, AgF
Oy [ ( FIE) 0;1 ’? k)\) = 260‘5“”1)&8“145 = QEVQ“BUQGMAB = e”o‘“ﬁvaFw , (3.5)
niy
Outro termo que pode ser calculado é
9 (e*PFAy, AgF)
( az B k)\) _ eaﬁk)\va(ngkA _ €al/k/\'UaFk)\ _ —Gyak)\vaFk)\, (36)
v
Com isso, a equacao de movimento de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw torna-se
1
O™ — §€VakAUafﬁA =7 (3.7)
A componente temporal desta equacao é dada por
1 . o . . A
8¢F10 — iﬁomkviij = &'Flo — e”kvlajAk = BiFZO — ' (V X A)Z = jo, (3.8)
0 que pode ser reescrito como
HE' —v'B' = p. (3.9)
Por outro lado a componente espacial é dada por
ji 0i L ioim ijom 9
8jF + OgF™" — 56 voEym — € ’Ungm =7, (310)
e pode ser lida como
(VX B)' —QE" — B + (v x E)" = j. (3.11)
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Note-se, a partir das Egs. (3.9) e (3.11), que, nesta eletrodinamica, os campos elétrico e mag-
nético sao produzidos tanto por cargas quanto por correntes elétricas, diferente da eletrodinamica
usual onde as cargas elétricas sao fontes apenas de campo elétrico e s6 as correntes sao fontes dos

dois tipos de campo.

3.1.2 O Termo CPT-Par

O setor de gauge CPT-par do Modelo Padrao Estendido tem sido estudado desde 2002, apds
os trabalhos pioneiros de Kostelecky & Mewes [19, 20]. A lagrangeana deste setor ¢ dada pela

expressao

1 1 , ,
L= —ZFWF“” - (Kp)"" ™ FuyFye — 57 A, (3.12)

UVAR

onde o tensor (Kp) , responsdvel pela violagao de simetria de Lorentz do modelo, exibe as

mesmas simetrias que o tensor de Riemann

(Kp)P™ = (K g (3.13)
(Kp)"™™ = —(Kp)""™, (3.14)
(Kp)"™™ = (Kp)M™, (3.15)
(Kp)P"™ 4 (K )" 4 (KM — 0, (3.16)
e um duplo traco nulo
(Kp)™ 45 =0. (3.17)

Note-se que as duas anti-simetrias reduzem as 256 componentes originais deste tensor a 36 com-
ponentes independentes, as quais a simetria reduz para 21. E com as duas iltimas propriedades, o
duplo traco nulo e a permutacdo de Bianchi, este tensor é finalmente reduzido a 19 componentes
independentes.

Uma caracteristica desta eletrodindmica é a birrefringéngia da luz no vacuo [19, 20], ou seja,
a velocidade de fase da luz depende do modo de propagacao, o que provoca uma rotacao do
plano de polariza¢do. As 19 componentes do tensor (K F)W’\"i estao divididas em dois subgrupos:
dez birrefringentes, e nove nao-birrefriengentes. As 10 componentes que provocam birrefringéncia
estdo severamente limitadas (em sua magnitude) por observagdes espectrais e polarimétricas da
radiacdo de objetos cosmoldgicos distantes [19, 20], em 1 parte em 1032. J4 as componentes ndo-
birrefriengentes s6 podem ser limitadas por testes de laboratério, que estdo continuamente sendo
propostos e realizados. Um exemplo é o uso da radiagdo de Cherenkov em UHECR ("ultrahigh

030

energy cosmic rays") [23, 24, 25] para impor limites na casa de 1 parte em 10°° aos parametros

nao-birrefringentes.
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Conhecidas algumas propriedades do tensor (Kp) , pode-se reescrever o termo CPT-par na

Lagrangeana (3.12) como
(I(F)W/)\Pi F#UF)\K =4 (KF)Oin FOiFOj +4 (KF)Oilm Fo Fy + (KF)ijlm E]Em (318)

Usando as expressoes (2.25) e (2.26) para os campos elétrico e magnético, tem-se

1 L . . T S o
-3 (Kp)"" ™ FyFye = — (Kp)"% BPEI 4 '™ (Kp)"™ BiBI — Ze”mequ (Kp)™1 B'BI. (3.19)

E necessdrio atentar aqui para a parametrizacao do tensor (K F)’“'M. Suas 19 componentes

independentes podem ser convenientemente parametrizadas pelos elementos de trés matrizes 3x3,

que sao:
(KDE)z‘j _ 9 (KF)Oin : (3.20)
| 1 ., .
(KHB)Zj — §ezlm€]pq (KF)lqu , (3.21)
(Kpp)¥ = —(Kgg)' =™ (Kp)Ym, (3.22)

Levando em conta as propridades do tensor (K F)“'”\F” , as compontes independentes destas
matrizes se reduzem a justamente 19. A propriedade de simetria reduz a matriz (K DE)ij ab
componentes e a anti-simetria reduz (K HB)ij a também 6 componentes. Com as 9 componentes
de (Kp B)ij tem-se um total de 21 componentes independentes, resultantes da restricao relacionada
apenas as propriedades de simetria e anti-simetria. Notando agora que o traco da matriz (Kpg) é

dado por
tr (Kpg) = =2 (Kp)"™ = 2(Kp)",; , (3.23)

e também que o trago de (Kgp) ¢ dado por

tr (KHB) = %eilmeipq (KF)lmpq — % (5lp5mq _ 5lq5mp) (KF)lmpq — % ((KF)lmlm _ (KF)lmml) 7

(3.24)
ou ainda por
tr (Kpp) = (Kp)™™ = (Kp)™ | (3.25)
tem-se que a soma desses dos dois tragos é nula
tr (Kup + Kpr) =2(Kp)" o + (Kp)™,, = (Kp)* 5 =10, (3.26)

0 que representa uma restricao e, portanto, reduz em um os elementos independentes entre as

matrizes (Kpg) e (Kgp). Notando ainda que o trago de (Kpp) ¢ dado por

tr (Kpp) = cilm (KF)Oilm —9 (6123 (KF)0123 4 231 (KF)0231 4 312 (KF)0312> : (3.27)
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ou ainda por

tr (Kpp) = 2 ((KF)0123 +(Kp) (KF)0312) —0, (3.28)

conclui-se finalmente que as propriedades de duplo trago nulo e de permutacao reduzem as compo-
nentes destras trés matrizes a justamente 19.

Com estas matrizes, o termo CPT-Par na Lagrangena (3.12) pode ser ainda escrito como

1 1 . 1 o . o
- (Kp)"" FlyFye = B (Kpp)" B! — 2B (Knp)" B! + E' (Kpp)” BY. (3.29)

E, j4 que o termo de fonte pode ser dado por
G AL = pAo — j'A, (3.30)

tem-se a lagrangeana do setor CPT-par da eletrodinamica do Modelo Padrao Estendido, finalmente,

em funcao dos campos elétrico e magnético,

2 poy Lo ij i Lo ij pi i 1 - =
E:E(E —B)+§E (KpE) Ej—iB (Kup)” B’ + E' (Kpp)” B? — pAg+ j - A. (3.31)

Quanto a equagao de movimento deste modelo, pode-se encontra-la usando a Lagrangeana (3.12)

e a equagao de Euler-Lagrange. Calculando a derivada do termo CPT-par separadamente, tem-se

9 ((KF)Q’BM FaﬂF)\n)

— 4 (Kp)" " F 3.32
9 (8HAZ,) ( F) AR ( )
o que fornece
O FM — (Kp)"" " 9, Fy, = . (3.33)
A componente temporal desta equacio fornece
OF" — (Kp)"™* 0;Fy, = 0;F = 2 (Kp)"™ 0;Fo; — (Kp)*"™ 0iFin = p (3.34)

Usando-se, primeiramente, as expressoes (2.25) e (2.26) das componentes do tensor campo eletro-

magnético em funcao dos campos elétrico e magnético, obtem-se

OB —2(Kp)"™ 0B — (Kp)""™ 0; <€lkak) =p. (3.35)

E usando-se, ainda, as definicdes das matrizes (3.20) e (3.22) e sabendo que (Kp)""™ ey =
(K )%™ ektm - ohtem-se finalmente

8¢E" + (KDE)ij &'Ej + (KDB)ik 8¢Bk =p. (3.36)

As componentes espaciais, por outro lado, fornecem
0uF" — (Kp)"™ 0, Fye = 00F " + 0;F7 — (Kp)" ™ 00y — (Kp)" ™ 0;Fae = §',  (3.37)
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0 que é equivalente a

(3.38)
Realizando as somas de Einstein usando as defini¢oes das matrizes (3.20), (3.21) e (3.22) e reorga-

nizando alguns indices, esta iltima expressao torna-se

€0, B" — OB+ [(Kpp)” OB — (Kpp)™ 0B*| + " |(Kip)™ 0,B* — (Kup)™ 0;B"] = ',
(3.39)
Aqui, deve ser notado que, assim como na teoria de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw, nestas equagoes

de movimento para o setor CPT-par, o campo elétrico e o campo magnético estao acoplados, de

modo que sao produzidos tanto por cargas elétricas estdticas quanto por correntes estaciondrias.
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Capitulo 4

Reducao Dimensional da

Eletrodinamica CPT-Par do MPE

Como foi visto no capitulo anterior, a Lagrangeana do setor de gauge do Modelo Padrao Ex-
tendido [12] é composto pelo termo usual de Maxwell, um termo CPT-Impar e outro CPT-Par. A
redugao dimensional do termo de gauge CPT-impar (termo de Carroll-Field-Jackiw) foi realizada na
Ref.[26], fornecendo uma eletrodindmica planar composta pela eletrodinamica de Maxwell-Chern-
Simons acoplada a um campo escalar sem massa, @ - o remanescente da terceira componente
espacial do 4-potencial (A(?’) = 90). E interessante notar que o termo de Chern-Simons aparece
naturalmente em tal reducao. Este modelo planar foi estudado em sua consisténcia, e suas solucoes
cléssicas foram determinadas na Ref. [27]. A redugao dimensional do modelo de Maxwell-Carrol-
Field-Jackiw com setor de Higgs foi realizada na Ref. [28], enquanto suas solugoes classicas foram
estudadas na Ref.[29)].

No presente capitulo, é realizada a redugéo dimensional do setor de gauge CPT-par do Modelo
Padrao Estendido, seguindo a prescrigao adotada nas referéncias [26], [28], isto é, impondo que
0s campos nao apresentem dependéncia da terceira componente espacial, e convertendo a quarta
componente dos 4-vetores em campos escalares. O campo escalar que aparece na eletrodindmica
planar resultante é assim o remanescente da terceira componente espacial do 4-potencial (A(3) = <p) .
E obtida, assim, uma teoria composta pelo setor eletromagnético, um campo escalar com termo
cinético nao usual e um termo misto que acopla o setores escalar e de gauge. No setor de gauge, a
violacdo de Lorentz ¢ induzida por um tensor de quarta ordem, Z***% que apresenta as mesmas
simetrias do tensor de Riemann e possui 5 componentes independentes. O setor escalar apresenta
um termo cinético nao-candnico, C“)‘augof))\go, onde C** & um tensor violador de Lorentz de segunda

ordem e simétrico, com seis componentes independentes. Os setores escalar e de gauge sao acoplados
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MY cujas simetrias implicam em oito componentes independentes.

pelo tensor de terceira ordem T
E também calculado o tensor de energia-momento e a relacao de dispersao. Também sao discutidas
as equacgoes de onda dos potenciais e campos, sendo obtidas as respectivas solugoes estaciondrias,

com seus desvios da eletrodindmica usual.

4.1 Reducao Dimensional

A fim de estudar este modelo em (142) dimensoes, realiza-se a redugao dimensional, que consiste
efetivamente em efetuar as seguintes operagoes, como estudado no capitulo anterior: i) manter
inalteradas as componentes temporal e as duas primeiras espaciais dos 4-vetores; ii) separar a
terceira componente espacial do corpo dos 4-vetores e exigir que as novas quantidades, definidas em
(14-2) dimensoes, nao dependam da terceira dimensao espacial: 93 — 0. Aplicando essa prescri¢ao

ao 4-vetor de gauge, A*, e & 4-corrente, j*, tem-se

AP = (AF ), (4.1)
o= "), (4.2)

onde A®) = » ¢ agora um campo escalar e os indices gregos correm de 0 a 2, isto &, u = 0,1, 2.

Efetuando essa prescrigdo nos termos da lagrangeana CPT-par,
1 1

4Fﬁ3FW -

AAXA o
KRV Ry —

Liy3=
obter-se-4 a teoria planar correspondente. Primeiramente tem-se

FapFP = F,, F* — 20,00 p.

Tem-se ainda

(Kp)™ FopFyp = (Kp)"™ FuFag + 2 (Kp)" FuFrg +2 (Kp)™ FuaFe + 4 (Kp)™ FyaFys,
(Kp)P BB = (Kp)™ Fly g + 4 (Kp)™ Fuy Py + 4 (Kp)* FFys,
(Kp)PF BoPe = (Kp)™ Fly By — 4 (Kp)™™ Fudrg + 4 (Kp)*™ 0,00:0, (4.3)
onde usamos F3 = —0\¢. Fazendo as seguinte definigdes de novos tensores em (14-2) dimensoes,
2 = (K p) ] L (4.4)
T = (Kp)™3, (4.5)
Crr = (Kp)"™, (4.6)
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e observando que

A = A, — Jo, (4.7)

escrever-se finalmente a lagrangeana reduzida

1 1 1
L= —ZFWF‘“’ + iaucpaugo - ZZ/WMFWFM + THAE,,0hp — C*0p0rp — 1 Ay + T, (4.8)

onde todos os indices sem chapéu variando de 0 a 2. Esta lagrangeana é composta por um setor de

gauge, um setor escalar e um termo de acoplamento, cujas lagrangeanas sao:

1 1
Ly = —ZFWF“” — ZZ””A”FWFM —j*A,, (4.9)
1
ﬁscalar = §8Mg08#@ - C“/\auﬁpaASO + J‘:Oa (410)
ﬁcoupling = TIW/\F,Lwa)\(P' (411>

O tensor ZM M que aparece aqui ¢ a versio planar do tensor original (Kp), isto ¢, ZH\¢ =

[(K F)“”)‘”] ey herdando as seguintes propriedades:
+
ZHAR = VAR (4.12)
ZWAR = g (4.13)
ZmAR = g (4.14)
Z% 5 +20°,=0. (4.15)

sendo a iltima, uma consequéncia da propriedade do duplo trago nulo do tensor (Kp), ou seja,
(Kp)aﬁag =2 s +2(Kp)® 5= 2 5 +20°, =0. (4.16)
Este tensor exibe, também, a identidade de Bianchi,
Z,LLV)\R 4+ Z,u}-w)\ + Z,u)\fw — O, (4‘17)

porém nao mais como propriedade independente, e sim como consequéncia das propriedades de
simetria e anti-simetria, (4.12 - 4.14). Por causa destas propriedades, a propriedade de permutagao

¢é sempre verificada quando hé pelo menos um indice repetido. Por exemplo
(KF)0012 + (KF)0201 + (KF)0120 — (KF)0201 o (KF)0102 —0. (418)

Esta identidade s6 nao serd necessariamente verificada, como consequéncia da simetria e antisime-

tria, quando todos os indices forem diferentes entre si, como em
(KF)0123 + (KF)2013 + (KF)1203 —0. (419)
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Isto, porém, jamais acontecerd com o tensor Z** M uma vez que ele possui quatro fndices e estes
s6 assumem os valores 0, 1 e 2. Logo, a propriedade de permutacao nao pode ser considerada
uma propriedade independente para este tensor, ou seja, nao pode ser contada como restricao, nao
elimina uma componente independente deste tensor.

Na auséncia de simetrias, o tensor Z,,,\, possuiria 3% = 81. Devido as suas simetrias, o0 mesmo

possui apenas 5 componentes independentes, a saber:
Zoitm = [Zo112, Zo212], Zoiom = [Zo101, Z0202, Z0102] s Zijim = [Z1212] - (4.20)

Quanto ao tensor T""*, o mesmo exibe as propriedades de anti-simetria nos dois primeiros

indices e a propriedade de permutacao
THA = VA, (4.21)

T,uz//\ + T)\,LLV 4 TV)\;U« =0, (422)

o que reduz a 8 suas componentes independentes. J& o tensor C** apresenta simetria em seus
indices,

CHA = CM (4.23)

o que implica em 6 componentes independentes. Estes trés tensores, Z¥M | THA e CH* | juntos,
possuem 19 componentes independentes, a mesma quantidade do tensor (Kg)" VAR original.

A presenca do tensor CH fornece um termo cinético ndo candnico para o campo escalar. Re-
centemente, surgiram na literatura [30] alguns trabalhos com propostas de violagdo de Lorentz
envolvendo este termo nao-candnico em aplicagoes com defeitos topoldgicos, e em modelos andlogos

b oni Ot THA < ivel pel 1 to ent
para buracos negros sonicos. ensor , por sua vez, é responsdvel pelo acoplamento entre o
setor escalar e o setor de gauge da teoria.

A lagrangeana (4.8) é invariante sob a seguinte transformagao de gauge local
A, — A, +0,N, o— ¢, (4.24)

ou seja, ele preserva a simetria de gauge local U(1) do modelo 4-dimensional.
A fim de propor uma efetiva parametrizacao dos elementos do setor de gauge, € 1til escrever o

elemento de lagrangeana ZHA%F uv e como
ZMAE By, = 4290 By Foi + 429%™ o, By, + 29 F By, (4.25)
e, usando as expressoes (2.61) e (2.62) para os campos, tem-se
ZWARE Py, = 470 B ET 87012 i 4 471212 B2, (4.26)
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Da mesma maneira que ocorre em (1+3) dimensoes, pode-se parametrizar as componentes do tensor

ZMA% - observando a expressao (4.26), em termos de uma matriz, um vetor, e um escalar, definidos

CO1mo:
(Kpp)? = —22%07 (4.27)
Lt =27%12 (4.28)
s = 271212, (4.29)

As propriedades de simetria e anti-simetria do tensor Z**** implicam que a matriz (Kpg) possui
3 componentes independentes, o vetor L possui duas, enquanto o escalar s representa apenas uma

UVAR

componente. Além disso, o duplo traco nulo de Z , conforme a relacio (4.15) com C* =0 ,

fornece a relacao

70 5 =22 +22'% 1, = —22%0 4 22'2 = 0| (4.30)

ou, escrevendo de outra forma,

tr (Kpg) +s=0. (4.31)

Juntas, estas restricdes fornecem cinco componentes independentes, as mesmas do tensor Z**M.

Dessa forma, tem-se

1 1 o
— 2" E By = SE (Kpp)? B — SsB + (E’ : f) B. (4.32)

1 1. 1
Lo =5 (B = B?) + 5B (Kpp)” B/ = JsB% + (ﬁ : f) B. (4.33)

Como no modelo quadri-dimensional original, os coeficientes de violacao de Lorentz tem pari-
dade definida. Em (142) dimensoes a paridade atua fazendo r — (—z,y), de modo que os campos
se transformam como A9 — Ao, A — (—A4;,Ay), E — (—E;, Ey), B — —B. Para maiores detal-
hes sobre a operacao de paridade em (142) dimensdes, vide as Refs.[31],[32]. Considerando estas
transformacoes na lagrangeana (4.33), conclui-se que os coeficientes (Kpg)'!, (Kpg)*, s, L! sio
de paridade par, enquanto (Kp E)12 e L? sdao de paridade fmpar.

A fim de determinar a paridade dos outros parametros de violacao de Lorentz, é necessdrio

escrever a lagrangeana reduzida (4.8) na sua forma completa em termos dos campos E e B:

1
4

; 1 o1 ) )
— (ZOilgEZ)B — 5 (kDE)ij EZEJ — 5832 — TOOZ-@O@E’ — EijT[)Z‘j&)gOB + Tioj&goEJ + Eleiljai(pB.

1
L Fyu B + 58,90" — Coo (Do) +Coi (o) (9ip) — Cij (Dip) (05¢0)
(4.34)

Considerando-se que o campo ¢, sob a operacdo de paridade, comporta-se como um escalar!,

© — ¢, conclui-se que hd mais 8 coeficientes de paridade-par, C%, C02, C11, 2?2, 7020 7022 7120

!Note-se que, no caso em que o campo ¢ comporta-se como uma pseudo-escalar (¢ — —@), o com-

portamento das componentes Tooi, Toij, Ti05, Ti; € revertido sob paridade.
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T122 ¢ 7 paridade-fmpar, CO1,C12, 7010 7012 7021 120 122" qye, adicionado as componentes
do setor eletromagnético puro, fornece 12 pardmetros de paridade par e 9 de paridade-fmpar,
totalizando 21 componentes. Além disso, porém, nota-se que a relacao de trago (4.15), completa,

é aqui reescrita como

Z% 5420, =tr (Kpg) + s +2C% — 2C" = 0, (4.35)

Esta equacao envolve apenas componentes de paridade-par, enquanto a propriedade de permutacao
TO12 L 120 | 201 _ (4.36)

é composta apenas pelas de paridade-impar (quando os trés indices assumem valores distintos).
Estas duas relagoes reduzem o ntiimero de componentes independentes 21 para 19, como esperado.

Estes resultados estao resumidos na tabela abaixo.

Componentes n N
Paridade-par Coo, Co2, C11,C22, L1, (kpE)11 s (EDE)9s » S, Tooz2, Thot, T202, T112 | 12 | 11
Paridade-impar | Co1, Ci2, L2, (kpE)19 » Too1, To12, T102, T201, T212 9 |8

Total 21|19

Tabela 4.1: Classificacao da paridade e nimero de pardmetros violadores de Lorentz pertencente
ao modelo planar. O simbolo n designa o nimero de componentes, enquanto N designa o nimero

total de componentes independentes.

4.1.1 Equagoes de Movimento

A fim de obter as solugoes cldssicas dessa eletrodinamica planar, sdo necessérias as equagoes de
movimento da teoria, tanto para os campos de gauge, quanto para o campo escalar. Essas equagoes

podem ser encontradas a partir da lagrangeana

1

£:4

1 1
F, FH — ZZ””MFWF,\H + T”V’\FMV&@ + 5@@8“@ — C’“’\aucpﬁ,\go —j"A + T, (4.37)

e da equacao de Euler-Lagrange para o campo correspondente. Para os campos de gauge, parte-se

da equagao de Euler-Lagrange (2.35). Calculando os termos separadamente, as novas contribuigoes

sa0:
B Za,BAnFa F .
( sP) _ AZPNON A + A2 0y Ag = BZM O\ Ay = 4ZM AV F,, (4.38)
0(0uAY)
0 (TO‘B)‘F 58,\cp)
« — 2Taﬁ)\6u51/ — 2T;w)\ ) 4.
a(auAu) a ,38)‘30 Orp (4.39)
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Estes resultados, juntamente com outros ja conhecidos, conduzem & seguinte equagao de movimento

para o campo de gauge da teoria
OuFM — ZVPANQ, Fy e + 2T7M20,00p = . (4.40)

E importante notar que, nesta equacio, o campo de gauge aparece acoplado ao campo escalar.
Para encontrar a equacao de movimento do campo escalar, parte-se da equacao de Euler-Lagrange

(2.76), calculando inicialmente alguns dos seus termos:

0 (T F o 0r¢)

_ TCW)\FaV(SM — TCW‘MFO“/, 4.41
FIGRD) A o
0 (C0p00
( 14 /\90) _ C“A&\«p + Cauaaso — 20!0\6/\(’0‘ (4.42)
0 (Ouyp)

Esses termos, juntamente com alguns cdlculos prévios, fornecem a equacao de movimento para o
campo escalar

O + T8, Foy — 2C120,00p = J . (4.43)

Esta equacao, tal como a Eq. (4.40), acopla o campo escalar ao campo de gauge. Na auséncia do
termo de acoplamento (T’“’ A= 0), entretanto, os setores escalar e de gauge tornam-se desacoplados

e classicamente governados pelas equagoes
O™ — ZV59, Fr = §, (4.44)

Op — 2C10,00p = J . (4.45)

A principal razao para negligenciar o tensor T** & que ele aparece como uma contribuicdo de
segunda ordem nas equacoes definidas apenas em termos do campo de gauge ou do campo escalar.
A fim de verificar isso, pode-se escrever o campo escalar na Eq. (4.43), na auséncia de fontes, em

funcao dos campos de gauge

1
YT T (O 20129,0,)

T ), Fy (4.46)

e substitui-lo na Eq. (4.40)

2
(O—2C"0,0,)

a‘LLFp,V _ ZVM)\HauFAH _ TVN)\Taﬁ’yaua)\a’yFaB = jy, (447)

Tal equagao difere da equagao desacoplada (4.44) apenas por um termo de segunda ordem no tensor
THA_justificando a escolha adotada (T‘“”\ = 0). Um procedimento similar mostra que este mesmo
tensor contribui para a Eq. (4.43), desacoplada, apenas em segunda ordem também. Assim, os
setores escalar e de gauge obedecem equagoes de movimento desacopladas, em primeira ordem em

T*A | confirmando a validade das Eqs. (4.44) e (4.45).
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A componente temporal, v = 0, da Eq. (4.44) fornece a primeira equagao de Maxwell modificada

O F0 — 708y — @, 0 QZOinaiFOj — 270128,y = 0.
OE' + (Kpp)” 0;F) — L'0; (—B) = p, (4.48)
Esta ¢é a lei de Gauss modificada, que pode ser reescrita como
) [(5”’ + (KDE)ij> Ej] Y LIOB=p. (4.49)
As componentes v = i, por outro lado, fornecem a segunda equagao de Maxwell modificada
O FH — ZWAQ By, = O, F% 4 0;FI' — ZONQ, Fy . — ZUM9, Fy,, = §, (4.50)
que é equivalente a
OF + 0;F7" + (—=22"00,Fj0 — 22720, F15) + (—QZijOk(?jFok - 22@'3'126]-}712) =% (4.51)

Fazendo-se uso da expressao (2.62) para o campo magnético, e a expressao (2.61) para o campo
elétrico, além das (4.27), (4.28) e (4.29) para os parametros violadores de Lorentz, esta equacao

pode ser reescrita como
—~OE '+ €99;B — (Kpp)? &;E’ — L'0;B — ¢ L*9; EF + s¢79,B = j', (4.52)
ou ainda
(1+5) 10,8 — 8, [(5”’ n (KDE)"J) Eﬂ‘] — (B,B) L' — (9, (LkEk> = . (4.53)

A terceira equacao de Maxwell advém da identidade de Bianchi, 8/113 # = (0, implicando na lei
de Faraday planar
- =
VxE+8tB:0. (4.54)

Dessa forma, governando a dinamica da teoria, hd um conjunto de quatro equagoes diferenciais

0 [(aij n (KDE)”> EJ} + Li9;B = p, (4.55)

(1+5)€79;B — o, [(5”’ + (KDE)Z‘J‘) EJ’] —(O,B) L' — €19 (LkEk> - ji, (4.56)
"

V xE+8,B=0, (4.57)

Op — 2C*29,0vp = J . (4.58)
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4.2 Tensor de Energia-Momento

Outro aspecto relevante da teoria é o calculo do tensor de energia-momento, que pode ser

encontrado a partir da Lagrangeana planar (4.8), através da expressao

oL oL
O = _—Z__9PA, +
9 (9p9)

9 (9pAa)
Usa-se, primeiramente, as expressoes (4.38) e (4.39) a fim de obter

p— g L. (4.59)

oc 1

1
) (6ﬁA ) =71 <4Fﬁa) - (4Z’Ba>\ﬁF)\,€) + QTBO"\a)\qﬁ — _fpBa _ Zﬁa)\nF)\n + 2T5°‘A8A¢, (4.60)
«
e depois usa-se as expressoes (4.41) e (4.42) para encontrar

oL
9 (989)

Com isso, o tensor de energia-momento da teoria torna-se

1
=T"PF,, + B} (28%) —20°20\¢ = THPF,, + 9° ¢ — 2010, 6. (4.61)

b — [_ Fho _ ghadep, L zTﬁaAaw} 8 A, + [TMVBFW + 0% — zcﬁ*am} 8¢ — PPL. (4.62)
Substitui-se agora a derivada do campo de gauge, 9”? A, = F*, + 0, A”, na expressao (4.62),

e — [_Fﬁa _ gPedep 2T50‘A8A¢} (FP + 9, AP) + [TM”BFW 0% — 20”8@} 86— gL

(4.63)
Neste ponto, analisa-se o termo
e — [—Fﬁa _ gBadepy 2Tﬁa*aws} (9aAP) (4.64)
que pode ser reescrito como
90 = A [aaFﬁa + 7PN By — 2T50‘A8a8w5] , (4.65)

a menos de um termo de divergéncia toral, d, { [—FfBa — ZPNERy 4 2T6°"\(9)\¢] Ap} , que sabida-
mente nao contribui para o célculo da energia do sistema. A equagao de movimento (4.40), sem
fontes, revela que este termo nao precisa ser levado em conta neste calculo. Dessa maneira, o tensor

assume a forma
Qfr = |—pBa _ gBadpy 4 2T5°‘A8A¢] FP + [Tﬂ”ﬁFW + 8% —20°2050| 0P — ¢°PL. (4.66)

E interessante calcular a componente ©% do tensor de energia-momento, uma vez que esta com-

ponente corresponde & densidade de energia da teoria em estudo, sendo dada por
QU — [_FOi _ 70y 2TO“8A¢} FO [TWOFW + % — 2099,0] 8% — L. (4.67)
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Esta quantidade pode ser separada em trés contribuicoes, correspondentes ao setor de gauge, ao

setor escalar, e ao termo de acoplamento, apresentadas abaixo:

@gguge = [_FOi - ZOi/\HF)\ﬁ:| Foi - EEMa (468)
eooscalar = [aﬁ¢ - 20/8)\8)\(4 apfb - Escalar; (4'69>
Ggguplmg = [QTﬁaAa)\dJ Fpa [TMVOF/W] 80¢ - Ecouplinga (470)

onde obviamente vale a soma:
00 00 00 00
©" =06 gauge +6 coupling + 0 scalar (471)

e as lagrangeanas, Len, Lscalars Leoupling: €stdo dadas nas Eqgs.(4.9, 4.10, 4.11), sendo tomadas

aqui na auséncia de fontes. Calculando cada uma destas contribuigoes, resulta:

1 1. |
0% jquge = 3 (E* + B?) + 5B (Kpp)? BV + 5332, (4.72)
O coupting = 2 (T B — TY'E7) 9;¢p, (4.73)
1 1, .. -
@Ooscalar = 5 (1 - 2000) (8080)2 + 5 ((SU + CZ]) azgoajcp (474)

Verifica-se nesta expressoes que a densidade de energia é positiva se os pardmetros de violacao de

Lorentz forem suficientes pequenos.

4.3 Solucgoes Cléassicas

Nesta secao sao examinados os efeitos dos pardmetros de violagao de Lorentz sobre as solugoes
cldssicas no regime estaciondrio, obtidas via método de Green. Da mesma forma que na teoria
quadri-dimensional original, nessa teoria planar as correntes estaciondrias e as cargas estéticas pro-
duzem tanto campo elétrico quanto magnético. As solucoes estaciondrias revelam que os coeficientes
de violacao de Lorentz nao modificam o comportamento assimptético da eletrodinamica planar de

Maxwell, porém induzem termos nao radiais com dependéncia angular.

4.3.1 Equagoes de Onda

O campo escalar aparece totalmente desacoplado na Eq. (4.58), e portanto pode ser resolvido

diretamente. Quanto aos campos elétrico e magnético é necessario desacopléd-los um do outro entre
—

as Egs. (4.55), (4.56) e (4.57). Para isso, pode-se usar as seguintes identidades para um vetor L e

um escalar L quaisquer, que jd foram inclusive utilizadas anteriormente em (2.82) e (2.83),
= (= - - /= — 0
v <VXL):V(V-L>—V L, (4.75)
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- o * 2
V x V'L = -VL . (4.76)
Inicia-se aplicando o operador (1 + s) €¥9; sobre a Eq. (4.57),
(1+5)€9; [? ¥ E + atB} —0, (4.77)
o que, usando as identidades (4.75) e (4.76), fornece
L= — 9 i .
(1+s) [Vl (v : E) v E] +0,[(1+5)€79;B] =0 . (4.78)
Com a Eq. (4.56), resulta

(14 9) [0 (% B) - B4 { (0% + (Kom)?) 28] + @2B) ' + S0, (L) + 0} =0,
(4.79)

ou ainda

i(vo 2| | a2 a2 ij i oo \N7ri,dia (T a1 _ 9
(1+5) [v (v : E) v E}mtE 4O [(KDE) E ]—at (v X E)L +€19); (L -8tE) = —d,j,
(4.80)

e tem-se assim uma equagao de onda para o setor elétrico desacoplado do setor magnético.

Pode-se usar ainda a Eq. (4.56) e fazer
i, {e“a, [(1+5)B] - &, [(5“ + (KDE)“> E’} —(&:B) L' — €y, (LkEk)} = g5, (4.81)

o que fornece

—

—(1+ ) V2B + 2B — €9, [(KDE)” El} +EIL10;0,B + V? (LkE’f) —Vx7j, (482

que é a equacao de onda para o setor magnético ainda nao desacoplado do setor elétrico.

No que segue, pode-se encontrar ainda equagoes de onda para os potenciais. Sabendo-se que
os campos elétrico e magnético sdo dados pelas expressoes (2.25) e (2.26), e usando as equagoes de
Mawxell modificadas (4.55) e (4.56), tem-se

0: [ (89 + (Kpp)?) (~0;4° - 0,49) | + L0y (V < A) = p, (4.83)

(1+5)€9; (? x Z>+8t [(5” n (KDE)"J') (8,4° + 6tAj)] - [at

/N

v x _A’ﬂ Li+cip; [Lk (BkAO + atAkﬂ = ji.

(4.84)

No caso estaciondrio, estas equagoes sao reduzidas a
— (67 + (Kpp)7) (0,0;4°) + L0, (V x A) = p | (4.85)
(1+ 5) €9, (? X Z) + €9, (LkakA‘)) = j'. (4.86)
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Multiplicando a Eq. (4.86) por €,

5l [(1 +5) 9 (? X Z) +0; (LkakAO)} = (145)9, (6 % _A)> +o (Lka’“A(J) =—c'j, (487)

(1+5)0; (V x A) +0; (LF0pA°) = 7, (4.88)
e multiplicando por L?, tem-se

1
(1+5s)

Substituindo isto na expressao estaciondria (4.85) e regrupando-se, resulta, finalmente,

L0, (V x A) = - [(£'0,)" A%+ @ILiji] (4.89)

y 1 .
{V2 + (Kpp)” 0;0; + ——— (Llaz‘)z] A=~ <,0 +

19 eijLijJ’) , (4.90)

(1+s)

que é uma equacao desacoplada para o potencial escalar AY.
—
Para o potencial vetor A nao é possivel encontrar uma equagao desacoplada, o que nao impos-

sibilita sua resolugdo. Com o uso da identidade (4.76), a Eq. (4.86) fornece a expressao
(1+5) [Vi (? : Z) - vM%} + i (LkakAO) = ji. (4.91)

Pode-se fazer uso do gauge de Coulomb, 6) A = 0 (equivalente ao gauge de Lorentz na situacao

estdtica), o qual é compativel com a equacao de movimento (4.44), que pode ser reescrita como

Oy (OFAY — 9V AF) — ZVPAQ (O\Ap — OpAy) = 5
OA” — 0" (0,A") — ZVHA59, (O6\Ap — Ok Ay) = 57, (4.92)

De fato, adotando o gauge de Lorentz, d,A* = 0 (ou, na situacao estética, o gauge de Coulomb,

- —
V - A =0), a equagao de onda para o quadripotencial se torna

DAY — ZVP9,, (O3 Ag — Ok Ay) = 57, (4.93)

que é equivalente as Eqgs. (4.83) e (4.84). Fazendo uso, entdo, do gauge de Coulomb na Eq. (4.91),
obtem-se

—(1+ ) V2A 1 €19, (ch‘)kAO) = i, (4.94)
Contraindo esta expressio com €/'9; e usando a identidade (4.76) (ou a demonstragdo (2.84)),

obtém-se

— (14 5) V2 ("0, A7) — V2 <Lk8kA0) = 9,5, (4.95)
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N
o que fornece, finalmente, a equacao para o potencial vetor A

L 1 L
2 ( jig At _— Jjia. 1 2 k 0
V() =~y (0,5 + 2 (LFop )| (4.96)
que pode ainda ser escrito como
5 _ 1 - — 9 —>'—> 0
VB = -0y [VX]—!—V (L VA)}, (4.97)
9 _ 1 S, w2 (7 R
VB = iy [VX j -V (L E)} (4.98)

Estas duas tltimas equagoes permitem obter a solucao para o campo magnético a partir da solucao

ja encontrada para o setor elétrico.

4.3.2 Solugoes das Equacoes de Onda

Nesta secao, resolve-se as equagoes para os setores elétrico e magnético, obtendo solucoes esta-
ciondrias em primeira ordem nos parametros de violagao de Lorentz. Desta forma, um bom ponto de
partida sao as equagoes diferenciais para os potenciais escalar e vetor (ou para o campo magnético),

Egs. (4.90) e (4.98). Em primeira ordem, a Eq. (4.90) é escrita como
V2 4 (Kpp)' al-aj] A = (p+iLigTY, (4.99)

Estas equagOes podem ser resolvidas pelo método de Green. De acordo com esse método, ja

conhecido desde o Capitulo 2, para a primeira equagao, por exemplo, tem-se uma solugao do tipo
A% (r) = /G (r—1") (p+€ILij7) d*" (4.100)
onde a fungéo de Green, G (r — '), obedece a equacao

[V2 + (Kpg)" 81-8]} G(r—r)==0(r—1") . (4.101)

Lembrando-se que a funcdo de Green satisfaz a Eq. (2.96), tem-se

G(p) = ! (4.102)

o7+ (o) o]

onde p? = p?. Considerando apenas contribuicoes de primeira ordem nos pardmetros de violacao,

vale o
- 1 o P
G(p) = ? (1 — (Kpg)¥ pp2> . (4.103)
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Assim, efetuando a transformada de Fourier, tem-se

1 1 T
G = <27r>/ (p2 ~ (Kpg)" pﬁ) e dp . (4.104)

Conforme o desenvolvimento que pode ser encontrado no Apéndice A, sabe-se que
2 1 —ip-R
d°p Ee =—-21InR, (4.105)

onde R = (r — r’). Além disso, é necessério usar o resultado

PR b | R,
/d2p %e—zp-(r—r) ) o (_;lnR_Q é2 )7 (4106)

que também pode ser encontrado no Apéndice A. E assim a funcao de Green (4.104) torna-se

1 Kpg)" Kpe)? RjR; (Kpg)"
GR) = ~55 [(1—( gE) >lnR—( D2E) = 4 ZE) ] (4.108)

onde R = (r —r') e os termos envolvendo os coeficientes (kpg)” sdo correcoes da violagio de
Lorentz & funcao de Green planar usual, In R.

O potencial escalar é entao escrito como

Ao(r):—% [(1—(KQDE)“> ]n|r—r/‘_

(Kpp)” (r—r')(r — ')

5 (r — r/)Q [P + 6anmjn]d2I‘/.

Para uma distribuicao de carga pontual, p(r’) = ¢d(r’), este potencial escalar assume a forma

Ao (r) = —% {[1 - (KgE)ii] Inr — ([Q;E)JTTZJ } . (4.109)

Este resultado difere do usual principalmente devido ao termo (k:DE)ij T /r%, que apresenta

dependéncia angular (enquanto sua magnitude permanece constante para r = cte). Partindo do

potencial escalar, encontra-se o campo elétrico, E' (r) = — (VA (r))", dado abaixo
R (Kpp)" v 1 Ij (Kpp)? rirj
E'(r) = Py [[1 - }ﬁ — 2 (Kpg)?rj — s T . (4.110)

Note-se que o campo elétrico, produzido neste caso por uma carga pontual, decai como 1/r,
como usualmente ocorre em (142) dimensoes, de forma que a violagao da simetria de Lorentz nao
altera o comportamento assintético. Este campo, além de apresentar termos de comportamento

radial, exibe também néao radiais, com dependéncia angular, tais como (/{:DE)ZZ ri e (kpg)" rir;.
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Tomando r; = rcosf;, r; = rcosbj, tem-se (kpg)” rirj/r? = (kpg)” cosf;cosf;, e o campo

elétrico passa a manisfetar explicitamente sua dependéncia angular:

1 i ij rl 1 j
E'(r) = % [1 =5 (kpp)" + (kpp)" cosbi cos Oil s~ 2 (kpg)” Tj] : (4.111)

Por outro lado, uma corrente estaciondria associada a uma carga pontual com velocidade uni-

forme %, apresenta densidade 7(7”’ ) =qud(r'), o que conduz ao potencial escalar

_ 9 _ rim _ (Kpp)"  (Kpp)” riry
Ap(r) = (T eimL'u [(1 5 ) Inr 5 3| (4.112)

Em primeira ordem nos parametros de violacao de Lorentz, este potencial é reduzido a apenas
—
Ap(r)=—L (L X 7) Inr . (4.113)
27
Consequentemente, o campo elétrico ¢ dado por

Ei(r) = (f x 7) ;’2 . (4.114)

"o

Lembrando que o produto vetorial em duas dimensoes é um escalar, esse campo elétrico, por-
tanto, estd alinhado com a direcao radial. Este é um resultado novo que nao estd presente na
eletrodinamica usual. Aqui, correntes elétricas também contribuem para a producdo de campo
elétrico. Obviamente, para parametros de violagdo de Lorentz nulos, recupera-se o resultado usual,
Ei(r)=0.

Para discutir as solugoes de primeira ordem associadas ao setor magnético, pode-se usar como

ponto de partida a Eq. (4.98) escrita na forma
v2[37<f-ﬁ)}27(175)vX7}. (4.115)
A solucao desta equagao é dada por
B(r) - (f’ : ﬁ) - / Gp(r—1') [= (1= 5) €m0 ™ (r')] dr, (4.116)

onde a fungio de Green G(r — r') do campo magnético satisfaz V2Gp(r — ') = §(r—r'). Tomando

a transformada de Fourier, decorre G (p) = —1/p?, cuja funcio de Green é
GB(r—r’):iln‘r—r". (4.117)
2m

Consequentemente, na expressao para o campo magnético
T (1 — S) / m (N 42,/
B(r) = (L : E) — = [ e = i (] (4.118)
7r
A integral no membro direito pode ser resolvida reescrevendo-a na forma
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/ln v —1'| [0 J™ (x))]d*r = /ai {In|r — 1’| [eimJ"(x")] } d? ’—/ 0; (In|r — x'|) [egm J ™ (x)]d*r’
(4.119)

o que fornece

—_ / i
/ln v — 1| [€im@; J ™ (x")]d*r’ = [In|r — 1| eime(r')]J_rz - /eim‘(rrlﬁz[efm(r')]dzr'.
r—r
=0
Com isso, o campo magnético da teoria torna-se
1— — ')t
B(r) = (f : E) L d=9) / eim%um(r')u%'. (4.120)
2 ‘r — r"

Para uma carga pontual, cujo campo elétrico é dado pela Eq. (4.110), o campo magnético vale

B(r) = (f : ﬁ) = Ly [[1 - (kDE)ii]Ll 1 ((kDE)lj i — (kDE)WTZ)] - (4.121)

o 2 r2  r2 r2

que em primeira ordem nos pardmetros de violacao resume-se a

qL-r
B(r):gr2 .

(4.122)

Vé-se assim que, nesta teoria planar, uma carga elétrica estdtica também produz campo magnético,
além de campo elétrico. Na auséncia dos parametros de violagao, obviamente recupera-se B (r) =
0. Este resultado pode ser usado para estabelecer um limite superior sobre a magnitude dos
coeficientes L.

Por outro lado, para uma corrente estaciondria associada a uma carga pontual com velocidade

uniforme u, cujo campo elétrico é dado pela Eq. (4.114), tem-se em primeira ordem

B =" [ "= sy,

2 im ’r— r"2

o que fornece ‘
q(1—8)emriu™  q(1—8)7 x
B = = . 4.123
(r) 27 72 27 r2 ( )

Nesta secao, os potenciais e campos associados a cargas pontuais e a correntes estaciondrias
foram encontrados todos em primeira ordem nos parametros de violagao de Lorentz. Entretanto,
pode-se enconté-los de forma exata, conforme serd feito no Apéndice B. Mesmo nessa situgao, o que
se verifica é que os campos continuam exibindo uma dependéncia do tipo 1/r, ou seja, os parametros
de violagao de Lorentz nao alteram a ordem de magnitude dos campos, emboram facam-nos exibir

termos com dependéncia angular.
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4.4 Relagao de Dispersao

Outro ponto importante a ser analisado diz-se respeito as relagoes de dispersao do setor eletro-
magnético, a partir das quais é possivel extrair informacoes acerca da propagacgao das ondas eletro-
magnéticas nesta teoria, tais como velocidade de fase, velocidade grupo, birrefrigéncia, etc... Como
esta eletrodindmica planar s6 possui um grau de liberdade independente (grau de liberdade fisico),
86 ha uma relagdo de dispersao fisica a ser determinada, que pode ser encontrada tanto em termos
do setor magnético quanto do setor elétrico.

Para obter a relacao de dispersao da teoria, é necessédrio ter a equacao de onda desacoplada
para para o campo elétrico ou para o campo magnético. J4 foi encontrada uma equacao de onda

desacoplada para o campo elétrico, a Eq. (4.80)

—

i(o 2pi] | A2 i A2 ij g T B Tridin (T . aF) — i
(I14+s)|V'(V-E)-VE"+0;E'+0f |(Kpg)” E?|=0, (V x E ) L'+€70; ( L -O,E ) = —0,j".
(4.124)

- —
O membro esquerdo desta equagao, no entanto, mais especificamente o termo (V . E), apresenta
dependéncia explicita da fonte p, conforme a Eq. (4.55). Isto deve ser evitado, o que pode ser feito

usando a prépria Eq. (4.55), ou uma variante dela,

= e _ m mn mn

V.-E =p—L"0nB — (Kpp)™ 0m,E", (4.125)
a qual fornece, a partir da Eq. (4.124),

— (L4 8) VI (L™0mB) — (14 s) V' [(Kpg)™" 0mE"] — (1 + 5) V2E' + O} E'+

n atg [(KDE)M EJ} — 9, (6 % ﬁ) Li+ eijaj (f ) atﬁ) = -0, — (1+5s) Vip. (4.126)

Nesta equagao o campo elétrico nao estd desacoplado, pois nela ainda figura o campo magnético.

Pode-se resolver este problema usando a Eq. (4.56), que, multiplicada por €, pode ser escrita como
(14 5) 0B + 8, [em’“ (5’6]‘ + (KDE)kj> Eﬂ} +(8,B) ™R Lk 1 9, (L’“Ek) = —emkik(4.127)
Esta expressao, quando substituida na Eq. (4.126), fornece
vi{Lm{ =y [t (859 + (Kpp)V ) BY| = (B) €™ LF — 0 (LFEF) — ey} } -
— (14 8) V' [(Kpp)™ 0nB") = (14 5) VE' + 2B + 6} | (Kpg) BY| -

3 (6’ x TE’) Li+ ¢, (f : aj’) = 0 — (1+5)Vip. (4.128)

Sabendo que L™e™*L*¥ = 0, e reunindo os termos de fonte no membro direito, tem-se finalmente a
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equagao
v {Lm {fat [emk (W n (KDE)kj) Eﬂ} - (LkEk)}} (1+5) V' [(Kpgp)™ 0mE" —
(14 5) V2E + 2B + 92 [(KDE)” EJ] ) (? ) Li+ g, (f’ : ajﬁ) —0, (4.129)

onde o campo elétrico estd totalmente desacoplado e as fontes foram tomadas como nulas (p = 0
— . . - . ~ [
e j = 0), uma vez que a relagdo de dispersao é escrita para uma equacao de onda no vicuo.

Alterando alguns indices mudos, a Eq. (4.129) torna-se

Vi {Lj {—at [eﬂ (5”” + (KDE)“") Em} -y (LlEl> }} (148 Vi [(KDE)J" ajE’} -

— (1+5) V2E + 2 { [5’7‘ + (KDE)”} Ej} _ (elmalEm) Li+ g, (LlatEl> = 0. (4.130)

Para encontrar a relagdo de dispersao propriamente dita é necessdrio propor uma solucao do

tipo onda plana para o campo elétrico
E = Eoellwt=+r), (4.131)
Tal campo elétrico, substituido na Eq. (4.130), fornece
{—oki [ (6% + (Kpp)™* )| + KR LILF + (14 5) [K1 (Kpuy™ + k5™ -
w? ((Vk + (KDE)ik) — wkle* Lt 4 wkjeiij} EF=0. (4.132)
Trocando a ordem de alguns indices, obtém-se
{ki [w (5’“ n (KDE)M) LI LI ¢ (14 )k (KDE)J"“} F(14s) k20
w? (8% 4 (Kpp)™) + we kL + well/ LF ] BF = 0. (4.133)
—
Este resultado pode ser escrito como DE = 0, ou seja,
Di*Ek =0, (4.134)
sendo
D =k w (05 + (Kpp) ) 917 + K LILF + (14 5) b (Kpp)*| +
(14 8) 12 — w2 (8 + (Kpp)™) +we KL + wellk LF. - (4.135)

As Egs. (4.134) s6 admitem solucao nao trivial se det D =0. Porém, antes de calcular este

determinante, convém isolar as contribuigbes violadoras de Lorentz na expressao (4.135). Para
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isso, € necessario fazer, primeiramente,
D = {k [w (5“ + (KDE)“) LI 4 KILILE 4+ (14 )k (KDE)J"“} n
45k 20 — w2 (Kpp)™ + wekl kI L + wekiL* + (?2 - w2) 5*} . (4.136)
e depois
_>72> {k [w (5’“ + (KDE)“> LI+ KILILF 4+ (14 s) K (KDE)jk} v
+5k 20 — w? (Kpp)™ + web K L + weld k:ij} + 5“6} . (4.137)

0 que pode ainda ser reescrito como

Dik = <?2 - w2) (5““ n X"’f) , (4.138)

(K [w (65 + (Kpp)") 917 + W LILF + (14 5) W (Kpp)™| +
sk 26 — W2 (Kpp)™* + weblk L + weij/-chk} . (4.139)
Dessa forma tem-se, para o determinante da matriz ), 2 X 2, a expressao
72 22
det]ID:(k —w) det (I +X), (4.140)
a qual, usando-se a identidade para uma matriz A qualquer
det A =e!"m4 (4.141)

pode ser escrita como

2
det D = (?2 - w2) elrIn(I+X) (4.142)

Se os parametros violadores de Lorentz forem bem pequenos, entdo os elementos X°* serdo tam-
bém bastante pequenos e, em uma expansao de In (I + X) em série de poténcias, pode-se considerar

apenas contribuicoes de primeira ordem nesses elementos X**, ou seja

Re 1N X
n(l+X)= Z Z_~X (4.143)
=1

Com isso a expressao (4.142) pode ser escrita como

2
detD = (?2 - w2) e, (4.144)
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Considera-se agora mais uma expansio em primeira ordem nos elementos X**, como
772 2) 2
det D = (k y ) 1+ trX) . (4.145)
Com o trago de X sendo dado por

1
@)

trX = (W o (6" + (Kpp)") 917 + W LIIL + (14 5) b (Kpg)'| +

2 i 2 i ilplri 51570
5526 — w2 (Kpp)' + wel i L + wel kI L } (4.146)
e reescrevendo-se alguns termos e efetuando-se algumas contracoes, obtem-se a expressao

1
@)

trX = {—weﬂLﬂ (6“ + (KDE)“> k' (? - f) +(1+s) (Kpp)” k'K +

—>2 9 L.
+2sk* —wtr (Kpg) + 2we”/€jLZ} , (4.147)
e a seguinte relagao de dispersao

1

+(1+5) (Kpp)? Kk + 25k 2 — wtr (Kpg) + 2wel’jkﬂ'Li} } =0, (4.148)

2 o N 2
dord = (F2—w?) 1+ e (54 (k)Y 4 (R T)
que, em primeira ordem, fornece a equacao

-2 2)? 1 gl i pigg 722 ipipi] =
E*—w 1+ we' k' + (Kpp)Y k'K 4+ 25k * — w*tr (Kpg) + 2we’ kL =0,

(7-)

ou, reorganizando alguns termos,

(4.149)

(72— w?) {(F2 = w?) = w' LK + (Kpp)” kI + 25 %2 — w2ir (Kpp) + 2we TR L'} =0,
(4.150)

ou ainda
(?2 — wz) {(?2 - wz) +wd DK + (Kpp)Y k'R + 25K 2 — wtr (KDE)} =0. (4.151)

As relacbes de dispersdo da teoria, procuradas desde o inicio desta secdo, sao as solucbes desta

equacao. Uma primeira solucao é dada por
(?2 - w2) =0, (4.152)

que é equivalente a

w="T|k|. (4.153)
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Esta é a relacao de dispersao usual da teoria eletromagnética de Maxwell, que no presente caso é
nao fisica.

Uma segunda solugao de (4.151) é dada por
772 2 glrigl ij 1475 772 2 _
(k —w>+we LIk + (Kpp)? Kk + 25k 2 — wtr (Kpg) = 0, (4.154)

que certamente diverge da relagdo usual. A solugao procurada, neste caso, é

W= ! LI+ \/(eﬂijl)2 Y41+ tr (Kpp)) (?2 v (Kpp)? kiki + 23?2)
2 [1 +tr (KDE)]

(4.155)
Reorganizando os termos no radicando, e considerando apenas as contribui¢oes de primeira ordem

nos parametros de violagao, obtém-se

1 .
= — 'K £ 2k {1
v 2[1+tr(KDE)]{ € [kl {1+

1 1 o 2 1 o —
il D 1 SN il ij 1077 2
—|-2 [4?2 (6 L k) + ?2 (1 +tr (KDE)) <(KDE) k'k? +2s k ) +tr (KDE)] }}, (4.156)

que, escrita mais uma vez em primeira ordem, torna-se

= — IR 2k {1+ = —(K Ui 42 k2> tr (K .
¢ 2[1+t7’(KDE)]{ ‘ F K2 (%pz) AR DE)( )
4.157
Expandindo agora o termo m, obtém-se finalmente
1 1 L Kk 1 LIk
LU:?‘IL"{1+8—2tT(KDE)+2(KDE)] ?2 ¥§ “{Z‘ }, (4.158)

que é, finalmente, a relacao de dispersao da teoria. Nesta relacao, nota-se que os modos se propagam
com a mesma velocidade de fase, o que significa que os seis parametros de violagdo de Lorentz da
eletrodinamica planar, s, (K DE)U , L , comportam-se como componentes nao birrefringentes a
primeira ordem.

Na verdade, ao invés do cdlculo do determinante (4.140) ter sido feito com a aprox-
imagao (4.143), ele poderia ter sido feito de forma exata, det D = Dj1Dss — D12Doy,

fornecendo a relagao de dispersao exata

det D = (?2 - wQ) {w2 [+ tr(Kpg) + det(Kpp)] + m(f X ?) — (Kpg)y ki3]~ [(1+9) B2+ (14 5) (Kpp
(4.159)

A relagao de dispersao fisica permite a solugao

- = — 1/2 —
(L X k) — (Kpp)y; L | k2 + (Kpp),, kkj} {(1+s) 1+ tr(Kpp) + det(Kpg)] + L* — (Kpg),, L

1+ tr(Kpg) + det(Kpg) 1+ tr(Kpg) + det(Kpg)
(4.160)
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A primeira ordem, esta expressao coincide com (4.158)

pipj (L x p)
22 4.161
2p? p| } ( )

Dessa forma, nota-se que os seis parametros de violagcao de Lorentz da eletrod-

s 1
Po= % |p| [1+§+§tr<kDE)— (kpE);;

inamica planar, s, (Kp E)ij , L' , comportam-se como componentes nao birrefringentes a
qualquer ordem. As componentes birrefringentes da teoria planar devem estar conti-
das, desse modo, no tensor 7#**, Como esse tensor modifica as equagdes de movimento
a segunda ordem, a birrefringéncia aparece apenas como um efeito de segunda ordem
nos paradmetros de violagao de Lorentz.

Da relagao (4.158), pode-se ainda encontrar a velocidade de grupo

1 1 o1~
ug =1+s—tr(Kpp) + 5 (Kpp)” k'K ¥ 5eﬂLﬂkl, (4.162)

mostrando que essa eletrodindmica pode violar a causalidade. Para realizar uma andlise completa
da consisténcia desta teoria (estabilidade, causalidade e unitariedade) deve-se efetuar uma andlise

detalhada usando o propagador de Feynman, o que estd sendo reservado como perspectiva futura.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Na presente dissertacao foi realizada a redugdo dimensional do setor eletromagnético CPT-par
do Modelo Padrao Estendido. Apds uma breve introducao no Capitulo 1, o Capitulo 2 foi iniciado
com uma discussdo das principais propriedades da Eletrodinamica de Maxwell em (143) dimen-
soes, apds o que foram calculados os campos elétrico e magnético produzidos por um fio carregado
de extensao infinita, a fim de tecer algumas analogias. A dependéncia em 1/r encontrada, aliada
ao fato do campo nao possuir componente no eixo-z, nem dependéncia nesta coordenada, abriu a
possibilidade do mesmo ser interpretado como uma solugao bidimensional (dependente apenas das
duas coordenadas espaciais definidas no plano de corte ortogonal ao eixo do fio). Assim, um pro-
cedimento de reducao dimensional eficiente foi proposto como sendo aquele em que sao separadas a
terceira componente espacial dos vetores e em que os novos vetores e componentes remanescentes
nao exibem dependéncia em termos dessa terceira componente espacial. Esse procedimento foi re-
alizado sobre a teoria eletromagnética de Maxwell sendo obtida uma teoria reduzida, cujas solugoes
classicas foram encontrados pelo método de Green. A dependéncia do tipo 1/r dessas solugoes
estava em acordo com a analogia feita com o fio infinito.

A seguir, no Capitulo 3, foram discutidos os principais fatos do setor de gauge do Modelo Padrao
Estendido. Este modelo, proposto por Colladay e Kostelecky [12], a partir dos trabalhos iniciais de
Carrol-Field-Jackiw [11], é composto pela termo usual de Maxwell suplementado pelo termo CPT-
fmpar de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw, e#"* v, A, F}., além do termo CPT-Par, (KF)W“)‘ FuFpx.
Estes dois termos foram discutidos separadamente. Foi destacado que o termo CPT-Impar é uma
generalizagao em (14-3) dimensoes do termo de Chern-Simons, e""?A,F,,, que estd definido em
(142) dimensodes, e que desempenha papel de interesse na fisica de sistemas planares a baixas
temperaturas (envolvendo supercondutividade e o efeito hall quantico). Nesta generalizagao, como

proposto por Carrol-Field-Jackiw, foi necessdria a introducao do vetor fixo v#* = (vo,vi), que
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atua como campo de fundo ("background") responsavel pela quebra das simetrias de Lorentz e
CPT. Quanto ao termo CPT-par, foram destacadas as propriedades do tensor ((Kp)""™), que
exibe as mesmas simetrias do tensor de Riemann além de possuir duplo-traco nulo, o que lhe
fornece 19 componentes independentes. Dessas, dez provocam a birrefringéncia e nove nao. Todas
as componentes birrefringentes estao severamente restritas pelos dados astrofisicos no nivel de 1
parte em 1032 [19, 20], e 1 parte em 1030 para as ndo-birrefringentes [23, 24, 25]. As equagoes de
movimento, tanto para o setor CPT-impar de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw quanto para o setor
CPT-Par, foram encontradas, notando-se que, em ambas, o campo elétrico e o campo magnético
aparecem acoplados, sendo produzidos tanto por cargas elétricas estdticas quanto por correntes
estaciondrias.

No capitulo 4 foi realizada a redugao dimensional do setor de gauge CPT-par do Modelo Padrao
Estendido, seguindo a prescrigdo que foi adotada nas referéncias [26],[28], e discutida no Capitulo
2, isto é, impondo que os campos nao apresentem dependéncia da terceira componente espacial, e
convertendo a quarta componente dos 4-vetores em campos escalares. Assim, o remanescente da
terceira componente espacial do 4-potencial (A(3) = <p) aparece na eletrodinamica planar resultante
como um escalar com dinamica prépria. Foi obtida, dessa forma, uma teoria composta pelo setor
eletromagnético, um campo escalar com termo cinético nao usual e um termo misto que acopla o
setores escalar e de gauge. No setor de gauge, a violacao de Lorentz foi induzida por um tensor de
quarta ordem, ZM*2¢ que apresenta as mesmas simetrias do tensor de Riemann e possui 5 com-
ponentes independentes. O setor escalar apresenta um termo cinético nao-candnico, C“/\ﬁugo(?,\gp,
onde C* ¢ um tensor violador de Lorentz (de segunda ordem), simétrico, com seis componentes
independentes. Os setores escalar e de gauge foram acoplados pelo tensor de terceira ordem TH*,
cujas simetrias implicam em oito componentes independentes. A paridade dessas componentes foi
discutida, considerando-se o campo ¢ como um escalar, ou seja, tranformando-se como ¢ — ¢ sob
operagao de paridade. Foram encontradas 4 componentes paridade-par para o setor eletromagnético
puro (Kpr)™, (Kpgr)®?, s, L) e mais oito referentes aos setores escalar e de acoplamento (C%,
Ccv2 o, 22 020 7022 7120 122) totalizando 12 componentes paridade-par que estdo restritas
pela relagao (4.35). Foram encontradas também mais 9 componentes paridade-impar, sendo duas
referentes ao setor de gauge puro ((Kpg)'?, L?), e mais 7 relacionadas com os outros setores (
COt, ¢12, 010 012 021 120 22 ag quais estdo restritas pela relacdo (4.36). As equacdes
de movimento da teoria reduzida foram obtidas usando a lagrangeana (4.8). Assim como no setor
CPT-par em (143) dimensoes, na teoria reduzida de (1+2) dimensées o campo elétrico e o campo
magnético aparecem acoplados, de modo que sao produzidos tanto por cargas elétricas estéticas

quanto por correntes estaciondrias. Ambos aparecem acoplados, ainda, ao campo escalar da teoria,
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através do tensor (T#"}), que contribui apenas em segunda ordem as equacdes de movimento, sendo
por isso desconsiderado. Foi também calculado o tensor de energia-momento da teoria, que possui
contribuigoes dos trés setores: gauge, escalar e de acoplamento. A partir deste tensor foi encon-
trada uma densidade de energia positiva, que é definida para pequenos parametros de violacao de
Lorentz. Foram discutidas ainda as equacoes de onda, tanto para os campos elétrico e magnético
quanto para os potenciais escalar e vetor. Foram obtidas as respectivas solugoes estaciondrias, com
seus desvios da eletrodindmica usual. Encontrou-se assim que, para uma carga pontual, os campos
produzidos, que no caso desta eletrodindmica foram tanto campo elétrico quanto magnético, de-
caem como 1/7, como usualmente ocorre em (142) dimensoes, de forma que a violagdo da simetria
de Lorentz nao altera o comportamento assintético. Estes campos, no entanto, exibem também
nao radiais, com dependéncia angular. O mesmo acontece com os campo produzidos por correntes
estaciondrias, que, neste caso, também geram tanto campo elétrico quanto campo magnético. Foi
também calculada a relagao de dispersao da teoria, revelando que os seis pardmetros de violacao
de Lorentz relacionados ao setor eletromagnético nao determinam birrefringéncia, que neste mod-
elo estd associada as componentes do tensor de acoplamento (7# )‘), e apenas como um efeito de
segunda ordem. Finalmente, foi calculada a velocidade de grupo, mostrando que essa teoria planar
pode exibir violacao da causalidade.

Entre as perspectivas futuras para este trabalho, estao a andlise mais cuidadosa da consisténcia
fisica do modelo, como a estabilidade, a causalidade e a unitariedade, o que pode ser realizado atravé
do propagador de gauge de Feynman. Uma outra perspectiva é a andlise de defeitos topoldgicos

tipo vortices neste modelo planar.
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Apéndice A

Algumas Identidades Importantes em

(14-2)-Dimensoes

Nos desenvolvimentos realizados anteriormente, alguns resultados foram utilizados sem demon-
stragao. Esses resultados, a partir de agora, serao todos discutidos neste Apéndice.
Basicamente foram trés os resultados usados. Dois deles estao implicitos na identidade (2.100)

ou na (4.105):

1 ) S| 21 ) 1 0 4
/ d?p ?e_lp'R - / s / dp e~ PReos® — o / %Jg(pR) — o / ?pJO(pR) — —orInR,
0 0 0 0
(A1)

a qual pressupoe, primeiramente,

2w
/ dg e~ PECS® — (27) Jo(pR). (A.2)
0

Este é um resultado conhecido de Fisica Matemética. Uma forma simples de demonstré-lo consiste

em usar a expansao de Jacobi-Anger para €*°°? em termos de funcoes de Bessel, ou seja:
7 e0sd — Z ime(z)eim‘b. (A.3)
m
Com ele pode-se concluir que

2 +oo .
d¢ gl cos ¢ / d¢ Z im Jm(z)ezmgb
0

m=—00

2

0

-1

27 27 o 0 27 mo
— d -1 m d m - m d m ,
Jo(2) /O o+ | Y ima (z)/o g™+ Ny " im, (z)/ e

m=—00 N , m=1 0
2m 0 0
(A.4)
o que fornece
2
/ dep €759 — (2m) Jo(2). (A.5)
0
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2 i .
O mesmo vale para fow d¢ €79 ou seja:

2

/ dep 759 = (21) Jy(2). (A.6)
0
Um segundo resultado utilizado, também implicito em (A.1), foi a integral:
o0
d

/ P Jo(pR) = ~In R (A7)

0

Ela pode ser demonstrada da seguinte forma. Identificando-a com uma func¢ao f(R) por enquanto

desconhecida tem-se

|~ Lawm) = 1) (A.9)
o D
Derivando em relagao a R, encontra-se:
on [ Lawr) = [ Lownr) =~ [~ Lpner) = - [ dphioR) = 3 = onf (),
0o P o P o P 0 R
(A.9)
onde foram usados 0, Jo(z) = —J1(z) e [3° dpJi(pR) = %, pois sabe-se que:
e 1
/ dpJm(pR) = R param inteiroe R >0 . (A.10)
0
Dessa forma, tem-se a equagao:
1
Onf(R) =~ . (A.11)
cuja solugao é dado por
f(R)=—InR, (A.12)
ou, lembrando quem ¢ a funcao f(R):
—Jo(pR) = —InR. (A.13)
o D
Quanto ao terceiro resultado, é conveniente discutir primeiramente a integral (A.35):
* Ji(pR) R R
dp=——=InR+ —. Al4
|2 =SR] (A14)
Ela pode ser demonstrada partindo da relagao:
J
.1 (a) = Jofa) — 1D (A1)
ou de uma variante sua
J1(JU) _ Jo(w) _ Gle(x)
x2 x x
Fazendo pR = x, obtem-se:
* Ji(pR) /OO Ji(z) dz /OO Ji(z)
dp = — =R dx. A.16
/o p? P o 2?/R*R 0 2 ! ( )
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Dessa forma, pode-se fazer

OmJl(;)dx_/()""(Joi) 0 J1(x )> = IR / aJl _ (A.17)

Para calcular a integral no segundo membro é necessdrio realizar uma integracao por partes, onde

se deve fazer:

Oz J1(x)dx = du,v = 1/z. (A.18)
Dessa forma, obtem-se

/Oooam‘]xl(”:)dxz [Jlx(x)]:o—/ooo <—J;(2m)>dx20— [Jlm(:c)]ﬁ/ow Jlx(f)d:n. (A.19)

Ji(z)

xT

Aqui, para calcular o termo [ }0 , € necessdrio expandir a fungao Ji(x) préximo a origem:

3

T T
_r_Z A2
J1(x) 5 " 16 + .. (A.20)
Com isto tem-se
1
[Jl(x)] -, (A.21)
T 0 2
e portanto
/ Quil@) L +/ Jl(f)dx. (A.22)
0 xr 2 0 X

Dessa forma, a partir da Eq. (A.17), obtem-se:

> J1($> 1 > J1<$) 1 > Jl(.’IJ>
/0 2 d:z;:—lnR—(—2+/O 2 dx :—lnR+2—/o 2 dz, (A.23)

0 que é equivalente a

1
/ i@ )d:p——flnR%— (A.24)
0 Jf
e, consequentemente, a integral procurada se torna
Jl(pR) / Ji(z) 1 1 R R
= —dr = —=1 - ) =——1 —. A2
/0 2 ——=dp=R 2 dr =R 2nR—I—4 2nR+4 (A.25)

Uma demonstragao alternativa, analogamente ao que foi feito acima na Eq. (A.8), é identificar

a integral procurada com uma fungao g(R) por enquanto desconhecida

* Ji(pR
1(2 >dp = g(R). (A.26)
Derivando em relagao a R, obtem-se:
* Ji(pR *© OrJ1(pR > pJ{(pR J pR
0 p 0 p 0 p 0 p

Usando a relagao (A.15), esta expressao se torna

a/ J1 d _/0 [Jo(pR)p IERR)}dp:/OOOJ“;mdp—1/OOJ1(pR)dP’ (A.28)

R Jo p2
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o que, usando o resultado (A.7), equivale a expressao

& Jl(pR) 1 /oo J1(pR)
0 / dp=—InR— — dp, A.29
o P2 RJy, p? (4.29)
e obtem-se assim a seguinte equagao diferencial
-l mr (A.30)
=——g—1In .
g RQ )
que pode ser reescrita como
r, 9 1 /
==—(gR) =—InR A31
ou ainda como
(gR) = —RInR. (A.32)

Para encontrar a solucao desta equacao é necessario integrar os seus dois membros, sendo que

o segundo membro pode ser integrado por partes, fazendo-se

u=InR; dv=—RdR.

Dessa forma obtem-se

R? R%1 R? R?
gR:/(—RlnR)dR+c:—lnR~l—/dR+C=—1HR++Ca (A.33)
2 2 R 2 4
ou ainda
R R ¢

Para que esta solucao fique dimensionalmente correta, é necessario escolher ¢ = 0, e o resultado

passa a coincidir com o anterior, Eq. (A.25), ou seja:

mng—gma (A.34)

Realiza-se agora o cédlculo da seguinte transformada de Fourier:
2  DPiPj _ip-(r—1'
/d p —46 ip-(r I')) <A35>
P
Inicia-se usando-se os procedimentos usuais

D ) , ®© 1 27 .
/de pi]i]e—zp-(r—r) — _aiaj/ 7pdp / d¢ e—szcosqS’
p o P 0
& 1 1
= —aiaj/ 2r— Jo(pR)dp = —27T/ —0:0;Jo(pR)dp, (A.36)
0 p o P
Para calcular as derivadas 0;0;Jo(pR) que aparecem na integral (A.36) é necessdria a identidade

axz]()(.f) = —Jl(.%') . (A.37)
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Com ela pode-se concluir que

R; R;
9;Jo(pR) = —=p1i(PR)O;R = —p/(PR) 3 = —p5 /1 (PR) , (A.38)
e ainda que
0:0;Jo(pR) = —p | 1 (PR) — —5~ 1(PR) + - 0i1(pR) | - (A.39)
Agora para calcular a derivada 0;J;(pR) € necesséria a identidade
J
B J1(x) = Jo(z) — 15”) . (A.40)
Com ela tem-se
Ri Jl (pR) Ri Ri
) . _ = p— S , A4l
0 J1(pR) = p—5[Jo(PR) R | =p5 Jo(pR) — 75 1(PR) (A.41)
e consequentemente
51']‘ RjRi Rj R; R;
;0 =—p|—= - — (p—= - — , A.42
005 p1) = ~p | S om) ~ o o) + P (5 0~ e n o) (A2
o que pode ser escrito como
dij R;R; R;R; R;R;
0;0;Jo(pR) = —p [RJl(pR) - J1(pR) +p 72 (pR) — 7B Ji(pR)| . (A.43)
Inserindo este resultado na integral (A.36), tem-se
2, PiPj —ip(x—1') _ o /001 0ij R;R;
/dp A e iy 7 RJl( pR) — 3 Ji(pR)+
R;R; iR
T i) — Tl J1<pR>] dp, (Ad4)

ou ainda

i _ 51 R R R Jl(pR) RiR' o0 J()(pR)
d2 Di p] ip-(r—r') _ 9 YA / d J / — 7 d . A.45
/ P "We PR )L e PRy P B

Aqui é necessdrio um outro resultado importante, discutido anteriormente neste préprio apéndice,

*hR), R R
/0 e dp = 2lnR—i—4. (A.46)

Usando-o na integral (A.45), obtém-se

/de Py g=ipte—x) — op [(‘S"j - 2RJ'R"> ( ];1 R+ R> + RiRj(lnR)] (A.47)

P R R3 4 R2
. dij R; R 1R;jR; = i R Rj
0 que é equivalente a
2 PiPj _ip.(r—r') _ 5 1 RjR;
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Apéndice A

Solucoes Exatas

O célculo dos potenciais e campos eletromagnéticos no Capitulo 4 foi realizado levando em
conta apenas contribui¢oes de primeira ordem nos pardmetros de violagao. Neste apéndice serao
mostradas solucoes exatas para tais campos, adotando um procedimento de solucao diferente do
adotado no Capitulo 4.

As equacgoes a serem resolvidas sao

V2 + (Kpg)” 8:0; + (les) (Lia,;)ﬂ AV =~ <p+ a Jlr S)eijLijf> : (A1)
V2B:—(1is) [VXj—(?-ﬁ)}. (A.2)

Isto pode ser feito pelo método de Green. De acordo com esse método, relembrando, para a primeira

equagao, por exemplo, tem-se uma solucao do tipo

2w =[a-) [p () + (1is)f <7 (r')} a2, (A3)

sendo G (r — ') a func@o de Green que obedece a equacao

[v2 + (Kpg)” 0;0; + (1le5) (Liaﬂ G(r—r)=-0(r—1"). (A.4)

Efetuando uma transformada de Fourier nos dois membros desta equacao obtem-se

N 1 P 1
2 (K iJ ir LJ =— A.
[ p ( DE)pp’ 159 (»'L") (P'L7)| G (p) 2 (A.5)
sendo G (p) a fungdo de Green de G (r — 1'). Esta Eq. (A.5) pode ser reescrita como
=i [0+ (Kpg)" + L1 | py | G = - L (A.6)
(2m)
ou ainda como
G=— 1 (A7)
(2m)” p* M pI



sendo M a matriz 2 x 2

g g 1 o
MY = (§+ Kpg)Y + ——— L'’ A8
( DE) 119 (A.8)
Assim, efetuando uma transformada de Fourier inversa na Eq. (A.7), obtém-se
= / Gemirr=r) g2y = 1 / L ip—rg2y, (A.9)
2m)?) pMiipi

Aqui, ao invés de realizar uma expansdo no integrando e considerar apenas contribui¢oes de primeira
ordem nos pardmetros de violagao, como foi feito anteriormente no Capitulo 4, ao invés disso pode-se

resolver esta integral usando a identidade

! / i (A.10)
- — = e S .
pMYIpT g ’

o que fornece

1
(2r)?

1
2
(2m)
Esta integral, por sua vez, pode ser resolvida exatamente. Para resolvé-la é necessédrio primeira-

mente completar a forma quadratica no integrando. Isto pode ser feito da seguinte forma
—sp"Mp — ip" (r — r’) =-s(p— pC)T M(p —pe) + A, (A.12)

sendo p. e A constantes a serem descobertas. Note-se aqui que

T
—s(p—p) M(p—p) = —sp'Mp+ sp"Mpc+ sp. Mp — sp. Mp,
= —sp! Mp + 2sp” Mp, — sp! Mp, , (A.13)
e que, para uma constante p. = 7215 L (r —r'), esta forma quadratica (A.13) se torna

T T Y= B2 A W W A o R IRV = )
sp” Mp + 2sp M( 25M (r 7’)) s( 2SM (7’ 7‘)) I\\/JI< 28M (7’ r)) , (A.14)

0 que é equivalente a

—spTMp — z'pT (r — 7") + 4713 (Mfl (r - ’I“I))TM (Mfl (7“ — T‘/)) , (A.15)
ou ainda a
—sp"Mp — ip" (r — 7") + ﬁ (r — r’)T (Mfl)T (r — r') . (A.16)

Com isso conclui-se, a partir da Eq. (A.12), que a constante A é dada por

A= _ﬁ (r— )" oY) (r— ), (A.17)

ou, j& que M ¢é simétrica, conforme a Eq. (A.8),

A:—4—1S (T—r’)TM_l (r—r"), (A.18)
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e a funcdo de Green (A.11) se torna

G — (2711-)2 /e—s(p—i—;;M_l(r—r’))TM(p—&—;SM_l(r—r’))—Alls(r—r')TM_l('r—r/)dedS. (A19>

Aqui hé duas integracoes para serem realizadas, uma na varidvel p e outra na varidvel s. A integracao

em p fornece o resultado bastante conhecido

/e—s(p-ﬁ-;SMl(r—r'))TM(p—i-;sMl(r—r’))—zs(r—r’)TMl(r—r’)d2p _ ™ 6_4715(T_T/)TM_1(T_TI) 7
svVdet M
(A.20)
tornando a integral (A.19) igual a
1 T /oo efé(rfr’)TM’l(rfr’) p Aol
= S. .
(27)% V/det M Jo s (4-21)

A integracdo em s, por sua vez, fornece o resultado também bastante conhecido

00 =5 (r=r) M~ (r—r) ) ML (r =
/ — ds = ?I%Ko 2e (r=r) r—r)
0 —

s 4

e—0

— lim Ko (M (r =) M1 (r — r’)> , (A.22)

0 que é equivalente a

o0 —%(r—r’)TM’l(r—r’)
/ €’ ds = — lim In <6\/(7“—7°/)TM_1 (7“—7“/)) . (A.23)
0

S e—0

Dessa forma, a fungao de Green (A.19) se torna finalmente

G = lim In <6\/ (r =) M1 (r — m) , (A.24)

1
4/ det M e—0

ou

G = W(liew lim In <E\/ (r — ) (M) (r — r’)j> , (A.25)

Para o potencial escalar, entao, tem-se a solugao

A0 = / (W) lim In (6\/(7“ ) (M) (= r’)j> (p+ i i S)f . 7) 21

Para uma carga pontual, cuja densidade ¢ dada por

p=aqd(r'), (A.27)

o potencial produzido se torna

0_ _ q : i (M=1)E 7
A 4W\/mgl_r%ln<e rt (M1 r>. (A.28)
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Por outro lado, para uma corrente estaciondria associada a uma carga pontual com velocidade

. — . . L,
uniforme v, cuja densidade é dada por

7 =qvd(r), (A.29)

tem-se o potencial
AV = — el lim In (e i (M—1)% ’I“j> T x7). A.30
47 (1 + s) Vdet M e—=0 (M) ( ) ( )

Com isso pode-se encontrar o campo elétrico produzido por fontes pontuais:

E' = ———=V'In(/r™M~1)"" A31
4rr+/det M ( ( ) ) ( )
_ q 32 (M_l)w rJ _ q (M—1) i )
4 /det ML (r (M) 1)~ g /det M (r (M1 )
para a carga ¢, e )
, q - (M) 7d
EZ - Lxw mn ’ A33
4 (14 s) Vdet M ( ) (rm (M—1)™" pn) ( )

para a corrente estaciondria, divergindo da eletrodinamica usual onde este campo seria nulo. Apesar
disto, vé-se nestas expressoes, Eqs. (A.31) e (A.33), que a violagdo de Lorentz nao altera a ordem

de magnitude do campo elétrico, mesmo quando calculado exatamente. Aqui continua sendo

E (A.34)

i

1
T

da mesma forma que na eletrodindmica usual, embora apareca uma dependéncia angular em
_ ~ . . . . ~ _1— ~
rTM™1r e o campo nio seja mais radial, estando na direcdo de M ~17". Quando os pardmetros de

violacao sao despreziveis, no entanto, recupera-se os resultados usuais

- q T q T
= _ _ A.35
AnrTr  Ax 2’ ( )

-
E=0.

Agora, para o campo magnético tem-se a equacao (A.2), aqui reescrita como

VQ[B—(?E)}:—(IL)VX? (A.36)

que apresenta, segundo o método de Green, uma solugao na forma

B- (f : E) — /G [(1i8)6im ]m] a2 (A.37)

sendo G a fungao de Green a qual obedece a equagao
V3G = -6 (7" — r') .
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Apé6s uma transformada de Fourier tem-se

~ 1
—?G = — ’
T ey
ou
~ 1

0 que, ap6s uma transformada de Fourier inversa, fornece
G = /ée_ip'(T_T/)dzp - / ie_i/p(’ﬂ_rl)al2]9 . (A.39)
2m)? ) p?
Sabendo, analogamente a identidade (A.20), que
R
— = e P ds, (A.40)
p 0

a fungao de Green se torna

_ 1
- (2n)?

/€szeip‘(r’”/)d2pds= /65p2ipl(rw)d2pd5~ (A.41)

1
(2m)?
O expoente no integrando, mais uma vez de forma andloga ao que foi feito anteriormente, pode ser

reescrito como

—sp?—ip- (r—r) = —s <p+2i (rr’)>2+s <QZS (rr,)>2

e com isso tem-se a integral

; & r=r)?
G — 1 /e—s(p-&-;s(r—r’))2—415(r—r’)2d2pd5 _ 1 /ﬂ-e—zfs(r—r’)QdS i Fern ds,
(2m)? (2m)? ) s 4T s

(A.43)

cujo resultado é andlogo a identidade (A.22), fornecendo
G = ihlrnK 2e M ith (e|r—7"|) (A.44)

A e ! 4 A e—0 0 ’ '
e a fungao de Green procurada se torna, entao,
1 . ,

G=——1limn (e|r —7']). (A.45)

47 e—0

Com tudo isso, conclui-se que o campo magnético nesta eletrodinamica é dado por

B~ (T F) :/(-4;) lim In (¢|r — ') [(lis)ém ]d2 / (A.46)

A integral no membro direito pode ser resolvida reescrevendo-a como
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/ai{m (e|r —']) [ém5™]} @2 f_/al- In (e|r — )] [emjm] 2" (A7)

o que fornece

/111 (e|r = ') [eim0i™ (x")]d?x" = [In (e|r —1'|) eimjm(r’)]fz — /eimH[jm(r’)]d%'
r—r
=0
(A.48)
Com isso o campo magnético da teoria se torna
L (7 3 1 (r =) g 2
B(r) = L-FE _— im——5 1 . A4
® =55 ( >+2w(1+s)/qmyr—w|2[‘7 (e (4.49)

Para uma carga pontual, representada pela densidade (A.27) e campo elétrico (A.31), tem-se

1 - =
B = gy (LE)
L q M7 ] q L (M) rd
~ (I+s) [4rv/detM (rm (M-1H)™" 7’”)] 4w (14 ) Vdet M ™ (M) e
(A.50)

que é a contribuicao de uma carga elétrica para o campo magnético, resultado, conforme ja discu-
tido, que se afasta da eletrodindmica usual. Na auséncia dos pardmetros de violagdao, no entanto,
recupera-se

B(r) =0, (A.51)
que é o resultado usual. Por outro lado, para uma corrente estaciondria associada a uma carga
pontual com velocidade uniforme v, representada pela densidade (A.29) e campo elétrico (A.33), o
campo magnético é dado por

Li
(1+5s)

q

Br) = dr(1+ 5) detM<

fx?) +

! G
+27T(1+3)/62m\7’—r’|2[q S("d*’, (A.52)

o que fornece a expressao exata

B(r)=

, (A.53)

q (f _>> Lt (M_l)i‘j rd q T XU
X v —
4 (14 5)* VdetM rm (M- e | D2 (14s) 12

Vé-se que também o campo magnético nao tem sua ordem de magnitude alterada, pois tem-se
ainda

B~ - (A.54)
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mesmo quando calculado de forma exata, e da mesma forma que o campo elétrico também aparece

M7
rTM~-1r

— — =
dependéncia angular, neste caso em (L . ) e ( 5 ) Além disso, na auséncia de violagao

recupera-se o resultado

Br)= LI =Y (A.55)
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The CPT-even Abelian gauge sector of the standard model extension is represented by the Maxwell
term supplemented by (Kp),,,,F*"F*?, where the Lorentz-violating background tensor, (Kr),, e
possesses the symmetries of the Riemann tensor. In the present work, we examine the planar version of
this theory, obtained by means of a typical dimensional reduction procedure to (1 + 2) dimensions. The
resulting planar electrodynamics is composed of a gauge sector containing six Lorentz-violating
coefficients, a scalar field endowed with a noncanonical kinetic term, and a coupling term that links
the scalar and gauge sectors. The dispersion relation is exactly determined, revealing that the six
parameters related to the pure electromagnetic sector do not yield birefringence at any order. In this
model, the birefringence may appear only as a second order effect associated with the coupling tensor
linking the gauge and scalar sectors. The equations of motion are written and solved in the stationary
regime. The Lorentz-violating parameters do not alter the asymptotic behavior of the fields but induce an
angular dependence not observed in the Maxwell planar theory.

DOI: 10.1103/PhysRevD.84.045008

L. INTRODUCTION

Lorentz symmetry has been considered as a fundamental
cornerstone of physics since the establishment of the spe-
cial theory of relativity. The inquiry about to what extent
this is an exact symmetry of nature constitutes the scope
of most investigations in Lorentz violation nowadays. The
motivation for such studies is that the observation of
Lorentz symmetry small violations in current low-energy
phenomena could indicate new routes for developing theo-
ries at the Planck scale. The standard model extension
(SME) [1,2] is a theoretical framework that incorporates
Lorentz-violating coefficients to the standard model and to
general relativity and has served as a suitable tool for
constructing interesting approaches in this area.

The gauge sector of the SME embraces 23 Lorentz-
violating coefficients that yield some unconventional phe-
nomena such as vacuum birefringence and Cherenkov
radiation. The coefficients are usually classified in accor-
dance with some criteria. One criterion is the possible
violation of the CPT symmetry, being the parameters
CPT odd or CPT even. The Carroll-Field-Jackiw term
[3] is the CPT-odd term of the SME, composed of four
parameters, that engenders a parity-odd and birefringent
electrodynamics whose properties were largely examined
in connection with many diverse issues: consistency as-
pects and modifications induced in QED [4-6], supersym-
metry [7], generation by radiative correction [8], vacuum
Cherenkov radiation emission [9], electromagnetic
propagation in waveguides [10], Casimir effect [11],
finite-temperature contributions and Planck distribution
[12,13], anisotropies of the cosmic microwave background
radiation [14], classical electrodynamics solutions [15],
and dimensional reduction [16-18].
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The CPT-even gauge sector of the SME has been
studied since 2002, after the pioneering contributions by
Kostelecky and Mewes [19,20]. This sector is represented
by the 19 components of the fourth-rank tensor, (Kr)y,)es
endowed with the same symmetries of the Riemann tensor,
and a double null trace. The 19 components are grouped in
two subclasses: the ten birefringent ones, which are se-
verely constrained by astrophysical tests of birefringence,
and the nine nonbirefringent ones. This latter group can be
constrained by laboratory tests, which are continuously
being proposed and realized. Recently, an interesting study
revealed that the nonbirefringent components can be con-
strained to the level of 1 part in 10'7 considering that they
contribute to the birefringence at subleading order [21].
High-quality cosmological spectropolarimetry data [22]
have been employed to impose stringent upper bounds
(as tight as 10737) on the ten birefringent Lorentz invari-
ance violating (LIV) parameters. On the other hand, the
Cherenkov radiation [23] and the absence of emission of
Cherenkov radiation by ultrahigh energy cosmic rays
[24,25] have been used to impose upper bounds on the
nonbirefringent components. Photon-fermion vertex cor-
rections induced by the LIV coefficients [26—29] have been
employed to state upper bounds on these coefficients as
well.

The dimensional reduction of the CPT-odd gauge term
of the standard model extension was performed in
Ref. [16], yielding a planar electrodynamics composed of
the Maxwell-Chern-Simons electrodynamics coupled with
a massless scalar field—the remanent of the third spacial
component of the four-potential (A®) = ¢). It is interest-
ing to note that the Chern-Simons term appears naturally in
such reduction. This planar model was studied in its con-
sistency (stability, causality, and unitarity) and had its

© 2011 American Physical Society
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classical solutions determined in Ref. [17]. The dimen-
sional reduction of the Abelian-Higgs Maxwell-Carroll-
Field-Jackiw model was performed in Ref. [18].

In the present work, we realize the dimensional
reduction of the CPT-even gauge sector of the SME to
(1 + 2) dimensions following the prescription adopted in
Refs. [16,18], that is, freezing the third spatial component
in such a way that the fields cannot exhibit any dependence
on it. The arising scalar field is the remanent of the third
spacial component of the four-potential (A®) = ¢). We
obtain a planar theory composed of the electromagnetic
sector, a scalar massless field with noncanonical kinetic
term, and a mixing term that couples the scalar and gauge
sectors. In the gauge sector, Lorentz violation is induced by
a fourth-rank tensor, Z,,, ., endowed with the symmetries
of the Riemann tensor, which renders six independent
components. The scalar sector presents an additional
noncanonical Kinetic term, C,, * patp, where C PFREE:
Lorentz-violating symmetric second-rank tensor with six
independent components. The scalar and gauge sectors are
coupled by the third-rank tensor, T, ,,, whose symmetries
imply eight independent components. The traceless condi-
tion, coming from the (1 + 3)-dimensional model, reduces
the number of independent parameters to 19. Once the
planar model and its structural features are set up, we
examine the effects of the Lorentz-violating parameters
in the electromagnetic classical solutions (in the stationary
regime), using the Green’s method. As in the original four-
dimensional counterpart, stationary currents and static
charge are able to create both magnetic and electric fields
in this planar theory. The stationary solutions reveal that
Lorentz-violating coefficients do not modify the asymp-
totic radial behavior of the Maxwell planar electrodynam-
ics, but are able to generate terms with angular dependence.
The dispersion relation stemming from the pure gauge
sector allows one to notice that the planar electrodynamics
is free from birefringence, which is implied only at second
order by the components of the tensor 7'y, .

This work is organized as follows. In Sec. II, we briefly
present general features of the CPT-even electrodynamics
of the SME. In Sec. III, we perform the dimensional
reduction procedure that leads to the planar theory of
interest. In Sec. IV, we study this planar theory focusing
on the equations of motion. In Sec. V, the dispersion
relation is exactly carried out. In Sec. VI, we evaluate the
classical stationary solutions for electric and magnetic
fields, remarking on the deviations induced by the
Lorentz-violating terms. In Sec. VII, we present our con-
clusions and final remarks.

II. THE PARAMETRIZATION OF THE CPT-EVEN
GAUGE SECTOR OF SME IN (1 + 3) DIMENSIONS

The CPT-even sector of the Lorentz-violating electro-
dynamics of the SME photon sector is represented by the
following Lagrangian:

PHYSICAL REVIEW D 84, 045008 (2011)

L = —F y FA7 = J(Kp) o1 FPPFM — AR, (1)
where the indices with the hat, &, #, run from O to 3, F Iy 1s
the usual electromagnetic field tensor, A* is the four-
potential, and (Kr) apAR is a renormalizable, dimension-
less coupling which has the same symmetries as the
Riemann tensor:

(Kp)poize = ~Kr)pgie
(KF)/l;)X;Q = _(KF)ﬁﬁkX’ (2)
= (KF)):R-Iaj)y

(KF)laf/):f(+(KF)I_1A,Q;9+(KF);1R19)\A:Or (3)

and a double null trace, (K)*? 4» = 0. The equation of
motion is

9, F? R — (Kp)RPARg,F o =0, 4)

The tensor (Kr) 4., has 19 independent components, from
which nine do not yield birefringence. A very useful pa-
rametrization for addressing this theory is the one pre-
sented in Refs. [19,20], in which these 19 components
are contained in four 3 X 3 matrices:

(Ro+ V¥ = Hkpg + kg,
(R )k = %(KDE — Kkpp)* — %Sjk(KDE)Uy &)

Ky = %tr(KDE),

(Rys VK = (kpp + Kpp),
(6)

(Ry— )k = (kpp — Kup),

where K, and &, designate parity-even and parity-odd
matrices, respectively. The 3 X 3 matrices kpg, Kyg»
kpp, and kygp are defined in terms of the (Kj)-tensor
components:

(kpp)* = —2(K )"k, (kpp)* = 3eira elim(K p)paim,

)

(kpp)* = —(kyp)¥ = €P4(Ky)0Pa, (8)

The matrices kpg, kg contain together 11 independent
components while «pp, kgg possess together 8§ compo-
nents, which sums the 19 independent elements of the
tensor (Kr),,,,- From these 19 coefficients, 10 are sensi-
tive to birefringence and 9 are nonbirefringent. These latter
ones are contained in the matrices &, and K,_. The
analysis of birefringence data reveals the coefficients of
the matrices K, , and &,_ are bounded to the level of 1 part
in 10%2 [19,20] and 1 part in 10°7 [22].
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III. THE DIMENSIONAL REDUCTION OF THE
CPT-EVEN SECTOR

In order to study this model in (1 + 2) dimensions,
one realizes its dimensional reduction, which consists
effectively of adopting the following ansatz over any
4-vector: (i) one keeps the temporal and also the first two
spatial components unaffected; (ii) one freezes the third
spacial dimension by splitting it from the body of the new
3-vector and requires that the new quantities (y), defined in
(1 + 2) dimensions, do not depend on the third spacial
dimension 95y — 0. This procedure was performed for
the Carroll-Field-Jackiw electrodynamics in Ref. [16].
Applying this prescription to the gauge 4-vector, A*, one
has

A? = (A" ¢), €))

where A® = ¢ is now a scalar field and the Greek indices
without a hat run from 0 to 2, that is, w =0, 1, and 2.
Carrying out this prescription for the terms of Lagrangian
(1), one then obtains

P — v 3
FyyFA? = F,,F* 4 2F i F*
= F,,F* —29,", (10)

(KF)ﬁ ﬁijﬂ IA’FXR = ZMV)\KFMVF)‘K + 2Z;L3AKF’U'3F)‘K
+2Z, 3 F*F" + 4ZM3/\3FM3F)\3,
(11)

where Z,,,. is the planar version of the original
(Kr) tensor, that is, Z,,,\« = [(Kp) upaxli+2- It fulfills the
following symmetry properties:

2%}

Z;U//\K = Z)\K,MV’ Z,uV/\K = _ZV;LAK’ Z,lLI//\K = _Z,LLVK)\’
(12)
Z,uV/\K + Z,LL)\KV + Z/,LKV/\ =0. (13)
These symmetries imply Z a3 FF R =
Z 530 F*3FA*, leading to

(Kp) g p i iFPTFAR = Z,,,0 FRVFA 4 47 00 FRIFA
+4Z,35FFFY, (14)

(KF)M“FWF“ = ZyyaF#YFA — AT ) 0F pF<
+4C, 0 ot (15)

where FA3 = g+ ¢, and we have defined new second-rank
and third-rank tensors

Cur = (KF) yars

With it, the dimensionally reduced Lagrangian is

T‘U.)LK = (KF)S/.L)LK’

PHYSICAL REVIEW D 84, 045008 (2011)

Lo = —3F  , F* = 1Z, 0 FP'FM + 10, por ¢
— Cupd#porp + T, OH GFA — J AP — J .
(16)

The presence of the tensor C,,, provides a noncanonical
kinetic term for the scalar field. Some attempts of propos-
ing Lorentz-violating constructions for topological defects
with a term such as this are already known in the literature
[30]. This term has recently been used to study acoustic
black holes with Lorentz violation in (1 + 2) dimensions
[31] and also the Bose-Einstein condensation of a bosonic
ideal gas [32]. The tensor T, in turn, is responsible for
the coupling between the scalar and gauge sectors in this
planar theory. These two tensors satisfy the following
symmetries:

Cur = Capr a7
T,u/\K = _T,uK/\' (18)
TM)\K + T)\K,M + TKM/\ = 0 (19)

The (double) traceless property of the K tensor is now
read as

Z,,M +2C%, = 0. (20)

By the relations (17)—(19), we conclude that the tensors
Cuns Zyvrn> and T, contain six, six, and eight indepen-
dent components, respectively, comprising 20 parameters.
The relation (20) states a constraint between them, remain-
ing19 independent components, the same number of the
tensor K (before the dimensional reduction).

The reduced model (16) is invariant under the following
local gauge transformation:

A, — A, T I,A ¢ — ¢, (21)
in such a way that it preserves the U(1) local gauge
symmetry of the four-dimensional model. The full
Lagrangian of this model is written as

L= —F, F* +30,49% ¢ — Coo(dg9)

+ Coi(99)(9;0) — Cij(9:0)(0;0) — (Zoi2E)B

— k)i E'E) — 1sB* — Tp,00pE'

- EijTOijao¢B + Tlojal¢Ej + fleiljai¢B. (22)
As in the original four-dimensional model, the Lorentz-
violating coefficients have definite parity. In (1 + 2)
dimensions, the parity operator acts doing r — (—x, y),
so that the fields go as
B— —B.

(23)

AO_)AO’ A_)(_Ax’Ay)) E_’(_Ex’ Ey))
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Parity classification and number of Lorentz-violating parameters belonging to the planar model. The symbol N designates

the number of components, while N designates the total of independent components.

Components N N
Parity even Coo> Con> Ci15 Coa, Ly, (kpp)i1s (kpe)aas 85 Toozs Tho1s Taozs Tiin 12 11
Parity odd Coi> Ci2s Ly, (kpg)12, Toots Torzs Tio2s Too1s Torn 9 8
Total 21 19

For more details, see Ref. [33]. We consider that the field ¢
behaves as a scalar, ¢ — ¢. This allows one to conclude
that this planar model possesses 12 parity-even compo-
nents, and 9 parity-odd ones, as shown in Table I. Further,
we see that the trace relation (20) involves only parity-even
coefficients, whereas the relation (19) embraces only
parity-odd parameters (when the indices of the tensor
T, assume three different values, To, + Ty + Tho1 =
0). These two relations reduce the number of independent
components from 21 to 19, as expected. The fact that the
components of the vectors (Zy;;2, Tyo;) transform distinctly
is a consequence of the way the vectors r, A, and E behave
under parity."

If one neglects the coupling between the scalar and
gauge sectors (7', = 0), one has a planar theory com-
posed by the usual Maxwell electrodynamics modified by
the term Z,,,, F*"F A% and a scalar field endowed with a
noncanonical kinetic term, whose properties will be exam-
ined. The planar Lagrangian density of the electromagnetic
sector is

£EM(1+2) = _%FMVF/LV - %Z;LVAKFMVF)‘K - ‘],U,A,u" (24)

which represents a gauge-invariant theory (in the absence
of external currents). We should note that the planar tensor
Z 02 Would have 3% = 81 components in the absence of
the symmetries. The symmetries properties, however, re-
duce them to only six independents components:

Zoitm = [20112’ 20212]’
Zoiom = [Zo101> Zoa02» Zor02), (25)
Zijim = [Z1212].

It is interesting to note that the permutation symmetry (13)
is now just a complementary relation, not implying a new
constraint on the components of the tensor Z,,,,. This
planar tensor does not share the double traceless condition
of the tensor (K) anymore. Instead it holds Eq. (20) that
states a relation between its components and the ones of the
tensor C,,. For this reason, when the gauge and scalar
sector are considered together, both contribute only 11
components.

"Note that in the case the field ¢ behaves similar to a
pseudoscalar (¢ — —¢), the behavior of the components Ty,
TOij’ Tioj’ Ti[j is reversed under pal‘ity‘

In order to propose an effective parametrization for
gauge sector elements, it is helpful to write the
Lagrangian element, Z,,, ,  F*"F Ak in terms of the electric
and magnetic fields,

(26)
where it was used F% = —E/, F'?=F,, = —B. We
should remember that in (1 + 2) dimensions the magnetic

field is a scalar. Thus, the two elements Z;;,, can be read as

elements of a 2-vector,
2Z0itm = 2Zpi1a = L, Ll =27%12 (27)

with L = (L,, L,). The three elements Z,; are written as
elements of a symmetric 2 X 2 matrix

2Zj0; = (kpr)ij = (kpg)ji, (28)
whose components are
Z Z
e — 2[ oto1  Zo102 :I 29
PE Zoiz  Zooo 29)

Finally, the single element Z;;;,, plays the role of a scalar,
2Z;jim = 221310 = . (30)

Using the new definitions, the planar pure electromagnetic
Lagrangian (24) takes the form

Lna+2) = 3E? = Mkpg) i, E'E — (1 + 5)B> + (L - E)B,
(3D
where it used the contraction
ZM,,AKF’“’F’“‘ = —4L-E)B + 2Ei(kDE),-jEj + 2sB2.
(32)

Another relevant aspect concerns the evaluation of
the canonical energy-momentum tensor for the planar
Lagrangian, (24), carried out from the usual form @#r =
[0L/3(d5A,)]07A, — gP? L, and leading to the result,

OFr = —(FBa 4 zParF, YoPA, — gPP L. (33)
The energy density,
OR, = 3(E? + B?) — {(kpp)"E'EV + 3sB%,  (34)

is obtained by using Gauss’s law. It is interesting to men-
tion that the same result is achieved via the construction
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of the density of Hamiltonian, H = w*A, — L, where
7 = 0L/3(9yA,) is the conjugate momentum,

7 = — 0% — Z0aAkp (35)

In components, we have 7 =0 and 7' = E' —
(kpg)YE/ + L'B. The pure gauge model has two first class
constraints, 77 and 9,7, the latter one being Gauss’s law.
The Hamiltoninan analysis implies the same energy
density of Eq. (34). These outcomes show that the energy
density can be regarded as positive definite, once the
Lorentz-violating parameters are sufficiently small.

IV. WAVE EQUATIONS FOR THE PLANAR
ELECTRODYNAMICS

In order to obtain the classical solutions of the planar
electrodynamics represented by the Lagrangian (16), we
should write the equations motion. In a general way, such
equations are given by

Do FP — ZP%G F) o — 2THP 0, = JP,  (36)

O¢ + Te9,F), — 2C%,0,¢p = —J. (37)

In the absence of the coupling term (T#*# = (), the gauge
and scalar sectors become decoupled and classically gov-
erned by the following equations:

9, FeB — zParcy F, = JB, (38)

O¢ — 2C9,,0,¢ = —J. (39)

The main reason for neglecting the tensor T, is that it
appears as a second order contribution in the equations
defined in terms only of the gauge field or the scalar field.
In order to verify it, we isolate the scalar field in Eq. (37), in
the absence of scalar sources, J = 0, writing

Ta/\Kaa
=———=" " F,,. 40
¢ O—2C*9,0, * (40)
Replacing Eq. (40) in Eq. (36), there appears
ATHeBTONG 9,0
J FB — ZBaMy F, . + O =P
a a’ Ak 00— ZCPTapaT Ak

(4D)

Such expression differs from the decoupled equation (38)
by a second order term in the tensor T#%#_ justifying the
vanishing choice (T#*# = () adopted. A similar procedure
shows that the tensor 7#*# contributes on the decoupled
equation (39) only at second order, as well. Hence, the
gauge and scalar sectors fulfill decoupled equations of
motion at first order, confirming the validity of Egs. (38)
and (39).

In terms of the electric and magnetic fields, Eq. (38)
yields

G[Ei - (kDE)[-aiEj + Lial’B = p (42)

J

PHYSICAL REVIEW D 84, 045008 (2011)
(1+ s)e"9,B — 0,E" + (kpp)/9,E/ — €'0,(L/E/)) — L'9,B
=J (43)

which correspond to modified forms for Gauss’s law and
Ampere’s law. Besides these equations, there is the Bianchi
identity, 9, F#* = 0, where F#** = 1 €*"*F,,, is the dual
of the electromagnetic field tensor in (1 + 2) dimensions,
which is a 3-vector, F** = (=B, —E*). The symbol (*)
designates the dual of a 2-vector: (E')* = €;,E/, so that
E* = (E,, —E,). Here, one has adopted the following
convention: €y, = € , F?=F, =
—B, and Fy; = E'. As is well known, Bianchi identity
corresponds to Faraday’s law,

9,B+VXE=0. (44)

012 — ¢ — ¢l2 =

Equations (42)—(44) are the modified Maxwell equations
corresponding to Lagrangian (24). Multiplying Eq. (43) by
€ip, WE have

(1+5)d,B— €,0,E + €,(kpp)”d,E — 9,(L'E/)
—€,L'0,B=¢€;,J". (45)
The stationary version of this equation is
nd;B —20,(L'E/) + L3 ,E' = —¢€;,J",  (46)

where n = (1 + s). Applying the operator 9; on Eq. (46), it
turns out that

nV2B — 2VA(LIE)) + LPd,0,E' =

= _El‘palu]p, (47)

nsz + (L](:)I)VZAO = _Gipain. (48)

Multiplying Eq. (42) by n and replacing Eq. (46) for it, it is
possible to achieve a decoupled expression for the electric
field,

. o 1
9;E" — (kpp)i;0,;E/ + —LIL19,E? = p + — €, LIJ™.
n n
(49)

The dependence on the current in the nonhomogeneous
part indicates that this planar model inherits a feature from
the four-dimensional model: stationary currents may en-
gender both magnetic and electric fields. These modified
Maxwell equations exhibit an analogous form to the
Maxwell ones of the four-dimensional theory, respecting
the structure of differential operators in three and two
spatial dimensions. A point of difference is that in the
stationary original theory, the coupling between the scalar
and magnetic sector is established only by the parity-odd
coefficients. In this planar theory, the coupling is imple-
mented by the parity-odd and parity-even coefficients (L/).

In the Lorentz gauge, d,A* = 0, the wave equations for
the 3-potential can be derived from

OAB — 22Pa\cy 9,A, = JP. (50)
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For 8 = 0 and 8 = i, we derive the equations for A° and
Al, namely:

DAO + (kDE)ijaiajAO + LiaiB = p, (51)

‘:’Ai - EilealaoAj + (kDE)”a(Z)AJ - (kDE)ijaoajAo
+ €;0,(L3,)Aq + s€Pd,B — L'd,B = I, (52)
whose stationary versions are

V2A? — (kpg)9;0;A0 — L'0;B = —p, (53)

vai - Ei[a[(Lpap)AO - SEipapB = _Ji. (54)

Using Eq. (46), the expression (51) for the scalar potential
can be decoupled as

) 1, .
[W — (kpg)'9;0; + E(LJL'a,-aj)]AO
1 iym
=—p—;eimLJ . (55)

This expression can also be obtained starting from the
differential equation for the electric field, Eq. (49), by
replacing E/ = —9 ;Ag. Considering that in the stationary
regime it holds 9;A" = 0, Eq. (54) is written as

(1 + S)vai - GHBZ(LP(:)[,)AO = _Ji. (56)

This latter equation confirms that currents act as a source
for both the electric and magnetic fields. On the other hand,
it is possible to show that charges generate both electric
and magnetic fields as well.

The magnetic field can be read from Eq. (48),
V2[nB + (L7 ,)Ag] = —€;,0,J7, leading to

B =~ (L3)Ao(0) ~ [ Galr 1) i) |,
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B(r) — %(L CE(1)). (60)

V. DISPERSION RELATIONS

An issue of interest is the complete wave equations
which lead to the dispersion relations of this planar electro-
dynamics. In order to study it, we search for the wave
equation for the electric field. We take the time derivate
of Eq. (43), and replace the Bianchi identity d,B =
— (€, 9,,E™) in it. After some manipulation, one obtains
a wave equation for the electric field at the form
M;E/ = 0, where

M;; =[—nd;o; + nd;V* —[8,;07 — (kpg)07]
+ L;0,€;0; — Li€,;0,0,] (61)
In the momentum space, it follows as
M;; = [np;p; — nd;;p* + [8,;p3 — (kpg)i;p}]
+ Li€ypop; — Li€yjpoPm] (62)

The dispersion relation is achieved imposing detM = 0.
Evaluating the components,

My, = [np} — np* + p} — (kpp)11 P§ + 2L1popal (63)
My, =[np3 — np* + p§ — (kpp)p§ — 2Lapop1). (64)
M, = M5 =npp, — (kDE)12p(2) + Lypops — Lipopys

(65)

one can write and factor the determinant, detM =
M, M,, — (M;,)?, obtaining an exact dispersion relation:

detM = pg{p[1 — tr(kpg) + det(kpg)]

(57) ;
+ 2polL X p + (kpg)i;piL]]
where the magnetic Green function satisfies — [np? — n(kpg)ypip; + (L - e
V2Gy(r —r') = 6(r — 1'). (58) —0. (66)
In the momentum space, G(p) = —1/p? implying . . . . . .
Gylr — 1) = %T Inlr — r'|, so that the magnetic field is This physical dispersion relation yields the solution
written as 1
| - Po = B[L X p + (kpp)ijpil; + Q) (67)
B(r) =—-L/Ei(r) — — — flnlr —r'|[€,0,J"(x")]d*r.
n 27 n where
(59)
D = [1 — tr(kpg) + det(kpg)], (68)
In the absence of currents, a simple relation holds between
the magnetic and electric fields:
Q= \/[L Xp+ (kDE)ijpiLj]z + D[np? — (kpp);jpip; + (L - p)?] (69)
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From relation (67), we notice that both modes propagate
with the same phase velocity, which implies absence of
birefringence. To understand it, we should take the right
(po+) and the left (py—) modes, corresponding to the =
signals in Eq. (67), propagating in the same sense. Hence,
we should take the left (py_) mode with reversed momen-
tum (p — —p),

po-(=p) = %[_L Xp - (kDE)ijpiLj - Q] (70)
meaning propagation to the right. We should note that it
coincides with the right mode,

1
po+(p) = B[L X p + (kpg)ijpiL; + Q] (71)

with a reversed global signal. These relations provide the
same phase velocity. This situation is analogous to the one
of the parity-odd dispersion relation of the CPT-even
original model, discussed in Eqgs. (36)—(44) of Ref. [34],
which yields no birefringence. Such discussion reveals that
the six Lorentz-violating parameters of the electromag-
netic sector, s, (kpg);;, and L', behave as nonbirefringent
components (at any order). Hence, the birefringent com-
ponents of this planar theory should be contained in the
coupling tensor 7', .. As this tensor modifies the equations
of motion at second order, the birefringence is manifest
only as a second order effect in the Lorentz-violating
parameters. At first order, Eq. (67) implies the following
physical dispersion relation:

tr(kpg) — (kpg);

ripj , (L ><p)]_

1
P0=|P||:1+£+— Ry
2 2p Ipl

2
(72)

From Eq. (72), we can also evaluate the group velocity,

s 1 pib;
= [1 + 2 + 3 tr(kpg) — (kDE)11 L+

esLpl ] (73
showing that this electrodynamics could spoil causality. In
order to perform a complete analysis on the consistency of
this theory (stability, causality, and unitarity), one should
carry out a detailed analysis via the Feynman gauge propa-
gator, which is being regarded as a future perspective.

VI. CLASSICAL STATIONARY SOLUTIONS

In this section, we solve the equations for the electro-
magnetic and scalar sectors, obtaining stationary solutions
at first order in the Lorentz-violating parameters.

A. The electrostatic and magnetostatic

A good starting point to study the stationary solutions
for the pure electromagnetic sector is the differential equa-
tion for the scalar potential, Eq. (55), which at first order is
read as

PHYSICAL REVIEW D 84, 045008 (2011)

. 1, .. 1 .
[Vz - (kDE)”aiai + —(L/L‘G,E),):IAO = —p —fileJm.
’ n ’ n

(74)

The solution for this equation can be achieved by means of
the Green method, which allows one to write

() = — [ Glr = Ep() + 1 e LT (T, (75)

where G(r — r') is the Green’s function, which fulfills the
first order equation

[V2 = (ko) 70,0 )G (e — 1) = 8(x = ©').  (76)

In Fourier space it holds

Gr—r)= W /dsz(p) exp[—ip- (r—1r)] (77

whose replacement in Eq. (76) leads to

1
p> - (kDE)ﬁPin

1 'l'pip'
= _—2[1 + (kpe)' —7
p p

G(p) = -

+] (78)

and we have evaluated G(p) at first order in the Lorentz-
violating parameters, due to its usual smallness.
Performing the Fourier integrations, we achieve the follow-
ing Green function:

_ 1 1 ii 1 i_'RiRj
G(R)—%Kl +5 (ko) )1nR+2(kDE)’ i ] (79)

where R = (r — r’) and the terms involving the coeffi-
cients (kpg)” are corrections to usual planar Green func-
tion, InR. Here, it was used in the following transforms:

1 )
fdzp—ze*ll"R = —27InR,
|Y

(80)
PiPi i e 8i; 1 R;R
Jewigtemer = a3 %),
The scalar potential is then written as
Ao(r) = b [[(1 + 1(k )ii)lnlr —r'|
0 o 5 \ADE
1 (r—1r)(r—1);
= (ke ) 4]
2( DE) (I' — r,)z
1 .
X [ o) + 1 eimL’J’"(r’)]dzr’, @1)
n

which at first order in the Lorentz-violating parameters is
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Aoli) = - 2i JI(1+ 5 ek = v

r—r),(r—r
+5 (kDE)lJ —( M ) :I (r')d?r/
(r—r')?
— —eimLi flnlr —r'|J"(r)d?r, (82)
21T
where n~! ~ (1 — s). For a pointlike charge distribution

[J™(x") = 0], p(r') = gb(r'), one achieves the scalar
potential

o 1
Aglr) = — i{[l + E(kDE)"]lnr + 5 ko) rr?}- (83)

21

This scalar potential differs from the usual planar behavior
by the term (kpg)r;r;/r?, which represents a directional
factor whose magnitude remains constant with distance.
In fact, supposing r; = rcosf;, r; = rcosf;, one has
(kpe)¥r;r;/r* = (kpg)¥ cosd; cosf;. This shows that the
Lorentz-violating corrections are unable to modify the
asymptotic behavior of the electric field. Hence, the im-

plied electric field,
1 17
{[1 + E(kDE) ]7

+ = (tor, M A e

r

E'(r) =

!

E'(r) = {[1 + = (kpp) — (kpgp) cosé), Cosej:l%

+ (kDE)’f'r,}, (85)

decays as 1/r, as it occurs in the Maxwell theory in
(1 + 2) dimensions. This field has a radial behavior except
for the Lorentz-violating contribution (kpg)"r;, which con-
stitutes the qualitative difference induced by Lorentz
violation.

In this theory, a pointlike charge, [J"(r') = 0, p(r') =
gd(r")], yields a non-null magnetic field, that in accordance
with Eq. (57), at first order is B(r) = (L - E(r)). It then
yields

L-r
5

B()_E ;

(86)

This field decays with 1/r and does not present radial
symmetry. It possesses an angular dependence that reflects
the direction of the vector r in relation to the background
vector L. In this case, the modulation factor is |L| cosg,
with 8 being the angle between r and L.

A stationary current associated with a pointlike charge
with uniform velocity u, J(r') = qud(r’), [p(x') = 0],
yields the scalar potential:

Ay(r) = — %(L X u) Inr, (87)
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whose electric field is
Ei(r) = i[(L X u)r—z]. (88)
27 r

Once the vector product engenders a scalar in two dimen-
sions, this electric field results aligned with the radial
direction, without angular dependence. The scalar
(L X u) acts as a modulation factor sensitive to the angle
between the vectors L, u, which can vary from zero (for
L//u) to the maximum |L||u]| (for L L u). The magnetic
field associated with this current density, [J(r') = qud(r'),
p(r’) = 0], is attained from Eq. (59),

elmr u™

(1_ )r><u

B(r) = =5 ,

—(1 —5) (89)
where the Lorentz-violating contribution has the same

form of Maxwell usual solution.

B. The pure scalar sector

A solution for the scalar field can easily be constructed.
At first order, the scalar field evolution is governed by
Eq. (39), which in the stationary limit is given by

(V2 + 2CY0;0;)¢p = J. (90)
Green’s  function for this equation  satisfies
[V2 +2CY9;0;]G(r — r') = 8(r — r'), while the solution

1s written as
b(r) = [ Gr — )J(r)dr. o1)

Following the procedure developed for the scalar field, we
obtain

~ 1

Gp) = — [ 1 - 2c02%2) ©2)

p p’
the same structure Green’s function for the scalar potential,
Eq. (78). So, we attain as Green’s function a result very
similar to Eq. (76),
GR) =

(21 [0 - - cff%]. 93)

The scalar field is given as

b(r) = 2i '(1 — Ci)Infr — ¥/
B (r—r’) (r—r'); N
cr e o

The scalar field generated by a pointlike scalar source,
J(x'") = go(r'), is

b(r) = [(1 — Ciylnr — ci i f] 95)
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We thus confirm that the scalar field presents a very similar
behavior to the one of the scalar potential, given by
Eq. (83).

VII. CONCLUSIONS AND REMARKS

In this work, we have performed the dimensional reduc-
tion of the CPT-even gauge sector of the SME, attaining a
planar model enclosing both gauge and scalar sectors,
coupled by a third-rank tensor stemming from the
dimensional reduction. The symmetries of the planar
Lorentz-violating tensors have been scrutinized, and the
number of independent components were evaluated. The
parity of these components was determined considering
the field ¢ as a scalar, but it can also be examined suppos-
ing that ¢ behaves as a pseudoscalar (inheriting the be-
havior of the component A(3)). In the sequel, we have taken
the coupling tensor as null and examined the equations of
motion for the electromagnetic and scalar sectors. These
equations were solved by Green’s method in the stationary
regime.

One parallel should be made with the dimensional re-
duction of the Maxwell-Carroll-Field-Jackiw electrody-
namics in Ref. [16]. In that case, it was obtained a planar
model composed of the Maxwell-Chern-Simons electro-
dynamics, a scalar field and a coupling term, where the
Lorentz violation was controlled by a 3-vector background,
v#* = (vg, v). The stationary classical solutions of this
model revealed that the background altered the asymptotic
behavior of the fields. Indeed, while the Maxwell-Chern-
Simons solutions decay exponentially for r— oo, the
Lorentz-violating solutions exhibited a 1/r behavior for

PHYSICAL REVIEW D 84, 045008 (2011)

r— o0, In the dimension reduction of the CPT-even
sector, the presence of Lorentz-violating terms does not
alter the long distance profile of the solutions, keeping the
asymptotic behavior of the pure Maxwell planar electro-
dynamics, 1/r. It is noted, however, that the Lorentz-
violating parameters induce an angular dependence in the
field solutions. The canonical energy-momentum tensor
was carried out, leading to an energy density which is
positive definite for small Lorentz-violating parameters.
The dispersion relation of the planar Abelian gauge
model was exactly evaluated, revealing that the six
Lorentz-violating parameters related to the electromag-
netic sector do not yield birefringence. This means that
the pure electrodynamics stemming from Lagrangian (31)
presents no birefringence at any order. Such effect, how-
ever, may be engendered by some components of the
coupling tensor 7,,,, as a second order effect. Finally,
the group velocity evaluation shows that this planar theory
could be endowed with causality illness. A more careful
analysis on the physical consistency of this model (stabil-
ity, causality, unitarity) is under progress. Another point of
interest is the investigation of topological defects, such
stable vortex configurations, in this theoretical framework.
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