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RESUMO

Apresentamos uma abordagem vetorial dos niimeros complexos, e usando sua geometria
associada, discutimos e resolvemos diversos problemas da geometria analitica plana. Além
disso, demonstramos e interpretamos propriedades elementares dos nimeros complexos
neste contexto.

Palavras-chave: Numeros complexos. Vetores. Representagao geométrica.



ABSTRACT

We present a vector approach of the complex numbers, and using its associated geometry,
we discuss and solve several problems of the plane analytical geometry. Moreover, we
prove and treat the elementary properties of the complex numbers in this context.

Keywords: complex numbers, vectors, geometric representation.
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1-Introducao Geral

Em geral, o conjunto dos niimeros complexos é apresentado aos estudantes do
ensino médio como uma ferramenta que permiti resolver equacoes do segundo grau com
discriminante negativo, porém, foi somente com o surgimento das equagoes do terceiro
grau que houve a necessidade de se trabalhar com esses niimeros.

Neste trabalho abordamos suas aplicagoes nas geometrias plana e analitica de-
senvolvendo a teoria dos nimeros complexos nessas areas, mostrando a utilizagao destes
como vetores no plano de Argand-Gauss.

Ao considerar os nimeros complexos nas formas algébrica e polar destacamos sua
relevancia nas aplicagoes das formulas de Moivre, no perpendicularismo das diagonais do
quadrado, em areas do triangulo equilatero com vértices em coordenadas complexas, e
assim, demonstrando como é possivel aplicar essa teoria nas geometrias plana e analitica.

Foi realizado um estudo sobre a analise vetorial do ponto de vista das operagoes
e de algumas propriedades que abrem possibilidades para uma melhor abordagem tedrica
desses niimeros, considerando-os como um ente vetorial que goza das mesmas propriedades
de adicao e multiplicacao dos niimeros reais. No campo vetorial, representou-se no plano
cartesiano de modo a compreender como se da a soma, a subtracao, a multiplicacao e a
divisao entre dois ou mais niimeros complexos.

Dessa forma, o trabalho apresenta alguns topicos da geometria analitica, como:
as posicoes relativas de retas, a distancia entre um ponto e uma reta e a distancia entre
dois pontos, culminando com a drea de um triangulo qualquer, que sao desenvolvidos
inicialmente na geometria analitica e em seguida com uso dos nimeros complexos.

Portanto, a abordagem matemaética que se encontra desenvolvida ao longo desse
trabalho nao é observada em livros textos usuais, pois existe pouco desenvolvimento da

teoria complexa ligada a geometria plana e analitica a nivel de ensino médio.



Capitulo 1

Historia e Preliminares dos Numeros

Complexos

Neste capitulo, apresentaremos a evolugao histérica do conceito de niimeros com-

plexos.

1.1 A Histéria dos Niumeros Complexos

Quanto a origem dos niimeros complexos seu aparecimento estd vinculado a inves-
tigacao que mostra que algumas equagoes nao possuiam solucao em termos dos numeros
conhecidos, visto em [2]. Um dos problemas enfrentados consistia na solu¢ao da equagao
2?2 +1 = 0. Essa equacao nao parecia ter solucao, pois contrariava o fato de que todo

nimero real distinto de zero, quando elevado ao quadrado, é positivo.

1.1.1 Os Problemas Enfrentados pelos Indianos, Arabes e Eu-

ropeus.

Em [3] verifica-se que os matematicos indianos e drabes, quando se deparavam
com essas equacoes se recusavam a definir algum simbolo para expressar a raiz quadrada
de um numero negativo, pois consideravam o problema completamente sem sentido. No
entanto, esse problema foi gradativamente resolvido com os trabalhos desenvolvidos por
Gauss, Euler, e outros matematicos que procuraram abranger um estudo maior sobre
os numeros complexos. Esse estudo deu inicio no Século XVI, onde as raizes quadra-
das de numeros negativos comecaram a aparecer em textos algébricos, porém os auto-
res frisavam que as expressoes nao possuiam significado e utilizavam termos tais como

bRAENA W

“ficticias”, “impossiveis”, “sofisticadas”, para menciona-las.



1.1.2 O Matematico Alemao Leibniz e Matematicos Europeus.

Segundo[8] o matematico alemao Leibniz (1646-1716), um dos inventores do
Calculo Diferencial, atribuia a raiz quadrada de —1 certo carater metafisico interpretando-
a como uma manifestacao do “Espirito Divino”, a mesma sensacao de espanto sucedeu
com o matematico suico Lenhard Euler. Alguns matemaéticos europeus, em particular
os italianos Gerolamo Cardano e Raphael Bombelli, introduziram os niimeros complexos
na algebra, durante o século XVI, quando eles assumiram a existéncia de raizes quadra-
das de niumeros negativos, apesar de considerarem tais raizes “nimeros impossiveis” e,
assim, denomind-los “nimeros imaginarios”. Por esse motivo, até hoje perdura o nome
de nimeros imaginéarios quando nos referimos a raizes quadradas de ntimeros negativos.
Dados os nuimeros reais c e d, podemos multiplicar d por i e obter id, e adicionar a ¢ para
obtermos ¢ + id, onde ¢ é chamado de unidade imaginaria. Em geral, qualquer nimero
complexo é escrito como c+di, onde ¢ é denominada “parte real” e d é denominada “parte
imaginaria”. Portanto, obtemos niimeros da forma ¢ + id aos quais podemos adicionar e
multiplicar nimeros formando uma estrutura algébrica denominada corpo dos nimeros

complexos.

1.1.3 Karl Friedrich Gauss e os Numeros Complexos.

Ainda em [8], o primeiro a propor uma visualiza¢gdo dos nimeros complexos
identificando-os como ponto do plano foi o autodidata noruegués Caspar Wessel em 1797.
Essa ideia foi redescoberta por Jean-Robert Argand, um contador suico, que publicou
um livro em 1860 sobre o assunto, e também pelo genial matematico alemao Karl Fri-
edrich Gauss. Como era impossivel associar um ponto da reta real a raiz quadrada de
um numero negativo, a questao foi resolvida associando-se aos niimeros complexos pontos
sobre uma reta perpendicular a reta real, passando pelo ponto zero, dessa forma criando
um sistema de coordenadas cartesianas. Nesse sistema, os niimeros reais sao colocados
sobre o eixo horizontal, denominado eixo real, e todos os niimeros imagindrios sobre a
reta perpendicular a reta real, passando pelo zero da reta real horizontal, denominado de
eixo imaginario.

O talento e a genialidade de Gauss o levaram a um dos resultados mais profun-
dos da Matematica, o Teorema Fundamental da Algebra, que afirma que toda equacao
polinomial possui solu¢ao no corpo dos nimeros complexos.

Gauss, por volta de 1800, associou a cada nimero na forma a + bz um ponto
P do plano cartesiano, definido pelo par ordenado (a,b). Consequentemente, foi criado
um novo conjunto numérico chamado de conjunto dos ntimeros complexos. Assim sendo,
o conceito dos niimeros complexos teve um desenvolvimento gradual. Comegaram a ser
utilizados formalmente no século XVI em férmulas de resolucao de equagoes de terceiro

e quarto graus. Os primeiros que conseguiram dar solucoes a equagoes cubicas foram
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Scipione Del Ferro e Tartaglia. Este ultimo, depois de ter sido alvo de muita insisténcia,
passou os resultados que tinha obtido a Girolamo Cardano, que prometeu nao divulga-
los. Cardano, depois de conferir a exatidao das resolugoes de Tartaglia, nao honrou sua
promessa e publicou os resultados apenas fazendo mencao ao autor, em sua obra Ars

Magna de 1545, iniciando uma enorme inimizade.
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Capitulo 2

Introducao ao Conjunto dos

Numeros Complexos

Neste capitulo apresentamos a definicao de corpo, corpo dos niimeros complexos,
rotacao dos eixos coordenados, unidade imagindaria, as operagoes, o conjugado de um
nimero complexo, aplicacoes importantes, as propriedades dos nimeros complexos, assim
como a definicao de norma e médulo, além do médulo do produto, do quociente e da soma

de dois niimeros complexos.

2.1 Definicao de um Corpo

Definicao 2.1. Um corpo é um conjunto nao vazio K, dotado de duas operagoes binarias,
denotadas por “+7 e “”, denominadas soma e produto, respectivamente, satisfazendo as
) Y )

seguintes propriedades:

1. soma:

(a) Comutatividade: para todos a, f € K vale a + 5 = + «a.
(b) Associatividade: para todos a, 3, v € K vale a4+ (84 7) = (a+ ) + 7.

(c¢) Elemento neutro: existe um elemento 0 € K, chamado de elemento nulo, ou

zero, tal que a + 0 = a para todo a € K.
(d) Inversa: para cada o € K existe um elemento denotado por [, tnico, com a
propriedade a 4+ 8 = 0. Esse elemento é mais comumente denotado por —a.

2. produto:

(a) Comutatividade: para todos o, f € Kvale a- =" a.
(b) Associatividade: para todos a3, v € K vale a- (8- 7) = (- ) - 7.

(c) Elemento neutro: existe um elemento 1 € K, chamado de unidade, tal que

« -1 =« para todo a € K.

12



(d) Inversa: paracada a € K, a # 0, existe um tnico elemento denotado por 5 € K
com a propriedade « - § = 1. Esse elemento é mais comumente denotado por
a L.

3. distributividade: o produto é distributivo em relacao a adigao: para todos «,

fyeKvalea  (B+7v)=a-f+a-7.

Para evidenciar as operagoes de soma e produto é comum dizer que (K,+,-) é
um corpo. Sempre que nao houver perigo de confusao escreveremos a3 ao invés de « - 3,
para simplificar. Note que, com as operacoes usuais de soma e multiplicacao, o conjunto
dos numeros reats ¢ um corpo. Descrevemos a seguir o principal exemplo de corpo deste
trabalho.

Em R? := {(z,y)|z,y € R}, vamos tomar dois elementos (a,b) e (c,d) arbitrarios

para dar trés definicoes importantes:

1. Igualdade: Dois pares ordenados sao iguais se, e somente se, apresentam primeiras
e segundas coordenadas iguais, respectivamente: (a,b) = (c,d) se, e somente se,

a=ceb=d.

2. Adicao: chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujas
primeira e segunda coordenadas sao, respectivamente, a soma das primeiras e a

soma dos segundas coordenadas dos pares dados:

(a,b) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d)

3. Multiplicacao: chama-se produto de dois pares ordenados a um novo par ordenado
cuja primeira coordenada é a diferenca entre o produto entre as duas primeiras
coordenadas e o produto das segundas coordenadas dos pares dados, e a segunda
coordenada é a soma do produto da primeira coordenada de cada par dado pela

segunda coordenada do outro:

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + be).

Proposigao 2.2. Com as operacoes definidas acima, (R?,+,-) € um corpo.

Demonstra¢ao. Vamos verificar cada item da Defini¢ao 2.1, e para isto, usaremos as pro-

priedades usuais dos niimeros reais em relacao a soma e ao produto.

la) Dados (a,b), (c,d) € R? temos
(La) (a,b), (c,d)

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b).

13



(1b) Sejam (a,b), (¢, d), (e, f) € R?. Tem-se

(a,b)+[(c, d)+(e, f)] = (a,b)+[(c+e,d+ )] = (a+(c+e),b+(d+f)) = [(a,b)+(c,d)]+(e, f).

(1c) Mostraremos que (0,0) € R? é o elemento neutro da soma. De fato, dado (a,b) € R?

temos

(a,b) +(0,0) = (a+0,b0+0) = (a,b)
(1d) Dado (a,b) € R? mostraremos que (—a, —b) é o seu inverso (aditivo). De fato,
(a,b) + (—a,=b) = (a —a,b—0) = (0,0)
dai —(a,b) = (—a, —b).
(2a) Dados (a,b), (c,d) € R? tem-se

(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc) = (ca — db,da + cb) = (¢, d)(a,b)

(2b) Dados (a,b), (c,d), (e, f) € R? tem-se

[(a,b)(c,d)](e, f) = (ac—bd, ad+bc)(e, ) = (ace—bde—adf —be f, acf—bdf +-ade+bce)

(a,b)[(c,d)(e, f)] = (a,b)(ce—df, cf+de) = (ace—adf —bc f—bde, ac f+ade+bce—bdf).

Logo, [(a,b)(¢,d)](e, f) = (a,b)[(c, d) (e, [)].

(2¢) Dado (a,b) € R? mostraremos que (1,0) é o elemento neutro do produto. De fato,

(a,b)(1,0) = (1,0)(a,b) = (1a — 0b, 1b + 0a) = (a, b)

(2d) Dado (a,b) € R?, com (a,b) # (0,0), mostraremos que existe um elemento (c, d) €

R? com a propriedade (a,b) - (¢,d) = (1,0), isto é, (c,d) é o inverso multiplicativo

de (a,b). Para isto, considere (c,d) := (QQ‘IW, a{—sz) Entao
a —b —b a
(a,) - (e:d) = (a- a? + b2 —b 22" e b a2+62) = (1,0)

14



(3) Dados (a,b), (c,d), (e, f) € R? tem-se

[(a,0) + (c;d)l(e, [) = [(a+cb+d)(e f)

[

((a+c)e—(b+d)f,(a+c)f +(b+de)
= (ae+ce—bf —df,af 4+ cf + be + de)

(ae = bf,bc+ af) + (ce — df,de + cf)

(a,0)(c, f) + (a,)(c, f)

2.2 Corpo dos Numeros Complexos

Definigao 2.3. O conjunto C = {z|z = z + iy, para xz,y € R}, onde i € C satisfaz

i? = —1, é chamado conjunto dos niimeros complezos.

As operagoes de soma e multiplicacao em C sao definidas da seguinte forma.

Sejam z = a + b, w = ¢ +id € C.

1. Igualdade: z = w se, e somente se, a =c e b= d.

2. Adigao: z+w :=(a+c)+i(c+d)

3. Multiplicagao: z - w = (ac — bd) + i(ad + bc).
Com essas operacoes, vamos provar que C tem a mesma estrutura algébrica que R2.
Proposigao 2.4. Com as operagoes acima, (C,+,-) é um corpo isomorfo a (R?, +,").

Demonstragao. Seja f : R*> — C a fungao definida por f(a,b) = a + ib, para (a,b) € R?.

E preciso verificar que f é isomorfismo.
(i) f é injetora.

Demonstragio. De fato, se (a,b), (c,d) € R? sao tais que f(a,b) = f(c,d) entdo
a +1ib = ¢ +1id, e por defini¢do, temos a = c e b = d, ou seja, (a,b) = (¢, d). ]

(ii) f é sobrejetora.

Demonstragao. Dado a+ib € C, temos (a,b) € R? e portanto, f(a,b) = a+1b. Isto

prova que f é sobrejetora. m

(iii) f preserva a operagao de soma.

15



Demonstragdo. Dados (a,b), (¢,d) € R? temos
f((a,b)+(c,d)) = f(a+c,b+d) = (a+c)+i(b+d) = (a+ib)+(c+id) = f(a,b)+f(c, d).
[
(iv) f preserva a operagao de multiplicacao.
Demonstragao. Dados (a,b), (c,d) € R? temos
f((a,b)-(c,d)) = f(ac—bd, ad+bc) = (ac—bd)+i(ad+bc) = (a+ib)-(c+id) = f(a,b)-f(c,d).
O]

De (i)-(iv) concluimos que f é um isomorfismo de corpos, e portanto, provamos que R? e

C sao isomorfos. |
Coroldrio 2.5. R? e C sdo espacos vetoriais reais isomorfos.

Demonstracao. Seja f a funcao definida na prova da Proposigao 2.4. Como f é bijetora,
é suficiente demonstrar que f é uma transformacao linear. De fato, segue-se do item (iii)

acima que
f((av b) + (C’ d)) - f(aa b) + f(C, d)

para quaisquer (a,b), (c,d) € R?. Para concluir, seja A € R um escalar. Entao,
f(M(a,b)) = f(Aa, \b) = (Aa) +i(A\b) = A(a + ib) = Af(a,b).

[]

Em particular, se (1,0) e (0,1) é a base canonica de R? entao f(1,0) e f(0,1) ¢
base de C. Logo, C é um espaco vetorial bidimensional, e portanto, um plano (chamado
plano de Argand-Gauss).

O produto interno usual em R? é definido por {((a,b), (¢,d)) = ac + bd e dessa
forma, f induz um produto interno canonico no plano de Argand-Gauss. De fato, para
z=a+1ib,w = c+id € C, definimos

(zw) = (7 (=), F~ (W) = ac + bd

Em particular, f é uma isometria entre R? e C. Este produto interno, define uma norma

em C de modo natural. Com a notacao acima,

|z| == \/<z,z> = Va2 + b2
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A imagem do eixo real e a imagem do eixo imaginario por f sao retas no plano
de Argand-Gauss chamadas de eizo real e eixo imagindrio, respectivamente. Como estes
eixos sao ortogonais, dado um nimero complexo z = a + b, devemos ter a pertencente
ao eixo real e b pertencente ao eixo imaginario. Em razao disto, introduzimos a notacao
Re(z) :=a e Im(z) = b, de modo que z = Re(z) + ilm(z).

z=a+bi

Figura 2.1: Planos R? e C sobrepostos.
Em termos de operacao no plano R?, se 7, e my sdo, respectivamente, as projecoes
canodnicas na primeira e segunda varidveis, concluimos que Re = w0 f~1 e Im = mp0 f 1.
2.3 Rotacao dos eixos Coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais. Dado 6 € [0, 27), seja OXY o sistema
obtido girando os eixos OX e OY de angulo 6 no sentido positivo (que vai de OX para
OY') em torno da origem O. Entdo 1] = (cosf,senf) e 13 = (—senb, cosh) sio os vetores

unitdrios na direcao e no sentido dos eixos OX e OY, respectivamente.
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Figura 2.2: Rotagao dos eixos coordenados

=Y

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Considere um ponto P do plano. Como os vetores vl e U3 sdo ortonormais,
existem numeros reais T e § de modo que Cﬁ = T + gv_g.

Logo, (a? y) sdo as coordenadas do ponto P com respeito ao sistema OXY', pois
PTO]HO? = I e PTOJ%O? = yvg

Sejam (z,y) as coordenadas do ponto P em relacao ao sistema OXY, isto é,
OP = z¢f +yes, onde ¢ = (1,0) e e = (0, 1) sao os vetores unitarios na mesma diregao
e no mesmo sentido dos eixos Oz e Oy, respectivamente.

Entao, como zel + y6—2> = Tuf + gjv—2>, obtemos, fazendo o produto interno de

—

ambos os termos da identidade por ef, e depois por e_2>, que

x=z(v],e7) + §(vs, 1) - r=1T-cosf —7-send
= Z(v7, e3) + (13, ) y =& -senf +73-cos

Por outro lado, fazendo o produto interno dos termos da identidade rel + ye_g> =

ot + yU2 por v_f, e em seguida por v—%, temos que

T =aler,v]) +yles, v]) o T=ux-cosl+y-send
g = x(el, v3) +y(es, v j=—a-senf +y - cosd
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Os sistemas (i) e (i) podem ser escritos na forma matricial da seguinte maneira:

o cosf —senb .
(z,9) = (7, 9)(9)
senfl  cost

cosf —senb B
(x,y) = : (Ivy)<”)
senfl  cosf

cos —send
onde ¢ chamada de matriz de rotagao de um angulo 6.

senfl  cost

2.4 Unidade Imaginaria

Considere, por exemplo, o vetor representado na figura abaixo que tenha um
comprimento arbitrario a. Observe um vetor de médulo a. Se multiplicar esse vetor pelo
operador 7, esse vetor tomara a direcao dada por a-i. Esse novo vetor sera perpendicular
ao primeiro vetor. Se girar novamente esse vetor sob o angulo de 90°, o novo vetor tomara

a direcao —a e, portanto, direcao oposta ao primeiro vetor.

Figura 2.3: Representagao de um vetor de médulo a e sua rotagao no plano cartesiano para a obtengao
da unidade imaginaria .

3+ 908

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Veja, dado o nimero complexo z = a + bi = (a,b) ao rotacionar esse nimero

complexo no plano sob um angulo de 90°(%) obtém-se:

a )\ [ cos 5 —seny 1
s s
b seny  cos g Y1

Ou seja:
a=x1-0—y-1=-y
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b:x1-1+y1-O:wl

Portanto, as novas coordenadas de z seao (b, —a).

2.4.1 A Interpretacao Geométrica da Unidade Imaginaria

Considere a imagem de z do conjunto: z =1 < |z| < 2.

Represente geometricamente o conjunto de imagens complexas w tais que w =
1.z + 141

O conjunto original trata-se de um anel circular de centro na origem do plano
complexo. A multiplicagao desse conjunto por ¢ implica na rotacao do conjunto sobre si
mesmo (o que nao alterard sua representagao geométrica). A soma com (1 + ) translada
o conjunto de 1 unidade para direita e uma unidade para cima no plano complexo. Sendo

assim w é uma imagem pertencente ao mesmo anel transladado de seu centro ao ponto
(1,1).

Figura 2.4: A multiplicagao do conjunto por i implica na rotacao do conjunto sobre si mesmo. A soma
com (1+ 1) translada o conjunto de 1 unidade para direita e uma unidade para cima no plano complexo.

Gz
&

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Assim, percebe-se a grande importancia de se levar em conta o significado fisico

ou matematico da unidade imaginaria.

2.5 Operacoes com Numeros Complexos

Sejam z1 = a + bi, 25 = x + yi € C, sao vélidas as operagoes:
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2.5.1 Igualdade

Definicao 2.6. Dois nimeros complexos sao iguais se, e somente se, ambos possuem

partes reais e partes imaginarias iguais.

n=nSatbi=zrz4+yisa=xeb=y

2.5.2 Adicao

Definicao 2.7. O resultado da operacao de adicao de dois nimeros complexos é um
nimero complexo em que, a parte real é a soma das partes reais das parcelas e a parte

imagindria ¢ a soma das partes imaginaria das parcelas.

21+ z2zo=(a+bi)+ (x+yi)=(a+bi+x+yi)=(a+2x)+ (b+y)i.

2.5.3 Subtracao

Definicao 2.8. O resultado da operacao de subtracao de dois niimeros complexos é um
complexo em que a parte real é a diferenca das partes reais e a parte imaginaria é a

diferenca das partes imaginarias.

2+ 2= (a+bi)—(x+yi)=(a+bi —x—yi)=(a —z) + (b—y)ti.

2.5.4 Multiplicagao

Definicao 2.9. A operacao de multiplicacao de dois nimeros complexos é o resultado de
(a+bi).(x +yi), aplicando a propriedade distributiva e levando em conta de que i* = —1,
tem-se: 21 - 20 = (a+bi) - (x +yi) = ax + ayi + xbi + [(by) - —1] = ax + ayi + xbi — by =
(ax — by) + (ay + bx)i.

2.6 Conjugado

Definicao 2.10. Chama-se conjugado de um ntmero complexo z = = + yi ao seguinte
nimero complexo: zZ = x—yi. Em termos de pares ordenados, sendo z = (z, y), a definigdo
seria escrita assim, z = (x, —y). Observe que o afixo de z, (isto é, a representagao grafica
do conjugado de z) consiste num ponto do plano simétrico ao afixo de z, em relagdo ao
eixo real. Esse conceito apresenta uma propriedade interessante, onde 2z = 22 + 2 ou,

equivalente, 2z = |z|2.
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Figura 2.5: Forma geométrica de representar dois ntimeros complexos z e seu conjugado Z.

Fonte. Acervo do autor(programa Geogebra)

A seguir serao vistos algumas propriedades relacionadas com o conjugado de um

nimero complexo.

2.6.1 Propriedades do Conjugado
Teorema 2.11. /8] Para todo z, z1, 29, Z, Z1, 2o € C, obtem-se
1 24+2z2=2-Rez
22—z=2-Imz-1
3z=z&zeR.
dz1+z=50+2%
53 2= 25 5

Demonstracao. Vamos verificar cada item da propriedade acima, e para isto, usaremos as
propriedades dos niimeros complexos.
Sejam, z = x + yi,21 = T1 + Y14, 20 = To + Yol, 2 = T — Yi, 21 = T1 — Yolb, Zp =

9 — Yot € C tem-se
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(1) 24 2= (r+yi) + (x —yi) =22 =2 - Rez;
(2) z—z=(v+yi) — (x —yi) =2yi =2-Imz -
B)z=zezrtyi=r—yicy=-y<sy=0entdo z=z2=x< z€R.

(4) 2+ 2= (x14+22)+ (1 + )i & 21+ 20 = (v1+22) — (Y1 + y2)i = (21 — y1t) +

(o —yat) = 21 + 20 = 21 + 22.

(5) 21'22:($1+y1i)'($2+y2i):(331'332—3/1'y2)+($1'y2—5172'y1)@21'22:
(ml-xg—yl-yg)—(m-yg—xg-yl):(x1-m2—y1-y2)+(—x2-y1i—y1-y2i2):

r1(2o — yoi) — Y1i(we — y21) = (x1 — y17) - (T2 — i) = 21 - 2.

]

2.6.2 O Uso do Conjugado na Divisao de dois Nimeros Com-

plexos

O procedimento consiste em multiplicar os termos da divisao de dois nimeros
complexos, pelo conjugado do divisor.
Sejam z1 e 2o € C, com 25 # 0, entao,
21 Rl 22
2_2 B 2_2 22

Mais especificamente, se z; = a + bi e 2z = ¢ + di, tém-se que:

21 a+bic—di  ac—adi+bei —bdi®  ac—adi+bci+bd  ac+ ad+ (be — ad)i
z c+dic—di c® — (di)? B 2 + d? B 2+ d? ’

ou seja,

21 ac+bd  (bc—ad) .

2_2_02+d2+ cz 4+ d? !

Onde,
z1, ac+bd
RQ(Z—Q = —02 + d2
) (be — ad)
21 Cc—aa) .
Im(—=) = —24.
m(ZQ) 02 + d2 !

2.7 Aplicacoes Importantes de Nuimeros Complexos

De acordo com a abordagem anterior, percebe-se que os nimeros complexos tanto
em termos vetoriais como na forma analitica possuem grande relevancia e nao devem ser
considerados como um entes repletos de formalismos matematico. Na verdade, os nimeros

complexos tornaram-se na matematica como em outras areas um forte aliado para ajudar
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a explicar interpretar muitos resultados. Por exemplo, na geometria analitica pode-se
usar o nimero complexo como um vetor, fazendo a diferenga vetorial desse niimero para
encontrar a distancia entre dois pontos.

Observe a figura a seguir que representa a diferenca vetorial entre os dois niimeros

complexos.

Figura 2.6: Representacio geométrica da diferenca vetorial entre os dois niimeros complexos.

Im A

y

Re

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Do conceito de subtracgao vetorial, na figura acima é facil observar que a distancia
entre dois niimeros complexos z e w é dada pelo tamanho do médulo do vetor z —w. Essa
simples andlise nos permite interpretar geometricamente as imagens de diversos conjuntos
no plano complexo.

Dar-se o nome de circunferéncia ao lugar geométrico cujas somas das distancias
dos pontos desse lugar geométrico em relagao a um ponto fixo , é constante. Esse lugar

geométrico que obedece a tal propriedade, chama-se circunferéncia de centro a e raio R.
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Figura 2.7: Representacio geométrica das imagens de conjuntos no plano complexo.

4

y

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Seja, z = x + iy, logo:|z — a| = |v — x4 + i(y — Yal-
Como |z —a| = R, entdo, R =[x — 2, +i(y — ya)| € R* = (x —a)? + (y — b)*.

Que representa a equacao analitica da circunferéncia.

2.8 Propriedades dos Nimeros Complexos

2.8.1 Propriedades da Adicao

Teorema 2.12. [8] Sejam z1, z3, z3,w € C, para a operagdio de adigao em complexos sao

vdlidas as sequintes propriedades:

1 Propriedade associativa
2 Propriedade comutativa
3 Propriedade do elemento neutro

4 Propriedade de elemento simétrico

Demonstracao. A seguir faz-se as demonstracoes dessas propriedades.
Dados z; = a+ bi, 2o = c+ di, 23 = e+ fi,w =x + yi € C. Tem-se

(1) (214 22) + 25 = [(a+bz’)+(c+d)z’] + (e+ fi) = {(a+c)+(b+d)z’1 + (e + fi)

= [(a+b)+e} + {(b+d)i+fz} - {a%—(b—ke)} + {(b¢+d¢)+ﬁ]

25



= (a+bi)+e (c+e)+(di+fi)} _(a+bi)+[(c+di)+(e+ﬁ) :
=21 + (22 + 23).
(2) zn+2z=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (bi+ di) = (c+ a) + (di + bi)

= (c+di)+ (a+bi) = 2o + 2.

B) sn+w=z = (a+bi)+(x+yi) =(a+b)= (a+z)+ (b+y)i=(a+bi)=
a+xr=a N =0
(b+y)i=10 y=0

Portanto existe w = (0 4 0¢), chamado de elemento neutro da adigdo, que somado

a qualquer complexo z da como resultado o préprio z.

4) Seja z € C, tem-se z + Z = w, ou seja
( ) J ’ Y J
(a+bi)+ z = (0+ 07)

Z=(0+0i) — (a+bi) = (0—a+0i — bi) = —a — bi,

2.8.2 Propriedade da Subtracao de dois Numeros Complexos

Decorre das propriedades anteriores da adicao que dados os niimeros complexos

21 = (a4 bi) e z9 = (c+ di), existe um unico z € C tal que z; + z = 29, pois:

ntz=zmean+mt2)=at+ne(Bt+2n)+tz=20+27
WHz=mn+212=2+7.

Esse numero z é chamado de diferenca entre z; e 25 e é indicado por z; — 21, portanto:z =

29— =2+2 = (c+di)+ (—a—bi) = (c—a)+ (d— b)i.

2.8.3 Propriedades da Multiplicacao de dois Niimeros Comple-

XO0s

Teorema 2.13. [8/Sejam z1, z3 € z3 € C, a operag¢do de multiplicagdo em complexos sao

validas as sequintes propriedades:

1 Propriedade associativa.

2 Propriedade comutativa.
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3 Existéncia do elemento neutro.

4 BExisténcia do elemento inverso.

Demonstracao. A seguir faz-se a demonstracao dessas propriedades.
(1) Sejam 2z = (a + bi), 2o = (c+ di), z3 = (e + fi) € C, tem-se
(21 29) - 23 = {(a +bi) - (c+ dz)} (e + f1)
= (ac+ adi + bci — bd) - (e + fi)
= {(ac —bd) + (ad + bc)@'] (e + fi)
= [(ac —bd)e + (ac — bd) - fi] + { {(ad + bc)z} e+ [(ad + bc)z} : fz}

= {ace — bde 4+ acfi — bdf@} + { [adez’ + beei — adf — bcf}
= ace — bde 4 acfi — bdft + adet + bcer — adf — bef

= ace — adf + bice — bidf + [ac fi+ adei — bef — bde}
= [a(ce — df) + bi(ce — df)} + {a [(cf + de)z} —b(cf + de)}
= [a(ce —df) + bi(ce — df)} + {a {(cf + de)z} + bi {(cf + de)z} }

= (a+bi) - {(ce —df) + (cf—l—de)z}
= (a+bi) - (ce —df + cfi+ dei)

= (a+bi) - (ce + cfi+ dei — df)
= (a + bi) - {(ce +di) + (e + fi)}
= z1 - (22 22).
(2) Dados z; = (a + bi), 29 = (¢ + di) € C obtem-se
2122 = (a+bi)-(c+di) = (actadi+bci+bidi) = (ca+dia+cbi+dibi) = (c+di)-(a+bi) = z3-21.
(3) Sejam z; = (a + bi),U = (z + yi) € C, tem-se
z21-U=2x
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(a+bi) - (v +yi) = (a + bi)
(ax + ayi + bxi — by) = (a + bi)

axr — by a@{x

ar — by) + (ay + bx)i = (a + i) &
(ax = by) + (ay + ba)i = >{bx+ay:b o

Portanto, existe U = (1 4 0i), chamado elemento neutro para a multiplicagao.

Quando multiplicamos U por z obtemos como resultado o préprio z.

(4) Dados z = (a4 bi), com a # 0 e b# 0, e ainda z = (z + yi) € C, tem-se

=U.

Ul

Z .

(a+bi) - (x +yi) = (1+07)

(ax + ayi + bxi — by) = (1 4 07)

ar —by =1
(ax —by) + (by + ay)i = (14 0i) < Y
br +ay =0
—by=1
Desenvolvendo-se o sistema, oy ,tem-se que:
br +ay =0
. a
a? + b2
e
b
YT et
Portanto, existe
a —b

=

),

chamado inverso ou inverso multiplicativo de z, que multiplicado po z = (a+ bi) d&

a2 + b2’ a2 + b2
como resultado U = (1 + 07). Observa-se que a condi¢ao a # 0 e b # 0 equivale a

a? 4+ b? # 0 e isto garante a existéncia de Z.

[]

2.8.4 Propriedade Distributiva

Teorema 2.14. [8/Em C, a operaciao de multiplicagdo € distributiva em relag¢do a adi¢do

ou seja: zy - (29 + 23) = 21 - 20 + 21 - 23,V 21, 29, 23 € C.

Demonstra¢ao. Sejam z; = (a + bi), 20 = (c + di), z3 = (e + fi) € C, entao:
21.(22 + 23) = (@ + bi).[(c + di) + (e + fi)] = (a + bi) - [(c +e) + (d + f)i]
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[(c+e)a+ (c+e)bi+ (d+ fai+ (d+ [)bi%] = [ac+ ae + bei + bei + adi + afi — bd — bf]
[(ac — bd) + (be + ad)i] + [(a + bi) + (be + af)i] = (a + bi) - (c+ di) + (a + bi) - (e + fi)

212+ 21 %3 ]

Portanto,z; - (20 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23

2.9 Norma e Mdédulo de um Numero Complexo

Definicao 2.15. Considere genericamente um nimero complexo z = x + yi.

Chama-se norma de um complexo z, onde se denota N (z), ao niimero nao negativolN (z) =
x? + yz.

Chama-se moédulo, ou valor absoluto de um nimero complexo z, ao nimero real

ndo negativo p = |z| = /22 + y2. Note que: |z|> = N(2).
2.9.1 Propriedades do Mdédulo
Teorema 2.16. [§8/Se z = x + yi é um nimero complexo qualquer, entdo:
1]z| >0
2 z]=0&2=0
3 |z = |2
4 Re(z) < [Re(z)] < [2]
5 Im(2) < [Tm(2)] < |2

Demonstracdao. Para verificar cada item da propriedade acima serao usadas as proprieda-
des dos niimeros complexos.
(1) Seja z =z + yi € C tem-se
2?2 >0 e y? > 0 o que implica \/22 + 32 > 0 e portanto |z| > 0.
(2) Seja z € C, tem-se
|z| = 0, entdao 2% + y* = 0, ou seja 22 + y* = 0 ¢, ainda (z +y) - (x —y) = 0 0 que

levaax+y=0ex—y=0. Portanto, z = 0 e y = 0, o que nos garante z = 0.

(3) Seja z =z + yi € C,entao

2] = Va2 + (=) = Va2 + (1) = |z].

(4) Seja z =z +yi € C, entao
r < |z| ou seja, Rez < |Rez|. Por outro lado, z* < 2? + y? = Va2 < /22 + ¢y =
|z] < |z| = |Rez| < |z].
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(5) Dado,z = x + yi € C,tem-se
y < |y| ou seja, Imz < |Imz|. Seja ainda,

v <2 +y? = VR < VY2 +yE = Jy] <zl = [Imz] < |z| o que nos garante que
In(z) < [Tm(2)] < |2].

2.10 Mobdulo do Produto, do Quociente e da Soma

de dois Numeros Complexos

Teorema 2.17. [8/Sejam z1, zo € C, quaisquer, entao:

L |21 2| = |21| - |22]

3 |21 + 22| < Jz| + |22

Demonstracao. Serao verificadas cada item da propriedade acima e, para isso, usaremos

as propriedades dos niimeros complexos.

(1) Sejam z; = z1 + Y14, 22 = T3 + Yoi € C, tem-se
21z = (T +1p0) - (024 yoi) = Ty - To + Ty - Yol + Y1 - Tol + Y1 - Yol = Ty - Tp + 3y -
Yoi +y1 - ol — Y1 - Y2 = (L1 T2 — Y1 - y2) + (21 - Y2 + y1 - 22)i. Portanto,
2120 = V(@1 22 — Y1 - 92)? + (1 Y2 + y1 - 22)% = Valxd + yiy3 + 2ly3 + yia3.(])

Seja ainda,

|z1] = /23 4+ y7 e |2] = /a3 + y3, entao
|21]-|22] = Va? + yi/a2 +yE = /(@2 +y?) - (22 4+ y3) = Vaad + ylyd + 2dyd + yPad (1)

Portanto,(I) = (1), ou seja, |z1 - 23| = |21] - | 22|

(2) Dados z1 = 1 + 117 € 22 = z3 + yoi € C e, usando o conjugao de zy, tem-se

1 +
To + 1Yo

T1Ty — 1T1Y2 + 1T2Y1 + Y12
T3+ Y3

21 Ty iy T — 1Y

Ty +1Y2  To — 1Yo

zZ9

(122 + y132) + (Toy1 — 2132)1
T3+ 3

_ (2122 + 1192)? + (T2y1 — T1Y2)?
(235 + y3)?

[ 2Rad A 2w woyiys + yiys + a3yt — 2uawayiys +2iys  [xiad +yiys + a3yt + 2ty
(23 +v3)? (23 +43)?

(23 + y3)? (x5 +u3) |2

:¢ﬁ@%w@+ﬁ@%w@:¢@%w@_Vﬂ
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(3) Seja z; e z9 € C tem-se

|Zl + ZQ|2 = (21 + ZQ) . (21 + ZQ) = (21 + ZQ) . (Z’_l —+ 2_2) = 212_1 + ZQZ_Q + 212_2 + 222_1
|21 + 20| = |21]? + |22 + 218 + 20741,

ou seja

|Zl + 22’2 - |Zl|2 — |22|2 = 2129 + 2227.

Para todo 21, 2o # 0, temos 2125 > 0 e 222, > 0. Assim, |23 + 29]% — |21]? — |22 > 0

ou ainda |21 + 22|* = |21]* + |22]%, 0 que garante |z; + 22| > |21| + |22].
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Capitulo 3

Os Numeros Complexos como

Grandezas Vetoriais

Neste capitulo sera apresentado, a importancia do estudo de vetores, da cons-
trucao da representacao geométrica, as propriedades vetoriais de adi¢ao e multiplicagao,
adicao de vetores e multiplicacao por escalar e ainda,o produto interno, a norma e distancia
no R?, assim como, o Teorema de Cauchy-Schwarz, o estudo dos niimeros complexos como

vetores e as propriedades vetoriais no plano de Argnd- Gauss.

3.1 Importancia do Estudo de Vetores.

Em vérias aplicagoes fisicas [7] aparecem certas grandezas tais como temperatura
e pressao, que possuem somente “magnitude”, estas podem ser representadas por niimeros
reais e sao chamadas grandezas escalares. Por outro lado, também h& grandezas, como
forca e velocidade, que possuem “magnitude”, “sentido”e “direcao”. estas podem ser re-
presentadas por flechas tendo comprimento e direcao apropriados, partindo de um dado

ponto de referéncia e sao chamadas de vetores.

3.2 A Construcao da Representacao Geométrica.

Em [14] o inicio do conceito de vetor deu-se de forma empirica com a formulacao
da regra do paralelogramo e a criagao da Geometria Analitica atribuida a René Du Perron
Descartes (1596-1650), que uniu a geometria de Euclides & algebra, estabelecendo uma
correspondencia biunivoca entre os pontos de uma reta e o conjunto dos nimeros reais.
Também a introducgao do sistema de coordenadas ortogonais, denominadas coordenadas
cartesianas, permitiu o calculo da distancia entre dois pontos no espago. Os pontos do
espago-plano ficam determinados de modo unico definindo-se dois segmentos orientados

com origens coincidentes, em que formam um angulo. Esses segmentos sao denominados
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de eixos referenciais de coordenadas do ponto (xy, z3).

Figura 3.1: Representacao de um ponto no plano X;0X5 em termos das coordenadas 1 e .

Fonte. Acervo do autor(programa Geogebra)

Essa relagao define o espaco euclidiano. Para o caso particular em que os dois ei-
xos do sistema referencial sao ortogonais, esse é denominado sistema cartesiano ortogonal.
A notacao dessas coordenadas para um ponto genérico € escrita com o uso da geometria

e é essencial para determinar a medida de um segmento dado pela distancia da origem

ao ponto P(z1,75) onde, aplicando o teorema de Pitdgoras temos OP = /x} + 3. J4
distancia entre dois pontos P = (x1,22) e @ = (2}, z}) num eixo de referéncia, é dada

pela diferenca entre as coordenadas desses pontos nesse eixo, ou seja,

QP = /(w1 — 27)? + (w1 — 2))*

Essas representagoes geométricas introduzem a nocao de plano e proporciona
uma insercao do que esta por ser estudado, além disso, falta saber quais as operacgoes e
formulas matematicas, que seriam utilizadaso na descricao de fenémenos fisicos uma vez
que qualquer nimero complexo tem como representacao no plano a caracteristica de um
vetor. Isto é, z = = 4 iy que tem como origem o ponto de coordenada (0,0) e ponto
extremo z = x + 1y.

Para calcular a intensidade ou médulo deste niimero complexo, realiza-se o mesmo
procedimento acima aplicando o teorema de Pitagoras, dessa forma, observa-se a vantagem
em trabalhar com niimeros complexos na forma vetorial. Pensando por esse ponto de vista,
¢ relevante considerar um desenvolvimento matemaético introduzindo a teoria dos vetores
e suas propriedades de adicao, subtracoes e multiplicacao por um escalar. Dessa forma,

podem-se escolher as diferentes formas de expressar um nimero complexo, dependendo
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da situacao problema que na forma algébrica representa a soma da parte real com a parte
imagindria, e na forma polar trata o nimero complexo utilizando o plano cartesiano e
as fungoes transcendentes em seno e cosseno, caracterizando a inclinacao do vetor com o
eixo real, que na verdade é o argumento, e por fim, a forma exponencial que é excluida
da presente dissertacao, uma vez que requer um formalismo de séries de Taylor para que
se expresse as fungoes seno, cosseno e exponencial complexa na referida série afim de que
seja possivel a obtengao da conhecida férmula de Euler.

Com base nesse argumento, mostra-se o quanto é vasto o estudo da teoria dos
nimeros complexos e para evitar essa complexidade tedrica, restringe-se apenas para uma
abordagem voltada para o ensino médio ou profissionalizante, evitando assim, um rigor
matematico que extrapola os conhecimentos dos alunos do ensino bésico.

O estudo da geometria plana e analitica, sao muitas vezes realizados de forma
independente. No entanto, levando em conta a teoria dos niimeros complexos, é possivel
construir uma relagao entre os temas, mostrando que é possivel desenvolver a partir da

forma complexa, outras formas diferentes de formulagoes matematicas.

3.3 Propriedades Vetoriais de Adicao e Multiplicagao.

As operacoes entre vetores é essencialmente diferente de operacao entre escalares,
uma vez que um vetor necessita de trés entes conhecidos como “direcao”, “sentido”e “in-
tensidade” para que fique perfeitamente caracterizado. Assim sendo, quando varias forcas
sao aplicadas num corpo ou numa particula, a resultante da forca é determinada fazendo
o principio da superposicao que possibilita o cdlculo daquela forga resultante aplicada
num corpo. Sendo o nimero complexo caracterizado como um vetor, goza do principio da
superposicao e com base nessas operagoes vetoriais e analiticas ou geométricas, pode-se
obter o nimero complexo resultante.

Considere as seguintes operagoes com vetores:
1 Adicao

Sejam os vetores u = (a,b) e v = (¢,d) , entdo (a + ¢, b+ d) serd extremidade de

u + v, como se observa na figura abaixo.
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Figura 3.2: Coordenadas de ntimeros complexos no sistema cartesiano e obtengao geométrica da soma
entre eles.

(c+a,b+d)

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

2 Multiplicagao por escalar

Seja u = (a,b) e k € R entao (ka, kb) sera a extremidade do vetor ku.

Figura 3.3: Ao multiplicar um vetor por escala, altera-se somente a intensidade do vetor ou o sentido.
A direcao permanece inalterada.

ku

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Em vista do que se observou acima, pode-se considerar que qualquer numero
complexo representa um vetor que tem origem, na origem do sistema cartesiano e ex-
tremidade no ponto considerado. Assim sendo, o nimero complexo possui as mesmas
propriedades de adicao e multiplicagao de vetores. Matematicamente, identifica-se um
vetor com sua extremidade, isto é, chama-se o par ordenado (a,b), de niimeros reais, um
vetor. Na realidade, generaliza-se esta notacdo e se chama uma n-upla (ai, ag, ...a,) de
nimeros reais de um vetor.”

Generaliza-se novamente e se permite que as coordenadas da n-upla sejam nimeros
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complexos e ndao apenas numeros reais. Além disso, abstrai-se as propriedades dessas n-
uplas e formalmente se define o sistema matematico chamado espaco vetorial. Suponha-se
que o leitor esta familiarizado com as propriedades elementares de corpo dos niimeros re-

ais, que se representa por R.

3.4 Adicao de Vetores e Multiplicacao por Escalar

Sejam u e v vetores no R?, entdao: u = (uy,uz) e v = (vy,v3).
A soma de u e v é o vetor u + v obtido pela adigao das componentes correspon-
dentes:
u+v = (ug +vg,us + vg).

O produto de um ntmero real k£ pelo vetor u é obtido multiplicando cada com-
ponente de u por k: ku = (ku, kug). Observe que u + v e k - u sdo também vetores de
R2.

Definimos igualmente,—u = —1-u e u—v = u+ (—v).

A soma de vetores com numero diferente de componentes nao é definida.
Exemplo 1
Sejam u = (1,—3) e v = (3,5). Entao:

ut+v=(14+3,-3+5)=(4,2)

5u=(5-1,5-(—3)) = (5, —15)

2u — 3v = (2, —6) + (=9, —15) = (=7, —21).

Exemplo 2

O vetor (0,0) em R?, representado por 0 é chamado de vetor nulo. Onde se ob-

serva que

u+ 0= (ug +0,u2 +0) = u.

Propriedades bésicas da adicdo de vetores do R? e multiplicacao por escalar des-

critas no seguinte teorema.

Teorema 3.1. [13] Para quaisquer vetores u,v, w € R? e quaisquer escalres k, k' € R,
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5. k(u+v) =ku+ kv
6. (k+K)u=ku+Fku
7. (kku = k(K'u)

8. lu = u.

Essas propriedades seguidas de suas demonstracoes podem ser verificadas em
alguns livros textos de estudos de vetores com geometria analitica, como por exemplo, na

colegao shaum[13].

3.5 Produto Interno

Sejam u e v vetores do R?, com u = (u — 1,u —2) e v = (v, va).

O produto escalar ou produto interno de u e v, é o nimero u-v obtido multiplicando-
se as componentes correspondentes e somando-se os produto obtidos, ou seja, u - v =
UIV1 + UgVa.

Diz-se que os vetores u e v sdo ortogonais (ou perpendiculare) se seu produto

interno é zero, ou seja u - v = 0.
Exemplo 3

Sejam u = (1, —2), v = (6,7) ew = (6,3). Entéo, u-v=1-6+(-2)-7=6—14 =
—8eu-w=1-6+(-2)-3=6-6=0.
Assim, u e w sao ortogonais.

As propriedades bésicas do produto interno no R? sao as seguintes:
Teorema 3.2. [13] Para quaisquer vetores u,v, w € R? e qualquer escalar k € R, tem-se:
I (utv) - w=u-w+v- -w
2. (ku)-v==Fk(u-wv)
3. u-v=v-u
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4. u-u>0ewu-u=0se esomente se, u =0

Observagao. O espaco R? com as operacoes acima de soma de vetores, multi-

plicacao por escalar e produto ¢ usualmente chamado de espago euclidiano.

3.6 Norma e Distancia no R?

Sejam u e v vetores do R?, com u = (u1,us) e v = (vy,v2). A distancia entre os

pontos u e v, representada por d = (u,v), é definida por d(u, v) = v/(uz — u1)? + (v2 — v1)2.
A norma (ou comprimento) do vetor u, escrita ||u||, é definida como sendo a raiz

quadrada, niio negativa, u - u, ou seja:||u|| = u - @ = \/u2 + uy”.
Teorema 3.3. [13/ u-u >= 0; logo, d(u,v) = ||u —v||.

Exemplo 4

Sejam u = (1,—2) e v = (3,1). Entdo, d(u,v) = /(3 —1)2+ (1 - (-2))2 =13
e loll = v+ T = V0.

Agora, considera-se dois pontos, como P = (a,b) e @ = (c,d) no plano R?
teremos ||P|| = Va2 +b% e d(P,Q) = /(c —a)? + (d — b)? isto é, ||P|| corresponde ao

comprimento da flecha da origem ao ponto P, e d(P, () corresponde a distancia entre os

pontos P e (), como se mostra abaixo.

Figura 3.4: Representacoes geométricas dos médulos de niimeros complexos no plano cartesiano

y A YA

P (¢, d)

d—b|

la| x lc — al

Fonte. Acervo do autor(programa Geogebra)

38

5



Observacao. Um vetor e é chamado um vetor unitdrio se sua norma é 1, ou
seja: |le]| = 1.

Note que, para qualquer vetor nao nulo, u € R2, o vetor e, = ﬁ é um vetor
unitario na mesma direcao e sentido de u e representa a relacao fundamental conhecida

como desigualdade de Cauchy-Schwarz.

3.7 Teorema de Cauchy-Schwarz

Teorema 3.4. [15] Para quaisquer vetores u, v € R? Ju - v| < ||ul|||v]].

Usando a desigualdade acima, pode se definir o angulo 6 entre dois vetores nao-
nulos u, v, por
u-v
cost) = ———.
[Jul] - [[v]]

Note que , se - v = 0, entao = 90° (ou 0 = 7).

3.8 O Estudo dos Numeros Complexos como Vetores

Tendo em vista as propriedades vetoriais em R?, pode-se considerar um estudo
muito mais abrangente dentro da teoria dos niimeros complexos levando em conta, o plano
de Argand-Gauss, cujo eixo or é denominado eixo real e o eixo oy de eixo imaginario.
Considerando o nimero complexo como um vetor, define-se o comprimento dele como a
norma ou raiz quadrada do quadrado da soma da parte real com a parte imaginaria.

Seja z = a + bi.
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Figura 3.5: Representacio do nimero complexo z no plano de Argand-Gauus.

YA

(a,0)

|
|
|
|
Il z=a+W
|
|
|
|

Y

a T

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

No plano de Argand-Gauss, encarando z como um vetor e levando em conta
que a origem do vetor é o ponto (0,0) com extremidade no ponto (a,b), a norma ou o

comprimento deste niimero complexo serda dada por
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Figura 3.6: Obtencio da norma de um nimero complexo no plano de Argand-gauss.

2| = v/ + b2

Y

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Verifica-se que o nimero complexo no plano de Argand-Gauss pode ser encarado
como um vetor que usuflui das mesmas propriedades vetoriais que as grandezas perten-
centes aos numeros reais. Portanto, o comprimento ou norma desse niimero, representa,
geometricamente, o comprimento do segmento entre os pontos 0 e a + ib no plano de
Argand-Gauss.

Se o numero complexo em termos vetoriais tem origem no ponto (0,0) e outro

numero no ponto (c,d), a norma entre esses dois nimeros complexos passa ser dada por

||2]| = /(¢ — 0)2 + (d — 0)2, onde a norma foi oriunda do seguinte nimero complexo

z=(c—0)+i(d—0).

Portanto, é possivel estudar o conjunto dos nimeros complexos em termos ve-
toriais, cujo plano cartesiano passa a ser considerado como o plano de Argand-Gauss.
As mesmas propriedades de adi¢ao, subtracao, multiplicagao por um escalar de niimeros

reais, também, sao validas para os niimeros complexos.
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3.9 Propriedades Vetoriais no Plano de Argand-Gauss

3.9.1 Multiplicacao de um Numero Complexo por um Numero
Real £

Considere um numero complexo na forma algébrica z = a + b:.

Multiplicando o nimero complexo por um ntmero real k£, o novo niimero complexo
serda dado por: z; =k - 2.

Nesse caso, observa-se que o angulo do novo nimero complexo nao foi alterado,
pois o numero complexo teve apenas um aumento na magnitude e portanto, nao sofreu
nemhuma rotacao. O que aconteceu com o comprimento ou norma do novo nimero
complexo?

Como z = a+ bi . Tem como norma,||z|| = Va? + b?.

Quando se multiplicou o nimero complexo por um ntumero real k, o novo valor
da norma sera:

lzall = [1k - 2] = [K] - [|]]

Portanto,||z1|| = ||k - z|| = |k] - Va? + b2,
Neste caso, a multiplicagao de um vetor por um escalar é também valido no plano
de Argand-Gauss. Isto é, se multiplicar um nimero complexo por um escalar, o compri-

mento ou norma deste ntimero é multiplicado pelo modulo desse escalar.

3.9.2 Soma Entre dois Numeros Complexos

Sejam z; = a + bt e 2o = ¢ + di, pode-se realizar a soma destes dois niimeros

complexos da mesma forma que se faz para os niimeros reais,ou seja,
z=zxn+n=a+bi+c+di=(a+c)+i(b+d).

Essa ultima expressao mostra que para efetuar a soma entre dois ntimeros com-
plexos, soma-se parte real com parte real e parte imaginaria com parte imaginaria. Con-
siderando esse niimero em termos de vetoriais, torna-se facil concluir que o resultado da
parte real, representa a componente do vetor resultante para o eixo real, enquanto que o
resultado da parte imaginéria, também, representa o componente do vetor resultante no

eixo imaginario. Observe a figura a seguir que mostra esse resultado:
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Figura 3.7: Representacdo da soma vetorial de dois niimeros complexos no plano de Argand-Gauss.

y

b+d
22

Fonte. Acervo do autor(programa Geogebra)

Portanto, a soma vetorial no plano de Argand-Gauss para dois ou mais vetores

goza das mesmas propriedades dos nimeros reais.

3.9.3 A Diferenca Entre dois Nimeros Complexos

Sejam z; = a + bi e zo = ¢ + di, fazendo a diferenca entre eles, obtem-se:
z=z—zn=c+di—(a+bi)=(c—a)+i(d—D).

Essa expressao mostra que para operar a diferenca entre dois nimeros complexos
subtrai-se parte real com parte real e parte imaginaria com parte imaginaria. Conside-
rando o nimero complexo em termos vetoriais torna-se facil concluir que o resultado da
parte real, representa a componente do vetor resultante para o eixo real, enquanto que o
resultado da parte imagindria, também, representa o componente do vetor resultante no

eixo imaginario. Observe a figura a seguir:
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Figura 3.8: Representacio geométrica da diferencga vetorial de dois niimeros complexos no plano de
Argand-gauss.

YA

Z=29— 21

21
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Y

i
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1

1
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8

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

A multiplicacao e a divisao serao tratados de forma muito mais detalhada no tépico
seguinte, pois precisaremos definir, primeiramente, a forma polar de um nimero com-

plexo.
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Capitulo 4

Forma Polar de um Numero

Complexo e as Formulas de Moivre

Neste capitulo, serao apresentados, o argumento de um nimero complexo, o plano
de Argand-Gauss, a forma trigonométrica ou polar de um nimero complexo, poténciacao
de um numero complexo, a primeira formula de moivre, a radiciacao e a segunda féormula

de Moivre.

4.1 Argumento de um Numero Complexo

Seja z = x +yi € C, com z # 0. Chama-se argumento de z ao angulo 6, tal que:
cosf =
senf =

A condigao z # 0 garante p # 0. Logo existe ao menos um angulo 6 satisfazendo

Dl IR

onde, p = |z|.

as definicoes, pois:

2 2 2 2 2 2
p P p e+ vy

Fixando-se o complexo z # 0, entao fixado cosf e senfl, mas o angulo 6 pode
assumir infinitos valores congruentes dois a dois (congruéncia médulo 27). Assim, o
complexo z # 0 tem argumento, 0 = 0y + 2kn, k € Z, em que 6, chamado de argumento
principal de z, é tal que cosfy = ik senty = % com 0 < 0y < 2m. Em [5] frequentemente

trabalha-se com 6, chamando-o simplesmente argumento de z.
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4.2 Plano de Argand-Gauss

Em [9] as nogdes de mddulo e argumento tornam-se mais concretas quando se
representa os numeros complexos da forma z = x + yi = (x,y), no plano cartesiano Oy
com a convencao de marcar sobre os eixos Ox e Oy, respectivamente a parte real e a parte
imaginaria de z. Assim a cada nimero complexo z = (z,y) corresponde um tnico ponto
P do plano zOy.

Nomenclatura:
xQy: plano de Argand-Gauss
Oz: eixo real
Oy: eixo imagindrio
P: afixo de z

Figura 4.1: Representaciao da forma polar no plano de Argund-Gauss de um numero complexo.

y=p-send

A
I
&

oY

0]

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Note que a distancia entre P e O é o médulo de z : OP = /a2 + 42 = p.
E o angulo formado por OP com o eixo real é @ tal que cosf = % e senf) = %;

portanto, € é o argumento principal de z.
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4.3 Forma Trigonométrica ou Polar de um Numero

Complexo
Seja z = x + yi € C, tal que z # 0, tem-se:
z=x+ Y= p(E + @> = p(cos&—i—z’sin@),
pop
assim,
z = p(cos b + isenb)
Teorema 4.1. [9] Desigualdade Triangular.

Sejam z1, zo € C, quaisquer. Entao vale: |z + 25| < |21] + |22].

Demonstracdao. Sejam z, zo € C em suas formas trigonométricas, isto é:

21 = p1(cos By + isenb,)
29 = pa(cos Oy + isents)

Assim obtém-se:
21 + 29 = (py cos 01 + prisenby) + (pa cos Oy + paisents)

= (py cosby + pa cosby) + (p1sent; + pasends)i.

Entao:

|21 + 20| = \/(pl cos 01 + py cos b3)? + (prsenty + pasents)?

desenvolvendo-se os quadrados e fazendo as simplificacoes tem-se:

|21 + 22| = \/p% + 2p1p2(senbisenby + cos by cos By) + p3).

Como, senbsenfy + cos by cos by = cos(0; — 05). Pode-se substituir o cosseno da

diferenca, na ultima igualdade obtendo-se:

|21 + 22| = \/P% + 2p1p2 cos(6h — 6) + p3

e como, —1 < cos(f; — 0y) < 1, segue-se:

|21 + 22| < \/P%+2,01P2 + 05 =\ (p1+ p2)? = p1 + p2 = |21] + | 22].
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Portanto,
|21 + 2] < 21| + 22|

4.3.1 Produto Entre dois Niimeros Complexos

Para tratar dessa operagao vamos considerar z € C que na forma algébrica é
dado por z = a + bi, mas na forma polar serd dado por z = p(cos@ + isend), onde
p=|z| = Va® + b2

Sejam z; = a + bi e zo = ¢+ di.

Assim, z; = a + bi na forma polar serd: z; = p(cos#; + isenb;), enquanto que
29 = po(cos Oy + isenbs).

Como serd visto, posteriormente, é possivel mostrar que zy - zo = py - pofcos(6; +
0s) + isen(0; + 0s).

Considere ainda, p; = Vaz+b2e P2 = \/m, o produto entre eles é dado por
p=p1-p2=+/(a® +b%) - (2 + d?) onde, p; e py representam as magnitudes dos nimeros

complexos dados.
Para expressar cos(f; + 05) e sen(6y + 03),com 6; e 6, argumentos de z; e 2z,

respectivamente, temos que:v/a? + b% = p;, como

b
senfy = — = ——
! pr Va?+b?
e
p a a
costh = — = ——,
' p1 Va2 +b?
e ainda,

V2 4+ d? = po,

_ d _ c
onde S€n92 = W € COS 92 = \/TW

Entao,

cos(bh + 03) = a ¢ — b-d = acbd )
\/(a2+b2) (2 + d?) \/(a2+b2) (2 + d?) \/(a2+62) (2 + d?)

b-c a-d

sen(6y + 02) = senby - cos by +sinby - 01 = +
( 1 2) 1 2 2 1 \/(G2+b2) '<C2+d2) \/(a2+b2).(02+d2)

b-c+a-d
V(@@ +0) - (E+d?)

Portanto,
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(a-c—=b-c)+i(b-c+a-d)
V(@ +0%) - (¢ +d)

Essa mesma expressao é obtida se for considerado o produto de z; e 25 na forma

c=/(@@+ ) (E+d)- = (a-c—b-d)+i(b-c+b-d).

algébrica.Veja,
2=z -2 = (a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + i(ad + bc).

No entanto, observa-se que o produto entre dois niimeros complexos tem como
argumento, a soma dos argumentos dos nimeros complexos dados e norma como produto
das normas. Como representar o produto entre dois ntimeros complexos no plano de
Argand-Gauss?

A figura seguir responde essa questao.

Figura 4.2: Representagdo geométrica do produto vetorial de dois niimeros complexos no plano de
Argand-gauss.

Z1.29
22

21
01 /0

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

4.3.2 A Divisao Entre dois Nimeros Complexos

Sejam z; = a+ bi e zo = ¢+ di.
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A divisao entre dois niimeros complexos,como sera visto posteriormente, é dada

pela expressao:
21 ac+bd bec—ad.

20 2+ d2 + 02+d2l'

No entanto, assim como foi feito para o produto de dois niimeros complexos,

usando a forma polar, e, portanto, considerando os nimeros complexos como entes veto-
riais, tem-se, z; = a+bi e zo = c+di cuja forma polar serd dada por z; = p;(cos 6, +isend)

e 2o = po(cos by + isenty).

Posteriormente, é possivel mostrar que:

z = ﬁ — &[008(01 — 92) + is@n(el - 92)]
29 P2

Esse quociente entre dois nimeros complexos sendo considerado na forma polar,

tem-se que:
p1 = Va®+b?
e
p2 =V + d2
Assim,

o a2+ b
'O_pg Ve ad?

Para expressar cos(f; — 03) e sen(f; — 03), obtém-se que:

cos(f; — Oy) = cos By - cos by + senb; - senbs,

onde, 21 = a + bi = Va? + b? = py, dai

b
= JEir
e
a
COS 01 = \/GQ:W
Ja para zo = ¢+ di = V/c® + d? = ps, tem-se que:
d
sen02 = m
e
cosf, = CZ—FLdQ
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Logo,

cos(0r — Bs) = a-c n b-d _ a-c+b-d
V@2 +2) - (E+d? a2+ (E+d2) /(a2 +b2)- (2 + d?)
e
sen(f; — ) = senb - cos Oy — senbs - cos by
b-c a-d
= V@) @+ & N V(@02 (2 + &)
b-c+a-d
B V(@2 +02) (2 +d?)
Portanto,

L /a2+62.[(ac+bd)+z’bc—ad)]
A+d® L /(a®+b) (2 +d?)
_ (a®> +0%) (ac+bd) +i(bc — ad)

V(E+d?) (a2 +b2) (2 +d?)
s (ac+bd)  (be—ad,

29 (2 + d?) c? + d? !

Observa-se que a divisao de dois niimeros complexos na forma polar tem como

argumento, a diferenca dos argumentos dos nimeros complexos dados e norma como
produto das normas do primeiro pelo segundo niimero complexo.

Como representar a divisao entre dois niimeros complexos no plano de Argand-
Gauss. A figura a seguir ilustra essa representagao, dando a entender como esse nimero

complexo, curiosamente, desfruta das mesmas propriedades das grandezas reais.

51



Figura 4.3: Representacio geométrica da divisao entre de dois niimeros complexos no plano de Argand-
gauss.

21 22

21
22

6>
01— 6y

\j

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

4.4 Poténciacao

Nesse topico faremos as demonstracoes entre dois niimeros complexos com intuito
de verificar como se pode obter a magnitude e o argumento do niimero complexo resultante

dos outros dois niimeros complexos dados.

4.4.1 Moébdulo e Argumento do Produto.

Teorema 4.2. [8]/O mddulo do produto de dois niimeros complezos € igual ao produto dos

modulos dos fatores e seu argumento é congruente a soma dos argumentos dos fatores.

Demonstragao. Sejam z, zq, zo € C, tais que: z; = pi(cosl + isenby) e zo = pa(cosby +
isenfs), onde p1, ps sa@o os modulos de z; e zy e ainda 6; e 0, sdo os seus argumentos.
P =p1- P2

, onde
0 = (91+92+2k7r)

Se z = z1.29 = p(cosB + isenf), entdo se tem: {

k € Z.
Veja:

z =21 25 = p1(cos By + isenby) - pa(cos by + isents)
= p1 - p2(cos by + isenb;) - (cos 02 + isenbs)

= p1 - pa(cos by - cos Oy + cosBy. - isenbfy + isenb; - cos Oy + i - send; - senfs)
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= p1 - p2|cos By - cos by + i(cos by - senby + senby - cosby) — senby - senbs]
= p1 - p2[(cos By - cos Oy — senby - senby) + i(senby - cos Oy + senb; - cos bs)]
= p1 - p2lcos(01 + 62) + isen(0; + 6)]

Por hipétese, z = z; - 23 = p(cos 0 + isenf),logo:
p(cos 8 +isend) = py - pa[cos(by + 62) + isen(6, + 6)].

Assim, pela igualdade de niimeros complexos, segue-se que:
p=p1-psel=(0)+60;+2kr), onde k € Z. O

A férmula que acaba de ser deduzida estende-se ao produto de n fatores com

n > 2, aplicando-se a propriedade associativa da multiplicacao:
2 =21.29.23 "+ 2 = p - (cos@ + i -senb)
Portanto:

2= (p1paps - pn) - [cos(O1 + 02+ -+ 0,) +i-sen(6y + 6+ ---+0,)]

Assim,
p-(cosB +isenb) = (p1pa---pn) - [(01+ 024+ 0,) +i-sen(6y + 6+ ---+6,)].

Logo, tém-se, p = p1 - p2-p3---ppe =01 +0+05+---+0,)+2kn, k € Z.
Isto ¢, o médulo do produto de n niimeros complexos ¢ igual ao produto dos médulos dos
fatores e seu argumento é congruente a soma dos argumentos dos fatores.

A forma algébrica apresentada em [9] facilita as operagdes de adi¢ao, subtragao,
multiplicacao e divisao de ntimeros complexos, porém nao é muito pratica no calculo de
poténcias. Se necesséario calcular (z 4 yi)™, com n € Z, teremos de usar a férmula do
Binomio de Newton, que é bastante trabalhosa.

No préximo item apresenta-se como facilitar a simplificagao de operagoes de po-

tenciagao com nimeros complexos.

4.5 Primeira Formula de Moivre

Neste topico utilizaremos os numeros complexos na forma polar com intuito de
obter a primeira férmula de Moivre que mostra em esséncia como se pode manipular a

multiplicagao entre dois ou mais nimeros complexos como em [9].
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Teorema 4.3. [§/ Seja z = p"[cos(nb) + isen(nd)|, entdo: 2" = p"[cos(nf) + i(nb)]

Demonstracao. Esse teorema serd provado com o uso do principio da indugao finita.
Parte I:
Vamos provar que a propriedade é valida para n € N,
=1
p? - (cosO+i-sen0) =1
* Admite-se a validade paran =k — 1:

*Se n = 0, entao

2= pFlcos(k — 1) 4 d.sen(k — 1)),
e prova-se a validade para n = k, usando-se a féormula do seno e do cosseno da soma.
=y = cos(k— 1)0 +i-sen(k — 1)0] - p - (cos® + i - send)

2= (p"1 e p) - [cos((k —1)0 +0) + i -sen((k — 1)0 + 6)]

2F = p" - (cos kO +i - senk®).

Parte II:

Agora, se prova a propriedade para n € Z* .

Se n < 0,entao n = —m com m € N, portanto a m se aplica a formula:
=" = 1 L

zm pm.(cosm@ + i - senmf)

1 cosmf — 1 - senmb
2z pm (cosmf + i - senmd) - (cosmb — i - senmb)
11 cosmb —i-senmb
zm pm (cos2mb + isen2mb)
1
— =p " [cos(—mb) +i- (—mb)]
Zm
2" =2""=p" - (cosmb + i - sennb).

4.6 Radiciacao

4.6.1 Raiz Enésima

Dado um ntumero complexo z em sua forma trigonométrica, chama-se o niimero
2 como raiz n-ésima de z, se, e somente se:

Vz=z,< 2] =z comn € N.

54



4.7 Segunda Foérmula de Moivre

Teorema 4.4. [8] Dado o nimero complexo z = p(cosf + isenf) e o nimero natural
n(n > 2), existem n raizes enésimas de z que sao da forma:
2= {/p-[cos(L 4+ kEE) + i - sen(f + kEE)] em que ¢/p € Ry ek € Z.

Esta é a 2* Férmula de De Moivre para calculos de radiciacao de niimeros com-
plexos na forma polar. No plano de Argand, as raizes n-ésimas da unidade distribuem-
se sobre o circulo unitario (centrado na origem), correspondendo-se aos vértices de um
poligono regular de n lados inscrito no circulo, conforme ilustrado na figura abaixo. Dessa
maneira, todo nimero complexo z nao nulo admite n raizes enésimas distintas, as quais

tém todo o mesmo modulo. Isto é p = ({/|z], e argumentos principais formando uma

progressao aritmética de primeiro termo % e razdo 2T,

Figura 4.4: Representacio das rafzes complexas como sendo pontos de vétices de poligonos inscritos
num circulo.

Im mik
20

23 1

<2

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Aplicagoes

~ i /o . a-bi . .
1) Dé as condigoes necessérias e suficientes para que &7, com (c + di # 0), seja

um:

a) Imagindrio puro;

b) Real.

Solucao
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Seja,

(a+bi)  (a+bi).(c—di) (ac+bd)+ (bc— ad)i

(c+di) (c+di).(c—di) (2 + d?)
Para ser Imaginario puro, tem-se
Re(z) =0, logo ac +bd =0
Para ser real,

Im(z) = 0,0u seja, bc — ad = 0.

2) Considerando a definigdo de argumento, mostre que vale a identidade trigo-

nométrica fundamental, isto é:
sen?d + cos? 0 = 1.

solugao

Com efeito, como cos = % e sentl = %, para z =z + yi e p = |z|, tem-se:

1.

2 2 2 .2 2 .2 2,2
c089+00829:(g)2+(f)2:y te Ty _ 7 tYy _ Ty

p p PP (Va2 + 22 24y

3)Prove que:
1+senz +1i-cosx

: = (tgz + secw)1,
1 —senx —1-cosx

para todo x real, com xz # 7 + k.

solugao
Para resolver esta identidade tem-se que usar o conjugado de um nimero com-
plexo, e a identidade trigonométrica sen’z + cos? x = 1.

Seja z =1 —senx + 1 - cos x, substituindo-se na equacao acima se obtém-se:

1+senx+i-cosx (1—senx+1i-cosz)

1 —senz —i-cosx (1 —senz+i-cosx)

(1+senz +i-cosx)- (1 —senz +i-cosx)

(1 —senz)? — cos? x - 12
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Usando-se a propriedade de i? = —1, tem-se:

(1+senz+i-cosz)- (1 —senx +1i-cosx)

1 — 2senx + sen?zx + cos? x

1 —senz + i - cosx + senx — sen?x + i - senx - cosx + i - CoS T — SenT - cos T + cos® x - i2

1 —2senx +1
Cancelando-se —senx + senx + 1 - senx - cosx — i - senx - cosx = 0, e usando-se a

propriedade 2 = —1, tem-se:

14+2-i-cosz —sen?z — cos’x

2 — 2senx
_ 142-i-cosx — (sen’v — cos® x)
B 2(1 — senx)
 1+2-i-cosw—1)
B 2(1 — senx)
Multiplicando-se por
1+ senx
1+ senz’

observa-se que:

CoSZT -1 1 + senx
1 — senx) 1+ senx

cos z(1 + senx)

1 —sen2x

Como sen’x + cos? x = 1 = cos?x = 1 — sen’z, logo:

cosx(1 + senx)
1.

cos? x

Simplificando-se por cos x, chega-se a:

1 senx , . ,
+ 1 = (secx + tgz) - i = (tgx + secx) - i.
COST  COST

Portanto,
l+x+i-cosz

, = (tgx + secx)i.
1 —senx —1-cosx

100
4) Calcule o valor de w = (71 +- ‘/75> :

Solucao
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Por outro lado tém-se:

-1
T 5 —1
cosfl===2 = ——
1 2
e
senf) = — = =— = —
p 1 2
Realizando uma reducao do 2° para o 1° quadrante no ciclo triginométrico, obtém-
se que:

21

Dessa forma, vem-se que: z = p(cos 0 +i-senf)z = 1- (cos 3 +i-sen?F), ou seja,

27 ny 2m
2 =CoS— +1-sen—.
3 3
Assim,
w— 2100 — 1100 [ oo 100.2”4—27 100 - 27 |
3 3
Portanto,

2007 2007
_ 100 _ - _
w=z <cos 3 +1 3 )

5) Usando a formula de Moivre, determine:
a) A férmula do seno do arco duplo.

b) A férmula co cosseno do arco duplo.

Solucao
Da primeira féormula de Moivre,tem-se: z = p - (cos@ + i - senf)), entdao: 2" =
p" - (cos(nf) + i - sen(nd)).
Considere um numero complexo z, tal que |z| = p = 1.
Logo,z" = cos(nf) + i - sen(nf), tome em particular n = 2. Assim,
2% = cos 20 + i - sen26).
Por outro lado, como z = cos# + i - senf), segue-se que:

2* = (cosf + i - send)?.
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Logo,
cos20 +2-i-cosbsend + i% - sen?0 = cos 20 + i - 20

=
cos® 0 — sen6 + [2 - senf - cosf] - i = cos 20 + [sen26] - i

Portanto, pela igualdade de dois niimeros complexos, obtem-se:
a) sen26 = 2 - senf cos 6.

b) cos 20 = cos® 0 — sen?d.

6) Dado um nimero complexo z = —8+ 8v/3i, vamos determinar as raizes quarta

deste nimero e representéd-las no plano de Argand-Gauss.
Solucao

Sendo z = —8 + 8\/52', tem-se:a = —8 e b = 8/3.

Entao,

p=Va:+b & \/(—8)2 + (8v/3)2 = V64 + 192 = V256 = 16

Logo,
8 1
cosfl=—=——=——
p 16 2
e
b 83 V3
senfl = — = —— = —.
p 16 2
Assim, tém-se o seno positivo e o cosseno negativo.
No ciclo trigonométrico pode-se observar que o angulo 6 estd localizado no 2°
quadrante.
Um angulo 6y, localizado no 1° quadrante que possui, senf; = \/73 e costh = _71, é

o angulo de 60°. Mais o angulo 6, que se procura possui seno positivo e cosseno negativo.

Esta condicao s6 ocorre no 2° quadrante e sera dado por:
180° — 6 = 180° — 60° = 120°,

em radianos tém-se: 5 5
1o =g T 3T _2m
3 3 3

e () (5]
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Aplicando-se a segunda férmula de Moivre, pode-se calcular a raiz quarta de z.

2 2
=42k =+ 2k
2 = V16 [cos (3T7T> + isen <3T7T>] .

Atribuindo-se valores para k,obtem-se:

o) ()

onde, ¢ equivale a 30°, portanto:

Para k = 0, tem-se:

3 1
V3 Z v

2 2
Fazendo k = 1, tem-se:

_o 7r+7r w 7T+7T ~ 9l cos T+ 37 +isen T+ 37
z1 = 2| cos 513 isen 13 = 5 5
5 2 w 2
=2|cos| — sen| — | |.
3 3

2g = 2[cos(30°) + isen(30°)] = 2

Assim: 5
s s
= — g — = =180°—60° = 120°.
3 "3
No ciclo trigonométrico o angulo de 120° esta localizado no segundo quadrante,
e senl20° = senb0° e o cos 120° = —cos60°.

Portanto, seu valor correspondente no primeiro quadrante é o angulo de 60°.

Com isso, pode-se exprimir:

21 = 2[cos(120°)+isen(120°)] = 2[cos(60°)+isen(60°)] = 2 [(;) +i (?)] = —1+/3i.

s . s
7 T

— = — = 180° + 30° = 210°
6 T+ 6 +

O angulo de 210° esta localizado no 3° quadrante, como pode ser observado no

Agora com k = 2, tem-se:

s . s
29 = 2 lcos (E) + i8en (E + 7T)

Assim,tém-se:
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ciclo trigonométrico.

Assim, sen210° = —sen30° e cos 210° = — cos 30°. Portanto, seu valor correspon-
dente no primeiro quadrante é o angulo de 30°.

Desta forma, vem que: zy = 2[cos(210°)+isen(210°)] = 2[— cos(30°)—isen(30°)] =

Para k = 3, tem-se:
= 2 cos 10—7 + 18en 10—7T
N 6 6
= 2|cos 5—7T + isen 5—7T -
N 3 3

5 7r n 3T w 7T . 3T
23 =2|cos| =+ — wsen| — + —
3 672 ) TP T 2
Assim, %’r =21 — § = 360° — 60° = 300°.

O angulo de 300° esta localizado no 4° quadrante, como sen300° = —sen60° e

cos 300° = cos60°, entao seu valor correspondente no 1° quadrante é o angulo de 60°.
Dessa forma,zz = 2[cos(300°) + isen(300°)] = 2 [(%) — z(‘/Tg)] =1—/3i.

Os afixos, zg, 21, 22 € 23 pertencem a circunferéncia de raio centrada na origem.
Eles dividem o plano de Argand-Gauss em quatro partes congruentes e sao vértices de

um quadrado inscrito na circunferéncia.
Figura 4.5: Quadrado inscrito na circunferéncia.

A sen

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)
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Capitulo 5

Os Niumeros Complexos na

Geometria Analitica

Neste capitulo, apresentamos a equagao da reta no campo complexo, o coeficiente
angular da reta, os tipos de retas no plano complexo, a equagao da reta que passa por
dois pontos, a drea de um triangulo, além da equacao do feixe de ratas complexas e a

distancia de um ponto a uma reta complexa.

5.1 Equacao da Reta no Campo Complexo

Como foi observado, pode-se escrever o nimero complexo z na seguinte forma
algébrica:z = x — 1.
Somando-se z e Z, tem-se que: Z =x —1iy e z = T + 1y.
Logo,
Z4+z=2x

Z;Z(l)

Z=x -1y =a—=z

Tr =

. _z+z : o _z—2(2)
RS R Y
Na geometria analitica a equagao geral da reta é dada por:Axz+ By + C = 0, com

A B CeZ
Logo, substituindo (1) e (2) tém-se:

2+ Zz z—Z
e

A A-z Bz Bf . _
2% T % 2 B
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z B zZ[A B
§<A+7>+§<T—7>+C—O
%~%(Ai+B)+§(—i)(Ai—B)+C:0
%(—z’)(Az’+B)+g(—i)(Az’—B)Jr(J:O
z ) zZ .
5(A—zB)+§(A+Bz)—|—C:O.
Dessa forma,
A—iB A+Bi\_
( 2 ) ( 2 ) -0
Denotando, pord:#ea:@.

Obtem-se: az +az +C = 0.

5.2 Coeficiente Angular da Reta
Sendo: Az + By+ C =0,com A, B,C € Z e B # 0, da expressao geral de uma

. ” _ y A c _
reta na geometria analitica, temos que By = —Az — C, daf, y — 52 — 5 = mz + h, onde
m = —% representa o coeficiente angular da reta e h = —% o coeficiente linear.

Para a reta no campo complexo, temos que:
. A—1B
o =
2
e .
A+iB
a= :
2

4_ B2t B A=a+a

Logo, a+a = 35 5
Para a reta no campo complexo, temos ainda que:

A B

Dessa forma,
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5.3 Tipos de Retas no Plano Complexo

Com base na geometria analitica, as retas r e s tem as seguintes equacoes gerais:
r:aix+by+c =0, comay,b,c; €R

St asx + by 4+ co = 0, com ag, by, co € R

5.3.1 Retas Paralelas

Na geometria analitica, temos que:
m, = mg e h, # hg, onde m,., m, sdo os coeficientes angulares e h,.,hs coeficientes lineares
das retas r e s.

Entao;
S R— ] —
I aiby = ash
—1% # —z—z c1by # bics

No plano complexo:

Dai, pode-se concluir que:
my = Mg

a+ ap Qg + Qo

ap— Q1 Qg — Qo

oo — 1Ay + 1y — Qg = 1 Qg + . — A 0l — 1 0lg
20710[2 -2 Oé1072 =0

Portanto,

Qa10p = Qg

ou

ap e
an &)
Para os coeficientes lineres , temos que h, # hg pois as retas r e s interceptam o

eixo y em pontos distintos.

5.3.2 Retas Perpendiculares

Da geometria analitica, tem-se que duas retas r e s sao perpendiculares se e,
somente se, m,.mgs = —1.

Logo,
(Cﬁ + Oél)l, ) 2(072 + CKQ)
a1 —aq Q9 — Qi

~= -1
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K _ _ ) _ _
i“(arag + (Ao + ag) =i (o — o) (e — @)
Q1 + A1 + Qg + g = Qg — Qg — QAL Qo + AL Qo
20710(2 + '20(1072 =0

Dessa forma, temos:

a1 + Qg = 0

Condigoes entre os coeficientes para as retas r e s serem perpendiculares no campo

complexo.

5.3.3 Retas Concorrentes

Da geometria analitica, tém-se que duas retas r e s sao concorrentes se m,. # ms.

Como:
m, — (aq + Oi1)
a1 —
e —
m, — (qs + OiQ)Z.
o — (9

, tem-se que: m, # my e ayag # ayds.
Condicoes entre os coeficientes para as retas r e s serem concorrentes no campo

complexo.

5.4 Equacao da Reta que Passa por dois Pontos

Da geometria analitica, tem-se que a equagao de uma reta conhecendo os dois

x y 1
pontos é dada por: | 1 y; 1 |=0, com x1,22,%1,%2 € R
Ty Y2 1

Na forma algébrica de um nimero complexo, tem-se que:

Logo;
2tz Z2—Z
2 21
a+z z—-z —
2 21 1 0
z2+22 z22—22 1
2 21
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=0

(2+2)(21-71) |, (4D(2-2) | (=2)(21-4)
:| [ 2 24i1 1 + 4742 2 _|_ 411 1

(z+2)(z1—%1) (z1421)(22—22) (z2—2)(22+22)
411 DI C 141 27%2) 4i2 2
z+z2 z—zZ 1 z z 1
@i n+z5n sq—2 1| =z #7171 =0
1 Z9 2,'_2 1

2o+ 29 23— 23
Que representa a equacao geral da reta complexa que passa por dois pontos

5.4.1 Coeficiente Angular da Reta Complexa que Passa por dois

Pontos.
z z 1
21 21 1(=0
Z9 29 1

ZZ — 229+ Z29 — Z21 + 2129 — 2921 = 0

2(51 — 2«72) + 2(22 — 21) = 2221 — Z1%9
o (2_1 - »’5—2)2jL 222_1 - 2;122
21 — 22 21 — 22

onde,m = Zi 22 representa o coeficiente angular complexo da reta.

5.5 Area de um Triangulo.

Sejam 21, z5 e z3. vértices de um triangulo no plano complexo
Da geometria analitica, temos que dados os pontos Py (z1, 1), Pa(22,y2) € P3(x3,y3)

a area do triangulo serd dada por

5w 1
A= b Ty y2 1 ||#0
r3 y3 1
como,
T, = z1+Z1; Ty = 2t% g T3 = 23-523
_ Z1—Z1. _ 22+22 23123
N = 2% ) Yo = 2% € Ys = 2
Logo:
z1+z1 z1—Z1 1
1 2 21
A = Z | z22t22 z2-% 1
2 2 21
z3+Z3 23—Z3 1
2 21
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Assim,

A=1. {4%(21 + 2) (22 — 22) + = (22 + %) (23 — 53) + = (21 — 71) (23 + z‘g)]
= —% . [%(23 + 53)(22 — 52) + %(21 + 51)(23 — 53) + i(zl — 21)(22 + 22>:|
=t |m+a)(n—2—n+m)+(e+2)+(s—B) (-2 —2n+ z‘g)]

=z |:2 . (—212_3 + 212_3) +2- (23 — 29— 21 — 2_2) +2- (2'_122 — 232_1):| .

21 21 1
Ouseja,A:ﬁ. Zo Zy 1

z3 2_31

Aplicagao 1

Calcule a area do triangulo da figura abaixo.

Figura 5.1: Tridngulo sendo conhecidos os pontos dos vértices.

23(47 3)

22(1., 2)

21(3, 1)

y

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Onde, 2y =341, 20 =14+2ie 23 =4+ 3i

Solucao
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A area do triangulo na forma complexa é dada por:

21 21 1
1 _
A= E 29 29 1 5

z3 2_31

onde A é um valor absoluto. Logo;
zn=3+1&51=3—1

=142 =1+
z3=44+ & z3=4— 31,
assim,
] 3+ 3—1 1
A=—|1+2 1-2i 1|,
47
4+31 4—31 1
logo,
A:4%{(3—#2')(1—2i—4+3i)+(3—i)(4+3i—1—22’)+(1+2i)—(4+3i)(1—2i)}

1

:El(3+i)(z’—3)+(3—@)(3+z’)+(4—3z’)+8¢+6—(4—8z'+3z'+6)]

1 1
:E(Si—9—1—3@'—1—9+3i—3i+1+10:5i—10+5i):E~1Oi:Z.

Portanto, |A| = 2, 5u.a.
Aplicagao 2

Dada a reta r que passa pelos pontos (—2,0) e (0,5) obtenha a equacao de r no
plano complexo. Vamos obter a expressao da reta usando a condigao de alinhamento de

trés pontos de acordo com a geometria analitica

ou seja,

—5x+ 2y — 10 =0.(1)

No campo complexo, a forma algébrica de um niimero complexo é dada por:

r=xtiyezi=x—iySr="ey=52(2)
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Logo, fazendo as substitui¢oes de (2) em (1), tem-se

—Br+2y—10=0= —5- (Z;Z>+2- (Z;Z) —10=

et e e R e
)

2 2 1 7 7
5 5 -5 — 21 -5+ 21
<—§—i>z+<—§+i>2—10:0:>< 5 Z)z+( ;1)5—102
Definindo:
o5+ 2
a=—
2
e
B 5— 21
a=— ,
2
vem que:

oz +az— 10 =0,

representa a equacao da reta na forma complexa. O coeficiente dessa reta é:

—_4
m=—z.

Como A=a+ae B=(a—a)i,onde A e B sendo coeficientes da equagao geral
da reta,

entao: A:—5eB:2log0,m:%:g.

Verifique se o ponto P (—1, g) pertence a reta complexa.

Sendo z =z +iy=—-1+3iez=—-1—23i
Entao:
az+az—10=0

()3 (3-)(e3) oo

5,2, 5.5 2. 5 o
R T S U -
5 20
4.2 10=22_-10=10-10=0.
2 2

Portanto, o ponto P(—l, %) pertence a reta complexa.

5.6 Equacao do Feixe de Retas Complexas

Sendo y — yp = m(x — xp) e m = zEng

=

=



Entao;
xr =
2
2=z
y - 22 )
logo:
22—z (20—%2) (a+a)[z+Z 2+Z
— = J—
21 21 (a—a)| 2 2 |
assim,
(z—Z—20+20+2)(a—a)=—(24+2—20— %) (a+a)
[(z=20) + (20 — 2)(@—a) = [(=Z+ 20) + (=2 + 2)](a + &)
[(z—z0)(@—a+a+a)=[z-2)(a-a—a—a)
(z — 20) - 200 = (Z — 2p)(—2@).
Portanto,z — 2y = —g(z — zp),que representa a equagao do feixe de reta complexa.

Aplicagao 3
Seja a reta @z + 2z + = 0 que passa por Py(zp). Mostre que a reta que passa

por P(z) e é perpendicular a reta dada que tem equacao z — zg = 2(Z — 20).

_ i(ata)
a—a

Solucao
2% ¢ considerando a reta: y—1vyo = m(x—x), onde,m,

2+Zz
b y 21
com m, e my coeficientes angulares das retas r e s, respectivamente tem-se

Sendo z = 5

c22_(ach_ aoaii (ata)
(z—Z—20+2)(a+a)=(24+42—20— %)(@ — a)
[(z —z0)(a+a)— (z—z)(@—a)=(2— %) (@—a) + (2 — Ha+a)
(z—z)ja+a—a+a]=(zZ—%)a—a+a+a]
2a(z — 2z9) = 2a(z — %)
9(2—2‘0

Z— 2y =
«Q

Portanto, essa reta é perpendicular a reta de equacao az + 2z + 8 = 0.
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5.7 Distancia de um Ponto a uma Reta Complexa.

Seja Py(zo) um ponto e seja a reta r : @z + az + f = 0, como mostra a figura

abaixo.

Figura 5.2: A minima distancia de um ponto a uma reta ocorre quando o prolongamento do segmento

que contém o ponto é perpendicular a reta r.

r:az+az+ =0

Fonte.Acervo do autor(programa Geogebra)

Vamos determinar o ponto p(z) pertencente a reta s.
Sendo r : @z 4+ az + [ = 0 a outra reta perpendicular a r tem equacao z — zg =

2(z — %), logo:

Q@™
—~
[S—y
SN—

(2—2)(2

jo)fe]

az+22+pB=0=2=—-22—
Z— 20 =

Substituindo (1) em (2), vem que:

al az B _
Z—2=—|—— — = — %

«@ a o
e
Z—20=—2—— — Zp—
o «

_a f

20 =20 —2Z— — —

a o«

azg— za— f3

200 ’

que representa o ponto de interseccao entre as duas retas r e s perpendiculares.

71



Para calcular a distancia entre P(z) e P(z), temos que:

220 — 200X — ﬂ
2

D = [P(z) = P(20)| =

B 220—5054—ﬁ—20&20 . QZo—dZQ—B
N 2a N 2a
Y azg+az+ | |az+ak+ 0
2|l 2|al

Como,
la] = Vaa,

entao:
azg + azy + ﬁ‘

D =
2V ad

Representa a distancia perpendicular entre a reta de equacao: az +az+ 3 =0

e o ponto dado.

Aplicacao 4
Obtenha o valor da distancia do ponto zy = 3+ 47 a reta complexa r que passam

pelos pontos z; = 1+ 2i e 2o = 2 4 2i.

Solucao

Vamos inicialmente calcular a equagao da reta r.

Como,
n=14+2i<z=1-2
e
=240 H=2-—2
Logo:
z z 1 z Z 1
21 2 1L]|=]1+42i 1-20 1|=0

(1-2i)z—2(2—20)+2(24+2i) —2(1+2¢) — 2(14+2i) + (14+2¢)(2—2i) — (2+24)(1 -2¢) = 0

2[1=2i—2+2]+22+20—1-2i]+2-2i+4i+4—-(2+20—4i+4) =0
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—2+2Z2+6+21-64+21=0

Portanto, a equacao da reta r é —z + z 4+ 41 = 0.

A distancia z(distancia entre areta r e o ponto zg = 3 + 4i), sera:

ez +az+ Bl |wt+a+4i |- (3+4i)+ (3—4i) +4i] | — 4

2\/aa 2V aa 2¢/(—1) - (-1) 2

=2.

Outro método.

Sejaaretar: —z4+2z+4i=0.

A reta s perpendicular a reta r tem equacao:
Z—20= —(Z— 2p).
= (2 - )

Assim,
1
z—(3+4i):_—1(2—3—|—4i)
z2—3—d=—2+3—4
z+z2—6=0
z+z—6=0
—z+z+41=0
Calculo do ponto de interseccao entre r e s:

22441 —-6=0

6 — 41

5 =3 — 2.

z =

Dai,
z4+z—-6=0

z24+3—-21—-6=0
2 =+2
Como z = |P(2) — P(20)|, entao: z = [3+4i — 3 — 2i| = 2.

Aplicagao 5

Determine a distancia D do ponto zy = 2—1 a reta que passa pelos pontos z; e zs.
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Solucao

Seja r a reta que passa pelos pontos z; e z3, como:
n=1+i1575=1—1
H=1—1& =141,

entao:

z z 1
147 1—3 1|=0
1—¢ 1+2¢ 1

2(1—d) —2(1+d)+2(1—i) =21+ +(1+49)?—(1-i)*=0

l1—i—1—¢+21—-i—-1—-9)+(1+2—-1)—(1-2—1)=0
2(—2i) + 2(—=2i) +20+2i=0
—2iz—21Z24+2i=0&24+2-2=0.
Logo a distancia da reta r ao ponto zp = 2 — ¢ é dada por:

o+ -2] 2—-i+2+0-2] 2

2V aa 211 2

=1.

D
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Capitulo 6

Aplicacoes dos Niumeros Complexos

nas (Geometrias Analitica e Plana

1-Mostre que qualquer ponto interno ao triangulo equilatero, tem a soma das

distancias em relacao aos seus lados igual a altura do triangulo.

Solucao

Seja (0,0) a origem do circulo e zg, 21 € 23 0s pontos dos vértices do triangulo
contido no circulo.
Considere as seguintes retas:
r que passa pelos pontos P(zg) e P(z)
s que passa pelos pontos P(zg) e P(z2)
w que passa pelos pontos P(z1) e P(z2)
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logo:

—

3 V3 [/ 3 3\ .
z 5—2—)4—2(—54—27)—2 3=0

(3—1iV3)z + (=3 +iV3)z — 2iV3 = 0.

Temos, entao:

r:(1—iv3)z+ (=34 iV3)z — 2ivV/3 = 0.

1
Sendo ainda: s : 1 1 1 | =0, entao:
1

<§_@'§) z(—g—z‘§>+ V3=0

Logo,
s:(3—iV3)z+ (=3 —iV3)z+2ivV3 = 0.

J& para a reta w, temos:

z z 1
. 1 /3 1 /3 _
1 <3 1 -3
—5—27 —§+ZT 1
1 V3 IRRVE] 1 V3
: ‘5‘27—“5“7} “K‘E‘ZT) - ("“—
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Z(_%_i\/il \/§)+( 1 \2/3 g V3 _(1 .\/§>2:0

4 2 4 4 2 "2
—iV3z —iV3z —ivV3 =0.

2
—i\/ﬁz—ix/§z+<1—z’£———1—i\/§+§> =

Portanto,
w:z4+z+1=0.

Calculo das distancias.

(7)Da reta da reta w ao ponto (0,0).

D_\z0+a50+ﬁ|_|zo+50+1|_|0+0+1|_1
e 2| o2 2 2

(77)Da reta da reta s ao ponto (0,0).

leotamn+ Bl |(3—iv3)z+ (=3 —iV3)z + 2iV3|
- 2] 213 — iv/3|

_[B-ivB-0+(=3-iv3)-0+2iV3| _ 2iv3 _ 2v3 1

2,/3 + (V3 W 223

(7i1)Da reta da reta r ao ponto (0,0).

D,

(3 —iv3)z + (=3 +iV3)z — 2iV/3)

D:
’ ol — i3
0 =iv3) -0+ (=34+iv3)-0-2iv3]  2v3 V3 1
2V/9+3 22 2.3 2
1 1 1 3
Dr=Dy+Dy+Dy==+=-+-=~—
T 1+ Do+ Ds 2+2+2 5

De acordo com a figura temos que: H = 1+% = %, onde H ¢ a altura do triangulo.
O que mostra que a soma das distancias a um ponto interno em relacao aos lados

¢ igual a altura do triangulo.

2-Mostre que todo triangulo inscrito numa circunferéncia e que tem como um dos

lados a medida do diametro, é um triangulo retangulo.
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Solucao

Seja o triangulo inscrito na circunferéncia:

za|  A(0,7)

ZB zC

B(-r,0) C(r,0)

Quer-se provar que o angulo BAC = 90°.

Calculamos a expressao da reta r que passa pelos pontos B e A.

Logo,
zp=—-1+0=—-—r<sig=—r
2Aa=0+1r=ris iyg=—r
Portanto:
z z 1
ro| —r —r 11=0
+re ——ri 1

—rz+riz+riz+rz+r%i4+1r% =0
2(ri—r)+ Z(ri+7) +2r% =0

2(i—1)+2(i+1)+2ri =0

:_(2:4—1)2_2'70@'
(i—1) i—1
ou
(t+1)_  2ri
= Z —
(i—1)" -1

Calculo da reta s que passa por z4 = (0,7) e z¢ = (r,0).

z z 1
s ri —ri 1]=0
T r 1
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2(=ri—71)+ 2(r —ri) +2r%i =0

2(—i—1)4+2(1—i)+2ri=0
=12 (1—d)_ 2

S IR e T L

Como os coeficientes angulares das retas r e s sao, respectivamente, m, = % e

o= (1) (152) =429

I—_H..
Logo, o angulo BAC = 90°.

Entao,
Portanto todo triangulo que possui como um dos lados o diametro de uma cir-

mg =

cunferéncia é retangulo.

3-Determine a menor distancia do centro da circunferéncia aos lados do triangulo

mscrito.

Solucao

Como reta que passa pelos pontos A e C' da figura acima tem equagao:
2(=1=1)+z(1—1i)+2ri =0,
e zo = (0,0) é o ponto do centro, entao a distancia de z a reta essa reta é dada por:

_ laztaz+p| _ |z(1=i)+2(1—i)+2ri| _ [0-(1=)+0-(1—i)+2ri| _ [2ri] _ 20 _ r_
2]a] 2[1—1] 2V12+12 2v2  2v2 V2

1

4-Mostre ainda que x; = x5. na figura do item 3.

[(1=i)2+(i+1)z42ri| _ |(1=1)-04+(i+1)-04+2ri| _ _ 2ri 2r

To = ==L =L — ¥=p
2 2]a] 2(1—14) 212412 2V2 V2 2
Portanto;x; = x».
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5.Calcule as coordenadas do ponto P. da figura abaixo.

solucao

Da figura temos que:

sen4bh® = —,
T
assim:
V2 h
9 V2.
2 L2y
2 T
h = — = —
ATy
e
cos 45° = v
xy

Portanto,P(g, g) ou z =5+ .

6. O que se pode afirmar em relacao a reta que passa pelos pontos B e A e da
reta que passa por zg e P?
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Solucao

Seja t a reta que passa pelos pontos B e A. Sua equacao sera dada por:

(i—1)z4+(i+1)Z2+2ri=0.

Seja ainda w a reta que passa por 2y e P. Note que zp = 0 e 2y = 0, assim,z,
T T e F =T _ 4T
5 tigez=5—13.

Dessa forma, a equacao da reta w é:

z Z 1
0 0 11=0
s+i5 5—i5 1
<—1+i)z+ <1—|—i)2:0

L

Z= ( + Z>Z
1—1

Veja que, o coeficiente angular da reta ¢ é igual a % e o coeficiente angular da
reta w é dado por %2

Portanto as retas t e w sao paralelas.
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7-Dado um quadrado mostre que suas diagonais sao perpendiculares.

A

z3 29

y

Solucao

Seja [ o lado do quadrado. Logo de acordo com a figura acima, temos que:
200=0&2=0
21 = | & 21 = l
22:l+li<=>22:l—li
23 =1 & 23 = —i.

Vamos calcular a reta r que passa pelos pontos 2y e z. Logo:

z zZ 1
T 0 0 11=0,
I+l (=17 1

isto é,
Z(I4+ 1) —2(l—1i) =0
ZI(14+4) —2l(1—4) =0
Z1414) —2(1—14)=0

(1+414)
(1—1)

Z = z,
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onde

¢é o coeficiente angular da reta 7.

Seja s a reta que passa por z; e z3, assim,

z z 1
s ) [ 1]=0
i —li 1

Logo:
A+liz41iz—1z—1%—1%=0
2L+ 1)+ 2(li — 1) — 2% =0
z(1+d)+z(i—1)—20i=0

(—1+414)
(147)

z =

Z+ 2l
sendo
1474

14
Sabemos que as retas sao perpendiculares entao:

mg =

meg.m, = —1.
Veja
1414
my, = ;
1—1
e
1414
ms = — -
1414
Logo;

1+ —14+i\  —i+1 .
1—i 1+4¢ /) 1-4

Portanto, as diagonais de um quadrado sao perpendiculares.

8-Mostre que a drea do quadrado da figura abaixo é dada por A = [2, onde [ ¢ a
medida do lado.
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23(0.) 2a(L,1)

Ay

As

y

Z()(0.0) Zl(l70) xr

Solucao
A area do quadrado pode ser obtida somando-se a area dos triangulos A; e A,.

Seja a area do triangulo 292129 dada por A, ,,.,, temos que:

20 Z 1 z 7 1
AZozlzz - % 21 2 1| = 4_1 l l 1
zg Zp 1 I+l 1—1i 1
Aporot = =10+ 1) + 11— 1)) = L[~ = 2+ 1 — %] = — =22 = 22 _ L
Portanto, A,.,., = %
Para a area do triangulo zpzs23, temos que:
|20 %0 1 1 0 0 1
1 B 72 ] .
A302223 = Z 23 z3 1| = Z li -7 1
z2 2 1 I+l 1—1i 1
— (1 — i) 4+ Li(l+ 1)) = S[1% 4 12 4 12— 1) = 22— L
2 2
Como o valor absoluto de |202122| é dado por |zpz122] = L e 292023 = L.

, , 2 2
A drea do quadrado é dada por |z02120| + |202223| = 5 + 5 = I%

9-Dado o triangulo equilatero z;2324 da figura abaixo, obtenha o valor h obtido

com o prolongamento do seguimento que passa por m e tem como abcissa o lado [ do

84



triangulo dado. Calcule os valores de z e y.

30°

I V3
Z4<§v7l> 200w _ ]

p 23(l,y + h)

o (L, h)

l -

l P
7

7
Pad h
7
Pad 30°
7
7
50°
7
zZ0 — (0.,0) l Zl(l 0) X
Solucao

Usando a lei dos cossenos no Azyzi 29, tem-se que:

|20 — 2112 = |21 — 20|* + |20 — 22|> — 2|20 — 22| |20 — 21| cos b,
onde: 20 =0, 2y =1, zo =1+ 1ih e § = 30°.

Portanto,

[l +ih — 1> = |l = 0)* + |l +ih — 0]* = 2|l — 0| - |l +ih| - cos 30°

lih|> = [I|> 4+ |l +ih|* = |I| - |l + 1h] -

V3

2

B2 =12+ (12 + 1?) — V3V + 2
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312h% = [
h? = 23

- =—1.

3 3
Para determinar do valor de y, vamos considerar o triangulo zyz; 23, que tem como
vértices: zo =0; 21 =l ;23 =1l +i(y+ h) e 6, = 60° como medida de um de seus angulos.
Logo;
2 2 2
|23 — le = |21 - Z()| + |23 - Z()| —2- |Zl - Zol : |Z3 — ZQ| . COS@l.

Dai,
li(y +h) + L2 =10+ |l +ily+h)|> =2l —0]-|l +i(y+h)|

iy + 0)* =1+ (VI + (y+ hi2)” = 2|l - /I + (y + h)? - cos 60°
(7 + %) = P+ (/BT (g + W) = 20/BF (g + R -
(y+h)?=P+P+y+h)?—1/P+(y+h)?
0=202—/I12+ (y+h)?
VP + (y+h)? =20
(VP +(y+h)2)? =4l
>+ (y+ h)* = 41?
(y + h)* = 312
y+h =3l

Portanto,

2
y:ﬂz—h:ﬁZ—?zzgz.

Seja ainda o triangulo z423z1, para determinar o valor de x, temos:

chitren)= (i) = et

2
2 2
L+ <§) P=L+32= /2=

[+iv/3l— L — i3

T =|z3—z| =
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10-Mostre que o triangulo obtido z423z1, tem mesma drea do triangulo equilatero
dado.

Solucao

Calculo das retas que passam pelos pontos z3 e 2;.
z3=1+V3li & 5 =1—iV3l

2’1:Z<=>51:l.

Logo:
z z 1
I4+iV3l 1—iV/3l 1|1=0
I l 1

2(1—iv3l = 1)+ 2(1 — 1 —iV/31) + 1(1 +iv3l) — (1 — iV/3l)
2(—iV3l) + 2(=iV3l) + P+ V312 — P +iV312 =0
—iV3lz — iV/3lz + 2iV312 =0

—z—z+20=0.
Célculo da distancia w:
224 az+ B |- a2
B 22| 24 =1
! /3 ! /3
‘—(§+173l> . (5 _zgz) +2z‘
B 2

l
:Z|—1—i\/§—1+i\/§+4|

l l l
=-|—2+44]=-.2=—.
g2 H=g 2

Seja A; a area do triangulo equilatero dada por A; = %3 e A, a area do triangulo

obtido que é dada por:

A2:w-\23—21|:l

1 V3,
3 5 3V3l="T7

Portanto, A; = As.
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11-Mostre que a diagonal de um quadrado, divide o quadrado em 2 triangulos de

areas iguais.

ZQ(Z, l)

Y

#(0,0) 21(0,0)

Solucao
Deve-se provar que as areas dos triangulos A; e A, sao iguais quando a diagonal

D divide o quadrado.

Sejam,
ZQZZ@ZQZO
H=1l+lh s Hh=1-«
=l z3=-U

Calculo da area do triangulo que passa pelos pontos zg, 25 € z3:

1l ] o o0 1

i _ { , .
AIZZ Zo Zp 1 :Z I+l -1 1
1 li =i 1

20 %0

z3 23

Hli(l+ 1) — Ll —al)) = S22+ 12— 12— 1) = =22 = &
De modo analogo, temos que a area do triangulo que passa pelos pontos zg, 21 e

29 é dada por:
20 = |l & Z20=0
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n=1lz1=1

=4+l m=1-1U

12 2 1
i
AQZZ 21 Z1 1
29 2o 1
. 0 0 1
A
4
I+l 1—-1i 1
_1_ N o _22‘ 2_2._2__2l2‘7;2_ﬁ
—4[ Li(l+ 1i) — Li(l ZZ)]—4[lZ+l %1 —17] = T =3

Portanto a diagonal de um quadrado o divide em dois triangulo de &reas iguais.

12-Dado um quadrado de lado [, mostre que todos os seus angulos internos sao
retos.

Solucao

Sejam 21(0,0) =0, 20 =1, z3 = li + [ e z4 = li vértices do quadrado da figura do

problema 10.
Seja r a reta que passa por z — 1z,. logo:

z 1

0 1]=0

[ 1
Zl—2zl =0

z=Z.

Logo, o coeficiente da reta r é dado por m, = 1.

Seja ainda s a reta que passa pelos pontos z; e 23, entao:

z z 1
{4+ -4 1|=0
) l 1

2Zl—z(l—dl)+zZ(l+dl) —1Zz4+1(l—il) =0
21— L)+ 2146l — 1) + 2 =0

ilz +ilz2il> = 0
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2+ 2+2=0

z=—Z— 2.
Logo, o coeficiente angular da reta s my = —1.
Portanto,m, - my = —1 o que mostra que as retas r e s sao perpendiculares.

De modo analogo, prova-se que as outras duas retas sao perpendiculares.

13-Dado z = v/1 calcule a drea do triangulo inscrito no circulo, cujos vértices sao

as raizes de z.

Zo(l,o)

solugao
Sendo z = /1, entdo z; = 1 e |z = 1.
Dai,
cosf = % =
{ senfl = % =0
Logo: 6 =0

Dessa forma, temos que:

z=v1= |~ cos((’:il‘z”) + isen(“zT’m))] ,onde k =0,1,2en =3.
Ou seja,
20 = \?’/I (cos—+zsen > =11=1.2 = \/T (cos%”#—isen%) = cos 120°+1sen120° =

ofS

———I—iz 29 = = 1. cos%”—i—isen%’r = cos 240°+17240°. = — cos 60° —7senb0° = —%—2’

A area do triangulo pode ser calculada da seguinte maneira:
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Portanto,
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Consideracoes Finais

Essa dissertacao desenvolveu uma abordagem sobre a teoria dos niimeros com-
plexos enfatizando um desenvolvimento que envolve as formas algébrica e polar. A forma
algébrica é utilizada para determinacao das raizes enésimas, ja a forma polar dé aos
nimeros complexos um carater vetorial, sobre os quais realizou-se um estudo sobre a
analise vetorial do ponto de vista das operacoes e de algumas propriedades que abrem
possibilidades para uma melhor abordagem teodrica desses niimeros.

A parte inicial do trabalho foi suficiente para dar uma descricao sobre as pro-
priedades de adicao e multiplicacdo de dois ou mais nimeros complexos. Ao tratar da
representacao geométrica, foi possivel desenvolver o tracado do vetor resultante oriundos
das operacoes de adicao e multiplicagao, a partir de um desenvolvimento analitico das
formas algébricas e polares no plano cartesiano.

O aprofundamento dos topicos referentes a esse trabalho evidencia que os nimeros
complexos apesar de serem ainda consideradas entidades imaginérias, podem ser uteis em
outra area da matematica, como no caso das geometrias plana e analitica em que se criou
um formalismo matematico que nao é visto em livros textos a nivel do ensino médio ou
da graduacao. A aplicabilidade dos nimeros complexos foi possivel com a introducao de
norma e da forma algébrica, o que levou a obtencao de importantes resultados, como a

obtencao da area de um triangulo que na geometria analitica é dado por:

L] o 1
A= 5 T2 Yo 1 7’é 0.
x3 ys 1

Enquanto que essa mesma notacao na teoria complexa é dada por:

21z 1
N
9 29 29

23 23 1

E para o caso da distancia de um ponto a uma reta, enquanto a demonstracao
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mostrou que na teoria complexa é dada por:

. ‘0420 + @z + ﬁ|
2al ’

D

na geometria analitica obedece a notagao:

ax + by + ¢

Va? + b?

Como parte final do trabalho, consideram-se importantes as aplicagoes da teoria

D

complexa nas geometrias plana e analitica como ja referidos, dando como justificativa
primordial que tal abordagem pode oferecer uma forma diferente de se observar a teoria
dos ntmeros complexos.

Portanto, espera-se que esse trabalho venha contribuir no sentido de ampliar o
conhecimento sobre os niimeros complexos e de suas aplicabilidade como se fez em todo
o seu desenvolvimento. Assim, acredita-se que o leitor possa compreender a importancia

dos ntmeros complexos no desenvolvimento da matematica.
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