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Resumo

No presente trabalho, estudaremos situagoes relacionadas a existéncia, unicidade, taxas
de decaimento e comportamentos assintéticos de solugoes para uma classe de equacoes de
placas nao linear e com termo de memoria. Em particular, no primeiro capitulo revisamos
alguns assuntos relacionados a uma série de resultados oriundos da teoria geral da analise
funcional, os quais serao aplicados no decorrer dessa dissertacao. No capitulo seguinte,
abordaremos uma equacao da placa de quarta ordem dissipativa com pertubacoes nao
lineares do tipo p - Laplaciano e localmente Lipschitz e com termo memoria. Continuando,
provamos a estabilidade exponencial de energia correspondente ao problema homogéneo

com termo de memoria de segunda ordem.

Palavras-chave: Equacao de placa, p - Laplaciano, termo de memoria, estabilidade

assintotica, decaimento de energia.



Abstract

In this work, we study situations involving the existence, uniqueness, decay rates and
asymptotic behavior of solutions for a class of nonlinear equations cards and memory. In
particular, in the first chapter we review some issues related to a number of results derived
from the general theory of functional analysis, which will be applied during this disserta-
tion. The next chapter will discuss an equation of the fourth order dissipative plate with
nonlinear perturbations of type p - Laplacian and locally Lipschitz and memory. Con-
tinuing, we prove the exponential stability of energy corresponding to the homogeneous

problem with second-order term of memory

Keywords: Plate equation p - Laplacian, memory, asymptotic stability, Energy decay.



INDICE DE NOTACOES

Geral

| := medida de Lebesgue de Q C RY;

o] = a1 +as+---+ay e al =ajlag!---ay paratodo a = (ay,...,ay!) € NV;
p = ] expoente conjugado de p;
= g as? - 2y para todo x = (71, 29, ..., xy) € RY;

supp(u) = {z € R u(x) £ 0} ;
— inclusao continua;

—<— inclusao compacta;

(-,-) dualidade;

(X, ]| - ||x) espaco de Banach

Operacgoes de derivagao

dlely,
0,...,0
D= rrang oy ¢ @7 (00
u , se a=(0,..,0)
N

d%u

Au=2 om

7=1 J

A%y = A(Au)

10



Ayu = div(|V[P-2Vu)

Espacos de fungoes

C(Q) ={u: Q2 — R | ué continua}

CHQ) ={u:Q — R | uék- vezes continuamente diferencidvel}
C>®(Q) ={u:Q — R | u é infinitamente diferencidvel}

CF(Q) = {u e C*(Q) | supp(u) C Q é compacta}, k € Nou k = oo
Ck(Q) = {u e C*Q) | D*u é « - Holder continua}

D () := espago das fungoes teste

LP(Q) = {u:Q— R | u é mensurdvel e [, |u(z)|Pdr < oo}
L>®(Q) ={u:Q— R | ué mensuravel e |u(x)| < Kq.s. em Q}
Wmr(Q) ={ue LP(Q) | D € LP(Q), 0 < |a] < m}

W) =Cr@

H™(Q) = Wm™2(Q)

Hy (Q) = W5 (Q)

LR X) = {n: R = X | [[7 u(s)lIn(s)[[5ds < oo}

LP(0,T;X) ={u:(0,T) = X | u é mensurével e fOT ||u(t)||%dt < oo}

11



L>0,T;X)={u:(0,T) - X | u é mensuravel e ||u(t)||lx < K q.sem (0,7)}

C([0, T; X) ={u:[0,T] = X | u é continua de [0,7] em X}

C*([0,T]; X) = {u: [0,T] — X | ué k - vezes continuamente diferencialvel de [0, 7] em X}
Cw([0,T; X) ={u:(0,T) — X | u é fracamente continua de [0,7] em X}

L(X;Y)={T:X —Y | T élinear e continua}

Espacos duais

X' = £ (X;R) dual de X

[LP(Q) = LP(Q), 1< p< o<

(WP(Q)) = W=7 (Q), 1 <p<oo, meN
[Hg* () = H™™(), m e N

[LP(0,T; X)I' = L(0,T; X'), 1 <p < o0

D'(0,T; X) = L(D(0,T), X)

Convergéncias

— convergéncia forte
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— convergéncia fraca

* N .
— convergencia fraca estrela

Memoéria

(g u)(t) = [y 9t = s)u(x, s)ds

(g0u)(t fo —5) Jo lu(z,t) —u(z, s)Pdzds

Normas

1
||u||p fQ |u(z)[Pdx)?

||u||oo = supess |u(z)]
e

%
|[w(2)|[mp = Z |[[D%ul [}
ja<m
||t |m,c0 = max |[Du||s
o <m
ey = 17l
1
nllx = (57 1(s)|In(s)||%ds)?

1

Il oirsx) = (fo fu(s) et )
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u(@)|[Leorix) = sup ess [|u(t)][x
te(0,T)

du(t)
||u||ok([o,T},X)—z::tlg%&%H T HX
llellxr = sup  [{p, )]
zeX,||z||x <1
Tx
ITl= s (Tolly = sup Mol
z€X ||z||x=1 z€X,z7#0 ||x||X

14



Sumario

1 Introducgao 1
2 Resultados de Andlise Funcional 6
2.1 Espacos de Banach e de Hilbert . . . . . . . . .. ... ... ... 6
2.1.1 Uma breve nogao ao conceito de topologia fraca e fraca estrela . . . 10

2.2 Alguns resultados importantes . . . . . . .. ... Lo 12
2.3 O operador p-Laplaciano . . . . . . . . . .. ... 16
2.3.1 Uma desigualdade importante . . . . . . . ... ... ... ... .. 16

2.4 Operadores lineares nao limitados . . . . . . . . ... ... ... ... ... 19
2.4.1 Operador A associado a uma forma bilinear . . . . . . . .. .. .. 19

2.4.2 Poténcias fracionarias do operador A . . . . ... ... ... L. 20

3 Um modelo de placas com p-Laplaciano com termo de memodria 21
3.1 Introducao . . . . . . . . . 21
3.2 Hipdteses e notacoes iniciais . . . . . . . . . . . ... 22
3.2.1 Uma identidade para a memoéria . . . . . . . . ... . ... ... .. 23

3.3 [Existéncia e unicidade . . . . . . . ... Lo 24
3.3.1 Problema aproximado . . . .. ... ... ... . L. 24

3.3.2 Estimativaapriori 1 . . . . . . .. ... 25

3.3.3 Passagem ao limite e solugao fraca . . . . ... .. ... ... ... 26

3.3.4 Estimativaapriori 2 . . . . . . ... 32

3.3.5 Passagem ao limite e solugao fraca mais regular . . . . . . . .. .. 35

3.3.6 Unicidade . . . . . . . . . . . .. 35

3.4 Decaimento exponencial de Energia . . . . . . . .. ..o 37

Referéncias 42



Capitulo 1
Introducao

Este trabalho tem com principal referéncia o trabalho de D. Andrade, M.A. Jorge Silva,
T.F. Ma [8], seus resultados transportam conceitos e aplicagoes importante, onde, em par-
ticular os mesmos tratam fortemente da relacao entre os termos do operador biharmonico,
o operador p-Laplaciano, e o termo com meméria; e também de, Cavalcanti e Ferreira [22].
Importante enfatizar, que [8] e [22] tem sido grandes contribuintes no que se diz respeito
a equacao diferenciais parciais, e em particular, equacoes de placas, sendo este tultimo,
um expoente na literatura brasileira.

Recentemente muitos estudos sobre equagao de placa (de quarta ordem) e equagao
de onda (de segunda ordem), e também, pertubagoes nao lineares das mesmas, tem sido
estudados e desenvolvidos por matematicos dentro da realidade de equacao de evolucao
de segunda ordem, com respeito ao tempo ¢ > 0. Dentro da linha de pesquisa de equagoes
diferenciais parciais, constitui uma primeiro momento, analisar questoes relacionados a
existéncia, unicidade e dependéncia continuas de Problemas de Valor Inicial e de Fronteira.
Em um segundo momento, é importante estudar as propriedades qualitativas das solugoes
globais obtidas inicialmente, como por exemplo, comportamento assintético de solugoes,
que consiste basicamente, em decaimento exponencial, ou polinomial de solucoes, ou mais
ainda, a existéncia de atratores globais para o sistema dinamico gerado por tais solugoes
do Problemas de Valor inicial e de Fronteira.

Sendo mais claro e especifico, equacoes de placas com pertubacoes nao linear do
tipo ¢ - Laplaciano

Uy + A2u — div, (¢(Veu)) = F(x,u,uy) (1.1)

onde ¢(z) =~ |2|?=2), p > 2 e F(x,u,u;) representa, a adicdo de uma forca externa e/ou

uma dissipagao linear(es) ou nao linear(es). Neste exemplo, o operador div,(¢(V,u))

aparece como uma pertubagao nao linear de menor ordem do operador biharmoénico A2

na equagao (1.1). No caso de equagdes da onda regida pelo operador ¢-Laplaciano com
1



dissipacao viscosa —A,us, temos trabalhos importantes como os de Greenberg et al [16]
em dimensoes baixas. Em dimensées maiores, temos Tsutsumi [24] e Clements [17].
Retornando a equacao (1.1), observamos que esta é um modelo de varios modelos
importante que se aplicam em situagoes do cotidiano no que diz respeito a pertubagoes
da equacao da placa. Vejamos outros casos:
No caso bidimensional, a seguinte equacao da placa nao linear referente um mo-
delo de Kirchhoff - Boussinesq

uy + kug + A%u = div{|Vu*Vu} + o A{fi(u)} — fa(u)

definida sobre um dominio limitado R?, considerando trés condicoes de fronteira.
No caso N - dimensional, Yang et al [96,97] trataram de uma classe de modelos

de Kirchhoff por meio da equacao
uy + A*u — div{|V|"'Vu} — Auy = h(z, u, up)

definida sobre um dominio de RY, com N < 1 natural e m < 1 delimitando por uma cons-
tante que depende de N em dimensoes mais altas, levando em consideracao as condigoes
de fronteiras pré - fixadas ou apoiadas.

Para completar o raciocinio, lembramos que um modelo corresponde ao fluxo de

microestruturas elastoplasticas da forma
2
Ut + Uggze + CL(|U33‘ )1’ =0

foi introduzido por An & Peirce [18] no caso bidimensional, onde a > 0, para o caso
unidimensional. Assim sendo, ao observar o termo a(|u,|?), como um operador do tipo
p - Laplaciano, notamos que este tltimo modelo difere dos dois anteriores pelo sinal da
perturbacao oriunda do operardor p - Laplaciano.

Em dimensoes maiores com N > 3 a dissipacao forte —Auwu,, constitui papel

importante no modelo de placa com pertubacao de menor ordem do tipo p - Laplaciano
uy + aA*u — Apu = F(z,u,u;) (1.2)

onde
Ayu= div (|VulP2Vu), p>2

e a > 0 é uma constante. De fato, para a = 1 a existéncia global e unicidade de solucoes
podem ser verificadas adicionando uma dissipagao forte —Auw,, assim como Yang et al [32].
Contudo, se considerarmos apenas uma dissipacao fraca u;, entao, se torna dificil obter

unicidade e a continuidade de solugoes globais no caso N - dimensional, para N > 3. Ao



contrario, para N = 1 ou N = 2, a boa colocagao do problema (1.2) adicionando uma
dissipagao fraca, ja é conhecida.

O presente trabalho, procura fornecer resultados relacionados a existéncia global
de solugbes para a equagao (1.2) sob o efeito de um termo de memoria. A seguir, busca-
remos as propriedades qualitativas das solu¢oes com respeito a estabilidade assintotica ao
longo do tempo.

De forma mais concisa, estudaremos em um primeiro momento a existéncia de
solugoes e decaimento de energia para equacao (1.2) em um dominio limitado de RY,
considerando

F(x,u,uy) == —(g * Au)(t) + Auy — f(u) (1.3)
onde a convula¢do em (1.3), representando um termo de memoria nao local (memdria

sem histdria), sendo dado por

(g% )(t) = / gt — s)y(s)ds, ¢ >0,

¢ a fungao g é chamada de nicleo da memdria. Sendo assim, relacionando (1.2) e (1.3),
estudamos no proximo capitulo um problema de valor inicial e de fronteira para a seguinte

equacao da placa nao linear com memoria
t
uy + AP — Aju + / g(t — s)Au(s)ds — Au; + f(u) =0 (1.4)
0

em 2 x (0,+00), onde a =1 e Q C RY é um dominio limitado.

E importante enfatizar que o procedimento utilizado para estudar (1.4) gerou,
em um primeiro momento, uma certa dificuldade técnica ao considerar um termo de
memoria do tipo f(f g(t — s)A?u(s)ds. Contudo, com um pouco mais de pericia, também
podemos concluir a veracidade dos resultados de existéncia e comportamento assintético
substituindo o termo de memoéria de segunda ordem fot g(t — s)Au(s)ds por um termo de
memoéria de quarta ordem fot g(t — s)A?u(s)ds, a menos do sinal.

Continuando, nosso objetivo em um segundo momento foi de estender os conceitos
estabelecidos anteriormente e acoplando & equagao (1.2) uma memoria com histéria para
t < 0, de onde teremos de introduzir a histéria com deslocamento relativo. O motivo
pra tal, é que a equagéo (1.4) nao corresponde a um sistema autoénomo, justamente pela
convulacdo (g * Au)( fo (t — s)Au(s)ds, que depende de t > 0, e é de segunda
ordem. Em funcao dlsso, nao poderiamos estudar a dinamica assintética para as solugoes
do problema por meio da teoria estabelicida para problemas auntonomos. No entanto,
para contornar essa situacgao, estudamos a existéncia de solugoes para a equagao (1.2) em
domiminio limitado de R, definindo F(z,u,u;) como

F(z,u,u;) := / p(t — 8)A%u(s) + Auy — f(u) + h(z) (1.5)

— 00



O comportamento assintotico de solugoes também foi estudado quando a forca externa h é
identicamente nula, ou seja, quando h = 0. Note que o termo integral (memdria original)

que surge em (1.5) pode ser reescrito como

/ p(t — s)A%u(s)ds = /000 p(s)A2u(t — s)ds (1.6)

—0o0

Assim, combinando a equagao (1.2) com as identidades (1.5) e (1.6), chegamos a seguinte

classe de equacoes da placa nao linear com memoria, com histéria ¢t < 0
uy + aA*u — Apju — / p(s)A%u(t — s)ds — Aug + f(u) = h (1.7)
0

em Q% (0,400), com condigoes iniciais e de fronteira pré - estabelecidas, onde a = «(0) >
0 é uma constante interligada ao nticleo de memoéria e 2 C R™ é um dominio limitado.

Por outro lado, nos deparamos com uma forma de modelar a equacao da placa
no caso bidimensional, N = 2, por meio de um sistema de equacoes de segunda ordem,
do tipo "equacao de ondas”, a saber, o modelo de placas finas de Mindlin - Timoshenko
como tratado em Lagnese [14]. Mais precisamente, consideremos o seguinte modelo de

placas de Mindlin - Timoshenko

( 0 811) 8

ph? Py 1—pd* 1+pu 82
T2V T D(ax2+ 2 02 T2 ooy v a_ =0 (18

ph? Po 1—pud* 1+pu &% ow
P - D K =) =
12 ¥ (8@;2 + 2 Ox? + 2 0xdy * ot dy 0

\

em 2 x (0,00), onde 2 é um dominio limitado de R?. As constantes positivas p representa
a densidade, h representa a espessura uniforme da placa, K exprime o moédulo de cisa-
lhamento, D denota o médulo de rigidez a flexdo e a constante 0 < p < 1/2 é chamada
coeficiente de Poisson, sendo proveniente de consideracoes fisicas sobre a placa. Ja as
fungoes ¥ = ¥ (z,y,t) e ¢ = p(z,y,t) representam os angulos de rotagdo de um filamento
de placa e a fungao w = w(zx,y,t) denota o deslocamento transversal da superficie média
da placa, para (z,y) € Qet > 0.

De modo mais conciso, demotando por L1, £, e L3 os seguintes operadores lineares

elipticos de segunda ordem

0 ow 0 ow
L1, p,w) = 9 (¢+%) +8_y (90+a—y)

82w+ 1—pd*  1+4+p 0%
0x? 2 0y? 2 0xdy

£2(¢7 ()0) =



Po 1—pd?e 1+p 0%
Lale, ) = Oy? + 2 Ox? 2 0xdy

estudamos o comportamento assintético de solugoes para o seguinte sistema de placas de

Mindlin - Timoshenko com dissipacao viscosa

phwy  — KL, (w, 2 w)) - DoAw, =0

ph? ow

ﬁwtt - Dﬁ?(@D» 90) +K | v+ % - Dl‘CQ(wtv ‘Pt) =0
h3 0

pl—QSOtt — DLs3(p,¥) + K (90 + 8—2}) — DiLs(e,y) = 0

em 2 x (0,00), com condicoes iniciais e de fronteira pré - estabelecidas.



Capitulo 2
Resultados de Analise Funcional

Este capitulo incial, tem um carater introdutério e particular sobre alguns con-
ceitos. Aqui, vamos introduzir as notacées que serao utilizadas em toda a dissertacao,
bem como, apresentar alguns dos resultados mais cléssicos da teoria geral de analise nao
linear, andlise funcional e espacos de Sobolev. Faremos uso de tais resultados no capitulo
seguinte para facilitar a compreensao do conteido abordado e, também de tornar este
trabalho autossuficiente e didaticamente logico. Os teoremas, proposicoes, lemas e ou-
tros, serao apresentados sem nenhuma prova formal, salvo justificativas e execessoes bem

particulares.
2.1 Espacos de Banach e de Hilbert

Iniciaremos com alguns conceitos basicos da teoria dos espacoes de Sobolev e
analise funcional, seguindo as referéncias Adams & Fournier [26], Brézis [6], Folland [13],
Lions [15] e Medeiros [20], que serviram de sustento ao longo de nosso trabalho.

Sejam Q C RY um aberto. Para 1 < p < oo denotamos por LP(2) o conjunto das
classes de fungoes Lebesgue mensurdveis u, tais que |u[P é uma fungao integravel sobre 2.

Em termos de conjuntos
LP(Q2) = {u Q>R |ué mensurével,/ lu(z)[Pdx < oo}
Q

Em LP(Q2) podemos definir a norma usual como segue

HuH—(/Q\u(x)\p);, 1<p<oo

Deste modo, (LP();]] - ||,) ¢ um espago de Banach. No caso particular, quando p =
2, temos também que L*(2) ¢ um espaco de Hilbert com o produto escalar (u,v) =

[y u(z)v(z)de e a norma ||ulls = (u,u)?.



Para p = oo, definimos L>®(€2) com sendo o conjunto das classes de fungoes

Lebesgue mensurdveis u, limitadas quase sempre (q.s) sobre 2. Em termos de conjuntos
L>*(Q) ={u:Q — R | ué mensuravel, |u(z)| < K q.s em Q}

Neste caso, diz - se que o inico ntmero real K é um majorante essencial de u e denotado

por A ={K € R| |u(z)] < K q.s em Q}, podemos definir uma norma em L*>(2) como
||u||oo = supess|u(z)| = inf A
e

Neste modo, (L>®(Q); || - ||sc) € um Espago de Banach.
Dado um multi - indice a = (o, ..., an) € N¥ e um ponto z = (x4, ..., zy) € RY,

defini-se

ol =1 +as+ - +ay, z%=z"25? 23 e ol = ajlag! - an!

O operador de Derivagao de ordem «, denotado por D®, é definido como
olely

D% = ¢ 0z 0xy? - Oz’

U , se a=(0,..,0)

se a#(0,..,0)

Quando o multi-indice ¢ da forma a = (0, ..., 0,4,0,...,0) € NV, o0 operador derivacio D

também é representado pelas seguintes notacoes

, 0
Di=D; =0, = — = (), i=1,2,.. N.
82 axz ()Z !

Agora, para k = 0, 1,2, ..., denotaremos por C*(Q) o conjunto da fungoes k—vezes
continuamente diferenciaveis sobre o aberto ). Quando k£ = 0 dizemos simplesmente
que CY(Q) é o conjunto das funcdes continuas sobre € e, também, o denotaremos por
C(€2). Quando k = oo, diremos que C*(Q2) é o conjunto das fungoes infinitamente

diferencidveis sobre €. Para uma funcio u € C*(Q), defini-se o suporte de u como

supp(u) = {z € Q;u(x) # O}(2 C Q e por C¥() denotaremos as funcdes u de C* cujo

suporte é compacto em RY. Em termos de conjuntos
C(Q) ={u:Q— R |ué continua}
C*(Q) ={u:Q — R | uék- vezes continuamente diferencidvel}

C*(Q) ={u:Q — R | u é infinitamente diferencidvel}

CE(Q) = {u € C*(Q) | supp(u) C Q é compacta}, k € N ou k = oo



Definigao 2.1.1. Diremos que uma sequéncia (ou sucessoes) de fungoes {@,} C C§°
converge a uma fungao ¢ € C§° se, e somente se, existe um subconjunto compacto K C €2
tal que

(1) supp(p) C K e supp(p,) C K,¥n € N.

(it) D%, — D%p uniformemente sobre K,Va € NV

Com esta nocao de convergéncia nos espagos C3°(€2), o denotaremos também por D(£2) e o
chamaremos de espacos das fungoes teste. Além disso, denotaremos também por L( X, R)
o espacgo vetorial dos funcionais lineares e continuos de X em R, definimos o espaco das

distribuicao sobre {2 com valores em R por

onde a continuidade ¢ entendida no sentido da convergéncia em D((2).

Com relagao a derivada de uma distribuicao a valores reais, lembramos que para
f € D'(Q), sua derivada de ordem o € NV é dada por

(D f, ) = (—1)°I(f, D*p), Vi € D(Q).

A seguir vamos relembrar a definicao dos espacos de Sobolev, os quais constituirao
fundamental importancia em nossas consideracoes futuras. Param € Ne 1 < p < o0,
denotaremos por W™P(€Q)) o conjunto da classes de fungoes u em LP(2), tais que suas
derivadas D%u, 0 < |a < m, ainda pertencam a LP(2), onde a derivada se dé no sentido

das distribuicoes. Em termos de conjuntos,
WmP(Q) = {u € LP(Q)| D%u € LP(Q2), 0 < |a| < m}
Em W™P(Q) tem-se bem definida uma norma dada por

P

lullmp={ > NID*lf] . 1<p<oo
0<|a|<m
e
= D“
g = s (1D

No caso particular p = 2, o espago W"?(Q) (WS” 2(Q)) ¢ também um espaco de Hilbert
com o correspondente produto interno e, usualmente, é denotado por H™(2) (H{*(2)).
No que segue, X denotard um espago de Banach com a norma ||-||x e H denotard
um espago de Hilbert com produto interno (-, )y e norma || - ||g.
Terminaremos esta primeira se¢ao apresentando os espagos de Banach, ou Hilbert,
a valores abstratos LP(a,b; X), C*([a,b], X), Cy([a,b], X) e os espacos das distribuicoes



vetoriais D'(a,b; X), para 1 < p < 00, —00 < a < b < 400 e k € N. Contudo, para
nossos objetivos futuros é suficiente compreender os espacos acima com a = 0e b =T,
onde 7" > 0 é um numero real positivo fixado ou T" = cc.

Para 1 < p < oo, representaremos por LP(0,7; X) o conjunto das classes de
funcoes vetoriais mensurdveis w : (0,7) — X, tais que ||u(t)||x pertence a LP(0,7"). Em

termos de conjunto,
T
LP(0,T;X) = {u :(0,T) — X | u é mensurdvel, / |w(®)||5dt < oo}
0

O espaco LP(0,7; X) munido da norma

T , .
lull o) = ( / Hu(tmxdt)

torna-se um espacgo de Banach.
Quando p = oo, representaremos por L*(0,7;X) o conjunto das classes de
funcoes vetoriais mensurdveis u : (0,7) — X, tais que ||u(t)||x pertence a L>(0,T).

Em termos de conjunto,
L0, 7; X)) ={u:(0,T) — X | u é mensuravel, ||u(t)||x < K qg.s. em (0,7}
Em L*(0,T; X) defini-se uma norma dada por
||u|| Lo 0,r:x) = sup ess||u(t)||x,
te(0,T)

o que o torna também um espago de Banach.
Além disso, é facil ver que valem as seguintes propriedades:
a) Se X — Y entao LP(0,7;Y), 1 <p < 0.

T<oo

b) L=(0,T: X) < L'(0,T; X), 1 < p < o0

Para k € N, definimos também o espaco de Banach
C*([0,T),X) = {u:[0,T] — X | ué k-vezes continuamente diferencidveis de [0, 7] em X}

munido da norma
k

[ullen o, x Zte[OT

dou(t)
dti

X
Para abrangir todos os espagos que surgirao mais adiante, lembraremos também o
conceito continuidade fraca de fungoes a valores abstratos. Denotaremos por Cy, ([0, 7], X)

o espago de todas as fungoes u : [0,7] — X que é continua de [0,7] em (z,7), onde
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7 = o(X, X’) designa a topologia fraca de X, ou seja, para toda ¢ € X', onde X' (é o

dual de X)), a funcao t — (u(t), ¢) é continua em [0,7]. Em termos de conjunto temos
Cw([0,T],X) ={u:[0,T] = X | u é continua de [0, 7] em (X, 7)}.

Um pouco mais adiante, em um subse¢ao separada, faremos uma breve revisao
sobre o conceito de topologia fraca para qua a definicdo nao fique vaga no texto. Antes
disso, vamos expor também o espacgo das distribuicao a valores abstratos.

Denotando por L(X,Y') o espago vetorial das transformagoes lineares e continuas
de X em Y, definimos o espago das distribuicoes vetoriais de (0,7) com valores em X
por

D'(0,T; X) := L(D(0,T), X).

Para f € D'(0,T; X), lembramos que sua derivada de ordem n no sentido das

distribuicoes vetoriais é definida por
" f d"p
— =(-1)" —_— v D0, T 2.1
<dtn,<ﬁ> ( )<f’dtn>’ ¢ € D(0,T) (2.1)

Além disso, se f é derivavel no sentido das distribuicoes vetoriais, entao podemos enxergar
—7 como um elemento de D’(0,7"; X), valendo a relagao (2.1).

Fazendo uma conexao entre os espacos definidos acima. De fato, dada f €
LP(0,T; X), entdao pode-se identificar f com uma distribuigdo vetorial, que ainda de-

notaremos por f, de modo que

(f.g) = / (et Ve € DO,T).

onde a integral é entendida no sentido de Bochner. Com isto, podemos dizer com um

certo abuso de notacao, que

LP(0,T; X) C P'(0,T; X).

2.1.1 Uma breve nocao ao conceito de topologia fraca e fraca
estrela
Vamos estabelecer a seguir os conceitos de convergéncia fraca e fraca estrela num

espaco de Banach X com norma || - ||x. Consideremos inicialmente o dual topoldgico

X' = L(X,R), que é também um espaco de Banach quando munido da norma

fllxe = sup [(f,z)]

zeX,|lel|<1
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Além disso, podemos considerar o espago de Banach Bidual X" = £(X’,R) de X, munido

da norma

I€llx = sup  [{&, f)l.

feX|Ifllxr<t

Como ¢ bem sabido da teoria de analise funcional, a aplicacao

J X — X
x — Jy
com
J, o X' — R
fo— JL(f)
onde J,(f) := (f, ), é um isomorfismo de X sobre J(X). Isto nos permite identificar X
com J(X) C X".
Agora, para cada f € X' consideremos o funcional
e+ X — R
z — ()
onde p¢(x) := (f,z). Assim, percorrendo f € X' obteremos uma familia de aplicacoes

{¢s}rexr. Sob estas consideracoes dizemos que:
(i) A topologia fraca o(X,X’) em X é a topologia mais grossa (menos fina) em

X no qual sdo continuas todas as fungoes ¢r, f € X'

(ii) A topologia fraca estrela o(X', X) em X' é a topologia mais grossa (menos

fina) em X’ no qual sdo continuas todas fungoes J,, = € X.

Definigao 2.1.2. Diremos que uma sequéncia {x, },en C X converge fraco para x € X,
quando {x,} converge a x na topologia fraca o(X, X"). Isto €, para todo funcional f € X'

temos
(fszn) = (f,2).

Denotaremos a convergéncia fraca de {x,} a x por x, — x.

Defini¢ao 2.1.3. Diremos que uma sequéncia {f,}nen € X' converge fraco estrela
para [ € X', quando {f,} converge a f na topologia fraca estrela o(X', X). Isto €, para
todo funcional x € X temos

(fsn) = (f,2).

A . *
Denotaremos a convergéncia fraca estrela de {f,} a f por z, — x.

Como é usual a convergéncia forte (em norma) de {z,} a z € X, serd denotada

por z,, — .
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Defini¢ao 2.1.4. Um espago de Banach X é chamado reflexivo quando J(X) = X",
onde a aplicagcao J definida acima, € chamado de mergulho canonico. O espagco X é

chamado separavel quando existe um subconjunto enumerdvel e densoY C X.

Com relagao aos espacos mencionados na se¢ao 1.1, valem as seguintes identi-

ficacoes para 1 < p < oo, ¢ satisfazendo — 4+ —-=1em > 1,
P q

(L] = LU(Q) e [L¥(Q)] 2 LY(Q),

(W™ ()] = WP (Q),
[L7(0,T, X)] = L90,T,X").

2.2 Alguns resultados importantes

Nesta secao faremos uma coletanea de alguns resultados classicos oriundos da
teria geral de analise funcional e espacos de Sobolev, os quais serao extremamente uteis
ao longo desse trabalho. Nos resultados abaixo seguimos as notacoes introduzidas em
Adams & Fournier [26], Brézis [6], Evans [10], Henry [9], Lions [15], Pazy [25] e Zheng
[33]. Também usamos as referéncias em portugués de Cavalcanti & Domingos Cavalcanti
[23], Medeiros [20], Medeiros & Milla Miranda [19].

Lema 2.2.1. Seja Q um dominio de RV .
(i) Se 1 < p < oo, entao LP(QY) € reflexivo. Entretanto, L*(2) e L>=(2) nao sdo reflexivos.
(i1) Se 1 < p < oo, entao LP(Q2) € separdvel. Entretanto, L>(§) nao € separdvel.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Densidade). Seja Q@ um dominio de RY
(i) Se k >0, entdo CE(Q) € denso em LP(Q), para 1 < p < oo.

(ii) Se Q2 € de classe C™, m > 1, entao C™(2) € denso em W™P(Q2), para 1 < p < 0.

Teorema 2.2.3 (Imersoes de Sobolev). Seja Q C RN um dominio limitado com fronteira

de classe C™.

(i) mp < N, entdo a seguinte inclusio é continua

* 1 ].
W™P(Q) — LT (2), onde — = 5
q

2|3

Além disso, a inclusdo € compacta para qualquer q, com 1 < q < ¢*.

(ii) Se mp = N, entdo a sequinte inclusio é continua e compacta

WmP(Q) — L1(Q), para todo 1 < q< o0
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(111) Sek+1>m—%>k, k € N, entao escrevendom—%:k—l—oz, com 0 < a <1,

temos que a sequinte inclusao é continua
WmP(Q) — CF*(Q),

onde C*(Q) representa o espago das fungées em C*(Q) cujas derivadas de ordem k sdo
a—Holder continuas. Além disso, se N =m—k—1, a=1ep=1, entao a inclusdo vale

também para o = 1, e a inclusao W™P(Q) — C*P(Q) é compacta para todo 0 < 5 < a.

Teorema 2.2.4 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Seja Q0 um dominio limitado
com fronteira de classe C™ e uw € W™ N LI(Q) onde 1 < r, ¢ < 0o. Para qualquer

inteiro j com 0 < j < m e qualquer 0 com j/m <60 <1, temos
1D ull, < Clullf, Mully (2.2)

desde que

1 1 m 1
=Lz = 1-6)=
P N (7” N>+( )q

em—j— N/r nao é um inteiro nao negativo. Se m — j — N/r é um inteiro nao negativo,

(2.2) vale com 6 = j/m.

Teorema 2.2.5 (Teorema de Interpolagdo). Seja Q@ C RN um dominio limitado com

fronteira suave. Suponhamos que
p<qg<oo se mp>N,

p<qg<oo se mp=N,
N
pSQS—p se mp < N.
N —mp
Entao existe uma constante K = K(N,m,p,q,Q) > 0 talque para todo u € W™P(Q),

[[ullg < KJullp, pl[ull;™,
onde = (N/mp) — (N/mq).

Teorema 2.2.6 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RY um dominio limitado e 1 <

p < co. Entao existe uma constante C' = C(p,|2|) > 0 tal que

lull, < ClIVully, Vu e Wy(Q).
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Teorema 2.2.7 (Férmula de Green). Seja Q@ C RN um aberto limitado com fronteira T

suave. Se u, v € H*(Q),
/ (Au) vda:—/Vu Vvda:—/—vdS

onde v representa o vetor normal unitdario exterior a I’ e 8_ = Vu-v a derwada normal
v
de u.
. . 1 1
Teorema 2.2.8 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p, ¢ < oo com —+ - =1 e

p q
QCRY. seue LP(Q) ev e LYQ), entdo uv € £'(Q) e

/ u(@)o(@)lde < full,lolls

Teorema 2.2.9 (Desigualdade de Holder Generalizada). Sejam 1 < py, pa, ..., p, < 00 tais
1 11 -

que —+—+---+—=—-<1. Se f; € LPi(Q) parai=1,...,n, entdo [ := Hfi e L"(Q)
pP1 D2 Pn T ,

e

1£1l < TT 1AL
i=1

Lema 2.2.10 (Desigualdade de Gronwall). Sejam o > 0 uma constante e p € L>(a,b), 5 €
L'(a,b) tais que B >0, ¢ > 0. Se

b
t) <« —|—/ B(s)p(s)ds, a<t<b

entao
o(t) < aeld BOs g <t <p,
. . 1 1 .
Lema 2.2.11 (Desigualdade de Young). Seja 1 < p, ¢ < oo com — + — = 1. Entao
P q
P q

<" vab<o.
p q

1 1

Lema 2.2.12 (Desigualdade de Young com €). Sejal <p, ¢ <oocom—+—-=1ee>0
P g

qualquer. Entao

ab < ea? + C.b?, Ya,b > 0.

onde C, = (ep)~?Pqt. No caso particular em que p = q = 2, a desiqualdade de Young
com € > 0 se reduz em ab < ea® + 4—62, Ya,b > 0, sendo conhecida como deseiqualdade
€

de Cauchy com e.
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Teorema 2.2.13 (Aubin-Lions). Sejam X, X1, X trés espacos de Banach com X, e X
reflexivos. Suponhamos que Xo —— X — X1, e para quaisquer pg, p1 com 1 < pg, p1 <

00, consideremos o espago
W ={u|ueL”0,T;X),u € LP(0,T; X1)},
munido da norma ||ullw = ||u||Lre0,r,x) + ||| Lrr(0,7:x,)- Entdo,
W e LP°(0,T; X).
: df -
Lema 2.2.14. Seja X um espago de Banach. Se f € LP(0,T;X) e o € LP(0,t;z), entao
feC(0,T7],X),a menos de um conjunto de medida nula em [0, T].

Lema 2.2.15. Sejam X e Y espacos de Banach tal que X — Y. Entao
(L°(0, 75 X) N Cy([0,T], V)] € Co([0, T, X).

Se a inclusao de X em Y for densa e X for reflexivo, entao vale também a inclusdo

contraria.

Teorema 2.2.16 (Teorema de Representagao de Riesz-Fréchet). Seja (H, ||-||, (-, ")) um
espago de Hilbert. Para todo funcional o € H', existe um unico f € H tal que

(o) g = (f,v)g, Yve H.
Além disso, ||ollm = ||f|la-

Teorema 2.2.17 (Teorema de Lax-Milgram). Seja (H, |||, (-,-)m) um espaco de Hilbert
e a(u,v) uma forma bilinear continua e coerciva. Entdo para todo funcional ¢ € H’,

ezxiste um unico u € H tal que
a(u,v) = (p,v)p u, Yve H.

Além disso, se a(u,v) € simétrica, entao u se caracteriza pela propriedade

1 (1
well ¢ ot~ )= mip { Jatu) o vhn .

Teorema 2.2.18 (Compacidade Fraca). Seja X um espago de Banach reflexivo. Se
B C X ¢€ limitado, entao B € compacto na topologia fraca o(X,X'), isto é, qualquer
sequéncia {x,} C B possui uma subsequéncia {x,, } convergente em X na topologia fraca

o (X, X).

Teorema 2.2.19 (Compacidade Fraca Estrela). Seja X um espago de Banach separdvel.
Se F C X' € limitado, entao F €é compacto na topologia fraca estrela o(X', X), isto
¢, qualquer sequéncia {f,} C F possui uma subsequéncia {f,,} convergente em X' na

topologia fraca estrela o(X', X).
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2.3 O operador p-Laplaciano

O operador pseudo Laplaciano, que neste trabalho serd chamado simplesmente

de operador p-Laplaciano, e denotado por A,, é definido sob duas formas:
Apu = div(|VuP~2Vu), Yu € W, (Q),

ou

onde  C RV e p > 1. Estas duas formas assumidas pelo operador p—Laplaciano corres-

pondem as derivadas de Frechet em W, () dos funcionais

/|Vu|pdx e —

respectivamente. Cabe ressaltar que Ayu é um operador de segunda ordem nao linear,

8x]

sendo que no caso particular p = 2 o mesmo se reduz ao operador (linear) Laplaciano
Au = Z;V:1 %?. Por questoes técnicas vamos utilizar, por todo esse trabalho, a primeira
das formas estipuladas para o operador p—Laplaciano.

E interessante lembrar também que o operador p—Laplaciano aplica VVO1 () no

espaco W19 (Q) = [Wol’p(Q)]’, onde2<p< e % + z% =1, ou seja,

A WeP(Q) — W(Q)
U — Apu

onde A,u = div(|Vul|P~2Vu).

Vale a pena lembrar, que A, é um operador limitado, isto é, leva conjuntos
limitados de W, ?(Q) em conjuntos limitados de W~

Vamos introduzir agora uma importante condicao relacionada ao operador p—Laplaciano
que usaremos com certa frequéncia mais adiante desse trabalho, a saber, a seguinte iden-
tidade

—(Apu, U>W—Lp’(g),w(}vp(g) = (|Vu|p_2Vu, VU>LP’(Q),LP(Q)

vale para todos u, v € WyP(Q).

2.3.1 Uma desigualdade importante

A seguir fornecemos uma desigualdade que sera util ao trabalharmos com termos
que envolvem o operador p—Laplaciano em nossas consideragoes futuras. Além de eficaz,
veremos que esta desigualdade segue como consequéncia da desigualdade do valor médio

para aplicacoes em RY.
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Lema 2.3.1. Ezite uma constante M = M (p, N) > 0 tal que
|22z = [yl" 2y < M(|272 + [yl )|z — yl, Yo,y € RY,
o simbolo | - | denota a norma euclidiana em RY e p > 2.

Demonstracdao. Definamos inicialmente a seguinte aplicacao

F: RV — RV
onde F(x) :=|z|P7%z, == (z1,...,2N).

Note que as fungoes componentes de I, dadas por

Fi(z) = |z|P~%2;, j=1,..,N,

sao diferencidaveis em RY. De fato, simples célculos implicam

0

5. @) = - 2)|z[P~ i, se 17 J,
9 —4 -2 S
L Fy(2) = (p— D0z, + o2 se i=j,
aZEj
para i,j7 = 1,..., N. Assim é claro que 5 F;(z) sao continuas em RY — {0} e também é
T
simples verificar pela definicao que
aF(O)—O—hm F;(z), 0=(0,...,0)
31:1- J - _$—>Oa$i ]137 - ) ) )
para i,7 = 1,...,N. Isto implica que as derivadas parciais das fungoes componentes

F; existem e sao continuas em RV, ou seja, as fungoes Fj sdo diferencidveis em RY e,
consequentemente, a aplicacao F' é também diferencidveis em RY. Logo, fica bem definida
a aplicacao derivada operador linear
F' o RN — L(RN,RY)
r —  F'(x)
onde
F'(z) : RN - RY

Além disso, temos

|F"(2)|| < N*(p — 1)[«~2, Vo e RY (2.3)
onde || - || menciona a norma no espago L(RY RY). Com efeito, note que
|F'(z)||= sup |F'(z)-v|= sup x)|= sup :’<— x), ., — () ||,
IE @I vE]RN,\v\Sl’ () -l veRN Jv|<1 v ( veERN |p|<1 v ( v (@)
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o que aplica em
OF,

F’ <N i
|F(@)|] < N sup max | = (z)

jol<1 1STSN

. (2.4)

Agora, tomando v = (oy, ..., ax) € observando que as funcoes F}; sado diferencidveis em RY

segue que
OF; OF;(x) :
—(z) = i =1,.,N
Logo,
N N 2Nz /N 3
OF; OF;(x) OF (=) I\ 2\ OF;
e < - — < 4 < _—J
o] <[P o< (S P ) (i) < e o
de onde segue que
OF; OF; _
-1 < < — p=2
a1y @) < N max 15 (@) o] < Np = Do,
ou ainda,
sup max %(x) < N(p—1)|z|r? (2.5)
o<1 1<I<N | Ov - ' '

Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos (2.3) com desejada.
Dado z,y € RY considere o segmento [y, z] C RY. Para todo £ € [y, x] segue de
(2.3) que

IF/(OI < N*(p — D"~

Mais ainda, para & € [y, z] existe uma constante § = 6(z,y) € [0,1] tal que £ = (1 —0)y +
Ox =y + 6(x —y). Logo,

€72 < (y| + 0lz — y[)P 72 < 2272(Jy| + |2)P2 < 2207 (jyl =2 + 2P 72).
Assim,
IO < (2P72N)*(p = )(Jyl"* + [2777), V€ € [y, 2] (2.6)

Como F é diferencidvel no segmento aberto (y, ), continua no segmento fechado
[y, x] e vale a estimativa (2.6), entdo a Desigualdade de Valor Médio para aplicagoes
implica que vale
|[F(x) = Fy)] < M(|z[P=* + [y[~) ] — yl,

onde M = (2P72N)?(p — 1). Concluindo a demonstragao. O
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2.4 Operadores lineares nao limitados

Iniciaremos esta secao fazendo uma breve sintese sobre a construcao de operadores
lineares nao limitados associados a uma forma bilinear. Posteriormente, relembraremos
alguns fatos sobre os operadores com poténcia fraciondria, os quais terao papel importante
em nossas consideragoes futuras. Para maiores detalhes sobre o assunto recomendamos
os trabalhos de Kreyszig [11], Medeiros & Milla Miranda [19], Temam [30], Yosida [21] e
Zheng [33].

2.4.1 Operador A associado a uma forma bilinear

Sejam (V) || - [|v, (-, )v) e (H,|| - ||lu, (-, -)g) dois espagos de Hilbert tais que V'
é denso em H, com inclusdao V — H continua e compacta. Denotaremos por V' o dual
de V e por (-,-) a dualidade entre V' e V. Identificando H com seu dual, por meio do

Teorema da representacao de Riesz, obtemos a seguinte de inclusoes
Ve HH — V.

Considerando uma forma bilinear e continua a(-,-) : V x V — R, podemos definir um

operador linear A : V — V' dado por
(Au,v) = a(u,v), Yu,v e V.
Mais ainda, o dominio do operador A é dinido como
D(A)={ueV | Aue H},

e dizemos ainda que o operador linear A é definido pela terna {V, H, a(-,-)}.

Relembrando ainda ada teoria de analise funcional, que se a(-,-) for uma forma
bilinear continua, coerciva e simétrica, entdo o operador linear A : D(A) C H — H ¢
fechado, nao limitado, positivo e definido, autoadjunto e uma bijegao (isomorfismo). Além
disso, dotando o dominio D(A) com norma ||u||pcay = ||Au||x, que é equivalente a norma
do grafico ||u||% = ||u||% + ||Aul|3; obtemos que D(A) é um espaco de Hilbert denso em
H. Um classico exemplo de uma forma bilinear satisfazendo as condicoes acima é dada
pelo produto interno (-, )y em V. Neste caso, considerando o operador A dado pela terna
{V,H,(-,)v}, entdo A: D(A) C H — H é tal que

(Au,v)g = (u,v)y, YveV

Mediante as condigoes satisfeitas pelo operador A acima e usando também que a

inclusao V' — H é compacta, segue da teoria espectral que existe uma base ortonormal
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completa {w;};eny de H e uma sequéncia de nimeros reais {\;}en tais que
0<A <A<+ com Aj — oo quando j — oo,
w; € D(A) e Aw; = \w;, VjeN
Note que vale ainda as seguintes relacoes
(Wi, wj)g = 0;; e alw;,wj) = Ny, Vi,j €N,

onde ¢;; denota o delta de Kronecker.

2.4.2 Poténcias fracionarias do operador A

Sob as hipdteses da subsegao anterior, podemos definir também os operadores
com poténcias fracionarias A*, s € R, do operador A. Mais ainda, os operadores A*
podem ser caracterizados em termos da base {w;};en.

Iniciamos observando que para s > 0 o operador A* : D(A®) C H — H é um
operador linear nao limitado, positivo definido, autoadjunto e injetivo, cujo o dominio

D(A®) é denso em H. Além disso, munindo D(A®) com o produto interno e norma
(u, v)pasy = (A%, A"0) g e ||ul|pasy = || A%|m,

obtemos que D(A*) é um espago de Hilbert. Mais ainda, D(A™*) é definido como sendo o
dual de D(A?®) e com isto o operador A® pode ser estendido como um isomorfismo de H em
D(A™*). Em D(A™*) consideramos o produto interno e norma como acima substituindo
S POr —s.

Usando novamente que a inclusao V' — H é compacta, pode-se definir A para

s > 0, em termos da base {w,};en por
Adu = Z N (u,wj)pw;, Yu € D(A%),
j=1

onde

D(A®%) = {u € H | Zx\?5|(u,wj)ﬂ|2 < oo} .

j=1

Neste caso, a norma em D(A®) pode ser reescrita como

1
|[ul|peasy = (Z )\?S‘(U,Wj)HP) , Yu € D(A®).
j=1

Ademais, D(A™%) é o complemento de H para a norma (3 7, /\§S|(u,wj)H]2)% e A™° é

definido como acima, com —s no lugar de s.

Lema 2.4.1. Se a >0 e 3> 0, entdo D(A**P) —— D(A%).



Capitulo 3

Um modelo de placas com

p-Laplaciano com termo de memoria

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos o problema da equacao de placa com p-Laplaciano e
com o termo de memoria. Estudarenos existéncia, decaimento esponencial das solucoes e
obtencao de estimativas que envolva o termo de meméria e o operador p-Laplaciano.

Seja N > 1 natural e considere £ um dominio limitado de RY com fronteiras sua
['=00 e Rt = (0,00). Neste capitulo estudaremos a existéncia e o comportamento as-
sint6tico (decaimento exponencial de energia) de solugoes globais para a seguinte equagao

de placas nao linear com memoria

¢

u + A%u— Apyu + / g(t — s)Au(s)ds — Auy + f(u) =0 em Q x R*, (3.1)
0

u=Au=0 sobre I'xR", (3.2)

u(z,0) =up(x) =0 e ux,0) =ui(z) =0 em (3.3)

onde A,u denota o operador nao linear p-Laplaciano introduzido na segao 1.3 do Capitulo
1, g é usualmente chamada de niicleo da memodria e f(u) é uma nao linearidade do tipo
Lipschitz local. As hipdteses sobre tais termos serao atribuidads na secao seguinte. O
termo de meméria de segunda ordem que aparece na equacgao (3.1) representa complicagoes
no decaimento de solugoes.

O presente capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na secao 3.2 fixaremos
as notagoes preliminares e as hipdteses sobre os devidos termos do problema (3.1)-(3.3).
Na segao 3.3 apresentaremos o resultado de existéncia via método de Faedo-Galerkin,

separando a demonstracao em subsecoes para uma melhor leitura do texto. Por fim, na
21
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secao 3.4 determinaremos um resultado de estabilidade exponencial para o sistema (3.1)-
(3.3), ou melhor, que a energia associada a este problema possui decaimento exponencial

ao longo do tempo.

3.2 Hipdbteses e notacoes iniciais

Iniciaremos com as hipoteses precisas sobre o paramentro p do operador p-Laplaciano
e sobre as fungoes g e f presentes em (3.1)-(3.3)).
Para N € N assumiremos que

2N =2

2<p<

se N>3 e p>3 se N=1,2. (3.4)

Assumiremos também que o nicleo da meméria g : [0, +00) — R* é uma fungao limitada

de classe C! satisfazendo as propriedades:
g(0) >0 e [:=1- ul/ g(s)ds >0 (3.5)
0

onde p; > 0 é a constante de imersao para ||Vul|3 < u||Aull3, e existe uma constante
ki1 > 0 tal que
g'(t) < —kg(t), V=0 (3.6)

Consideremos ainda que o termo forcante f : R — R satisfaz:
fQ0) =0, |f(u) = f(0)] < k(1 +[ul” + |v)|u —v], Vu,veR, (3.7)

onde ky > 0 é uma constante e

0<p< 4
P=7N

4:se N>5e p>0 se 1<N<A4. (3.8)
Além disso, suponhamos que
0< f(u) < fuwu, VueR, (3.9)

onde f(z) = [ f(s)ds.
Com a condigao (3.4) segue do Teorema de Imersoes de Sobolev, que vale a seguinte cadeia
de imersoes

H2(Q) N HY(Q) = WP (Q) = HH(Q) — LA(Q).

Mais ainda, a condigao (3.8) garante que

H*(Q) N HYQ) — L2 (Q).
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Ja as condigoes (3.7) e (3.9) incluem fungoes da forma
flu) = |[u]fu+ |u|%u, 0<a<np.

Como de padrao, denotaremos por (-,-) o produto interno em L*(Q) e por || - |,

a norma em LP(£2). Além disso, introduzimos os seguintes espagos de Hilbert
H = (H(Q) N HYQ) x LAQ) e Hy = HY(Q) x H(Q),
equipado com as normas
[1(w, )3 = [ Aull3 + [lol3 e [I(w, )5, = [[VAul3 + [|Av]]3,
que sao provenientes dos respectivos produto internos em H e H;, onde

HE Q) ={uec H*(Q) | u=Au=0 sobre I'}.

3.2.1 Uma identidade para a memoria

Agora vamos estabelecer uma identidade relativa ao termo de meméria dada pela

convolugao .
(geu)®) = [ glt = suts)ds.
Para facilitar a notacao em consideragoes futuras, definamos:
t
(g0u)(¢) :/o g(t = s)llu(t) — u(s)||3ds
Com isto em mente, temos o

Lema 3.2.1. Sejam g € CY(RY) eu € CY([0,T], H*(Y)). Entao, as sequintes identidades

se verificam

/Otg@_s)(vu(s),wt(t))ds - _m{@mvu)(t)—(/Otg(s)ds>!|vu(t)||§}

[ att = 9j@uauoias = 55 {woswm - ( [ oas) laaoiz}
= 5 (DA () — o)1 Au(o)]

Demonstragao. A prova é obtida diferenciando o termo ¢glly para y = Vu (e y = Au),

como determinado em Munos Rivera et al [31] O
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3.3 Existéncia e unicidade

Iniciaremos esta segao exibindo o conceito de solugao fraca para o problema (3.1)-

(3.3) que abordaremos neste capitulo.

Defini¢ao 3.3.1. Seja I = [0,T] com T > 0, Diremos que uma fun¢io z = (u,u;) €
C(I,H) € uma solugao fraca para o problema (3.1)-(3.3) no intervalo I, se z(0) =
(up,u1) € H e

%(ut,w) + (Au, Aw) + (|VulP?Vu, Vw) +
+ /0 ot — 5)(Auls), w)ds + Vi, Veo) + (F(1), ) = 0, (3.10)

quase sempre em I, para todo w € H*(Q) N Hy(Q).

Pelas hipoteses (3.7)-(3.8) é simples verificar que, para u € H*(Q)NH}(Q), temos
f(u) € L*(Q). Assim, na definigao acima faz sentido escrever (f(u),w) como um produto

interno em L?(Q2), sendo o problema (3.1)-(3.3) bem posto.

Teorema 3.3.2. Sob as condi¢oes (3.4)-(3.9), temos:

(i) Se (ug,uq) € H, entdo o problema (3.1)-(3.3) possui uma unica solugao fraca
(u,ur) € C([0, T; H), VT >0,
satisfazendo
u € L0, T; H*(Q) N HY(Q)) e u, € L0, T; L*(Q)) N L*(0,T; HY (). (3.11)
(i1) Se (ug,u1) € Hi, entdo a solugdo fraca do problema (3.1)-(3.3) possui reqularidade
u € L0, T; HE(Q)) e u, € L®(0,T; Hy(Q)) N L*(0,T; H*(2) N Hy(K2)) (3.12)

A prova de solucoes serd feita utilizando o método de Faedo-Galerkin. A prova a
seguir ¢ baseada em argumentos exibidos por Lions et al [15] e Yang [32]. Com respeito
ao termo de memoria seguiremos ideias analogas as introduzidas por Munos Rivera et
al [31] e Cavalvanti et al [17]. O que faremos a seguir é a demonstra¢ao de forma mais

objetiva, nos furtando dos detalhes mais intrisecos.

3.3.1 Problema aproximado

Denotaremos por (w;);en a base ortonormal bem regular de L*(Q2), que também é

ortogonal em H}(Q2) e H*(Q)NHJ (), constituida por autofungdes do operador biharménico
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A?% com condicoes de fronteira u = Au = 0 sobre I'. Para m € N considremos também o

subespaco de dimensao finita dado por
Vin := Span{wy, ..., wp } = (w1, ..., Wi

Dado (ug,u;) € H, queremos determinar solugdes da forma
W) = YD, (3.13)
j=1

para o seguinte problema aproximado

(up (1), w;) + (Au™(t), Aw;) + (|Vu™ () P>Vu™(t), Vw; ) +

+/0 g(t — s)(Au™(s),w;)ds + (Vu"(t), Vw;) + (f(u™(t)),w;) =0, (3.14)

com condigoes inciais
u™(0) =gy, uy'(0) = uy, (3.15)

onde ' e uj* sao escolhidos de forma que
ul” = ug em H*(Q)N Hy(Q) e ul* = u; em L*(). (3.16)

Contudo, observe que o problema aproximado (3.14)-(3.15) é equivalente a um
sistema de equagoes diferenciais ordinarias, cuja a existéncia de solugoa local é assegurado
pelo Teorema de Carathéodory. Logo, o problema aproximado (3.14)-(3.15) possui uma
solugado local u™(t) da forma (3.13) em algum intervalo [0,7},,) com 0 < T,,, < T.

A seguir apresentaremos estimativas a priori que nos permitirdo estender as
solugbes locais u™(t) ao intervalo [0,7], para qualquer 7" > 0 dado, bem como extrair

subsequéncias de solugoes convenientemente convergentes para a solugao fraca procurada.

3.3.2 Estimativa a priori 1

Multiplicando a equac@o aproximada (3.14) por u}"(t) e integrando sobre §2, ob-

temos

d

1 1 n
@I+ SIa @B+ v ol + [ Furoye} +Ivarelg -

t
:/ g(t — s)(Vu™(s), Vui*(t))ds.
0
Da identidade para a memoria fornecida pelo Lema 2.2.1 vem que

/otg@ = )V, T (0)ds = 5 2 { @OTum0) - (/otg(s)ds) el
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1 1
+5(gOVu™)(#) = S9@Vum #)][5.
Logo, substituindo esta tltima expressao na anterior, temos
ld m m 2 1 ! m 1 2
S B O Ve Ol = 5 (gBVa™)(t) = S9O[Vu™ ()]l (3.17)
onde

E™(t) = [lu" ()| + 1Au™(®)]]3 — (/0 g(S)dS) IVu™(@®)]]; + %IIVum(t)ll,€+

+2/f t))dz + (gOVu™)(t)
Das condigoes (3.5)-(3.9) e como (¢OOVu™)(t) > 0, vem que
[lay ()13 + U Au™(B)][5 < E™(2). (3.18)
Além disso, da hipétese (3.6)
(¢OVu™)(t) < =k (¢OVU™)(t) < 0.

Com isto, o lado direito da igualdade em (3.17) é nao positivo. Assim, integrando (3.17)

de 0 a t e usando (3.18) chegamos a seguinte estimativa
t
[l (0)[[3 + U Au™(O)]]; + 2/ IV (s)l[2ds < E™(0).
0

Usando agora as hipoteses (3.7) e (3.9) em conjunto com as convergéncias em (3.16),
concluimos

t
1 @)B + | Aun(D)]2 + 2 / IV ()| Bds < M, (3.19)

para todos t € [0,7},,) C [0,7] e m € N, onde M; = M;(||u1||2, ||Aupl]2) > 0 é inde-
pendente de ¢t e m. Isto nos permite estender as solugoes u™(t) ao intervalo [0,7] e, em

particular, notamos que
(u™) 6 limitada em L*(0,T; H*(Q) N Hy()), (3.20)

(uf*) élimitada em L°(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; Hy(S2)), (3.21)

3.3.3 Passagem ao limite e solucao fraca

Das limitac¢oes em (3.20)-(3.21) e aplicando os Teoremas 1.2.18 (Compacidade
fraca) e 1.2.19 (Compacidade fraca estrela), existe uma subsequéncia de (u™), que ainda

denotaremos por (u™), tal que

u™ > u em L(0,T; H*(Q)N Hy(Q)),
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w™ >, em L°(0,T; L*(9)), (3.22)
u® =, em L*(0,T; Hy(Q)),
Além disso, afirmamos que
u™ —u em C([0,7T], Hy (). (3.23)
De fato, da estimativa (3.19) segue que (™) também ¢é limitada no espago
W= {u € L*(0,T; H*(Q) N Hy(Q));us € L*(0,T; L*(Q))},

munido da norma |[|ullw = |[ullL20,1m2@)nmi@) T |[Uellz20.1;22(0))- Logo, existe uma

subsequéncia de (u™), que ainda denotaremos por (u™), tal que
u™ —u em W.

Como (H*(QQ)NHF(Q)) —— HY(Q) — L*(Q), entao pelo Teorema de Aubin-Lions, segue
que W —— L2(0,T; H}(Q2)). Logo,

u™ —u em L*0,T; Hy(Q)), (3.24)
de onde segue que
[|Vu™(t) — Vu(t)|]a = 0 q.s. em [0,T] (3.25)

Agora observe que de (3.22) vem que u™, u, u!*, u; € L*(0,T; H}(Q)) e pelo Lema
1.2.14 resulta que u™, u € C([0,T]; H}(Q)). Disto e de (3.25) concluimos que (3.23) vale.
Com estas convergéncias podemos passar limite no problema aproximado (3.14) e obter a
solucdo fraca para o problema (3.1)-(3.3). De fato, em primeiro lugar consideremos uma
funcao teste # € D(0,7) e m,j € N com m > j. Multiplicando (3.14) por 6 e integrando
sobre (0,7 resulta que

/0 {(ufy (1), w;) + (Au™(t), Aw;) + (|[Vu™(t)[P>Vu™(t), Vw;)) } 0(t)dt +

+ /OT {/Otg(t — $)(Au™(s),w;)ds + (Vuy*(t), Vw;) + (f(um(t)),wj)} o(t)dt = 0.

Integrando por partes,

—/0 (u?(t),wj)e’(t)dw/o {(Au™(t), Aw;) + ([Vu™ (@) [P>Vu™(t), Vw;) } 6(t)dt +
(3.26)
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+ /OT {/Otg(t — 5)(Au"(s),w;)ds + (Vuy*(t), Vw;) + (f(um(t)),wj)} O(t)dt =0

No presente capitulo, enfatizaremos as convergéencias dos termos que envolvem o opera-
dor p-Laplaciano e termo nao linear f. Os limites dos outros termos em (3.26) segue
imediatamente de (3.22).

Com respeito ao termo que envolve p-Laplaciano, devemos mostrar que
T T
/ (Va2 Vam(t), Ve, ) 0(8)dt ™5 / (Va2 u(t), Veo,) 0(8)dt.
0 0
ou seja,

T T
R e e T P LG S CE
0 0
De fato, em primeiro lugar, observamos que pelo Lema 1.3.1, existe uma constante M =
M(p,N) > 0 tal que
|72 — [y 72y < M(|2P72 + [yl" )|z —yl, ¥,y € RY
Em particular, para z = Vu™ e y = Vu, segue que

|[Vu™ P2 Vu™ — |[VulP2Vau| < M(|Vu™P72 + [Vul|P~?)|[Vu™ — V).

-2 1 1
Disto e usando a Desigualdade generalizada de Holder com P + +-=1,

20—-1) 20p—-1) 2
a hipétese (3.4), a estimativa (3.19) e a convergéncia (3.22), entao

/0 <_Ap(um(t)) + Ap(u(t))’wﬁ@(t)dt‘

/0 (Vu™ () [P2Vu™(t) — |Vu(t) [P 2Vu(t), vcuj)e(t)dt‘

IN

/0 [([Vum™ (O Vu™ (t) — [Vu(t) P~ Vu(t), V)| [0(t)]dt

IN

T
H@HOO/ / HVum(t)\p’ZVum(t) — ]Vu(t)|p’2Vu(t)| |Vw,|dxdt
0o Ja

IN

c, /0 /Q (V™ (O + [Tu(t) ) [V (t) — Vu(t)|| Ve dedt

IN

Gy / (19 @115 1) + IVl B2 ) V67 (E) = Vu()l[a] Vs -1,

IN

Cp/o (lAu™ @)1 + [[Au®)]5 %) [[Vu™(t) — Vu(t)||2|| Aw;||odt

IN

T
Cy [ 11907 (®) - Vu(t)|udr
0
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para alguma constante C, > 0, isto ¢, existe uma constante C' > 0 tal que

/ <—Ap<um<t>>+Ap<u<t>>,wj>e<t>dt\ <c [Ivun@ - valar (329

Agora utilizando a convergéncia (3.23) em (3.28), entao o limite (3.27) segue.

Por outro lado, com respeito ao termo nao linear f, devemos mostrar

T T
| wtm@neema " [ ra).pod (3.29)
0 0
p 1

+
20o+1) " 2+ 1)
5= 1, as condigoes (3.7)-(3.8), a estimativa (3.19) e a convergéncia (3.22), entao para
qualquer ¢ € H?(Q) N HL(Q) — L*P+1)(Q), obtemos

Primeiramente, usando a desigualdade de Holder generalizada com

|(f (™ (£)) = f(u(t)), 0]

< / £ () — flu(t))|plda

< [+ OF + Ol (0 = ulo)]olds

< ky (‘M% + w154y + Hu(t)Hg(pH)) [ () — w(®)|l2][@]]2(o+1)
< G, (1907750 + [[Fur @115 + [ Au®)]1f) [[e(2) = u(®)]l2l| A3

< Cyllum () — w2l Ao,

para alguma constante C, > 0. Assim, existe uma constante C' > 0 tal que

L (™ (8)) = f (@) ip2@nmyy < Cllu™ () — ul(t)|l2-

Disto e aplicando a convergéncia (3.23) vem que

/0 (Fam (1)) — F(u(t)).w;) B(t)dt

T

=/ |(F(u™ (@) = [ (u(t),w;)[ 10(t)]dt

C W™ @) = Fu)lizz@nm @y | Aw;l2dt

IN

IN

C [ |Vu™(t) — Vu(t)||2dt "= 0.
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Isto prova o limite (3.29). Como ja comentamos, os outros termos em (3.26) convergem
de modo padrao usando os limites obtidos em (3.22). Assim sendo, passando o limite

quando m — oo em (3.26) resulta que

—/0 (ue(t),w;)0' (t)dt —l—/o {(Au(t), Aw;) + {|Vu(t)P7>Vu(t), Vw;) } 0(t)dt +

" / ) { / gt — ) (Du(s),wp)ds + (Veu(t), Vi) + <f<u<t>>,wj>} 0(t)dt = 0

ou seja

/0 %(ut(t):WjW(t)dt‘F/o {(Au(t),ij) + <|Vu(t)|p_2VU(t),ij>}Q(t)dt n

T l
+ /0 {/0 g(t — s)(Au(s),w;)ds + (Vu(t), Vw;) + (f(U(t)),wj)} o(t)dt = 0
para todo j € Ne 6 € D(0,T).

Como (w;)jen constitui uma base para H?(Q2) N H (), entao

/o {%(“t“% w) + (Ault), Aw) - <Apu<t>7w>} 0(t)dt+ (3.30)

—I—/O {/l g(t — s)(Au(s),w)ds + (Vu(t), Vw) + (f(u(t)),w)} o(t)dt =0,
para todo w € H*(Q) N Hy(Q) e § € D(0,T). Logo, de (3.30) deduzimos que

d
a(ut, w) + (Au, Aw) — (A u,w)+

l
/ g(t — s)(Au(s),w)ds + (Vu, Vw) + (f(u),w) =0 em D'(0,7),
0
para todo w € H%(Q) N Hy (). Isto mostra a fungao u satisfaz (3.10) com
u € L0, T; H*() N H (), (3.31)

u, € L°(0,T; L*()) N L*(0,T; Hy(Q)), (3.32)

de onde segue também a condic¢do (3.11). Resta verifica que (u,u;) € C([0,T],H) e que
vale as condigdes inciais u(0) = ug ¢ u(0) = u;. Contudo, a continuidade de u e u; em
[0, 7] segue de modo andlogo a Yang et al [32]. Concluindo que a funcao z = (u,u;) é

uma solugao fraca para o problema (3.1)-(3.3)
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Por outro lado, identificamos L*(Q2) := [L*(©)]’ com seu dual, por meio do Teo-

rema de Representacao de Riesz-Fréchet, temos a seguinte cadeia de inclusoes continuas
H2(Q) N HYQ) = WP (Q) — L*(Q) =~ [LA(Q)] — (3.33)
< HY(Q) — H™Y(Q) = Wy "7'(Q) — [H*(Q) N HY'.

Com isto, podemos reescrever a expressao em (3.30), depois de integrar por partes, como

—</0Tut(t)9()dt > </TA2()6’()dtw> </TApu()9()dtw>+
(s ([ s )

onde relebramos que (g * Au)( fo (t — s)Au(s). Novamente usando integragdo por

partes,

</0Tutt() dtw> </ APu dtw> </Au >+
+</OT(g*Au)(t)0(t)dt,w>—</0 A2y, ()6(t)dt w> </ Fu(t)o(t)dt w>=0,

para todo w € H*(Q) N H}(Q), onde nesta tltima igualdade a notagao
(-,-) significa a dualidade (-, )m2(Q)nu @), H2@nHL ()
Portanto, concluimos que
Uy + A%u — Ayu+ (g% Au) — Aug + f(u) =0 em D'(0,T;[H*(Q) N Hy(Q)]) (3.34)
Mais ainda, usando (3.31)-(3.32) e as inclusoes em (3.33) deduzimos facilmente que
Ay € L=(0,T; [H*(Q) N Hy(Q)])
Auy € L*(0,T;[H'(Q)]') < L*(0,T; [H*(Q) N Hy(Q)]') (3.35)
(9+ Au), f(u) € L=(0,T; L*(Q)) = L>(0,T;[H*(Q) N Hy(Q)]').
Resta verificar que
Ayu € L®(0,T; [H*(Q) N Hy()]) (3.36)
De fato, para ¢ € H2(Q) N HE (Q) — Wo*P™Y(Q), temos
[{Apu(t), ¢)] = [{[Vu(t)~*Vu(t), Vo)
< / Vu(t) P [Volde

< U\vu 2p- 1>|dx] V yvm%}
= [IVu®)[5,_1[Vell2
< CpIIAU()II’S 1||A¢|Iz,
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para alguma constante C, > 0. Assim, de (3.31) existe uma constante C' > 0 tal que
[Au()[| 2 @)nmp @y < € asem [0,7]
Finalmente, combinando (3.34) com (3.35)-(3.36) concluimos
up + A%u— Apu+ (9% Au) — Aug + f(u) =0 em L*(0,T;[H*(Q) N Hy(Q)]).

o que encerra a prova do item (i) do Teorema 3.3.2

3.3.4 Estimativa a priori 2

Agora consideramos (ug,u1) € Hy e seja u™(t) da forma (3.13) uma solugao do

problema aproximado (3.14)-(3.15), onde agora
ul' = ug em HE(Q) e ul* —u; em H(R). (3.37)

Pela escolha da base (w;), podemos multiplicar o problema aproximado (3.14) por —Au}"

e integrando por partes, obtemos

LIV OB + VAW ()3} + (A (1), S (1)) + | u ()3 =

— (F(um (1)), A () + / g(t — 5)(Aum(s), Au(t))ds.
Notando que

d
(A", Au™) —

(Apu™, Aug‘> =

onde
- /Q {(p = 2)|Vu"P~H(Vu™ - V") Vu™ + |Vu™ P> Vu;} - VAu™d,
derivamos a seguintes igualdade

LIV I+ IV AU ()3 + 20807 (0, A (1)} +

+ lAu )3 = Ji + Jo + Js, (3.38)

onde
J = () A) = [ fn )
J3 = /0g(t—s)(Aum(s),Au?L(t))ds.

No que segue vamos estimar o lado direito de (3.38). Para facilitar a notagao o

mesmo simbolo C' denotara diferentes constantes que aparecerao no texto.
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—2
Da estimativa (3.19) e usando a desigualdade de Holder generalizada com 25) 0 +
p J—
= + = 1,t
— =1, temos
2p—1) 2 ’
o< =) [ [V @P RO VA
Q
< (0= DIV O, [[Va" ) lag-n ||V Au™ ()]
= GlIVe (0)]|20-[[VAUT )] |2,
para alguma constante C,, > 0. Como H2()NHE () — Wy P™(Q) e u™ é bem regular,
VU ()| p-1) < sl Au™ (B)][3,
onde py > 0 é constante de imersao correspondente. Usando a desigualdade de Young,
existe uma constante C' > 0 tal que
1 m 2 C m 2
[Nl = JllAw O]z + S IIVAC @] (3.39)

Além disso, das hipéteses (3.7)-(3.8), da estimativa (3.19) e como HE(Q2) — H?(Q) N
HY(Q) < L*PT)(Q), segue que
1@ = [ 1 e)fds
< 2k2/ (Ju™@®)* + |um(t)|2(p+1)) dx
Q
= 2, (| (Ol + e IEEE)

C, (113w @)1+ 1w ) 20+
= G, (L+||Au™(®)]13°) |Au™(#)][3

Cloan
< SIvaw@lR,

IN

para alguma constante C' > 0. Assim, novamente aplicando a Desigualdade de Young,
| Jof < Lf (™ ()] |2f| Aw™ (£)]2
< OB+ 7l a3 (3.0
< SIv A @) + 3 l1aur0)]3

Usando mais uma vez a estimativa (3.19) e a desigualdade de Young,

i< ([ gl o ()ads) [ 0]
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< Mgl e 180" 1) (3.41)
1 m
< Ol A ()|

Substituindo (3.39)-(3.41) em (3.38) e pondo

F™(t) = [[Vu @0ll + [[VAu™ @013 + 2(Apu™ (1), Au™ (1)) +2C,

entao p )
ZE() + [l Au ()3 < 20 + 20| VA (1)]3 (3.42)
Agora notamos que
[(Apu™ (1), A" ()] = [{([Vu" ()P 2V (8), VA" (1))
< /|Vum(t)|p_1|VAum(t)|dx
Q
< [V (@)l IV Au @)
1
< V" ()l + VAR (1)1
m - ]' m
< GllAum @[ + JlIVA @3

Pela estimativa (3.19), existe uma constante C' tal que
1
(A (1), Au™(8)] < C + Z[[VAu" (#)][5,
de onde segue que
1
Z||VAu(zs)||§ +2C + 2(Au™(t), Au™(t)) > 0. (3.43)

Combinando (3.42)-(3.43), existe uma constante C' > 0 tal que

SEN(0) + Al (0] < CF™ (1), (3.44)

Agora, integrando (3.44) sobre (0,t) C [0, 7] e explorando os limites (3.37), resulta

/ Ay d7<0+0/t m(7)dr.
Portanto, usando a desigualdade de Growall e novamente (3.43) concluimos
Va0l + VA" @®)]]5 + /Ot 1A (7)][3dT < Mo, (3.45)
para todo t € [0,7] e m € N, onde My = Ms(||Vuyl|2, ||VAug||2, ) > 0. Em particular,
(u™) é limitado em L>(0,T; H()), (3.46)

(™) é limitado em L(0,T; Hy(Q)) N L*(0,T; H*(2) N H(K2)). (3.47)
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3.3.5 Passagem ao limite e solucao fraca mais regular

As limitagdes em (3.46)-(3.47) sdo suficientes para passar limite no problema
aproximado e garantir que, quando os dados iniciais (ug,u;) € H;i, a solucdo fraca de

(3.1)-(3.3) possuem mais regularidade
u € L0, T; H()), (3.48)

u; € L®(0,T; Hy () N L*(0,T; H*(Q) N Hy(Q)). (3.49)

A conclusao do item (ii) do Teorema 3.3.2 segue, entdo, de maneira similar ao caso
fraco. Além disso, como também veremos mais adiante, podemos concluir que neste

caso uy € L*(0,T; H (), ou seja, que u satisfaz a equagao

uy + A%u — Aju+ (g% Au) — Aug + f(u) =0 em L*(0,T; H ().

3.3.6 Unicidade

Sejam u e v duas solugoes mais regulares do problema (3.1)-(3.3) e considere

w = u — v. Entao w satisfaz a equacao
t
wy + A*w — Aw; = Aju — Ayv — flu) + f(v) — / g(t — s)Aw(s)ds
0

em L*(0,7; H'(2)), com condigoes de fronteira w = Aw = 0 sobre I' e dados iniciais
nulos. Como w; € L*(0,T; H}(Q)), podemos multiplicar a equagao acima por wy(t) e

integrando por partes, obtemos

d (1 1
{301 + J18u@IE | + 1Tl -

= (Bpult) = Apo(t), wi(t)) — (f(u(t))p — f(v(t)), wi(t)) +

—|—/0 g(t — s)(Vw(s), Vuy(t))ds.

Usando o Lema 3.2.1, deduzimos que

< [{Apu(t) = Apu(t), we(t))] + /Q [ (u(t)) = f(o())][w]dz. (3.50)

Como anteriormente segue do Lema 1.3.1 que

[(Ayu(t) = Apo(), wi(®))] < C (Va2 + Ve B2 ) V0] [ Vwd®)ls
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1
< CllAaw®)[l3 + Va5, (3.51)

para alguma constante C' > 0

+ ! + L 1, entao
f - =1,
2p+1) 2(p+1) 2

usando as desigualdades de Holder e Young, existe C' > 0 tal que

Além disso, das condigoes (3.7)-(3.8) e como

|(f(u(t)) = f(o(t), wi(t))]

IN

/Q Fut)) — F(o(®)|wn(b))dz
<k / (L + [u(®)]? + o)1) [w(t) (b)) dz
< ko (10T 4 Ol ry + 10Oy ) IOl D]

1
< CllAaw®)[lz + 5w O]l (3.52)

Combinando (3.50) com (3.51)-(3.52), resulta em

% {Hwt(t)Hg +[|Aw(t)]|? - (/Otg(s)ds> IVw(t)l]; + <95Vw>(t)} +

+ V(B3 < CllAw@®)][3 + [lwi(®)]]3- (3.53)

Pondo
O(t) = [|w(t)|[5 + [|Aw(t)]|3 — (/0 g(S)dS) IVw(®)|[5 + (9OVw)(t)

e usando a hipdtese (3.5), entao

l1Aw(t)]]; — (/O 9(8)d8> IVw(®)llz > | Aw(t)|lz > 0.

Como j4 é sabido

(¢OVw)(t) > 0.
Assim, existe uma constante C' > 0 tal que (3.53) fica sob a forma

%(I)(t) < CD(t).

Como ®(0) = 0, obtemos
w2 + Ul Aw(®)]]3 <0,

provando que w = 0 em H?(Q) N H}(Q) (também em L*(Q)). Isto prova a unicidade.

Portanto, a prova do Teorema (3.3.2) estd completa.
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3.4 Decaimento exponencial de Energia

Afim de determinar estabilidade exponencial para o sistema (3.1)-(3.3), vamos

definir o funcional energia correspondente como
1 1 1 .
E(t) = 5llu @1z + 5l1Au@)]]3 + ]—?HVU(t)IIZ + /Q S (u(t))dz. (3.54)
Tendo como principal resultado o

Teorema 3.4.1. Sob as hipdteses do Teorema 3.3.2, a energia E(t) satisfaz, em ambos

0s casos, o sequinte decaimento erponencial
E(t) < CE0)e™™, t>0,
para constantes C' >0 e v > 0.

Demonstragao. Inicialmente provaremos o decaimento exponencial de energia conside-
rando solugdes mais regulares v do problema (3.1)-(3.3). Usaremos o método de energia

pertubado. Em primeiro lugar, definamos a energia modificada
1 1 1 .
F(t) = 5l + 5l1Au@)]lz + ];HVU(t)Hﬁ + /Qf(U(t))dl’

3 ([ sts1as) Ivuto) + Js0v0))

Usando as hipdteses (3.5) e (3.9), segue que

P =50~ 5 ( [ o(6)ds ) IFuOIE + 560900 2 15

Assim,

E(t) < %F(t).

Além disso, da condic@o (3.6) segue que F' é decrescente, pois

F/(t) = Va3 + 5(¢0Vu) (1) — o0l Vu(r)]

< —|IVu(0I - S gOva) ).

Agora definamos a energia pertubada

onde
U(t) = / w(t)u(t)dz
Q
com isto, demonstraremos dois lemas auxiliares que serao cruciais para a conclusao do

decaimento exponencial.
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Lema 3.4.2. Fuxiste uma constante C7 > 0 tal que
|EL(t) — F(t)| <eCiF(t), Vt<0, Ve>0.
Demonstracao. Note que

@)l < %Hut(t)H% + o l1Au ()3

< %max{l,%l} F(t),

onde \; é o primeiro autovalor do problema

A?w =) w em )
w=Aw=0 sobre I

1 1
Entao tomando C = 7 max {1, )\—}, obtemos
1

[F=(t) — F()] = e[¥(t)] < eCLF(1),

como desejado. O]

Lema 3.4.3. Existe uma constante £1 > 0 tal que

Fl(t) < —eF(t), Vt>0, Vee(0,e).

£

Demonstracao. E suficiente mostrar que existem constantes Cy, C3 > 0 tais que
U'(t) < —F(t) + Cs||Vue(t)|]5 + C3(gOVu)(t). (3.55)
De fato, para € > 0 pequeno o suficiente temos

Fl(t) = F'(t)+eV'(¢)

£

Ky

< VD] ~ SHGOV) () — F (1) + £Col [ Vu(0)|} + <Cy(gTv)(1)
= 2P~ (1 20 |[Vun(t)3 — (L — =C5) (g0Vu) 1)
< eF(1),

o que concluiria a prova do Lema 3.4.3
Resta verificar a veracidade da identidade (3.55). Com efeito, usando a equagao

(3.1) no sentido fraco, obtemos

‘If’(t)z||ut(t)||§—|IAU(t)II3—IIW(t)II£+/O g(t = s)(Vu(s), Vu(t))ds —
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/QVu(t) : Vut(t)dx—/ng(u(t))u(t)da:

Adicioando e subtraindo o termo F'(t) na expressdo acima, segue que
/ 2 2 1 p
vt)= — F) + gl = SlAu@)]] = {1 == J[Vu®)ll;
L/ [ , 1
S ([ at9)ds) Ivuol3 + §<gmw><t> fh+ L+,
0
onde denotamos
o= [ ) - s
Q
L = / ot — $)(Vuls), Vu(t))ds.

Ig = / VU Vut d

Da hipétese (3.9) temos [; < 0 diretamente. Vanmos estimar a seguir os termos I e I3.

Usando a dessigualdade de Young, observe que
L] < /t (t = )IVu@®)|l2(1[Vu(t) — Vu(s)llz + Vu(t)2)ds
/ (t—s d8> Va3 + [ Vu(t)] |2 /Otg(t — s)|[Vu(t) — Vu(s)]|2ds
/ )HW )H§+77HW(t)I\§+%Hglh(gDVU)(?ﬁ)

([ stsras) 1vutol + 5 ([ o) tsutolz +

+ | Au(®)]; + E”QHl(QDVU)(t}-

[e=]

IN

VAN
N = N NS

onde 1 > 0 sera escolhido de modo conveniente mais adiante. Também pela desigualdade

de Young, temos
2, 1 2
5] < nIIVU(t)Hﬁ%IIVut(t)HQ

1
< mnllAU(t)II%Jr%IIVUt(t)H%

Entao,

o + ) V)| + (1 n %ngl) (gOVu) (1)

- 2

F'(t) < —F(t)+<3 5

= (1 | g(S)dS) IVt 13 + 2001 | A |2
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Agora note que de (3.5), obtemos
, 1
V(o) < ~F(0) + Call Va0l + Calau)e) + (2 — 3 ) 1aulo

Logo, tomando i > 0 pequeno o suficiente temos que a desigualdade (3.55) é

verdadeira. Isto encerra a prova do Lema 3.4.3 O

Agora, usaremos os lemas anteriores para concluir a propriedade de decaimento.

. 1
g = mln{z—cl,sl} .

Com isto, tomando ¢ < gy segue do Lema 3.4.2 que

Seja

1 3
L) < () < SF(), 120 (3.56)
A segunda desigualdade em (3.56) em conjunto com Lema 3.4.3 implica que
Lyt < —eP(t) < —2eR.(1)
gt <\ = TR = el
Logo,
F.(t) < F.(0)e 3%,

Usando novamente (3.56) obtemos
F(t) < 3F(0)e 5.
Finalmente, comparando as fungdes F' e E, e notando que F'(0) = E(0), concluimos

E(t) < 2E(0)e 2, t>0.

3
l

Isto prova o decaimento exponencial de solugdes mais regulares u € H2(£2), como
era desejado. O mesmo resultado pode ser estendido para solugoes fracas u € H?(Q) N

H{ () usando argumentos de densidade.

Isto conclui a prova do Teorema 3.4.1 O



Conclusao

Neste trabalho, consideramos um modelo de equacgao de placas com p-Laplaciano

com termo de memdria, a equagao (3.1)-(3.3), a saber

uy + A% — Apu + fg g(t —s)Au(s)ds — Auy + f(u) =0 em 2 x R
u=Au=0 sobre I' x RT,
u(z,0) =ug(x) =0 e w(x,0) =ui(z) =0 em Q

O presente trabalho procurou fornecer resultados relacionados a existéncia global de
solugbes para a equagao (3.1)-(3.3) sob o efeito de um termo de memdria, que poste-
riormente buscamos as propriedades qualitativas das solucoes com respeito a estabilidade
assintética ao longo do tempo (evolu¢ao). Em nosso trabalho é interessante salientar, a
importancia de se ter tomado cuidado com as ferramentas ao se trabalhar, com termo de

memoria e, com os operadores p-Laplaciano e biharmonico.
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