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Aos meus pais, por sempre contribuir, e muito, em meio a tantas dificuldades pela minha

formação.

A minha esposa, Samara dos Santos e Santos, pela paciencia e companheirismo nas noites

de intensos estudos.

Ao Prof. Marcos Antonio Ferreira de Araújo, por ter me acompanhado desde da gra-
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Resumo

No presente trabalho, estudaremos situações relacionadas a existência, unicidade, taxas

de decaimento e comportamentos assintóticos de soluções para uma classe de equações de

placas não linear e com termo de memória. Em particular, no primeiro caṕıtulo revisamos

alguns assuntos relacionados a uma série de resultados oriundos da teoria geral da análise

funcional, os quais serão aplicados no decorrer dessa dissertação. No caṕıtulo seguinte,

abordaremos uma equação da placa de quarta ordem dissipativa com pertubações não

lineares do tipo p - Laplaciano e localmente Lipschitz e com termo memória. Continuando,

provamos a estabilidade exponencial de energia correspondente ao problema homogêneo

com termo de memória de segunda ordem.

Palavras-chave: Equação de placa, p - Laplaciano, termo de memória, estabilidade

assintótica, decaimento de energia.



Abstract

In this work, we study situations involving the existence, uniqueness, decay rates and

asymptotic behavior of solutions for a class of nonlinear equations cards and memory. In

particular, in the first chapter we review some issues related to a number of results derived

from the general theory of functional analysis, which will be applied during this disserta-

tion. The next chapter will discuss an equation of the fourth order dissipative plate with

nonlinear perturbations of type p - Laplacian and locally Lipschitz and memory. Con-

tinuing, we prove the exponential stability of energy corresponding to the homogeneous

problem with second-order term of memory

Keywords: Plate equation p - Laplacian, memory, asymptotic stability, Energy decay.



ÍNDICE DE NOTAÇÕES

Geral

|Ω| := medida de Lebesgue de Ω ⊂ RN ;

|α| = α1 +α2 + · · ·+αN e α! = α1!α2! · · ·αN para todo α = (α1, ..., αN !) ∈ NN ;

p′ =
p

p− 1
expoente conjugado de p;

xα = xα1
1 x

α2
2 · · · xαN

N para todo x = (x1, x2, ..., xN) ∈ RN ;

supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}
Ω

;

→֒ inclusão cont́ınua;

→֒→֒ inclusão compacta;

〈·, ·〉 dualidade;

(X, || · ||X) espaço de Banach

Operações de derivação

Dαu =





∂|α|u

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂xαN

N

, se α 6= (0, ..., 0)

u , se α = (0, ..., 0)

∆u =
N∑

j=1

∂2u

∂x2j

∆2u = ∆(∆u)
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∆pu = div(|∇|p−2∇u)

Espaços de funções

C(Ω) = {u : Ω → R | u é cont́ınua}

Ck(Ω) = {u : Ω → R | u é k - vezes continuamente diferenciável}

C∞(Ω) = {u : Ω → R | u é infinitamente diferenciável}

Ck
0 (Ω) = {u ∈ Ck(Ω) | supp(u) ⊂ Ω é compacta}, k ∈ N ou k = ∞

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) | Dku é α - Holder cont́ınua}

D (Ω) := espaço das funções teste

Lp(Ω) = {u : Ω → R | u é mensurável e
∫
Ω
|u(x)|pdx <∞}

L∞(Ω) = {u : Ω → R | u é mensurável e |u(x)| ≤ Kq.s. em Ω}

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) | Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m}

Wm,p
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
Wm,p(Ω)

Hm(Ω) = Wm,2(Ω)

Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω)

L2
µ(R+;X) = {η : R+ → X |

∫∞

0
µ(s)||η(s)||2Xds <∞}

Lp(0, T ;X) = {u : (0, T ) → X | u é mensurável e
∫ T

0
||u(t)||pXdt <∞}

11



L∞(0, T ;X) = {u : (0, T ) → X | u é mensurável e ||u(t)||X ≤ K q.s em (0, T )}

C([0, T ];X) = {u : [0, T ] → X | u é cont́ınua de [0, T ] em X}

Ck([0, T ];X) = {u : [0, T ] → X | u é k - vezes continuamente diferencialvel de [0, T ] emX}

Cw([0, T ];X) = {u : (0, T ) → X | u é fracamente cont́ınua de [0, T ] em X}

L (X;Y ) = {T : X → Y | T é linear e cont́ınua}

Espaços duais

X ′ = L (X;R) dual de X

[Lp(Ω)]′ = Lp′(Ω), 1 ≤ p <∞

[Wm,p
0 (Ω)]′ = W−m,p′(Ω), 1 ≤ p <∞, m ∈ N

[Hm
0 (Ω)]′ = H−m(Ω), m ∈ N

[Lp(0, T ;X)]′ = Lp′(0, T ;X ′), 1 ≤ p <∞

D′(Ω) = L(D(Ω),R)

D′(0, T ;X) = L(D(0, T ), X)

Convergências

→ convergência forte

12



⇀ convergência fraca

∗
⇀ convergência fraca estrela

Memória

(g ∗ u)(t) =
∫ t

0
g(t− s)u(x, s)ds

(g�u)(t) =
∫ t

0
g(t− s)

∫
Ω
|u(x, t) − u(x, s)|2dxds

Normas

||u||p = (
∫
Ω
|u(x)|pdx)

1
p

||u||∞ = sup
x∈Ω

ess |u(x)|

||u(x)||m,p =


∑

|α|≤m

||Dαu||pp




1
p

||u||m,∞ = max
|α|≤m

||Dαu||∞

||u||W 1,p
0

= ||∇u||p

||η||µ,X =
(∫∞

0
µ(s)||η(s)||2Xds

) 1
2

||η||Lp(0,T ;X) =
(∫ T

0
||u(s)||pXdt

) 1
p
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||u(x)||L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T )

ess ||u(t)||X

||u||Ck([0,T ],X) =
k∑

j=0

max
t∈[0,T ]

∣∣∣
∣∣∣d

ju(t)

dtj

∣∣∣
∣∣∣
X

||ϕ||X′ = sup
x∈X,||x||X≤1

|〈ϕ, x〉|

||T || = sup
x∈X,||x||X=1

||Tx||Y = sup
x∈X,x 6=0

||Tx||Y
||x||X
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2.1 Espaços de Banach e de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.1.1 Uma breve noção ao conceito de topologia fraca e fraca estrela . . . 10

2.2 Alguns resultados importantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 O operador p-Laplaciano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3.1 Uma desigualdade importante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4 Operadores lineares não limitados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Caṕıtulo 1

Introdução

Este trabalho tem com principal referência o trabalho de D. Andrade, M.A. Jorge Silva,

T.F. Ma [8], seus resultados transportam conceitos e aplicações importante, onde, em par-

ticular os mesmos tratam fortemente da relação entre os termos do operador biharmônico,

o operador p-Laplaciano, e o termo com memória; e também de, Cavalcanti e Ferreira [22].

Importante enfatizar, que [8] e [22] tem sido grandes contribuintes no que se diz respeito

a equação diferenciais parciais, e em particular, equações de placas, sendo este último,

um expoente na literatura brasileira.

Recentemente muitos estudos sobre equação de placa (de quarta ordem) e equação

de onda (de segunda ordem), e também, pertubações nao lineares das mesmas, tem sido

estudados e desenvolvidos por matemáticos dentro da realidade de equação de evolução

de segunda ordem, com respeito ao tempo t > 0. Dentro da linha de pesquisa de equações

diferenciais parciais, constitui uma primeiro momento, analisar questões relacionados a

existência, unicidade e dependência cont́ınuas de Problemas de Valor Inicial e de Fronteira.

Em um segundo momento, é importante estudar as propriedades qualitativas das soluções

globais obtidas inicialmente, como por exemplo, comportamento assintótico de soluções,

que consiste basicamente, em decaimento exponencial, ou polinomial de soluções, ou mais

ainda, a existência de atratores globais para o sistema dinâmico gerado por tais soluções

do Problemas de Valor inicial e de Fronteira.

Sendo mais claro e especifico, equações de placas com pertubações nao linear do

tipo φ - Laplaciano

utt + ∆2
xu− divx(φ(∇xu)) = F (x, u, ut) (1.1)

onde φ(z) ≈ |z|(p−2), p ≥ 2 e F (x, u, ut) representa, a adição de uma força externa e/ou

uma dissipação linear(es) ou não linear(es). Neste exemplo, o operador divx(φ(∇xu))

aparece como uma pertubação não linear de menor ordem do operador biharmônico ∆2
x

na equação (1.1). No caso de equações da onda regida pelo operador φ-Laplaciano com

1
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dissipação viscosa −∆xut, temos trabalhos importantes como os de Greenberg et al [16]

em dimensões baixas. Em dimensões maiores, temos Tsutsumi [24] e Clements [17].

Retornando à equação (1.1), observamos que esta é um modelo de varios modelos

importante que se aplicam em situações do cotidiano no que diz respeito a pertubações

da equação da placa. Vejamos outros casos:

No caso bidimensional, a seguinte equação da placa não linear referente um mo-

delo de Kirchhoff - Boussinesq

utt + kut + ∆2u = div{|∇u|2∇u} + σ∆{f1(u)} − f2(u)

definida sobre um domı́nio limitado R2, considerando três condições de fronteira.

No caso N - dimensional, Yang et al [96,97] trataram de uma classe de modelos

de Kirchhoff por meio da equação

utt + ∆2u− div{|∇|m−1∇u} − ∆ut = h(x, u, ut)

definida sobre um domı́nio de RN , com N ≤ 1 natural e m ≤ 1 delimitando por uma cons-

tante que depende de N em dimensões mais altas, levando em consideração as condições

de fronteiras pré - fixadas ou apoiadas.

Para completar o racioćınio, lembramos que um modelo corresponde ao fluxo de

microestruturas elastoplásticas da forma

utt + uxxxx + a(|ux|
2)x = 0

foi introduzido por An & Peirce [18] no caso bidimensional, onde a > 0, para o caso

unidimensional. Assim sendo, ao observar o termo a(|ux|
2)x como um operador do tipo

p - Laplaciano, notamos que este último modelo difere dos dois anteriores pelo sinal da

perturbação oriunda do operardor p - Laplaciano.

Em dimensões maiores com N ≥ 3 a dissipação forte −∆ut, constitui papel

importante no modelo de placa com pertubação de menor ordem do tipo p - Laplaciano

utt + α∆2u− ∆pu = F (x, u, ut) (1.2)

onde

∆pu = div (|∇u|p−2∇u), p ≥ 2

e α > 0 é uma constante. De fato, para α = 1 a existência global e unicidade de soluções

podem ser verificadas adicionando uma dissipação forte −∆ut, assim como Yang et al [32].

Contudo, se considerarmos apenas uma dissipação fraca ut, então, se torna dificil obter

unicidade e a continuidade de soluções globais no caso N - dimensional, para N ≥ 3. Ao
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contrário, para N = 1 ou N = 2, a boa colocação do problema (1.2) adicionando uma

dissipação fraca, já é conhecida.

O presente trabalho, procura fornecer resultados relacionados a existência global

de soluções para a equação (1.2) sob o efeito de um termo de memória. A seguir, busca-

remos as propriedades qualitativas das soluções com respeito a estabilidade assintótica ao

longo do tempo.

De forma mais concisa, estudaremos em um primeiro momento a existência de

soluções e decaimento de energia para equação (1.2) em um domı́nio limitado de RN ,

considerando

F (x, u, ut) := −(g ∗ ∆u)(t) + ∆ut − f(u) (1.3)

onde a convulação em (1.3), representando um termo de memória não local (memória

sem história), sendo dado por

(g ∗ y)(t) =

∫ t

0

g(t− s)y(s)ds, t > 0,

e a função g é chamada de núcleo da memória. Sendo assim, relacionando (1.2) e (1.3),

estudamos no próximo caṕıtulo um problema de valor inicial e de fronteira para a seguinte

equação da placa não linear com memória

utt + ∆2u− ∆pu+

∫ t

0

g(t− s)∆u(s)ds− ∆ut + f(u) = 0 (1.4)

em Ω × (0,+∞), onde α = 1 e Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado.

É importante enfatizar que o procedimento utilizado para estudar (1.4) gerou,

em um primeiro momento, uma certa dificuldade técnica ao considerar um termo de

memória do tipo
∫ t

0
g(t− s)∆2u(s)ds. Contudo, com um pouco mais de peŕıcia, também

podemos concluir a veracidade dos resultados de existência e comportamento assintótico

substituindo o termo de memória de segunda ordem
∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds por um termo de

memória de quarta ordem
∫ t

0
g(t− s)∆2u(s)ds, a menos do sinal.

Continuando, nosso objetivo em um segundo momento foi de estender os conceitos

estabelecidos anteriormente e acoplando à equação (1.2) uma memória com história para

t < 0, de onde teremos de introduzir a história com deslocamento relativo. O motivo

pra tal, é que a equação (1.4) não corresponde a um sistema autônomo, justamente pela

convulação (g ∗ ∆u)(t) =
∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds, que depende de t > 0, e é de segunda

ordem. Em função disso, não poderiamos estudar a dinâmica assintótica para as soluções

do problema por meio da teoria estabelicida para problemas auntônomos. No entanto,

para contornar essa situação, estudamos a existência de soluções para a equação (1.2) em

domı́minio limitado de RN , definindo F (x, u, ut) como

F (x, u, ut) :=

∫ t

−∞

µ(t− s)∆2u(s) + ∆ut − f(u) + h(x) (1.5)



4

O comportamento assintótico de soluções também foi estudado quando a força externa h é

identicamente nula, ou seja, quando h ≡ 0. Note que o termo integral (memória original)

que surge em (1.5) pode ser reescrito como

∫ t

−∞

µ(t− s)∆2u(s)ds =

∫ ∞

0

µ(s)∆2u(t− s)ds (1.6)

Assim, combinando a equação (1.2) com as identidades (1.5) e (1.6), chegamos a seguinte

classe de equações da placa não linear com memória, com história t < 0

utt + α∆2u− ∆pu−

∫ ∞

0

µ(s)∆2u(t− s)ds− ∆ut + f(u) = h (1.7)

em Ω×(0,+∞), com condições iniciais e de fronteira pré - estabelecidas, onde α = α(0) >

0 é uma constante interligada ao núcleo de memória µ e Ω ⊂ Rn é um dominio limitado.

Por outro lado, nos deparamos com uma forma de modelar a equação da placa

no caso bidimensional, N = 2, por meio de um sistema de equações de segunda ordem,

do tipo ”equação de ondas”, a saber, o modelo de placas finas de Mindlin - Timoshenko

como tratado em Lagnese [14]. Mais precisamente, consideremos o seguinte modelo de

placas de Mindlin - Timoshenko





ρhwtt − K

[
∂

∂x

(
ψ +

∂w

∂x

)
+

∂

∂y

(
ϕ+

∂w

∂y

)]
= 0

ρh3

12
ψtt − D

(
∂2ψ

∂x2
+

1 − µ

2

∂2ψ

∂y2
+

1 + µ

2

∂2ϕ

∂x∂y

)
+K

(
ψ +

∂w

∂x

)
= 0

ρh3

12
ϕtt − D

(
∂2ϕ

∂y2
+

1 − µ

2

∂2ψ

∂x2
+

1 + µ

2

∂2ϕ

∂x∂y

)
+K

(
ϕ+

∂w

∂y

)
= 0

(1.8)

em Ω× (0,∞), onde Ω é um domı́nio limitado de R2. As constantes positivas ρ representa

a densidade, h representa a espessura uniforme da placa, K exprime o módulo de cisa-

lhamento, D denota o módulo de rigidez à flexão e a constante 0 < µ < 1/2 é chamada

coeficiente de Poisson, sendo proveniente de considerações f́ısicas sobre a placa. Já as

funções ψ = ψ(x, y, t) e ϕ = ϕ(x, y, t) representam os ângulos de rotação de um filamento

de placa e a função w = w(x, y, t) denota o deslocamento transversal da superficie média

da placa, para (x, y) ∈ Ω e t ≥ 0.

De modo mais conciso, demotando por L1,L2 e L3 os seguintes operadores lineares

eĺıpticos de segunda ordem

L1(ψ, ϕ, w) =
∂

∂x

(
ϕ+

∂w

∂x

)
+

∂

∂y

(
ϕ+

∂w

∂y

)

L2(ψ, ϕ) =
∂2ψ

∂x2
+

1 − µ

2

∂2ψ

∂y2
+

1 + µ

2

∂2ϕ

∂x∂y
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,

L3(ϕ, ψ) =
∂2ϕ

∂y2
+

1 − µ

2

∂2ϕ

∂x2
+

1 + µ

2

∂2ψ

∂x∂y

estudamos o comportamento assintótico de soluções para o seguinte sistema de placas de

Mindlin - Timoshenko com dissipação viscosa





ρhwtt − KL1(ψ, ϕ, w)) − D0∆wt = 0

ρh3

12
ψtt − DL2(ψ, ϕ) +K

(
ψ +

∂w

∂x

)
− D1L2(ψt, ϕt) = 0

ρh3

12
ϕtt − DL3(ϕ, ψ) +K

(
ϕ+

∂w

∂y

)
− D1L3(ϕt, ψt) = 0

em Ω × (0,∞), com condições iniciais e de fronteira pré - estabelecidas.



Caṕıtulo 2

Resultados de Análise Funcional

Este caṕıtulo incial, tem um caráter introdutório e particular sobre alguns con-

ceitos. Aqui, vamos introduzir as notações que serão utilizadas em toda a dissertação,

bem como, apresentar alguns dos resultados mais clássicos da teoria geral de análise não

linear, análise funcional e espaços de Sobolev. Faremos uso de tais resultados no caṕıtulo

seguinte para facilitar a compreensão do conteúdo abordado e, também de tornar este

trabalho autossuficiente e didáticamente lógico. Os teoremas, proposições, lemas e ou-

tros, serão apresentados sem nenhuma prova formal, salvo justificativas e execessões bem

particulares.

2.1 Espaços de Banach e de Hilbert

Iniciaremos com alguns conceitos básicos da teoria dos espações de Sobolev e

análise funcional, seguindo as referências Adams & Fournier [26], Brézis [6], Folland [13],

Lions [15] e Medeiros [20], que serviram de sustento ao longo de nosso trabalho.

Sejam Ω ⊂ RN um aberto. Para 1 ≤ p <∞ denotamos por Lp(Ω) o conjunto das

classes de funções Lebesgue mensuráveis u, tais que |u|p é uma função integrável sobre Ω.

Em termos de conjuntos

Lp(Ω) =

{
u : Ω → R | u é mensurável,

∫

Ω

|u(x)|pdx <∞

}

Em Lp(Ω) podemos definir a norma usual como segue

||u|| =

(∫

Ω

|u(x)|p
) 1

p

, 1 ≤ p <∞

Deste modo, (Lp(Ω); || · ||p) é um espaço de Banach. No caso particular, quando p =

2, temos também que L2(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto escalar (u, v) =
∫
Ω
u(x)v(x)dx e a norma ||u||2 = (u, u)

1
2 .

6
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Para p = ∞, definimos L∞(Ω) com sendo o conjunto das classes de funções

Lebesgue mensuráveis u, limitadas quase sempre (q.s) sobre Ω. Em termos de conjuntos

L∞(Ω) = {u : Ω → R | u é mensurável, |u(x)| ≤ K q.s em Ω}

Neste caso, diz - se que o único número real K é um majorante essencial de u e denotado

por A = {K ∈ R| |u(x)| ≤ K q.s em Ω}, podemos definir uma norma em L∞(Ω) como

||u||∞ = sup
x∈Ω

ess|u(x)| = inf A

Neste modo, (L∞(Ω); || · ||∞) é um Espaço de Banach.

Dado um multi - ı́ndice α = (α1, ..., αN) ∈ NN e um ponto x = (x1, ..., xN) ∈ RN ,

defini-se

|α| = α1 + α2 + · · · + αN , xα = xα1
1 x

α2
2 · · · xαN

N e α! = α1!α2! · · ·αN !

O operador de Derivação de ordem α, denotado por Dα, é definido como

Dαu =





∂|α|u

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂xαN

N

, se α 6= (0, ..., 0)

u , se α = (0, ..., 0)

Quando o multi-́ındice é da forma α = (0, ..., 0, i, 0, ..., 0) ∈ NN , o operador derivação Dα

também é representado pelas seguintes notações

Di = Di = ∂xi
=

∂

∂xi
= (·)xi

, i = 1, 2, ..., N.

Agora, para k = 0, 1, 2, ..., denotaremos por Ck(Ω) o conjunto da funções k−vezes

continuamente diferenciáveis sobre o aberto Ω. Quando k = 0 dizemos simplesmente

que C0(Ω) é o conjunto das funções cont́ınuas sobre Ω e, também, o denotaremos por

C(Ω). Quando k = ∞, diremos que C∞(Ω) é o conjunto das funções infinitamente

diferenciáveis sobre Ω. Para uma função u ∈ Ck(Ω), defini-se o suporte de u como

supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}
Ω
⊂ Ω e por Ck

0 (Ω) denotaremos as funções u de Ck cujo

suporte é compacto em RN . Em termos de conjuntos

C(Ω) = {u : Ω → R | u é cont́ınua}

Ck(Ω) = {u : Ω → R | u é k - vezes continuamente diferenciável}

C∞(Ω) = {u : Ω → R | u é infinitamente diferenciável}

Ck
0 (Ω) = {u ∈ Ck(Ω) | supp(u) ⊂ Ω é compacta}, k ∈ N ou k = ∞
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Definição 2.1.1. Diremos que uma sequência (ou sucessões) de funções {ϕn} ⊂ C∞
0

converge à uma função ϕ ∈ C∞
0 se, e somente se, existe um subconjunto compacto K ⊂ Ω

tal que

(i) supp(ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N.

(ii) Dαϕn → Dαϕ uniformemente sobre K, ∀α ∈ NN

Com esta noção de convergência nos espaços C∞
0 (Ω), o denotaremos também por D(Ω) e o

chamaremos de espaços das funções teste. Além disso, denotaremos também por L(X,R)

o espaço vetorial dos funcionais lineares e cont́ınuos de X em R, definimos o espaço das

distribuição sobre Ω com valores em R por

D′(Ω) := L(D(Ω),R)

onde a continuidade é entendida no sentido da convergência em D(Ω).

Com relação à derivada de uma distribuição a valores reais, lembramos que para

f ∈ D′(Ω), sua derivada de ordem α ∈ NN é dada por

〈Dαf, ϕ〉 = (−1)|α|〈f,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

A seguir vamos relembrar a definição dos espaços de Sobolev, os quais constituirão

fundamental importância em nossas considerações futuras. Para m ∈ N e 1 ≤ p ≤ ∞,

denotaremos por Wm,p(Ω) o conjunto da classes de funções u em Lp(Ω), tais que suas

derivadas Dαu, 0 ≤ |α ≤ m, ainda pertençam a Lp(Ω), onde a derivada se dá no sentido

das distribuições. Em termos de conjuntos,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)| Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m}

Em Wm,p(Ω) tem-se bem definida uma norma dada por

||u||m,p =


 ∑

0≤|α|≤m

||Dαu||pp




1
p

, 1 ≤ p ≤ ∞

e

||u||m,p = max
0≤|α|≤m

||Dαu||

No caso particular p = 2, o espaço Wm,2(Ω)
(
Wm,2

0 (Ω)
)

é também um espaço de Hilbert

com o correspondente produto interno e, usualmente, é denotado por Hm(Ω) (Hm
0 (Ω)).

No que segue, X denotará um espaço de Banach com a norma || · ||X e H denotará

um espaço de Hilbert com produto interno (·, ·)H e norma || · ||H .

Terminaremos esta primeira seção apresentando os espaços de Banach, ou Hilbert,

a valores abstratos Lp(a, b;X), Ck([a, b], X), Cw([a, b], X) e os espaços das distribuições
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vetoriais D′(a, b;X), para 1 ≤ p ≤ ∞, −∞ ≤ a < b ≤ +∞ e k ∈ N. Contudo, para

nossos objetivos futuros é suficiente compreender os espaços acima com a = 0 e b = T ,

onde T > 0 é um número real positivo fixado ou T = ∞.

Para 1 ≤ p < ∞, representaremos por Lp(0, T ;X) o conjunto das classes de

funções vetoriais mensuráveis u : (0, T ) → X, tais que ||u(t)||X pertence a Lp(0, T ). Em

termos de conjunto,

Lp(0, T ;X) =

{
u : (0, T ) → X | u é mensurável,

∫ T

0

||u(t)||pXdt <∞

}

O espaço Lp(0, T ;X) munido da norma

||u||Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

||u(t)||pXdt

) 1
p

torna-se um espaço de Banach.

Quando p = ∞, representaremos por L∞(0, T ;X) o conjunto das classes de

funções vetoriais mensuráveis u : (0, T ) → X, tais que ||u(t)||X pertence a L∞(0, T ).

Em termos de conjunto,

L∞(0, T ;X) = {u : (0, T ) → X | u é mensurável, ||u(t)||X ≤ K q.s. em (0, T )}

Em L∞(0, T ;X) defini-se uma norma dada por

||u||L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T )

ess||u(t)||X ,

o que o torna também um espaço de Banach.

Além disso, é fácil ver que valem as seguintes propriedades:

a) Se X →֒ Y , então Lp(0, T ;Y ), 1 ≤ p ≤ ∞.

b) L∞(0, T ;X)
T<∞
→֒ L1(0, T ;X), 1 < p <∞

Para k ∈ N , definimos também o espaço de Banach

Ck([0, T ], X) = {u : [0, T ] → X | u é k-vezes continuamente diferenciáveis de [0, T ] emX}

munido da norma

||u||Ck([0,T ],X) =
k∑

j=0

max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣
∣∣∣∣
dju(t)

dtj

∣∣∣∣
∣∣∣∣
X

Para abrangir todos os espaços que surgirão mais adiante, lembraremos também o

conceito continuidade fraca de funções a valores abstratos. Denotaremos por Cw([0, T ], X)

o espaço de todas as funções u : [0, T ] → X que é cont́ınua de [0, T ] em (x, τ), onde
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τ = σ(X,X ′) designa a topologia fraca de X, ou seja, para toda ϕ ∈ X ′, onde X ′ (é o

dual de X), a função t 7→ 〈u(t), ϕ〉 é cont́ınua em [0, T ]. Em termos de conjunto temos

Cw([0, T ], X) = {u : [0, T ] → X | u é cont́ınua de [0, T ] em (X, τ)}.

Um pouco mais adiante, em um subseção separada, faremos uma breve revisão

sobre o conceito de topologia fraca para qua a definição não fique vaga no texto. Antes

disso, vamos expor também o espaço das distribuição a valores abstratos.

Denotando por L(X, Y ) o espaço vetorial das transformações lineares e cont́ınuas

de X em Y , definimos o espaço das distribuições vetoriais de (0, T ) com valores em X

por

D′(0, T ;X) := L(D(0, T ), X).

Para f ∈ D′(0, T ;X), lembramos que sua derivada de ordem n no sentido das

distribuições vetoriais é definida por

〈
dnf

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
f,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ϕ ∈ D(0, T ) (2.1)

Além disso, se f é derivável no sentido das distribuições vetoriais, então podemos enxergar
df

dt
como um elemento de D′(0, T ;X), valendo a relação (2.1).

Fazendo uma conexão entre os espaços definidos acima. De fato, dada f ∈

Lp(0, T ;X), então pode-se identificar f com uma distribuição vetorial, que ainda de-

notaremos por f , de modo que

〈f, ϕ〉 =

∫ T

0

f(t)ϕ(t)dt, ∀ϕ ∈ D(0, T ).

onde a integral é entendida no sentido de Bochner. Com isto, podemos dizer com um

certo abuso de notação, que

Lp(0, T ;X) ⊂ D′(0, T ;X).

2.1.1 Uma breve noção ao conceito de topologia fraca e fraca

estrela

Vamos estabelecer a seguir os conceitos de convergência fraca e fraca estrela num

espaço de Banach X com norma || · ||X . Consideremos inicialmente o dual topológico

X ′ = L(X,R), que é também um espaço de Banach quando munido da norma

||f ||X′ = sup
x∈X,||x||≤1

|〈f, x〉|.
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Além disso, podemos considerar o espaço de Banach Bidual X ′′ = L(X ′,R) de X, munido

da norma

||ξ||X′′ = sup
f∈X′,||f ||X′≤1

|〈ξ, f〉|.

Como é bem sabido da teoria de análise funcional, a aplicação

J : X −→ X ′′

x 7−→ Jx

com
Jx : X ′ −→ R

f 7−→ Jx(f)

onde Jx(f) := 〈f, x〉, é um isomorfismo de X sobre J(X). Isto nos permite identificar X

com J(X) ⊂ X ′′.

Agora, para cada f ∈ X ′ consideremos o funcional

ϕf : X −→ R

x 7−→ ϕf (x)

onde ϕf (x) := 〈f, x〉. Assim, percorrendo f ∈ X ′ obteremos uma famı́lia de aplicações

{ϕf}f∈X′ . Sob estas considerações dizemos que:

(i) A topologia fraca σ(X,X ′) em X é a topologia mais grossa (menos fina) em

X no qual são cont́ınuas todas as funções ϕf , f ∈ X ′.

(ii) A topologia fraca estrela σ(X ′, X) em X ′ é a topologia mais grossa (menos

fina) em X ′ no qual são cont́ınuas todas funções Jx, x ∈ X.

Definição 2.1.2. Diremos que uma sequência {xn}n∈N ⊂ X converge fraco para x ∈ X,

quando {xn} converge a x na topologia fraca σ(X,X ′). Isto é, para todo funcional f ∈ X ′

temos

〈f, xn〉 → 〈f, x〉.

Denotaremos a convergência fraca de {xn} a x por xn ⇀ x.

Definição 2.1.3. Diremos que uma sequência {fn}n∈N ⊂ X ′ converge fraco estrela

para f ∈ X ′, quando {fn} converge a f na topologia fraca estrela σ(X ′, X). Isto é, para

todo funcional x ∈ X temos

〈f, xn〉 → 〈f, x〉.

Denotaremos a convergência fraca estrela de {fn} a f por xn
∗
⇀ x.

Como é usual a convergência forte (em norma) de {xn} a x ∈ X, será denotada

por xn → x.
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Definição 2.1.4. Um espaço de Banach X é chamado reflexivo quando J(X) = X ′′,

onde a aplicação J definida acima, é chamado de mergulho canônico. O espaço X é

chamado separável quando existe um subconjunto enumerável e denso Y ⊂ X.

Com relação aos espaços mencionados na seção 1.1, valem as seguintes identi-

ficações para 1 ≤ p <∞, q satisfazendo
1

p
+

1

q
= 1 e m ≥ 1,

[Lp(Ω)]′ ∼= Lq(Ω) e [L∞(Ω)]′ ! L1(Ω),

[Wm,p
0 (Ω)] ∼= W−m,p(Ω),

[Lp(0, T,X)]′ ∼= Lq(0, T,X ′).

2.2 Alguns resultados importantes

Nesta seção faremos uma coletânea de alguns resultados clássicos oriundos da

teria geral de análise funcional e espaços de Sobolev, os quais serão extremamente úteis

ao longo desse trabalho. Nos resultados abaixo seguimos as notações introduzidas em

Adams & Fournier [26], Brézis [6], Evans [10], Henry [9], Lions [15], Pazy [25] e Zheng

[33]. Também usamos as referências em português de Cavalcanti & Domingos Cavalcanti

[23], Medeiros [20], Medeiros & Milla Miranda [19].

Lema 2.2.1. Seja Ω um domı́nio de RN .

(i) Se 1 < p <∞, então Lp(Ω) é reflexivo. Entretanto, L1(Ω) e L∞(Ω) não são reflexivos.

(ii) Se 1 ≤ p <∞, então Lp(Ω) é separável. Entretanto, L∞(Ω) não é separável.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Densidade). Seja Ω um domı́nio de RN

(i) Se k ≥ 0, então Ck
0 (Ω) é denso em Lp(Ω), para 1 ≤ p <∞.

(ii) Se Ω é de classe Cm, m ≥ 1, então Cm(Ω) é denso em Wm,p(Ω), para 1 ≤ p <∞.

Teorema 2.2.3 (Imersões de Sobolev). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira

de classe Cm.

(i) mp < N , então a seguinte inclusão é cont́ınua

Wm,p(Ω) →֒ Lq∗(Ω), onde
1

q∗
=

1

p
−
m

N
.

Além disso, a inclusão é compacta para qualquer q, com 1 ≤ q < q∗.

(ii) Se mp = N , então a seguinte inclusão é cont́ınua e compacta

Wm,p(Ω) →֒ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q <∞
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(iii) Se k + 1 > m − N
p
> k, k ∈ N, então escrevendo m − N

p
= k + α, com 0 < α < 1,

temos que a seguinte inclusão é cont́ınua

Wm,p(Ω) →֒ Ck,α(Ω),

onde Ck,α(Ω) representa o espaço das funções em Ck(Ω) cujas derivadas de ordem k são

α−Holder cont́ınuas. Além disso, se N = m−k−1, α = 1 e p = 1, então a inclusão vale

também para α = 1, e a inclusão Wm,p(Ω) →֒ Ck,β(Ω) é compacta para todo 0 ≤ β < α.

Teorema 2.2.4 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Seja Ω um domı́nio limitado

com fronteira de classe Cm e u ∈ Wm,r ∩ Lq(Ω) onde 1 ≤ r, q ≤ ∞. Para qualquer

inteiro j com 0 ≤ j < m e qualquer θ com j/m ≤ θ ≤ 1, temos

||Dju||p ≤ C||u||θm,r||u||
1−θ
q , (2.2)

desde que
1

p
=

j

N
+ θ

(
1

r
−
m

N

)
+ (1 − θ)

1

q

e m− j−N/r não é um inteiro não negativo. Se m− j−N/r é um inteiro não negativo,

(2.2) vale com θ = j/m.

Teorema 2.2.5 (Teorema de Interpolação). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com

fronteira suave. Suponhamos que

p ≤ q ≤ ∞ se mp > N,

p ≤ q <∞ se mp = N,

p ≤ q ≤
Np

N −mp
se mp < N.

Então existe uma constante K = K(N,m, p, q,Ω) > 0 talque para todo u ∈ Wm,p(Ω),

||u||q ≤ K||u||θm,p||u||
1−θ
p ,

onde θ = (N/mp) − (N/mq).

Teorema 2.2.6 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e 1 ≤

p <∞. Então existe uma constante C = C(p, |Ω|) > 0 tal que

||u||p ≤ C||∇u||p, ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).
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Teorema 2.2.7 (Fórmula de Green). Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado com fronteira Γ

suave. Se u, v ∈ H2(Ω),

−

∫

Ω

(∆u)vdx =

∫

Ω

∇u · ∇vdx−

∫

Γ

∂u

∂ν
vdS,

onde ν representa o vetor normal unitário exterior a Γ e
∂u

∂ν
:= ∇u · ν a derivada normal

de u.

Teorema 2.2.8 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞ com
1

p
+

1

q
= 1 e

Ω ⊂ RN . se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então uv ∈  L1(Ω) e

∫

Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ||u||p||v||q.

Teorema 2.2.9 (Desigualdade de Holder Generalizada). Sejam 1 ≤ p1, p2, ..., pn ≤ ∞ tais

que
1

p1
+

1

p2
+ · · ·+

1

pn
=

1

r
≤ 1. Se fi ∈ Lpi(Ω) para i = 1, ..., n, então f :=

n∏

i=1

fi ∈ Lr(Ω)

e

||f ||r ≤

n∏

i=1

||fi||pi .

Lema 2.2.10 (Desigualdade de Gronwall). Sejam α ≥ 0 uma constante e φ ∈ L∞(a, b), β ∈

L1(a, b) tais que β > 0, φ ≥ 0. Se

φ(t) ≤ α +

∫ b

a

β(s)φ(s)ds, a ≤ t ≤ b

então

φ(t) ≤ αe
∫ b

a
β(s)ds, a ≤ t ≤ b.

Lema 2.2.11 (Desigualdade de Young). Seja 1 < p, q <∞ com
1

p
+

1

q
= 1. Então

ab ≤
ap

p
+
bq

q
, ∀a, b ≤ 0.

Lema 2.2.12 (Desigualdade de Young com ǫ). Seja 1 < p, q <∞ com
1

p
+

1

q
= 1 e ǫ > 0

qualquer. Então

ab ≤ ǫap + Cǫb
q, ∀a, b ≥ 0.

onde Cǫ = (ǫp)−q/pq−1. No caso particular em que p = q = 2, a desigualdade de Young

com ǫ > 0 se reduz em ab ≤ ǫa2 +
1

4ǫ
b2, ∀a, b ≥ 0, sendo conhecida como deseigualdade

de Cauchy com ǫ.
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Teorema 2.2.13 (Aubin-Lions). Sejam X0, X1, X três espaços de Banach com X0 e X1

reflexivos. Suponhamos que X0 →֒→֒ X →֒ X1, e para quaisquer p0, p1 com 1 < p0, p1 <

∞, consideremos o espaço

W = {u | u ∈ Lp0(0, T ;X0), ut ∈ Lp1(0, T ;X1)},

munido da norma ||u||W = ||u||Lp0 (0,T ;X) + ||ut||Lp1(0,T ;X1). Então,

W →֒→֒ Lp0(0, T ;X).

Lema 2.2.14. Seja X um espaço de Banach. Se f ∈ Lp(0, T ;X) e
df

dt
∈ Lp(0, t; x), então

f ∈ C([0, T ], X),a menos de um conjunto de medida nula em [0, T ].

Lema 2.2.15. Sejam X e Y espaços de Banach tal que X →֒ Y . Então

[L∞(0, T ;X) ∩ Cw([0, T ], Y )] ⊂ Cw([0, T ], X).

Se a inclusão de X em Y for densa e X for reflexivo, então vale também a inclusão

contrária.

Teorema 2.2.16 (Teorema de Representação de Riesz-Fréchet). Seja (H, || · ||, (·, ·)H) um

espaço de Hilbert. Para todo funcional ϕ ∈ H ′, existe um único f ∈ H tal que

〈ϕ, v〉H′,H = (f, v)H , ∀v ∈ H.

Além disso, ||ϕ||H′ = ||f ||H .

Teorema 2.2.17 (Teorema de Lax-Milgram). Seja (H, || · ||, (·, ·)H) um espaço de Hilbert

e a(u, v) uma forma bilinear cont́ınua e coerciva. Então para todo funcional ϕ ∈ H ′,

existe um único u ∈ H tal que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉H′,H , ∀v ∈ H.

Além disso, se a(u, v) é simétrica, então u se caracteriza pela propriedade

u ∈ H e
1

2
a(u, v) − 〈ϕ, u〉H′,H = min

v∈H

{
1

2
a(u, v) − 〈ϕ, v〉H′,H

}
.

Teorema 2.2.18 (Compacidade Fraca). Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se

B ⊂ X é limitado, então B é compacto na topologia fraca σ(X,X ′), isto é, qualquer

sequência {xn} ⊂ B possui uma subsequência {xnk
} convergente em X na topologia fraca

σ(X,X ′).

Teorema 2.2.19 (Compacidade Fraca Estrela). Seja X um espaço de Banach separável.

Se F ⊂ X ′ é limitado, então F é compacto na topologia fraca estrela σ(X ′, X), isto

é, qualquer sequência {fn} ⊂ F possui uma subsequência {fnk
} convergente em X ′ na

topologia fraca estrela σ(X ′, X).



16

2.3 O operador p-Laplaciano

O operador pseudo Laplaciano, que neste trabalho será chamado simplesmente

de operador p-Laplaciano, e denotado por ∆p, é definido sob duas formas:

∆pu = div(|∇u|p−2∇u), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω),

ou

∆pu =
N∑

j=1

∂

∂xj

(∣∣∣∣
∂u

∂xj

∣∣∣∣
p−2

∂u

∂xj

)
, ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω),

onde Ω ⊂ RN e p > 1. Estas duas formas assumidas pelo operador p−Laplaciano corres-

pondem às derivadas de Frèchet em W 1,p
0 (Ω) dos funcionais

1

p

∫

Ω

|∇u|pdx e
1

p

N∑

j=1

∫

Ω

∣∣∣∣
∂u

∂xj

∣∣∣∣
p

dx,

respectivamente. Cabe ressaltar que ∆pu é um operador de segunda ordem não linear,

sendo que no caso particular p = 2 o mesmo se reduz ao operador (linear) Laplaciano

∆u =
∑N

j=1
∂2u
∂x2

j

. Por questões técnicas vamos utilizar, por todo esse trabalho, a primeira

das formas estipuladas para o operador p−Laplaciano.

É interessante lembrar também que o operador p−Laplaciano aplica W 1,p
0 (Ω) no

espaço W−1,p′(Ω) =
[
W 1,p

0 (Ω)
]′

, onde 2 ≤ p <∞ e 1
p

+ 1
p′

= 1, ou seja,

∆ : W 1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω)

u 7−→ ∆pu

onde ∆pu = div(|∇u|p−2∇u).

Vale a pena lembrar, que ∆p é um operador limitado, isto é, leva conjuntos

limitados de W 1,p
0 (Ω) em conjuntos limitados de W−1,p′

Vamos introduzir agora uma importante condição relacionada ao operador p−Laplaciano

que usaremos com certa frequência mais adiante desse trabalho, a saber, a seguinte iden-

tidade

−〈∆pu, v〉W−1,p′ (Ω),W 1,p
0 (Ω) = 〈|∇u|p−2∇u,∇v〉Lp′ (Ω),Lp(Ω)

vale para todos u, v ∈ W 1,p
0 (Ω).

2.3.1 Uma desigualdade importante

A seguir fornecemos uma desigualdade que será útil ao trabalharmos com termos

que envolvem o operador p−Laplaciano em nossas considerações futuras. Além de eficaz,

veremos que esta desigualdade segue como consequência da desigualdade do valor médio

para aplicações em RN .
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Lema 2.3.1. Exite uma constante M = M(p,N) > 0 tal que

∣∣|x|p−2x− |y|p−2y
∣∣ ≤M(|x|p−2 + |y|p−2)|x− y|, ∀x, y ∈ RN ,

o simbolo | · | denota a norma euclidiana em RN e p ≥ 2.

Demonstração. Definamos inicialmente a seguinte aplicação

F : RN −→ RN

x 7−→ F (x)

onde F (x) := |x|p−2x, x = (x1, ..., xN).

Note que as funções componentes de F , dadas por

Fj(x) = |x|p−2xj, j = 1, ..., N,

são diferenciáveis em RN . De fato, simples cálculos implicam

∂

∂xi
Fj(x) = (p− 2)|x|p−4xixj se i 6= j,

∂

∂xj
Fj(x) = (p− 2)|x|p−4xj + |x|p−2 se i = j,

para i, j = 1, ..., N . Assim é claro que
∂

∂xi
Fj(x) são cont́ınuas em RN − {0} e também é

simples verificar pela definição que

∂

∂xi
Fj(0) = 0 = lim

x→0

∂

∂xi
Fj(x), 0 = (0, ..., 0),

para i, j = 1, ..., N . Isto implica que as derivadas parciais das funções componentes

Fj existem e são cont́ınuas em RN , ou seja, as funções Fj são diferenciáveis em RN e,

consequentemente, a aplicação F é também diferenciáveis em RN . Logo, fica bem definida

a aplicação derivada operador linear

F ′ : RN −→ L(RN ,RN)

x 7−→ F ′(x)

onde

F ′(x) : RN → RN

Além disso, temos

||F ′(x)|| ≤ N2(p− 1)|x|p−2, ∀x ∈ RN (2.3)

onde || · || menciona a norma no espaço L(RN ,RN). Com efeito, note que

||F ′(x)|| = sup
v∈RN ,|v|≤1

|F ′(x) · v| = sup
v∈RN ,|v|≤1

∣∣∣∣
∂F (x)

∂v
(x)

∣∣∣∣ = sup
v∈RN ,|v|≤1

=

∣∣∣∣
(
∂F1

∂v
(x), ...,

∂FN

∂v
(x)

)∣∣∣∣ ,
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o que aplica em

||F ′(x)|| ≤ N sup
|v|≤1

max
1≤j≤N

∣∣∣∣
∂Fj

∂v
(x)

∣∣∣∣ . (2.4)

Agora, tomando v = (α1, ..., αN) e observando que as funções Fj são diferenciáveis em RN

segue que

∂Fj

∂v
(x) =

N∑

i=1

∂Fj(x)

∂xi
αi, j = 1, ..., N

Logo,

∣∣∣∣
∂Fj

∂v
(x)

∣∣∣∣ ≤
N∑

i=1

∣∣∣∣
∂Fj(x)

∂xi

∣∣∣∣ |αi| ≤

(
N∑

i=1

∣∣∣∣
∂Fj(x)

∂xi

∣∣∣∣
2
) 1

2
(

N∑

i=1

|αi|
2

) 1
2

≤ N max
1≤i≤N

∣∣∣∣
∂Fj

∂xi
(x)

∣∣∣∣ |v|,

de onde segue que

max
1≤j≤N

∣∣∣∣
∂Fj

∂v
(x)

∣∣∣∣ ≤ N max
1≤i,j≤N

∣∣∣∣
∂Fj

∂xi
(x)

∣∣∣∣ |v| ≤ N(p− 1)|x|p−2|v|,

ou ainda,

sup
|v|≤1

max
1≤j≤N

∣∣∣∣
∂Fj

∂v
(x)

∣∣∣∣ ≤ N(p− 1)|x|p−2. (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos (2.3) com desejada.

Dado x, y ∈ RN considere o segmento [y, x] ⊂ RN . Para todo ξ ∈ [y, x] segue de

(2.3) que

||F ′(ξ)|| ≤ N2(p− 1)|ξ|p−2.

Mais ainda, para ξ ∈ [y, x] existe uma constante θ = θ(x, y) ∈ [0, 1] tal que ξ = (1− θ)y+

θx = y + θ(x− y). Logo,

|ξ|p−2 ≤ (|y| + θ|x− y|)p−2 ≤ 2p−2(|y| + |x|)p−2 ≤ 22(p−2)(|y|p−2 + |x|p−2).

Assim,

||F ′(ξ)|| ≤ (2p−2N)2(p− 1)(|y|p−2 + |x|p−2), ∀ξ ∈ [y, x] (2.6)

Como F é diferenciável no segmento aberto (y, x), cont́ınua no segmento fechado

[y, x] e vale a estimativa (2.6), então a Desigualdade de Valor Médio para aplicações

implica que vale

|F (x) − F (y)| ≤M(|x|p−2 + |y|p−2)|x− y|,

onde M = (2p−2N)2(p− 1). Concluindo a demonstração.
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2.4 Operadores lineares não limitados

Iniciaremos esta seção fazendo uma breve śıntese sobre a construção de operadores

lineares não limitados associados a uma forma bilinear. Posteriormente, relembraremos

alguns fatos sobre os operadores com potência fracionária, os quais terão papel importante

em nossas considerações futuras. Para maiores detalhes sobre o assunto recomendamos

os trabalhos de Kreyszig [11], Medeiros & Milla Miranda [19], Temam [30], Yosida [21] e

Zheng [33].

2.4.1 Operador A associado à uma forma bilinear

Sejam (V, || · ||V , (·, ·)V ) e (H, || · ||H , (·, ·)H) dois espaços de Hilbert tais que V

é denso em H, com inclusão V →֒ H cont́ınua e compacta. Denotaremos por V ′ o dual

de V e por 〈·, ·〉 a dualidade entre V ′ e V . Identificando H com seu dual, por meio do

Teorema da representação de Riesz, obtemos a seguinte de inclusões

V →֒ H ∼= H ′ →֒ V ′.

Considerando uma forma bilinear e cont́ınua a(·, ·) : V × V → R, podemos definir um

operador linear A : V → V ′ dado por

〈Au, v〉 = a(u, v), ∀u, v ∈ V.

Mais ainda, o domı́nio do operador A é dinido como

D(A) = {u ∈ V | Au ∈ H},

e dizemos ainda que o operador linear A é definido pela terna {V,H, a(·, ·)}.

Relembrando ainda ada teoria de análise funcional, que se a(·, ·) for uma forma

bilinear cont́ınua, coerciva e simétrica, então o operador linear A : D(A) ⊂ H → H é

fechado, não limitado, positivo e definido, autoadjunto e uma bijeção (isomorfismo). Além

disso, dotando o domı́nio D(A) com norma ||u||D(A) = ||Au||H , que é equivalente a norma

do gráfico ||u||2G = ||u||2H + ||Au||2H obtemos que D(A) é um espaço de Hilbert denso em

H. Um clássico exemplo de uma forma bilinear satisfazendo as condições acima é dada

pelo produto interno (·, ·)V em V . Neste caso, considerando o operador A dado pela terna

{V,H, (·, ·)V }, então A : D(A) ⊂ H → H é tal que

(Au, v)H = (u, v)V , ∀v ∈ V

Mediante às condições satisfeitas pelo operador A acima e usando também que a

inclusão V →֒ H é compacta, segue da teoria espectral que existe uma base ortonormal
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completa {ωj}j∈N de H e uma sequência de números reais {λj}j∈N tais que

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · com λj → ∞ quando j → ∞,

ωj ∈ D(A) e Aωj = λjωj, ∀j ∈ N.

Note que vale ainda as seguintes relações

(ωi, ωj)H = δij e a(ωi, ωj) = λiδij, ∀i, j ∈ N,

onde δij denota o delta de Kronecker.

2.4.2 Potências fracionárias do operador A

Sob as hipóteses da subseção anterior, podemos definir também os operadores

com potências fracionárias As, s ∈ R, do operador A. Mais ainda, os operadores As

podem ser caracterizados em termos da base {ωj}j∈N.

Iniciamos observando que para s > 0 o operador As : D(As) ⊂ H → H é um

operador linear não limitado, positivo definido, autoadjunto e injetivo, cujo o domı́nio

D(As) é denso em H. Além disso, munindo D(As) com o produto interno e norma

(u, v)D(As) = (Asu,Asv)H e ||u||D(As) = ||Asu||H ,

obtemos que D(As) é um espaço de Hilbert. Mais ainda, D(A−s) é definido como sendo o

dual de D(As) e com isto o operador As pode ser estendido como um isomorfismo de H em

D(A−s). Em D(A−s) consideramos o produto interno e norma como acima substituindo

s por −s.

Usando novamente que a inclusão V →֒ H é compacta, pode-se definir As, para

s > 0, em termos da base {ωj}j∈N por

Asu =
∞∑

j=1

λsj(u, ωj)Hωj, ∀u ∈ D(As),

onde

D(As) =

{
u ∈ H |

∞∑

j=1

λ2sj |(u, ωj)H |
2 <∞

}
.

Neste caso, a norma em D(As) pode ser reescrita como

||u||D(AS) =

(
∞∑

j=1

λ2sj |(u, ωj)H |
2

) 1
2

, ∀u ∈ D(As).

Ademais, D(A−s) é o complemento de H para a norma (
∑∞

j=1 λ
2s
j |(u, ωj)H |

2)
1
2 e A−s é

definido como acima, com −s no lugar de s.

Lema 2.4.1. Se α ≥ 0 e β > 0, então D(Aα+β) →֒→֒ D(Aα).



Caṕıtulo 3

Um modelo de placas com

p-Laplaciano com termo de memória

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, estudaremos o problema da equação de placa com p-Laplaciano e

com o termo de memória. Estudarenos existência, decaimento esponencial das soluções e

obtenção de estimativas que envolva o termo de memória e o operador p-Laplaciano.

Seja N ≥ 1 natural e considere Ω um domı́nio limitado de RN com fronteiras sua

Γ = ∂Ω e R+ = (0,∞). Neste caṕıtulo estudaremos a existência e o comportamento as-

sintótico (decaimento exponencial de energia) de soluções globais para a seguinte equação

de placas não linear com memória

utt + ∆2u− ∆pu+

∫ t

0

g(t− s)∆u(s)ds− ∆ut + f(u) = 0 em Ω × R+, (3.1)

u = ∆u = 0 sobre Γ × R+, (3.2)

u(x, 0) = u0(x) = 0 e ut(x, 0) = u1(x) = 0 em Ω (3.3)

onde ∆pu denota o operador não linear p-Laplaciano introduzido na seção 1.3 do Caṕıtulo

1, g é usualmente chamada de núcleo da memória e f(u) é uma não linearidade do tipo

Lipschitz local. As hipóteses sobre tais termos serão atribuidads na seção seguinte. O

termo de memória de segunda ordem que aparece na equação (3.1) representa complicações

no decaimento de soluções.

O presente caṕıtulo está organizado da seguinte maneira. Na seção 3.2 fixaremos

as notações preliminares e as hipóteses sobre os devidos termos do problema (3.1)-(3.3).

Na seção 3.3 apresentaremos o resultado de existência via método de Faedo-Galerkin,

separando a demonstração em subseções para uma melhor leitura do texto. Por fim, na

21
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seção 3.4 determinaremos um resultado de estabilidade exponencial para o sistema (3.1)-

(3.3), ou melhor, que a energia associada a este problema possui decaimento exponencial

ao longo do tempo.

3.2 Hipóteses e notações iniciais

Iniciaremos com as hipóteses precisas sobre o parâmentro p do operador p-Laplaciano

e sobre as funções g e f presentes em (3.1)-(3.3)).

Para N ∈ N assumiremos que

2 ≤ p ≤
2N − 2

N − 2
se N ≥ 3 e p ≥ 3 se N = 1, 2. (3.4)

Assumiremos também que o núcleo da memória g : [0,+∞) → R+ é uma função limitada

de classe C1 satisfazendo as propriedades:

g(0) > 0 e l := 1 − µ1

∫ ∞

0

g(s)ds > 0 (3.5)

onde µ1 > 0 é a constante de imersão para ||∇u||22 ≤ µ1||∆u||
2
2, e existe uma constante

k1 > 0 tal que

g′(t) ≤ −k1g(t), ∀ t ≥ 0. (3.6)

Consideremos ainda que o termo forçante f : R → R satisfaz:

f(0) = 0, |f(u) − f(v)| ≤ k2(1 + |u|ρ + |v|ρ)|u− v|, ∀ u, v ∈ R, (3.7)

onde k2 > 0 é uma constante e

0 < ρ ≤
4

N − 4
se N ≥ 5 e ρ > 0 se 1 ≤ N ≤ 4. (3.8)

Além disso, suponhamos que

0 ≤ f̂(u) ≤ f(u)u, ∀ u ∈ R, (3.9)

onde f̂(z) =
∫ z

0
f(s)ds.

Com a condição (3.4) segue do Teorema de Imersões de Sobolev, que vale a seguinte cadeia

de imersões

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) →֒ W

1,2(p−1)
0 (Ω) →֒ H1

0 (Ω) →֒ L2(Ω).

Mais ainda, a condição (3.8) garante que

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) →֒ L2(ρ+1)(Ω).
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Já as condições (3.7) e (3.9) incluem funções da forma

f(u) ≈ |u|ρu+ |u|αu, 0 < α < ρ.

Como de padrão, denotaremos por (·, ·) o produto interno em L2(Ω) e por || · ||p

a norma em Lp(Ω). Além disso, introduzimos os seguintes espaços de Hilbert

H = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) × L2(Ω) e H1 = H3

Γ(Ω) ×H1
0 (Ω),

equipado com as normas

||(u, v)||2H = ||∆u||22 + ||v||22 e ||(u, v)||2H1
= ||∇∆u||22 + ||∆v||22,

que são provenientes dos respectivos produto internos em H e H1, onde

H3
Γ(Ω) = {u ∈ H3(Ω) | u = ∆u = 0 sobre Γ}.

3.2.1 Uma identidade para a memória

Agora vamos estabelecer uma identidade relativa ao termo de memória dada pela

convolução

(g ∗ u)(t) :=

∫ t

0

g(t− s)u(s)ds.

Para facilitar a notação em considerações futuras, definamos:

(g�u)(t) =

∫ t

0

g(t− s)||u(t) − u(s)||22ds

Com isto em mente, temos o

Lema 3.2.1. Sejam g ∈ C1(R+) e u ∈ C1([0, T ], H2(Ω)). Então, as seguintes identidades

se verificam

∫ t

0

g(t− s)(∇u(s),∇ut(t))ds = −
1

2

d

dt

{
(g�∇u)(t) −

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇u(t)||22

}

= +
1

2
(g′�∇u)(t) −

1

2
g(t)||∇u(t)||,

∫ t

0

g(t− s)(∆u(s),∆ut(t))ds = −
1

2

d

dt

{
(g�∆u)(t) −

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∆u(t)||22

}

= +
1

2
(g′�∆u)(t) −

1

2
g(t)||∆u(t)||,

Demonstração. A prova é obtida diferenciando o termo g�y para y = ∇u (e y = ∆u),

como determinado em Muños Rivera et al [31]
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3.3 Existência e unicidade

Iniciaremos esta seção exibindo o conceito de solução fraca para o problema (3.1)-

(3.3) que abordaremos neste caṕıtulo.

Definição 3.3.1. Seja I = [0, T ] com T > 0, Diremos que uma função z := (u, ut) ∈

C(I,H) é uma solução fraca para o problema (3.1)-(3.3) no intervalo I, se z(0) :=

(u0, u1) ∈ H e
d

dt
(ut, ω) + (∆u,∆ω) + 〈|∇u|p−2∇u,∇ω〉 +

+

∫ t

0

g(t− s)(∆u(s), ω)ds+ (∇ut,∇ω) + (f(u), ω) = 0, (3.10)

quase sempre em I, para todo ω ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Pelas hipoteses (3.7)-(3.8) é simples verificar que, para u ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω), temos

f(u) ∈ L2(Ω). Assim, na definição acima faz sentido escrever (f(u), ω) como um produto

interno em L2(Ω), sendo o problema (3.1)-(3.3) bem posto.

Teorema 3.3.2. Sob as condições (3.4)-(3.9), temos:

(i) Se (u0, u1) ∈ H, então o problema (3.1)-(3.3) possui uma única solução fraca

(u, ut) ∈ C([0, T ];H), ∀ T > 0,

satisfazendo

u ∈ L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) e ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H0

1 (Ω). (3.11)

(ii) Se (u0, u1) ∈ H1, então a solução fraca do problema (3.1)-(3.3) possui regularidade

u ∈ L∞(0, T ;H3
Γ(Ω)) e ut ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) (3.12)

A prova de soluções será feita utilizando o método de Faedo-Galerkin. A prova a

seguir é baseada em argumentos exibidos por Lions et al [15] e Yang [32]. Com respeito

ao termo de memória seguiremos ideias análogas às introduzidas por Muños Rivera et

al [31] e Cavalvanti et al [17]. O que faremos a seguir é a demonstração de forma mais

objetiva, nos furtando dos detalhes mais intŕısecos.

3.3.1 Problema aproximado

Denotaremos por (ωj)j∈N a base ortonormal bem regular de L2(Ω), que também é

ortogonal emH1
0 (Ω) eH2(Ω)∩H1

0 (Ω), constituida por autofunções do operador biharmônico
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∆2 com condições de fronteira u = ∆u = 0 sobre Γ. Para m ∈ N considremos também o

subespaço de dimensão finita dado por

Vm := Span{ω1, ..., ωm} = [ω1, ..., ωm].

Dado (u0, u1) ∈ H, queremos determinar soluções da forma

um(t) =
m∑

j=1

ymj(t)ωj, (3.13)

para o seguinte problema aproximado

(umtt (t), ωj) + (∆um(t),∆ωj) +
〈
|∇um(t)|p−2∇um(t),∇ωj

〉
+

+

∫ l

0

g(t− s)(∆um(s), ωj)ds+ (∇umt (t),∇ωj) + (f(um(t)), ωj) = 0, (3.14)

com condições inciais

um(0) = um0 , umt (0) = um1 , (3.15)

onde um0 e um1 são escolhidos de forma que

um0 → u0 em H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e um1 → u1 em L2(Ω). (3.16)

Contudo, observe que o problema aproximado (3.14)-(3.15) é equivalente a um

sistema de equações diferenciais ordinárias, cuja a existência de soluçõa local é assegurado

pelo Teorema de Carathéodory. Logo, o problema aproximado (3.14)-(3.15) possui uma

solução local um(t) da forma (3.13) em algum intervalo [0, Tm) com 0 < Tm ≤ T .

A seguir apresentaremos estimativas a priori que nos permitirão estender as

soluções locais um(t) ao intervalo [0, T ], para qualquer T > 0 dado, bem como extrair

subsequências de soluções convenientemente convergentes para a solução fraca procurada.

3.3.2 Estimativa a priori 1

Multiplicando a equação aproximada (3.14) por umt (t) e integrando sobre Ω, ob-

temos

d

dt

{
1

2
||umt (t)||22 +

1

2
||∆um(t)||22 +

1

p
||∇um(t)||pp +

∫

Ω

f̂(um(t))dx

}
+ ||∇umt (t)||22 =

=

∫ t

0

g(t− s)(∇um(s),∇umt (t))ds.

Da identidade para a memória fornecida pelo Lema 2.2.1 vem que

∫ t

0

g(t− s)(∇um(s),∇umt (t))ds = −
1

2

d

dt

{
(g�∇um)(t) −

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇um(t)||22

}
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+
1

2
(g′�∇um)(t) −

1

2
g(t)||∇um(t)||22.

Logo, substituindo esta última expressão na anterior, temos

1

2

d

dt
Em(t) + ||∇umt (t)||22 =

1

2
(g′�∇um)(t) −

1

2
g(t)||∇um(t)||22. (3.17)

onde

Em(t) = ||umt (t)||22 + ||∆um(t)||22 −

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇um(t)||22 +

2

p
||∇um(t)||pp+

+2

∫

Ω

f̂(um(t))dx+ (g�∇um)(t)

Das condições (3.5)-(3.9) e como (g�∇um)(t) ≥ 0, vem que

||umt (t)||22 + l||∆um(t)||22 ≤ Em(t). (3.18)

Além disso, da hipótese (3.6)

(g′�∇um)(t) ≤ −k1(g�∇um)(t) ≤ 0.

Com isto, o lado direito da igualdade em (3.17) é não positivo. Assim, integrando (3.17)

de 0 a t e usando (3.18) chegamos a seguinte estimativa

||umt (t)||22 + l||∆um(t)||22 + 2

∫ t

0

||∇umt (s)||22ds ≤ Em(0).

Usando agora as hipoteses (3.7) e (3.9) em conjunto com as convergências em (3.16),

concluimos

||umt (t)||22 + ||∆um(t)||22 + 2

∫ t

0

||∇umt (s)||22ds ≤M1, (3.19)

para todos t ∈ [0, Tm) ⊂ [0, T ] e m ∈ N, onde M1 = M1(||u1||2, ||∆u0||2) > 0 é inde-

pendente de t e m. Isto nos permite estender as soluções um(t) ao intervalo [0, T ] e, em

particular, notamos que

(um) é limitada em L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)), (3.20)

(umt ) é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (3.21)

3.3.3 Passagem ao limite e solução fraca

Das limitações em (3.20)-(3.21) e aplicando os Teoremas 1.2.18 (Compacidade

fraca) e 1.2.19 (Compacidade fraca estrela), existe uma subsequência de (um), que ainda

denotaremos por (um), tal que

um
∗
⇀ u em L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)),
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umt
∗
⇀ ut em L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.22)

umt ⇀ ut em L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

Além disso, afirmamos que

um → u em C([0, T ], H1
0 (Ω)). (3.23)

De fato, da estimativa (3.19) segue que (um) também é limitada no espaço

W := {u ∈ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)); ut ∈ L2(0, T ;L2(Ω))},

munido da norma ||u||W = ||u||L2(0,T ;H2(Ω)∩H1
0 (Ω)) + ||ut||L2(0,T ;L2(Ω)). Logo, existe uma

subsequência de (um), que ainda denotaremos por (um), tal que

um ⇀ u em W.

Como (H2(Ω)∩H1
0 (Ω)) →֒→֒ H1

0 (Ω) →֒ L2(Ω), então pelo Teorema de Aubin-Lions, segue

que W →֒→֒ L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Logo,

um → u em L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (3.24)

de onde segue que

||∇um(t) −∇u(t)||2 → 0 q.s. em [0, T ] (3.25)

Agora observe que de (3.22) vem que um, u, umt , ut ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) e pelo Lema

1.2.14 resulta que um, u ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)). Disto e de (3.25) concluimos que (3.23) vale.

Com estas convergências podemos passar limite no problema aproximado (3.14) e obter a

solução fraca para o problema (3.1)-(3.3). De fato, em primeiro lugar consideremos uma

função teste θ ∈ D(0, T ) e m, j ∈ N com m ≥ j. Multiplicando (3.14) por θ e integrando

sobre (0, T ) resulta que

∫ T

0

{
(umtt (t), ωj) + (∆um(t),∆ωj) +

〈
|∇um(t)|p−2∇um(t),∇ωj)

〉}
θ(t)dt +

+

∫ T

0

{∫ t

0

g(t− s)(∆um(s), ωj)ds+ (∇umt (t),∇ωj) + (f(um(t)), ωj)

}
θ(t)dt = 0.

Integrando por partes,

−

∫ T

0

(umt (t), ωj)θ
′(t)dt+

∫ T

0

{
(∆um(t),∆ωj) +

〈
|∇um(t)|p−2∇um(t),∇ωj

〉}
θ(t)dt +

(3.26)
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+

∫ T

0

{∫ t

0

g(t− s)(∆um(s), ωj)ds+ (∇umt (t),∇ωj) + (f(um(t)), ωj)

}
θ(t)dt = 0

No presente caṕıtulo, enfatizaremos às convergências dos termos que envolvem o opera-

dor p-Laplaciano e termo não linear f . Os limites dos outros termos em (3.26) segue

imediatamente de (3.22).

Com respeito ao termo que envolve p-Laplaciano, devemos mostrar que

∫ T

0

〈
|∇um(t)|p−2∇um(t),∇ωj

〉
θ(t)dt

m→ ∞
→

∫ T

0

〈
|∇u(t)|p−2∇u(t),∇ωj

〉
θ(t)dt.

ou seja,

−

∫ T

0

〈∆p(u
m(t)), ωj〉 θ(t)dt

m→∞
→ −

∫ T

0

〈∆p(u(t)), ωj〉 θ(t)dt. (3.27)

De fato, em primeiro lugar, observamos que pelo Lema 1.3.1, existe uma constante M =

M(p,N) > 0 tal que

∣∣|x|p−2x− |y|p−2y
∣∣ ≤M(|x|p−2 + |y|p−2)|x− y|, ∀ x, y ∈ RN

Em particular, para x = ∇um e y = ∇u, segue que

∣∣|∇um|p−2∇um − |∇u|p−2∇u
∣∣ ≤M(|∇um|p−2 + |∇u|p−2)|∇um −∇u|.

Disto e usando a Desigualdade generalizada de Holder com
p− 2

2(p− 1)
+

1

2(p− 1)
+

1

2
= 1,

a hipótese (3.4), a estimativa (3.19) e a convergência (3.22), então

∣∣∣∣
∫ T

0

〈−∆p(u
m(t)) + ∆p(u(t)), ωj〉θ(t)dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ T

0

〈|∇um(t)|p−2∇um(t) − |∇u(t)|p−2∇u(t),∇ωj〉θ(t)dt

∣∣∣∣

≤

∫ T

0

∣∣〈|∇um(t)|p−2∇um(t) − |∇u(t)|p−2∇u(t),∇ωj〉
∣∣ |θ(t)|dt

≤ ||θ||∞

∫ T

0

∫

Ω

∣∣|∇um(t)|p−2∇um(t) − |∇u(t)|p−2∇u(t)
∣∣ |∇ωj|dxdt

≤ Cp

∫ T

0

∫

Ω

(
|∇um(t)|p−2 + |∇u(t)|p−2

)
|∇um(t) −∇u(t)||∇ωj|dxdt

≤ Cp

∫ T

0

(
||∇um(t)||p−2

2(p−1) + ||∇u(t)||p−2
2(p−1)

)
||∇um(t) −∇u(t)||2||∇ωj||2(p−1)dt

≤ Cp

∫ T

0

(
||∆um(t)||p−2

2 + ||∆u(t)||p−2
2

)
||∇um(t) −∇u(t)||2||∆ωj||2dt

≤ Cp

∫ T

0

||∇um(t) −∇u(t)||2dt,
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para alguma constante Cp > 0, isto é, existe uma constante C > 0 tal que

∣∣∣∣
∫ T

0

〈−∆p(u
m(t)) + ∆p(u(t)), ωj〉θ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ C

∫ T

0

||∇um(t) −∇u(t)||2dt (3.28)

Agora utilizando a convergência (3.23) em (3.28), então o limite (3.27) segue.

Por outro lado, com respeito ao termo não linear f , devemos mostrar

∫ T

0

(f(um(t)), ωj)θ(t)dt
m→∞
→

∫ T

0

(f(u(t)), ωj)θ(t)dt. (3.29)

Primeiramente, usando a desigualdade de Holder generalizada com
ρ

2(ρ+ 1)
+

1

2(ρ+ 1)
+

1

2
= 1, as condições (3.7)-(3.8), a estimativa (3.19) e a convergência (3.22), então para

qualquer φ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) →֒ L2(ρ+1)(Ω), obtemos

|(f(um(t)) − f(u(t)), φ)|

≤

∫

Ω

|f(um(t)) − f(u(t))||φ|dx

≤ k2

∫

Ω

(1 + |um(t)|ρ + |u(t)|ρ)|um(t) − u(t)||φ|dx

≤ k2

(
|Ω|

ρ
2(ρ+1) + ||um(t)||ρ2(ρ+1) + ||u(t)||ρ2(ρ+1)

)
||um(t) − u(t)||2||φ||2(ρ+1)

≤ Cp

(
|Ω|

ρ
2(ρ+1) + ||∇um(t)||ρ2 + ||∆u(t)||ρ2

)
||um(t) − u(t)||2||∆φ||2

≤ Cp||u
m(t) − u(t)||2||∆φ||2,

para alguma constante Cp > 0. Assim, existe uma constante C > 0 tal que

||f(um(t)) − f(u(t))||[H2(Ω)∩H1
0 ]

′ ≤ C||um(t) − u(t)||2.

Disto e aplicando a convergência (3.23) vem que

∣∣∣∣
∫ T

0

(f(um(t)) − f(u(t)), ωj) θ(t)dt

∣∣∣∣

≤

∫ T

0

|(f(um(t)) − f(u(t), ωj)| |θ(t)|dt

≤ C

∫ T

0

||f(um(t)) − f(u(t))||[H2(Ω)∩H1
0 (Ω)]′ ||∆ωj||2dt

≤ C

∫ T

0

||um(t) − u(t)||2dt

≤ C

∫ T

0

||∇um(t) −∇u(t)||2dt
m→∞
→ 0.
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Isto prova o limite (3.29). Como já comentamos, os outros termos em (3.26) convergem

de modo padrão usando os limites obtidos em (3.22). Assim sendo, passando o limite

quando m→ ∞ em (3.26) resulta que

−

∫ T

0

(ut(t), ωj)θ
′(t)dt+

∫ T

0

{
(∆u(t),∆ωj) +

〈
|∇u(t)|p−2∇u(t),∇ωj

〉}
θ(t)dt +

+

∫ T

0

{∫ l

0

g(t− s)(∆u(s), ωj)ds+ (∇ut(t),∇ωj) + (f(u(t)), ωj)

}
θ(t)dt = 0

ou seja

∫ T

0

d

dt
(ut(t), ωj)θ(t)dt+

∫ T

0

{
(∆u(t),∆ωj) +

〈
|∇u(t)|p−2∇u(t),∇ωj

〉}
θ(t)dt +

+

∫ T

0

{∫ l

0

g(t− s)(∆u(s), ωj)ds+ (∇ut(t),∇ωj) + (f(u(t)), ωj)

}
θ(t)dt = 0

para todo j ∈ N e θ ∈ D(0, T ).

Como (ωj)j∈N constitui uma base para H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), então

∫ T

0

{
d

dt
(ut(t), ω) + (∆u(t),∆ω) − 〈∆pu(t), ω〉

}
θ(t)dt+ (3.30)

+

∫ T

0

{∫ 0

l

g(t− s)(∆u(s), ω)ds+ (∇ut(t),∇ω) + (f(u(t)), ω)

}
θ(t)dt = 0,

para todo ω ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e θ ∈ D(0, T ). Logo, de (3.30) deduzimos que

d

dt
(ut, ω) + (∆u,∆ω) − 〈∆pu, ω〉+

∫ l

0

g(t− s)(∆u(s), ω)ds+ (∇ut,∇ω) + (f(u), ω) = 0 em D′(0, T ),

para todo ω ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω). Isto mostra a função u satisfaz (3.10) com

u ∈ L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)), (3.31)

ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (3.32)

de onde segue também a condição (3.11). Resta verifica que (u, ut) ∈ C([0, T ],H) e que

vale as condições inciais u(0) = u0 e ut(0) = u1. Contudo, a continuidade de u e ut em

[0, T ] segue de modo análogo a Yang et al [32]. Concluindo que a função z = (u, ut) é

uma solução fraca para o problema (3.1)-(3.3)
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Por outro lado, identificamos L2(Ω) := [L2(Ω)]′ com seu dual, por meio do Teo-

rema de Representação de Riesz-Fréchet, temos a seguinte cadeia de inclusões cont́ınuas

H2(Ω) ∩H1(Ω) →֒ W 1,p
0 (Ω) →֒ L2(Ω) ≈ [L2(Ω)]′ →֒ (3.33)

→֒ H1
0 (Ω) →֒ H−1(Ω) →֒ W−1,p′

0 (Ω) →֒ [H2(Ω) ∩H1
0 ]′.

Com isto, podemos reescrever a expressão em (3.30), depois de integrar por partes, como

−

〈∫ T

0

ut(t)θ
′(t)dt, ω

〉
+

〈∫ T

0

∆2u(t)θ(t)dt, ω

〉
−

〈∫ T

0

∆pu(t)θ(t)dt, ω

〉
+

+

〈∫ T

0

(g ∗ ∆u)(t)θ(t)dt, ω

〉
−

〈∫ T

0

∆2ut(t)θ(t)dt, ω

〉
+

〈∫ T

0

f(u(t))θ(t)dt, ω

〉
= 0,

onde relebramos que (g ∗ ∆u)(t) =
∫ t

0
g(t − s)∆u(s). Novamente usando integração por

partes,
〈∫ T

0

utt(t)θ(t)dt, ω

〉
+

〈∫ T

0

∆2u(t)θ(t)dt, ω

〉
−

〈∫ T

0

∆pu(t)θ(t)dt, ω

〉
+

+

〈∫ T

0

(g ∗ ∆u)(t)θ(t)dt, ω

〉
−

〈∫ T

0

∆2ut(t)θ(t)dt, ω

〉
+

〈∫ T

0

f(u(t))θ(t)dt, ω

〉
= 0,

para todo ω ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), onde nesta última igualdade a notação

〈·, ·〉 significa a dualidade 〈·, ·〉[H2(Ω)∩H1
0 (Ω)]′,H2(Ω)∩H1

0 (Ω).

Portanto, concluimos que

utt + ∆2u− ∆pu+ (g ∗ ∆u) − ∆ut + f(u) = 0 em D′(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′) (3.34)

Mais ainda, usando (3.31)-(3.32) e as inclusões em (3.33) deduzimos facilmente que

∆2u ∈ L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′)

∆ut ∈ L2(0, T ; [H1(Ω)]′) →֒ L2(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′) (3.35)

(g ∗ ∆u), f(u) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) →֒ L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′).

Resta verificar que

∆pu ∈ L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′) (3.36)

De fato, para φ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) →֒ W

1,2(p−1)
0 (Ω), temos

|〈∆pu(t), φ〉| =
∣∣〈|∇u(t)|p−2∇u(t),∇φ〉

∣∣

≤

∫

Ω

|∇u(t)|p−1|∇φ|dx

≤

[∫

Ω

|∇u(t)2(p−1)|dx

] 1
2
[∫

Ω

|∇φ|2dx

] 1
2

= ||∇u(t)||p−1
2(p−1)||∇φ||2

≤ Cp||∆u(t)||p−1
2 ||∆φ||2,



32

para alguma constante Cp > 0. Assim, de (3.31) existe uma constante C > 0 tal que

||∆u(t)||[H2(Ω)∩H1
0 (Ω)]′ ≤ C q.s em [0, T ]

Finalmente, combinando (3.34) com (3.35)-(3.36) concluimos

utt + ∆2u− ∆pu+ (g ∗ ∆u) − ∆ut + f(u) = 0 em L2(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′).

o que encerra a prova do item (i) do Teorema 3.3.2

3.3.4 Estimativa a priori 2

Agora consideramos (u0, u1) ∈ H1 e seja um(t) da forma (3.13) uma solução do

problema aproximado (3.14)-(3.15), onde agora

um0 → u0 em H3
Γ(Ω) e um1 → u1 em H1

0 (Ω). (3.37)

Pela escolha da base (ωj), podemos multiplicar o problema aproximado (3.14) por −∆umt

e integrando por partes, obtemos

1

2

d

dt

{
||∇umt (t)||22 + ||∇∆um(t)||22

}
+ 〈∆pu

m(t),∆umt (t)〉 + ||∆umt (t)||22 =

= (f(um(t)),∆umt (t)) +

∫ t

0

g(t− s)(∆um(s),∆umt (t))ds.

Notando que

〈∆pu
m,∆ump 〉 =

d

dt
〈∆pu

m,∆um〉 − J1,

onde

J1 = −

∫

Ω

{(p− 2)|∇um|p−4(∇um · ∇umt )∇um + |∇um|p−2∇umt } · ∇∆umdx,

derivamos a seguintes igualdade

1

2

d

dt

{
||∇umt (t)||22 + ||∇∆um(t)||22 + 2〈∆pu

m(t),∆um(t)〉
}

+

+ ||∆umt (t)||22 = J1 + J2 + J3, (3.38)

onde

J2 = (f(um(t)),∆umt (t)) =

∫

Ω

f(um(t))∆umt (t)dx,

J3 =

∫ t

0

g(t− s)(∆um(s),∆umt (t))ds.

No que segue vamos estimar o lado direito de (3.38). Para facilitar a notação o

mesmo śımbolo C denotará diferentes constantes que aparecerão no texto.
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Da estimativa (3.19) e usando a desigualdade de Holder generalizada com
p− 2

2(p− 1)
+

1

2(p− 1)
+

1

2
= 1, temos

J1 ≤ (p− 1)

∫

Ω

|∇um(t)|p−2|∇utm(t)||∇∆um(t)|dx

≤ (p− 1)||∇um(t)||p−2
2(p−1)||∇u

m
t (t)||2(p−1)||∇∆um(t)||2

= Cp||∇u
m
t (t)||2(p−1)||∇∆um(t)||2,

para alguma constante Cp > 0. Como H2(Ω)∩H1
0 (Ω) →֒ W

1,2(p−1)
0 (Ω) e umt é bem regular,

||∇umt (t)||22(p−1) ≤ µ2||∆u
m
t (t)||22,

onde µ2 > 0 é constante de imersão correspondente. Usando a desigualdade de Young,

existe uma constante C > 0 tal que

|J1| ≤
1

4
||∆umt (t)||22 +

C

2
||∇∆um(t)||22. (3.39)

Além disso, das hipóteses (3.7)-(3.8), da estimativa (3.19) e como H3
Γ(Ω) →֒ H2(Ω) ∩

H1
0 (Ω) →֒ L2(ρ+1)(Ω), segue que

||f(um(t))||22 =

∫

Ω

|f(um(t))|2dx

≤ 2k2

∫

Ω

(
|um(t)|2 + |um(t)|2(ρ+1)

)
dx

= 2k2

(
||um(t)||22 + ||um(t)||

2(ρ+1)
2(ρ+1)

)

≤ Cρ

(
||∆um(t)||22 + ||∆um(t)||

2(ρ+1)
2

)

= Cρ

(
1 + ||∆um(t)||2ρ2

)
||∆um(t)||22

≤
C

2
||∇∆um(t)||22,

para alguma constante C > 0. Assim, novamente aplicando a Desigualdade de Young,

|J2| ≤ ||f(um(t))||2||∆u
m
t (t)||2

≤ ||f(um(t))||22 +
1

4
||∆umt (t)||22 (3.40)

≤
C

2
||∇∆um(t)||22 +

1

4
||∆umt (t)||22.

Usando mais uma vez a estimativa (3.19) e a desigualdade de Young,

|J3| ≤

(∫ t

0

g(t− s)||∆um(s)||2ds

)
||∆umt (t)||2
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≤M1||g||L1(R+)||∆u
m
t (t)||2 (3.41)

≤ C
1

4
||∆umt (t)||22.

Substituindo (3.39)-(3.41) em (3.38) e pondo

Fm(t) = ||∇umt (t)||22 + ||∇∆um(t)||22 + 2〈∆pu
m(t),∆um(t)〉 + 2C,

então
d

dt
Fm(t) +

1

2
||∆umt (t)||22 ≤ 2C + 2C||∇∆um(t)||22 (3.42)

Agora notamos que

|〈∆pu
m(t),∆um(t)〉| =

∣∣〈|∇um(t)|p−2∇um(t),∇∆um(t)〉
∣∣

≤

∫

Ω

|∇um(t)|p−1|∇∆um(t)|dx

≤ ||∇um(t)||p−1
2(p−1)||∇∆um(t)||2

≤ ||∇um(t)||
2(p−1)
2(p−1) +

1

4
||∇∆um(t)||22

≤ Cp||∆u
m(t)||

2(p−1)
2 +

1

4
||∇∆um(t)||22.

Pela estimativa (3.19), existe uma constante C tal que

|〈∆pu
m(t),∆um(t)〉| ≤ C +

1

4
||∇∆um(t)||22,

de onde segue que

1

4
||∇∆u(t)||22 + 2C + 2〈∆pu

m(t),∆um(t)〉 ≥ 0. (3.43)

Combinando (3.42)-(3.43), existe uma constante C > 0 tal que

d

dt
Fm(t) +

1

2
||∆umt (t)||22 ≤ CFm(t). (3.44)

Agora, integrando (3.44) sobre (0, t) ⊂ [0, T ] e explorando os limites (3.37), resulta

Fm(t) +
1

2

∫ t

0

||∆umt (τ)||22dτ ≤ C + C

∫ t

0

Fm(τ)dτ.

Portanto, usando a desigualdade de Growall e novamente (3.43) concluimos

||∇umt (t)||22 + ||∇∆um(t)||22 +

∫ t

0

||∆umt (τ)||22dτ ≤M2, (3.45)

para todo t ∈ [0, T ] e m ∈ N, onde M2 = M2(||∇u1||2, ||∇∆u0||2, T ) > 0. Em particular,

(um) é limitado em L∞(0, T ;H3
Γ(Ω)), (3.46)

(umt ) é limitado em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)). (3.47)
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3.3.5 Passagem ao limite e solução fraca mais regular

As limitações em (3.46)-(3.47) são suficientes para passar limite no problema

aproximado e garantir que, quando os dados iniciais (u0, u1) ∈ H1, a solução fraca de

(3.1)-(3.3) possuem mais regularidade

u ∈ L∞(0, T ;H3
Γ(Ω)), (3.48)

ut ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)). (3.49)

A conclusão do item (ii) do Teorema 3.3.2 segue, então, de maneira similar ao caso

fraco. Além disso, como também veremos mais adiante, podemos concluir que neste

caso utt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), ou seja, que u satisfaz a equação

utt + ∆2u− ∆pu+ (g ∗ ∆u) − ∆ut + f(u) = 0 em L2(0, T ;H−1(Ω)).

3.3.6 Unicidade

Sejam u e v duas soluções mais regulares do problema (3.1)-(3.3) e considere

w = u− v. Então w satisfaz a equação

wtt + ∆2w − ∆wt = ∆pu− ∆pv − f(u) + f(v) −

∫ t

0

g(t− s)∆w(s)ds

em L2(0, T ;H−1(Ω)), com condições de fronteira w = ∆w = 0 sobre Γ e dados iniciais

nulos. Como wt ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), podemos multiplicar a equação acima por wt(t) e

integrando por partes, obtemos

d

dt

{
1

2
||wt(t)||

2
2 +

1

2
||∆wt(t)||

2
2

}
+ ||∇wt(t)||

2
2 =

= 〈∆pu(t) − ∆pv(t), wt(t)〉 − (f(u(t))p− f(v(t)), wt(t)) +

+

∫ t

0

g(t− s)(∇w(s),∇wt(t))ds.

Usando o Lema 3.2.1, deduzimos que

1

2

d

dt

{
||wt(t)||

2
2 + ||∆w(t)||22 −

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇w(t)||22 + (g�∇w)(t)

}
+ ||∇wt(t)||

2
2

≤ |〈∆pu(t) − ∆pv(t), wt(t)〉| +

∫

Ω

|f(u(t)) − f(v(t))||wt|dx. (3.50)

Como anteriormente segue do Lema 1.3.1 que

|〈∆pu(t) − ∆pv(t), wt(t)〉| ≤ C
(
||∇u(t)||p−2

2(p−1) + ||∇v(t)||p−2
2(p−1)

)
||∇w(t)||2(p−1)||∇wt(t)||2
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≤ C||∆w(t)||22 +
1

2
||∇wt(t)||

2
2, (3.51)

para alguma constante C > 0

Além disso, das condições (3.7)-(3.8) e como
ρ

2(ρ+ 1)
+

1

2(ρ+ 1)
+

1

2
= 1, então

usando as desigualdades de Holder e Young, existe C > 0 tal que

|(f(u(t)) − f(v(t)), wt(t))|

≤

∫

Ω

|f(u(t)) − f(v(t))||wt(t)|dx

≤ k2

∫

Ω

(1 + |u(t)|ρ + |v(t)|ρ)|w(t)||wt(t)|dx

≤ k2

(
|Ω|

ρ
2(ρ+1) + ||u(t)||ρ2(ρ+1) + ||v(t)||ρ2(ρ+1)

)
||w(t)||2(ρ+1)||wt(t)||2

≤ C||∆w(t)||22 +
1

2
||wt(t)||

2
2. (3.52)

Combinando (3.50) com (3.51)-(3.52), resulta em

d

dt

{
||wt(t)||

2
2 + ||∆w(t)||22 −

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇w(t)||22 + (g�∇w)(t)

}
+

+ ||∇wt(t)||
2
2 ≤ C||∆w(t)||22 + ||wt(t)||

2
2. (3.53)

Pondo

Φ(t) = ||wt(t)||
2
2 + ||∆w(t)||22 −

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇w(t)||22 + (g�∇w)(t)

e usando a hipótese (3.5), então

||∆w(t)||22 −

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇w(t)||22 ≥ l||∆w(t)||22 ≥ 0.

Como já é sabido

(g�∇w)(t) ≥ 0.

Assim, existe uma constante C > 0 tal que (3.53) fica sob a forma

d

dt
Φ(t) ≤ CΦ(t).

Como Φ(0) = 0, obtemos

||wt(t)||
2
2 + l||∆w(t)||22 ≤ 0,

provando que w = 0 em H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) (também em  L2(Ω)). Isto prova a unicidade.

Portanto, a prova do Teorema (3.3.2) está completa.
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3.4 Decaimento exponencial de Energia

Afim de determinar estabilidade exponencial para o sistema (3.1)-(3.3), vamos

definir o funcional energia correspondente como

E(t) =
1

2
||ut(t)||

2
2 +

1

2
||∆u(t)||22 +

1

p
||∇u(t)||pp +

∫

Ω

f̂(u(t))dx. (3.54)

Tendo como principal resultado o

Teorema 3.4.1. Sob as hipóteses do Teorema 3.3.2, a energia E(t) satisfaz, em ambos

os casos, o seguinte decaimento exponencial

E(t) ≤ CE(0)e−γt, t ≥ 0,

para constantes C > 0 e γ > 0.

Demonstração. Inicialmente provaremos o decaimento exponencial de energia conside-

rando soluções mais regulares u do problema (3.1)-(3.3). Usaremos o método de energia

pertubado. Em primeiro lugar, definamos a energia modificada

F (t) =
1

2
||ut(t)||

2
2 +

1

2
||∆u(t)||22 +

1

p
||∇u(t)||pp +

∫

Ω

f̂(u(t))dx

−
1

2

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇u(t)||22 +

1

2
(g�∇u)(t).

Usando as hipóteses (3.5) e (3.9), segue que

F (t) = E(t) −
1

2

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇u(t)||22 +

1

2
(g�∇u)(t) ≥ lE(t).

Assim,

E(t) ≤
1

l
F (t).

Além disso, da condição (3.6) segue que F é decrescente, pois

F ′(t) = −||∇ut(t)||
2
2 +

1

2
(g′�∇u)(t) −

1

2
g(t)||∇u(t)||22

≤ −||∇ut(t)||
2
2 −

k1
2

(g�∇u)(t).

Agora definamos a energia pertubada

Fǫ(t) = F (t) + εΨ(t), ε > 0,

onde

Ψ(t) =

∫

Ω

ut(t)u(t)dx

com isto, demonstraremos dois lemas auxiliares que serão cruciais para a conclusão do

decaimento exponencial.
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Lema 3.4.2. Existe uma constante C1 > 0 tal que

|Fε(t) − F (t)| ≤ εC1F (t), ∀ t ≤ 0, ∀ ε > 0.

Demonstração. Note que

|Ψ(t)| ≤
1

2
||ut(t)||

2
2 +

1

2λ1
||∆u(t)||22

≤
1

l
max

{
1,

1

λ1

}
F (t),

onde λ1 é o primeiro autovalor do problema

{
∆2w = λw em Ω

w = ∆w = 0 sobre Γ.

Então tomando C1 =
1

l
max

{
1,

1

λ1

}
, obtemos

|Fε(t) − F (t)| = ε|Ψ(t)| ≤ εC1F (t),

como desejado.

Lema 3.4.3. Existe uma constante ε1 > 0 tal que

F ′
ε(t) ≤ −εF (t), ∀ t ≥ 0, ∀ ε ∈ (0, ε1).

Demonstração. É suficiente mostrar que existem constantes C2, C3 > 0 tais que

Ψ′(t) ≤ −F (t) + C2||∇ut(t)||
2
2 + C3(g�∇u)(t). (3.55)

De fato, para ε > 0 pequeno o suficiente temos

F ′
ε(t) = F ′(t) + εΨ′(t)

≤ −||∇ut(t)||
2
2 −

k1
2

(g�∇u)(t) − εF (t) + εC2||∇ut(t)||
2
2 + εC3(g�∇)(t)

= −εF (t) − (1 − εC2)||∇ut(t)||
2
2 − (

k1
2

− εC3)(g�∇u)(t)

≤ εF (t),

o que concluiria a prova do Lema 3.4.3

Resta verificar a veracidade da identidade (3.55). Com efeito, usando a equação

(3.1) no sentido fraco, obtemos

Ψ′(t) = ||ut(t)||
2
2 − ||∆u(t)||22 − ||∇u(t)||pp +

∫ t

0

g(t− s)(∇u(s),∇u(t))ds −
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−

∫

Ω

∇u(t) · ∇ut(t)dx−

∫

Ω

f(u(t))u(t)dx.

Adicioando e subtraindo o termo F (t) na expressão acima, segue que

Ψ′(t) = − F (t) +
2

3
||ut(t)||

2
2 −

1

2
||∆u(t)|| −

(
1 −

1

p

)
||∇u(t)||pp

−
1

2

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇u(t)||22 +

1

2
(g�∇u)(t) + I1 + I2 + I3,

onde denotamos

I1 =

∫

Ω

f̂(u(t)) − f(u(t))u(t)dx,

I2 =

∫ t

0

g(t− s)(∇u(s),∇u(t))ds,

I3 = −

∫

Ω

∇u(t) · ∇ut(t)dx.

Da hipótese (3.9) temos I1 ≤ 0 diretamente. Vanmos estimar a seguir os termos I2 e I3.

Usando a dessigualdade de Young, observe que

|I2| ≤

∫ t

0

g(t− s)||∇u(t)||2(||∇u(t) −∇u(s)||2 + ∇u(t)2)ds

≤

(∫ t

0

g(t− s)ds

)
||∇u(t)||22 + ||∇u(t)||2

∫ t

0

g(t− s)||∇u(t) −∇u(s)||2ds

≤

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇u(t)||22 + η||∇u(t)||22 +

1

4η
||g||1(g�∇u)(t)

≤
1

2

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∇u(t)||22 +

µ1

2

(∫ t

0

g(s)ds

)
||∆u(t)||22 +

+ ηµ1||∆u(t)||22 +
1

4η
||g||1(g�∇u)(t).

onde η > 0 será escolhido de modo conveniente mais adiante. Também pela desigualdade

de Young, temos

|I3| ≤ η||∇u(t)||22 +
1

4η
||∇ut(t)||

2
2

≤ ηµ1||∆u(t)||22 +
1

4η
||∇ut(t)||

2
2.

Então,

F ′(t) ≤ −F (t) +

(
3

2
µ2 +

1

4η

)
||∇ut(t)||

2
2 +

(
1

2
+

1

4η
||g||1

)
(g�∇u)(t)

−
1

2

(
1 − µ1

∫ t

0

g(s)ds

)
||∇u(t)||22 + 2ηµ1||∆u(t)||22.
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Agora note que de (3.5), obtemos

Ψ′(t) ≤ −F (t) + C2||∇ut(t)||
2
2 + C3(g�∇u)(t) +

(
2ηµ1 −

1

2

)
||∆u(t)||22.

Logo, tomando η > 0 pequeno o suficiente temos que a desigualdade (3.55) é

verdadeira. Isto encerra a prova do Lema 3.4.3

Agora, usaremos os lemas anteriores para concluir a propriedade de decaimento.

Seja

ε0 = min

{
1

2C1

, ε1

}
.

Com isto, tomando ε < ε0 segue do Lema 3.4.2 que

1

2
F (t) ≤ Fε(t) ≤

3

2
F (t), t ≥ 0. (3.56)

A segunda desigualdade em (3.56) em conjunto com Lema 3.4.3 implica que

d

dt
Fε(t) ≤ −εF (t) ≤ −

2

3
εFε(t).

Logo,

Fε(t) ≤ Fε(0)e−
2
3
εt.

Usando novamente (3.56) obtemos

F (t) ≤ 3F (0)e−
2
3
εt.

Finalmente, comparando as funções F e E, e notando que F (0) = E(0), concluimos

E(t) ≤
3

l
E(0)e−

3
2
εt, t ≥ 0.

Isto prova o decaimento exponencial de soluções mais regulares u ∈ H3
Γ(Ω), como

era desejado. O mesmo resultado pode ser estendido para soluções fracas u ∈ H2(Ω) ∩

H1
0 (Ω) usando argumentos de densidade.

Isto conclui a prova do Teorema 3.4.1



Conclusão

Neste trabalho, consideramos um modelo de equação de placas com p-Laplaciano

com termo de memória, a equação (3.1)-(3.3), a saber

∣∣∣∣∣∣∣∣

utt + ∆2u− ∆pu+
∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds− ∆ut + f(u) = 0 em Ω × R+

u = ∆u = 0 sobre Γ × R+,

u(x, 0) = u0(x) = 0 e ut(x, 0) = u1(x) = 0 em Ω

O presente trabalho procurou fornecer resultados relacionados a existência global de

soluções para a equação (3.1)-(3.3) sob o efeito de um termo de memória, que poste-

riormente buscamos as propriedades qualitativas das soluções com respeito a estabilidade

assintótica ao longo do tempo (evolução). Em nosso trabalho é interessante salientar, a

importância de se ter tomado cuidado com as ferramentas ao se trabalhar, com termo de

memória e, com os operadores p-Laplaciano e biharmônico.
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[31] R.K. Barreto & J.E. Muñoz Rivera, Decay rates of solutions to thermoviscoelstic

plates with momory, IMA J. Appl. MATH. 60 (1998), NO. 3,263-283.

[32] Yang Zhijian, Global attractors and their Hausdorff dimensions for a class of Kir-

chhorff models, J. Math. Phys. 51, 032701 (2010) 17 pp.

[33] Z. Liu, S. Zheng. 1999, Semigroups associated with dissipative systems. Chapman &

Hall/CRC, London.


