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Resumo

Neste trabalho, implementamos um novo filtro semelhante ao LMS, porém, com uma
funcao de custo baseada na soma do erro. Como resultado, obtemos uma fungao bastante
simples, produzindo uma rapida convergéncia e um pequeno desajuste quando comparado
com o algoritmo LMS e com outros algoritmos.

O filtro adaptativo é baseado em fungoes nao lineares como estimativa do gradiente de uma
superficie de desempenho. Utilizamos o gradiente do algoritmo para atualizacao dos pesos.
Essa atualizacao baseia-se nas estatisticas de alta ordem para obtencgao de informagoes
sobre os sinais envolvidos no processo, com o objetivo de melhorar a performace do filtro
adaptativo.

As equagoes foram derivadas e baseadas em séries de Taylor das fungoes nao lineares,
Para obtencao dos critérios que garante a sua convergéncia. Também fazemos um estudo
da covariancia do vetor peso em regime estacionario e determinamos as equagoes que
calculam as constantes de tempo em um processo adaptativo.

Apresentamos o algoritmo proposto, que utiliza uma funcao de custo onde foram feitas
simulcoes de Monte Carlo com sinais reais para validar a teoria apresentada. Nessa funcao
os coeficientes a4, foram otimizados para dar maior estabilidade e melhor desempenho na

sua velocidade de convergéncia.

Palavras-chaves: Filtros Adaptativos, Processamento de Sinais , Filtragem Adaptativa,

otimizacao, LMS.



Abstract

In this paper, implemented a new filter similar to the LMS, but, with a coast function
based in the sum of the error. As a result, we obtain a very simple function, producing
a rapid convergence and a small mismatch when compared with the LMS algorithm and
other algorithms.

The adaptive filter is based on non-linear functions such as estimation of the gradient of
a surface performance. We use the gradient algorithm to update the weights. this update
is based on high-order statistics to obtain information about the signs involved in the
process, in order to improve the performace of the adaptive filter.

Derive the equations based on Taylor series of non-linear functions, to achieve the criteria
that ensures their convergence. We also do a weight vector covariance study in steady
state and determine the equations that calculate the time constants in an adaptive process.
Here the algorithm proposed, which uses a cost function and were made simul¢oes Monte
Carlo with real signals to validate the theory presented. In this role the « coefficients have
been optimized to provide increased stability and better performance in its convergence
speed.

Keywords: Adaptive Filters, Signal Processing, Adaptive Filtering, optimization, LMS.
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1 Introducao

1.1 Tema e Proposta Deste Trabalho

O presente trabalho trata da filtragem adaptativa com implementagao de um novo fil-
tro semelhante ao LMS, porém, com uma funcao de custo baseada na soma do erro e
tendo por objetivo especifico explorar o algoritmo Least-Mean-Square (LMS) e outros
algoritmos em experimentos de processamento digital adaptativo de sinais reais obtidos
por digitalizacao [1].

O termo filtro é usado para descrever um sistema de hardware ou software, cuja finali-
dade pode ser tanto para recuperar informagao contaminada por ruido ou simplesmente
selecionar partes de interesse de um sinal, como por exemplo, componentes de uma certa
banda de frequéncia. Filtros usados para tais propdsitos podem ser a parametros fixos ou
adaptativos.

Os filtros adaptativos operam com algoritmos recursivos, cuja principal vantagem consiste
no ajuste automatico dos parametros do filtro de acordo com as mudangas no sinal de
entrada, tornando possivel o funcionamento satisfatério destes filtros em ambientes nao-
estacionarios [8].

Em ambientes estaciondrios, a minimizacao do erro quadratico médio resulta no filtro
de Wiener, se considerada a classe dos sistemas lineares. O filtro de Wiener é, contudo,
inadequado para situagoes de nao-estacionaridade, quando solugoes mais eficientes sao
obtidas por filtragem adaptativa [3].

Neste trabalho, é apresentada uma introducao ao estudo de um dos algoritmos recursivos
mais usados na filtragem adaptativa, o algoritmo LMS ¢ derivado do filtro de Wiener e
sua formulagao comeca pelo desenvolvimento da solucao de Wiener para o problema de
minimizagao mencionado, usando filtros transversais lineares descrito no capitulo 2. O
algoritmo LMS faz uso da estimativa instantanea do gradiente da fungao de desempenho
para calcular os parametros do filtro. Devido a sua baixa complexidade computacional e
robustez, este algoritmo constitui uma das solugoes mais usadas para diferentes tipos de

aplicacao pratica na drea de processamento adaptativo de sinais [15].
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1.2 Organizacao do Trabalho

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma.

No Capitulo 2 é introduzido o conceito e formulacao do algoritmo LMS, comecando pela
teoria do filtro de Wiener, o algoritmo Steepest Descent e finalizando com o algoritmo
LMS.

No Capitulo 3 abordamos a implementacao do filtro adaptativo com suas devidas de-
rivagoes e simulagoes em tempo real com os algoritmos implementados para o mesmo
desajuste.

Em seguida, no Capitulo 5 é feita a implemetacao do algoritmo Proposto onde fazemos
suas derivacoes para garantir a sua convergéncia através dos parametros escalares oy que
foram otimizados, apresentamos todo o seu desenvolvimento com comentérios conclusivos,

e finalmente a lista das referéncias bibliogréficas.
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2 Algoritmo LMS

2.1 Introducao

Neste capitulo, é apresentada a teoria de um dos algoritmos mais importantes e usado
em filtragem adaptativa, o algoritmo LMS (Least Mean Square). Este algoritmo é base-
ado em uma estimativa do gradiente da funcao de desempenho J. Umas das principais
vantagens do algoritmo LMS é a sua simplicidade e facilidade de implementacao. Ca-
racterizado apenas por trés equacoes, compostas de operacoes simples de multiplicagao,
adicao e subtracao, esse algoritmo constitui geralmente uma das melhores escolhas para

muitos dos diferentes tipos de aplica¢ao na érea de processamento adaptativo de sinais [1].

2.2 Filtro de Wiener

Para melhor entender os conceitos associados a filtragem adaptativa, é conveniente, pri-
meiramente, abordar o filtro de Wiener. O filtro de Wiener é um filtro linear e étimo no
sentido do erro quadratico médio, como explicitado mais adiante [3].

Considere o diagrama de blocos da Figura (2.1) com um combinador linear adaptativo
que apresenta um filtro linear discreto de resposta ao impulso [wq, Wi, Wo, ..., Wyr_1] €
cuja entrada consiste na sequéncia u(n). Em um instante n qualquer, o filtro produz a
saida y(n). O sinal y(n) é, entdo, comparado a resposta desejada d(n), sendo a diferenga
entre os dois o erro de estimagao e(n) (2.1). A entrada e a resposta desejada d(n) sdo

consideradas amostras de processos aleatorios [8].

e(n) = d(n) — y(n) (2.1)

Pode se notar que em (2.1), quanto menor for o sinal do erro, mais préxima é a saida
do filtro y(n) e da resposta desejada d(n). Tendo isso em mente, o objetivo é ajustar os
parametros do filtro de modo a minimizar o erro. Dentre os varios critérios que podem

ser usados para orientar esse ajuste o critério adotado, nos filtros de Wiener, é o da
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Entrada Saida Resposta desejada
Filtro discreto n
u(n),u(n-1), u(n-2),... o diss y(n) d(n)
WoW1,W2,.. - +

Erro de estimativa

e(n)
Figura 2.1: Diagrama de blocos da representacao do problema estatistico de filltragem
minimizacao do erro quadratico médio, cuja formulagao é dada por:
J = Elle(n)]’] (2.2)

J = Ele(n)e*(n)], (2.3)

onde E[.] denota o operador do valor esperado; * representa o complexo conjugado; e J

é a fungao-desempenho, ou fungao-custo (erro quadrético médio), a ser minimizada.

Essa funcao satisfaz duas importantes exigéncias:
1. E uma funcao simples, o que facilita a manipulagao matematica; e

2. E quadratica, possuindo um tnico ponto étimo.

Em particular, no caso de filtros de resposta ao impulso finita (finite impulse response -
FIR), a superficie de desempenho é um parabolédide com concavidade orientada no sentido

positivo com um tnico ponto de minimo[10].

SO

- \\\‘Q.'"’!ffi;l

Erro
-0 —_ (o] {1 = m o

08

Figura 2.2: Superficie quadratica tridimensional, juntamente com o erro quadratico médio

plotado na vertical, Wg e Wy variam de -1 a 1
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2.2.1 Solugao de Wiener para Filtros Transversais

Considere o filtro transversal da Figura 2 com um combinador linear adaptativo trans-
versal, cuja entrada a cada instante n é caracterizada pelo vetor u(n) = [u(n),u(n —
1),u(n —2),...,u(n — M + 1)]T. Assume-se que tanto a entrada u(n) assim como a sua
resposta desejada d(n) sdo processos aleatdrios estaciondrios e, em geral, complexos. E

considerado também que os parametros do filtro [wg, wi, ..., was 1|7 sdo complexos[11].

3 -M+1
U(Il) S EGEREN

e W *
M1

um 0

e(n)

Figura 2.3: Diagrama em blocos de um filtro transversal

Os passos a sequir apresentam um breve desenvolvimento da solucao de Wiener para o
problema de minimizacao da funcao J considerando filtros transversais. Os vetores de

entrada u(n) e de parametros do filtro w sao definidos, respectivamente, como:

u(n) =[un),u(n —1),...,u(n — M+ 1)]* (2.4)
w = [wo, Wi, ..., war_1]” (2.5)

Por sua vez, a saida do filtro y(n) é dada por:

yn) = 3 wiu(n — k) (26)
y(n) = wu(n), (27)

onde os sobrescritos T e k significa, respectivamente, transposto e indice.
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Considerando a formulagao vetorial, o sinal de erro pode ser expresso como:

e(n) = d(n) —y(n) (2.8)
e(n) = d(n) — whu(n) (2.9)

Substituindo (2.9) em (2.3), obtém-se:

J = Eld(n) — whu(n)][d*(n) — u(n)w] (2.10)

J=E[|dn)* —p'w—-w'p+w Rw (2.11)
onde p e R sdo, respectivamente: o vetor de correlagao cruzada entre u(n) e d(n); e a
matriz de autocorrelacdo de entrada u(n).

Matematicamente, p e R sao definidos como:

p = Eu(n)d"(n)] (2.12)
[ 0)2 r(1) r(M—1) |

R = Efu(n)u’(n)] = E T*fl) T<:1)2 T(M: -2 (2.13)
I r*(M—1) r*(M—2) --- r(m—n)? |

A Expressao (2.11) é uma funcao quadréatica dependente dos parametro do filtro trans-
versal. Pode-se dizer que ao minimo de J esta associado um vetor wy que corresponde aos
parametros do filtro 6timo. O processo para determinacao de wy é tradicional: calcula-se

o gradiente de J, igualando-o a zero. A partir de (2.11), o gradiente de J resulta em|[15]:

oJ 0J oJ 1
— 92.14
v/ owy Owy’ T Owp_g ( )
V.J =2p — 2Rw (2.15)

que igualado a zero, permite a determinacao de w, ou w,.
Rw,.=p (2.16)

w,=R7'p (2.17)
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O sistema de equagoes representado por (2.16) é conhecido por equagoes de Wiener-Hopf.
A solucao de tal sistema, como apresentado em (2.17), assume que R é uma matriz nao-
singular. Dessa forma, calculam-se os parametros de um filtro linear e transversal que

minimiza (2.11)(filtro de Wiener).

2.2.2 Principio da Ortogonalidade

O principio da ortogonalidade decorre do calculo do gradiente de J, obtido através das
derivadas parciais de J em relacao as partes real e imaginaria de cada parametro do filtro,
uma vez que, em geral, esses parametros sdo complexos[8]. Assim, a derivada da fungao

J em relagao ao parametro wy do filtro é dada por

de(n) de*(n) e(n) + de(n)

Vi =FE *
k 8ak c <n + 8ak 8bk

Je(n) (2.18)

onde a; e by sao as partes real e imagindria de wy, respectivamente, como mostrado em

(2.21).

Wi = Qg +jbk, kZO,l,...,M—l (219)
A partir de (2.9), chega-se as expressoes para as derivadas parciais necessarias em (2.20):

de(n)

Da, =—u(n—k) (2.20)
8;22‘) = Ju(n — k) (2.21)
8?;@(;) - (2.22)
agb(:) — —Ju'(n—k) (2.23)

Substituindo (2.22) - (2.25) em (2.20), obtém-se:
Vid = =2E[u(n — k)e*(n)] (2.24)
Igualando o resultado de (2.25) a zero, chega-se a:

Elu(n — k)e*(n)] = 0, k=0,1,2, .. (2.25)
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Esta equagao é conhecida como o principio da ortogonalidade e mostra que a condicao
necessaria e suficiente para que a funcao de desempenho J atinja o seu valor minimo é
aquela em que o sinal de erro é ortogonal (nao-correlacionado) ao sinal de entrada que é
usado para a estimacao da resposta desejada[10].

Como consequéncia de (2.25), quando o filtro atinge a condigao 6tima, tem-se que:
Ely(n — k)e*(n)] =0, k=0,1,2,.. (2.26)

Ou seja, a saida do filtro de Wiener é também ortogonal ao sinal de erro.

2.2.3 Erro Quadratico Médio Minimo

Para a determinacao do valor minimo da funcao de desempenho .J,;,, pode-se rescre-

ver(2.11) como:

Jmin = E[|d(n)|?] — p"w, — wlp + w!Rw, (2.27)

Substituindo o w, pela expressao (2.19), tem-se:
Jnin = E[ld(n)] = p"R7'p — (R7'p)'p + (R7'p) RR'p,  (229)

Jmin = 0-3 - pTR71p7 (229>

onde o2 representa a variancia da resposta desejada d(n).

2.3 O Algoritmo Steepest Descent

Como visto na Se¢ao 2.3 , para achar os parametros do filtro de Wiener deve-se, a principio,
resolver o sistema de equagoes de Wiener-Hopf (2.18). A resolucao de tal sistema é
computacionalmente dispendiosa e numericamente mal-condicionada devido a inversao
da matriz R. Tais problemas tendem a se agravar na medida do crescimento da ordem
do filtro[15].

O algoritmo Steepest Descent é um modo alternativo, em relacao a resolucao explicita
das equacoes de Wiener-Hopf, para achar a solucao de Wiener de um filtro transversal.
A abordagem usada consiste na estratégia de atualizar iterativamente os parametros do
filtro transversal utilizando o gradiente da fun¢ao de desempenho.

O algoritmo Steepest Descent funciona da seguinte formas:
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1. Comega-se atribuindo a w um valor inicial qualquer que corresponde ao w(0), ou seja
a estimativa dos parametros do filtro no instante 0 (zero). A menos que se tenha algum
conhecimento a priori sobre os parametros do filtro w(n), w(0) é usualmente igualado ao

vetor nulo.

2. Paran =0,1,2,...
(a) Calcula-se o vetor gradiente da fun¢ao de desempenho na n-ésima iteracao V.J(n), de

acordo com a expressao (2.32), que por sua vez é baseada em (2.17).

VJ(n) =—2p + 2Rw(n) (2.30)

(b) Como o gradiente aponta no sentido do crescimento da funcao, o vetor de parametros

¢ atualizado no sentido oposto ao do vetor gradiente:

w(n+1) =w(n) — u[VJ(n)] (2.31)
onde p denota o passo de adaptacao.

O parametro g controla a estabilidade e a velocidade de convergéncia do algoritmo.
Quanto maior o u, mais rapida serda a convergéncia. Por outro lado, valores muito al-
tos de p podem provocar instabilidade no processo de estimacgao. Para que se garanta a

estabilidade do sistema, o parametro i deve obedecer a seguinte desigualdade

O<p< (2.32)

)‘max

onde A, € 0 maior autovalor da matriz de auto-correlagao R.

2.4 O Algoritmo Least-Mean-Square

O Least-Mean-Square (LMS) é um algoritmo amplamente usado em filtragem adaptativa
devido a sua baixa complexidade computacional e robustez as mudancas nas estatisticas
do sinal de entrada . No contexto da filtragem adaptativa, os parametros do filtro sao
considerados variantes no tempo, acomodando-se continuamente a eventuais mudancas
nas estatisticas do sinal da entrada[l1]. Quando os sinais a processar sao estacionarios, o

algoritmo LMS tende para a solucao 6tima de Wiener.
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O LMS executa dois processos basicos:

1. Filtragem, que implica o calculo da saida gerada por um filtro discreto e a geragao de
um sinal de erro estimado proveniente da comparacao dessa saida do filtro com a saida

desejada.

2. Adaptagao, que ajusta automaticamente os coeficientes do filtro de acordo com as

mudancas nas caracteristicas do sinal de entrada.

Como visto na Secao 2.3, o método Steepest Descent requer fazer o célculo do vetor gra-
diente da funcao de desempenho a cada iteragao. No LMS, tal calculo é substituido, para
efeito de reducao da complexidade computacional, por uma estimativa do vetor gradiente.
O consequente erro ou ruido de estimacao se deve ao fato de que cada componente da
estimativa do vetor gradiente é obtida através de uma tinica amostra do vetor de entrada.
Contudo, a medida que mais amostras sao processadas com o passar do tempo, o ruido

do gradiente diminui gradualmente[3].
A expressao de adaptacao dos coeficientes do filtro passa a ser:

w(n+1) = w(n) — uVj(n) (2.33)
onde Vj(n) representa a mencionada estimativa do vetor gradiente da funcio de desem-
penho.

Na expressao (2.32) do V.J(n) , substitui-se a matriz R = E[u(n)u’(n)] e o vetor p =
E[u(n)d*(n)], respectivamente por R = u(n)u”(n) e p = u(n)d*(n), resultando em:
VJ(n) = —2u(n)u’ (n)w(n) + 2u(n)d*(n). (2.34)
Substituindo (2.34) em (2.35),

w(n+1) = w(n) + 2uu(n)e*(n). (2.35)

A seguir, as trés equagoes que resumem o algoritmo LMS:
1. Saida do filtro
y(n) = w'(n)u(n) (2.36)

2. Célculo do erro

e(n) = d(n) —y(n) (2.37)
3. Adaptacao dos parametros do filtro

w(n+1) = w(n) +2pu(n)e’(n) (2.38)
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Resultando na equacao

A constante p controla a velocidade de convergéncia e a estabilidade do processo de
adaptagao. Um p muito alto resultara em instabilidade e oscilagoes. Por outro lado,
em situacoes de nao-estacionaridade, um g muito baixo resultard em baixa capacidade de
adaptacao as mudancas nas estatisticas do sinal de entrada. A estabilidade e convergéncia
do processo de adaptacao sao garantidas, desde que o valor de u esteja de acordo com a

inequacao

0<p< (2.39)

)\ma:p

2.5 Conclusao do Capitulo

Com os estudos apresentados neste capitulo, pode-se chegar as seguintes conclusoes:

O filtro de Wiener é 6timo no sentido do erro quadratico médio, mas sua solucao é
numericamente mal-condicionada e computacionalmente dispendiosa. Este problema é
contornado pelo algoritmo Steepest Descent que por sua vez calcula a solugao de Wiener
iterativamente.

Tanto o filtro de Wiener como o algoritmo Steepest Descent sao impraticaveis para si-
tuagoes de nao-estacionaridade dos sinais, o que leva a uma outra versao baseada na
estimativa instantanea do gradiente, o algoritmo LMS, cujo desempenho é controlado
pelo passo de adaptagao u[15].

O algoritmo LMS apresenta um problema de amplificacao do ruido associado a estimacao
do gradiente quando a poténcia do sinal de entrada ¢é alta. Este problema ¢é contornado

através da normalizacao do parametro de adaptacao pu.
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3 Derivacao do Algoritmo LMS

3.1 Derivacao do LMS

A férmula mostra um filtro adaptativo de entrada desejada x(n), e saida d(n).

y(n) = sz(n)x(n —1) (3.1)

Sao consideradas as sequéncias de valor real. Os pesos wo(n), wi(n),....,w,_1(n) sao

selecionados, de modo que a diferenca do erro sera.

e(n) = d(n) —y(n) (3.2)

E minimizado em algum sentido. Podemos notar que os pesos sao explicitamente indi-
cado para ser fungbes do tempo com indice(n). O algoritmo LMS convencional é uma
implementagao do algoritmo estocéstico com descida mais ingrime. Ele simplesmente
substitui a fungao de custo £ = E[e?(n)] por sua forma instantanea rudimentar e estima
¢ = e*(n)[8]. Substituindo £ = e*(n) para £ na recursao com descida mais ingreme e

substiuindo o indice de interacao k pelo indice de tempo (n), teremos.
w(n+1) = w(n) — uVe?(n) (3.3)

onde w(n) = [wo(n), wi(n), ..., w,_1(n)]?, 1 é o parametro do algoritmo com tamanho e

passo, e V é o gradiente do operador definido como vetor coluna.

0 90 o 1"
V= |—r— — 3.4
8W0 8W1 6wn_1 ( )
Notamos que o elemento i do gradiente do vetor Ve?*(n) é
de*(n) de(n)
=9 .
e e(n) Bw. (3.5)

substituindo a equagao(2) no ultimo fator do lado direito da equagao(5) notando que d(n)
¢ independente de w; teremos

de*(n)

aWi

dy(n)

aWi

= —2e¢(n)

(3.6)
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Substituindo y(n) a partir da equagao(1), obtemos

9 _ _oe(mx(n — i) (3.7)

aWz‘

substituindo a equagao(4) na equagao(7), obtemos
Ve (n) = —2e(n)x(n — 1) (3.8)
Resumo do algoritmo LMS.

Entrada:
Vetor de Entrada, x(n),

Vetor Peso w(n),

Vetor de Saida desejado, d(n)

Saida:
Saida do filtro, y(n)

Vetor peso atualizado, w(n + 1)

1. Filtragem
y(@)=w’(n)x(n)

2. Erro Estimado
e(n) = d(n) —y(n)

3.Adaptacao do vetor peso
w(n+1) = w(n) + 2ue(n)x(n)

Onde x(n) = [x(n),x(n—1),....... ,x(n—M+1)]", substituindo este resultado na equagao(3),

obtemos o comportamento da média do vetor peso no algoritmo LMS.

w(n+1) =w(n) + 2ue(n)x(n) (3.9)

3.2 Convergéncia do vetor peso

Consideremos a entrada do filtro x(n) e sua saida desejada d(n), sdo estaciondrios. neste
caso o vetor peso 6timo wy transversal do filtro de wiener é fixo e pode ser obtido de
acordo com a equagao de wiener-hopf. Subtraindo w, de ambos os lados da equagao(9),
obtemos|11]

v(n +1) =v(n) + 2ue(n)x(n) (3.10)
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Onde v(n) = w(n) — wq é o vetor de ponderagao de erro. Observamos tambem que:

e(n) = ep(n) — x* (n)v(n) (3.11)
onde

eo(n) = d(n) — x* (n)wo (3.12)

é o erro de estimagao quando os pesos do filtro sdo étimos. Substituindo a equagao(11)

na equagao(10) e reorganizando, obtém-se:

vin+1) = (I - 2ux(n)x" (n)v(n) + 2ueo(n)x(n)) (3.13)

onde I é a matriz identidade. aplicando as esperangas em ambos os lados da equagao(13),

obtemos:

Elv(n +1)] = E[(T - 2ux(n)x" (n)v(n))] + 2uEes(n)x(n)

Elv(n+1)] = B[(I = 2ux(n)x" (n))v(n)] (3.14)

onde a tltima iqualdade resulta no fator que Eleg(n)x(n)] = 0, de acordo com o principio
da ortogonalidade. Usando a suposigao de independencia, pode-se argumentar que, v(n)
depende apenas das ttimas observagdes [x(n — 1),d(n — 1)], [x(n — 2),d(n — 2)],....., é

independente de x(n), asssim[8]:

Elx(n)x" (n)v(n)] = Elx(n)x" ()| E[v(n)] (3.15)

podemos notar que na maioria dos casos, a suposicao de independéncia é questionavel.

Por exemplo, no caso do comprimento M transversal do filtro, os vetores de entrada sao:
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ter M-1 termos em comum fora de M. No entanto as esperancas com o LMS mostrou
que as simulacoes feitas pela suposicao de independéncia se combinam as simulagoes no
computador e o desempenho real do algoritmo LMS, na pratica substituindo a equagao(15)

na equagao(14), obtemos[4].

Ev(n+1)] = (I - 2uR)E[v(n)]) (3.16)

Onde R = E[x(n)x’(n)]é a matriz de correlagdo de entrada do vetor x(n). Fazendo uma
simulagdo na equacao(16) podemos mostrar que E[v(n)] converge para zero quando p
permanece dentro do intervalo.

O<pu<

(3.17)

)\max

onde \,.; € 0 autovalor maximo de R. no entanto devemos considerar que o intervalo
acima, nao garante necessariamente a estabilidade do algoritmo LMS. A convergeéncia do
algoritmo LMS tem uma convergéncia da média de w(n) e também para wq a convergéncia
da variancia dos elementos de w(0) para alguns valores limitados. O tamanho de p é que

vai definir a convergéncia do algoritmol[8].

3.2.1 Curva de aprendizagem

Na figura podemos ver a curva de aprendizagem resultante do uso do algoritmo LMS.

T T T
Curva de Aprendizagem I“

Errg

3 : : -
WD 1 1 1 i L L L
0 s00 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
MNurmnero de lteragées

Figura 3.1: Curva de aprendizagem do algoritmo LMS. Na horizontal temos o nimero de

iteracoes e na vertical o erro.

Vemos que esta curva é de natureza exponencial. podemos desta forma aproxima-la por

. =t / ,
um envelope exponencial dado por e= , onde t é o tempo e 7 é uma grandeza chamada de
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constante de tempo, de forma tal que uma iteracao seja igual a uma unidade de tempo.
A constante de tempo estd relacionada com o n-ésimo autovalor da matriz R da seguinte

forma[4]:
1

— 1
2 (3.18)

Tp =

na qual p é o tamanho do passo, que regula o processo adaptativo e A, é o enésimo

autovalor de R.

3.3 MSE comportamento do algoritmo LMS

Na curva de aprendizagem podemos ver que quando os peso nao sao iquais a Wy, o erro
quadrético médio (&) é maior que o erro quadratico médio minimo (&,,;,). Temos assim,
um excesso no erro final[3][15].

Definimos, entao o excesso do erro quadratico médio, Excessoy sg, como a diferenca entre

o erro quadrético médio atual (&) e o erro quadratico médio minimo:

Excessoyse = El&k — Eminl
Excessoysp = pEni|tr[R], (3.19)
onde tr[R] é o trago da matriz R e nj é um sinal de ruido.

Definimos , também a diferenca entre o erro quadratico médio atual e o erro quadratico

médio minimo, normalizado pelo erro quadratico médio minimo, como o desajuste (V()[15].

gk - gmm]

M=l (3.20)

Smin .

Desta forma, temos que:

MLMS == ,utr[R] (321)
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3.4 Conclusao do Capitulo

Neste capitulo, realizamos uma revisao da superficie quadratica gerada quando se uti-
liza o erro quadratico médio como critério aplicado sobre o erro em um filtro adaptativo.
Mostramos a derivacao do algoritmo LMS e descrevemos as equagoes que determinam
sua condicao de convergéncia. A constante de tempo e o desajuste também sao enfa-
tizados, pois os mesmos sao utilizados com referéncia comparativa de outros algoritmos

adaptativos[15].
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4 Algoritmo Adaptativo Tipo-LMS Com a

Soma do Erro

4.1 Introducao

Em muitas aplicagoes de processamento de sinais utilizando a filtragem adaptativa, existe
uma necessidade de algoritmos que miniminizam pequenos erros, com rapida convergéncia
e baixa complexidade computacional [2].

Além disso; subjacente a estes métodos algumas simplificacoes sobre a estatistica do sinal
sao assumidas, esse procedimento é importante na analise do algoritmo. Entretanto, pode
introduzir grandes erros no sistema.

Entre os algoritmos propostos, podemos encontrar o proposto por Wallach e Widrow
[3], 0 que é baseado no quarto momento do erro. Além disso, houve uma proposta por
Chambers [5], que utiliza a soma do erro e as obras de Barros e colegas [13][4]. A idéia
por tras da soma dos erros é que se pode ter um bom comportamento do momento de
segunda ordem no estado estacionario aliada a rapida convergéncia de ordem superior até
mesmo momento no entanto, a desvantagem desses trabalhos é que os coeficientes foram

escolhidos, em vez empiricamente.

4.2 Estatisticas de Segunda Ordem e Estatistica de
alta Ordem

Entre os filtros adaptativos, o algoritmo (LMS) de Widrow e Hoff aparece como um dos
mais amplamente utilizados. O LMS pertence a uma classe de algoritmos que pode ser
designado como estatisticas de segunda ordem(SOS), em oposigao a estatisticas de ordem
superior(HSO). A utilizacdo de métodos de (SOS) é suficiente quando se assume que o0s
sinais envolvidos no processo tém uma distribuicao Gaussiana, produzindo uma série de
simplificagoes na andlise do comportamento do algoritmo, bem como levando a métodos

com menor custo computacional, em oposi¢ao aos métodos baseados em (HOS).
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Curiosamente, devido ao aumento do poder computacional nas tltimas décadas, métodos
(HOS) tém atraido mais atencdo da comunidade de pesquisa. Na verdade, em vez de
lidar apenas com a poténcia do sinal (ou seja, as estatisticas de segunda ordem), (HOS)
permite o acesso a informagao contida em todos os momentos do sinal, originando, por
conseguinte, uma melhor aproximacao da distribuicao efetiva do sinal em estudo. Por
sua vez, pode-se esperar que os algoritmos projetados no ambito do quadro (HOS) se
comportam de forma mais eficiente [8].

No entanto, isso pode levar a grandes erros, no caso do tempo de convergéncia, uma vez
que é uma indicacao da rdapidez com que o algoritmo iniciou a aprendizagem. Assim,
propomos uma nova maneira de avaliar o tempo de convergéncia, através da andlise do
comportamento do algoritmo no inicio da aprendizagem.

Implementamos uma funcao de custo baseada na soma do erro. O resultado é muito
semelhante ao algoritmo LMS, mais eficiente em termos de velocidade de convergéncia e
erro de desadaptagao, mesmo para os sinais que nao possuem distribuicao de Gaussiana

[10]. Além disso, analisamos o tempo de convergéncia e desajuste do algoritmo proposto.

4.3 O Método de Aplicacao

Consideremos a Fig.(4.1) com um sinal desejado d;, X; é a entrada do filtro. Definimos
que d; = s; + n;, onde s; é o sinal que serd extraido, e n; é o ruido. Supondo que n; é

estatisticamente independente de s; e de X; [8].

1 Algorithm

Figura 4.1: Diagrama de blocos do filtro com um sinal desejado d composto por um sinal
s e um ruido n, com um vetor entrada X e o erro e, que é o retorno do algoritmo para

atualizagao do vetor peso W.

Desejamos recuperar s; estimando um determinado sinal de saida y; = W7 X;, apés
calcular o erro e; = d; —y;. O algoritmo de Widrow-Hoff usa uma estimativa instantanea

do gradiente da fungao custo E {e?}.
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Estamos interessados em minimizar a sequinte funcao custo.
p
k
&= oib{c]'} (4.1)
k=1

p
Na Fig.(4.2) vemos a superficie tridimensional gerada pela funcdo & = > ofE {e3*}
k=1

considerando apenas dois pesos.

i
i

7

i

p
Figura 4.2: Gréfico da superficie gerada pela fungéo & = > aiF {e?k} e os pesos Wy e
k=1

W, variam de -2 a 2.
Fazendo algumas manipula¢oes mateméticas obtemos o gradiente instantaneo da Eq.(4.1):
yi = W;X;

ej =dj = yj

€j = dj — WJTX]

Calculando aav? temos:
T
66]' _ _8WJ X.
OW; oW, "
Entao o Vw,e; = —X;, Logo o gradiente instantaneo sera:
P
V¢ = Z ai2kE {e?k_l} Vw,e;
k=1
p
V& =) of2kE {1} (—X))
k=1
Entao:

p
V§ = -2 <Z a,%ke?k1> X;
k=1
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Conduzira a seguinte regra de atualizacao simples para os pesos. E pela equagao abaixo
temos:

W =W, —puVg;

p
Wj+1 = Wj — U {—2 (Z Oéikejmc_l) X]}
k=1

p
Wj+1 = Wj + 2/1, (Z Oéik@ij_l) Xj (42)
k=1

Apjr1 = kg — (1VE;

A j+1 = Qg5 — 2704k,j€j2k> k=1,2,...,p, (4.3)

onde i e v sao constantes que controlam a estabilidade, a taxa de convergéncia e de

2k

aprendizagem do algoritmo[7]. Além disso, €;** é pequeno quando j — oo, portanto,

oy j+1 tende a ser igual a oy ;.

Erro

L 1114’/
Ny iy,
‘}\\\\\\\\\\\“\\V"""llllllllllllllllll

N
\\\\\\‘Q"IIII li!

Figura 4.3: Grafico das superficies gerada pelo algoritmo Proposto com variacao dos oy

e os pesos Wg e Wy variam de -2 a 2.
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4.4 Comportamento do Vetor Peso

Para analisar o comportamento do vetor peso devemos verificar as condi¢oes sob as quais
o algoritmo converge para a solucao desejada, e como se comporta até atingir o estado
estacionario. Isso pode ser realizado por meio da andlise do desajuste do erro e o tempo
de convergéncia[3].

Primeiro faremos uma mudanca de variavel, definindo o vetor V;, = W; — W, onde W,

é a solugao ideal, ou seja, s; = WIX;. Assim Eq.(4.2) tornd-se:

p
Z a,%k:ej%_ll Xj

k=1

Wj+1—W*:W]‘—W*—|—2[L

p
Vi =V, +2u (Z a,ikej%—l) X; (4.4)

k=1

A Eq.(4.4) pode ser reescrita como:
dj = Sj + nj

s; = WI'X;
ej=d; — WIX;
ej =S +n; — W]-TX]»
e; =WIX;+n; — W)X,
e; =n; — Wi X;+ WX,
ej = n; — (W;‘F — W*T) X;

Sabemos que Vf = Wf — WT' mais também sabemos que V?Xj = XJTVj entao temos
[11]:

€j = nj — V?Xj
ou

ej = 7’Lj — XfV]

Substituindo o erro e; = n; — X]TVJ- na Eq.(4.2) acima e com manipulagbes matematicas

temos a equagao do comportamento do vetor peso [15].

2k—1

p
Wj+1 = Wj + 2u Z Oéik‘ (nj — X?V]) Xj

k=1
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p
Z Oé%k’ (n] — X?Vj)Zk_ll X]

k=1

Wj+1—W*:Wj—W*—|-2[1,

Vj+1 = Vj + 2/J
k=1

p
Z Oéik? (TLj — X?Vj)zk_ll Xj

PR, 2k —1
Vi =V;—2pu [Z > 04%( ; )njl(_X?Vj)%ll] X; (4.5)

4.5 Calculo do Desajuste

Agora, podemos estudar o desajuste, que é uma medida de como é a saida da solucao
ideal. Para o cdlculo do desajuste podemos concentrar a nossa atencao quando V; — 0.
Isso nos permite negligenciar termos de poténcia mais alta de V,[7].

Fazendo algumas manipulagoes matematicas na Eq.(4.5) e lembrando que e; = n; —X]TVj,

temos:

p 2k—1 2]€—1 _—
a,%k;( . )(—1)%—1—%/ (XIV)) X;

k=1 =0

Vi =V; = 2p [
Analizando e desenvolvendo a equacao entre parénteses temos:

2k — 1)(2k — 2)
2

= —(XIV )+ (2k — 1)(XTV)n 272 — ( n XTIV +

v — (2k = 1)nj2k_2(X;FVj) + n; 21
> —(2k — Dn 2 (X] V) 4+ 0%
O estudo do desajuste e a analise do erro acontece quando j — co. Neste caso E{W,} —

E{W.} pois temos um estimador nao tendencioso. Como V; = W, — W, E{V;} -0
quando j — ool[8]. Logo,
p
Vi 2V +2u {Z apk [0, — (2k — Dn*2(XTV;)] Xj} (4.6)
k=1

Calculando as esperancas de ambos os lados da Eq.(4.6) e definindo R = F {XjX]T}, e

assumindo que n; é simétrico e iid de X;, podemos estudar o comportamento de Vj [11]:

p
E {Vj+1} =2 F {Vj} + 2,LL Z Oéz]{?E {ank_l - (21{? - 1)nj2k_2X;‘~FVj} Xj
k=1

p
E{Viu} 2 E{V;} =21 aikE {n*"'X;} — (2k - )E {n,***XIV,;X;}

k=1
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E{Vjnu} = E{V;} - QMiOézk(% — DE {n* 7} E{XIX;} E{V;}

B{Vyu) = [z —on Y alkk - DE () R| BV,)
%\]};} o [1 - 2u; apk(2k — 1)E {n;**} R] (4.7)

Desenvolvendo a sequéncia na Eq.(4.7), temos,

Se 7 =0, temos:

E{\} = (1 -~ 2u§pjaik(2k — E {n;*7*} R) E{Vo}

k=1

Se j =1, temos:

E{Va} = (1 — QMiocik(Zk ~1)E {njzkﬂ} R) BV}

E{V,} = (1 — zugp: ark(2k — 1)E {n;*7*} R) (I — zuzp: ark(2k — 1)E {n;***} R) E{Vy}

k=1 k=1

E{V,} = (1 - 2M2p:a,3k;(2k: —1)E {n;*?} R) E{Vy}

k=1

Se j = 2, temos:

R (T S e LA R

k=1

Se j = 3, temos:

E{V,} = (1 = zuzp:aik(% —1)E {n;**?} R) E{Vo}

E{Vj1}
E{V;}

Como o estimador é nao tendencioso, — 1, logo,

p
1—2u Y ofk(2k — )E {n,* *} R| < 1

k=1

p
—1<1-2u) ofk(2k — DE{n;* ’} R <1

k=1
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p
—2< =21y afk(2k — )E {n;* *} R <0
k=1

p
0<pY afk(2k—1)E{n*?}R <1
k=1
converge se:

1
p
3 k(2 — 1B () R

0<p<

1 1
0<pu< < (4.8)

p p
(Z Oéik(Qk — 1)m2k2)\mm) Z ozik:(Qk - 1)m2k_2[R]
k=1

k=1

4.5.1 Comportamento da convergéncia do ay

Calculando as experangas de ambos os lados da Eq.(4.3) e assumindo que n; é simétrico

e iid de X, podemos estudar o comportamento de ay ;1.

E{onji} = E{ang} = 20E {on) B {e*}
FE {Oék j+1} 2k
Z X Ir ] [ oy E e . 4.9
E{oy;} [ K {6] }] 4
Uma vez que o estimador da Eq.(4.9) é ndo tendencioso, logo % — 1.
ak,y
Assim,

1 —2vE{my}| <1

converge se

0<~< (4.10)

E {mgk}
Onde m,; é o ¢ — th momento de n; e \,q; ¢ 0 maximo autovalor de R. Como nao
temos, em principio, o acesso as informagoes do ruido, uma condi¢cao mais natural seria

0<pu< L e < v < L .
=h= Zp: aik(?k—l)E{nﬂk—Z}[R] =7= E{ma}
k=1

O desajuste é definido por M = %, onde &, = [RZ;] é 0 excesso do erro quadrado médio,

e”Z;, =F {VjVJT}. Para analisa-los, vamos primeiro descobrir o valor do estado esta-

PP
ciondrio para Z; [8]. Usando a Eq(5.6), e definindo que a; = > Y afagikmaiir)—2, as =
i=1 k=1

p p P

> aik(2k — D)ymog—o e ag = > > adajik(2i — 1)(2k — 1)ma(isr)—a, encontramos:

k=1 i=1 k=1

Desenvolvendo o produto da Eq.(4.6) através de manipula¢oes matematicas e aplicando

a transposta temos as sequintes equagoes:

p
Vi =V, +2u {Z apk [t — (2k — D)n, (XTI V)] Xj}

k=1
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p
Vi Vi, = (Vj + 24 {Z azk [ — (2k — Dn,*2(XTV;)] X]}> :

k=1

<Vj +2p {zp: apk [ — (2k — D)n;, (XTI V)] XJ})

k=1

k=1 k=1

T
p p
VuVi, 2V, <Vj + 2 {Z kX n = " kX (2k — 1)”;‘%2(X?Vj)}> +

T
P P P
+2u Z kX n 1 <Vj + 2 {Z a,%k:Xjnik_l - Z apkX;(2k — 1)nj2k_2X]TVj}) -

p
—2/,L Z Oéik?X](Qk? — 1)7’Lj2k_2X?Vj.
k=1

T
p p
. (Vj +2u {Z kX = " afkX;(2k — 1)nj2“X]TVj}>

k=1 k=1

Definimos A como:

T
p p
A=V, (Vj +2u {Z apk X n =Y " afkX;(2k — Dn 2 (XT \g)})
k=1 k=1

p p
AZVVE 420 agkXIVin ™ = 20) " kXY (2k — 1)n, XV, V]
k=1 k=1

p p
E{A}y = E{V,V]}+2u) ok E{X]V;} E{n; "} =21 " ogk(2k—1)E {n;**} E{V,;V]}.
k=1 k=1
E{X;XT}
E {nj%*l} = 0 pois 2k — 1 é impar para todo k inteiro positivo e n; é uma distribuicao

simétrica.

p
E{A}=Z;—2u) oih(2k = 1)E {n**} E{V,V]} E{X;X]}
k=1

p
E{A}y = Z; — 211  ajk(2k — 1)mar_»Z;R
k=1

Onde )
a9 = Zaik(?k — 1)m2k_2

k=1

Portanto;

E {A} = Zj — 2,LLCL2Z]‘R
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Definimos B como:

T
P P p
B =2u Z kX n, 1 (Vj +2u {Z aghXn 2t — Z ik X;(2k — l)nj%_2X;FVj}>

P P P
B =2y Z kX n 1 (V;‘F +2u {Z aikX]Tnj%_l — Z aikV?Xj(Qk — 1)nj2k_2XJT}>
k=1 k=1 k=1

P p p
B =2y Z aikaVanjzk’l + 440 Z azkXn, ! Z aikX]Tnjzk’l—
k=1 k=1 k=1

p p
—4y? Z agkXn; 21 Z aik:VjTXj(Qk: — 1)nj2k_2XJT
k=1 k=1

Trocando os indices da primeira somatoéria de k por i ,temos:

P P P
~ 2 T, 2i-1 2 2 2i—1 25T, 2k—1
B=2u E ;i X;Vin;™ 4+ 4p E a;iX;n; E kX~ —
i=1 i=1 k=1

p p
—4p® Y " aliXn Y gk VX (2k — 1)n X

i=1 k=1

P PP
B=2u Z a?inV?ani_l + 4,u2 Z Z a?aiik}XjX?nj%_lnj%_l—

=1 i=1 k=1

p p
—42 Y Y afagik(2k — 1)X; X[ Vin 2 n X

i=1 k=1
Aplicando a esperanca em ambos os lados, temos:

p p p
E{B}=2u> ofiE{X;V]} E{n> "} 4+4p> > Y " alajikE {X; X} E {n* 'n*"} -
=1

i=1 k=1
p p ‘
—4? Y Y afeik(2k - VE{X; X[} E{V,X]} E {n;* 'n;*"?}
i=1 k=1
Observando que n; é uma distribui¢ao simétrica e E {n;*~'} = 0, V¢ inteiro positivo,

temos;

p p p
E{B}=2u) ofiE{X;V]} E{n> " }4+4p>> " " alajikE {X; X} E {n;*TH 2} —

i=1 i=1 k=1

p p
—42 Y Y afajik(2k = )E{X;XT} E{V,X"} E {n;?0*h =3}

i=1 k=1

p p
E{B}=4*) > alajikE {X;X]} E {n;?*h =2}

i=1 k=1
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p p
E {B} =t 4,[12 Z Z O(?Oézikmg(i_i_k)_gR

i=1 k=1

Onde

3

P
Z Z Oéiikmz(z‘+k)—2
i=1 k=1

Logo,
E{B} = 44*a;R

Definimos C como:

C = —2“2 azkX;(2k — n;#2XTV;

k=1
p p T
(Vj + 2,u {Z Ozil{}Xjn]Qk_l — Z Oéik?Xj (2]6 — 1)nj2k_2X]TVj}>
k=1 k=1
C = —2“2 a2kX;(2k — Dn;#2XTV,
k=1
p
<Vf + 2y {Z apk X n, Z apkVIX;(2k — 1)n; ™ 2XT}>
k=1 k=1

C = —QMZaka (2k—1)n,* XTIV, VT -4y Zaikx (2k—1)n;*2XTV, ZaikXTnJ% Ly
= k=1 =

+4u22aikxj(2k— Ln*2XTV, ZakaTX (2k — 1)n;*2XT
k=1 k=1

Trocando os indices da primeira somatoéria de k por i ,temos:

p p p
C= =21 afi(2i—1)n X XTIV, VI—dp? " 0iX;(2i-1)n* ? XTIV, Y " ik X n

1=1 k=1

p p
A afiX;(20 — DnP XV T agkV] X (2k — e X

=1 k=1

C = —2;120( i(2i—1)n;*2X; XTV VT—4M ZZ& i kX (2i 1)X?VjXJTnj2i‘2n2,k*1+

J
i=1 k=1

+4y.2 Z Za iagkX;(2i — 1)(2k — 1)XTV, VI X n,;» 20,2 XT
=1 k=1

Aplicando o operador Esperanga Matematica e aceitando as suposicoes a respeito das

distribuicoes, temos:

E{CY=—2p) afi(2i— DB {X;X]}{V;V]} {n*?} -

i=1



4.5 Calculo do Desajuste 39

P P
—4p? Y Y " afoik(2i — WE{X;X]} E{V,XT} E {n;* *n;*""} +
i=1 k=1
p P
+4p2 Y 0 afoqik(2i — 1)(2k - WE{X;X]} E{V,V]} E{X;X]} E {n;**n;**"*}

i=1 k=1

B{CY = oy ai(2i - 1B {X,XT} B {V,VT} E {n,*} -

i=1

p p
4y 323 a2adik(2i ~ VE {X,XT} B {V,} B {XT} B {n %005} 4

i=1 k=1

PP
+4p? Z Z o?ajik(2i —1)(2k — 1)E {X]Xf} E {V]VJT} E {X]Xz"} E {an(z‘+k)—4}

=1 k=1

p p p
E{C}=—21) afi(2i—1)my sRZ;+4p> > Y~ alafik(2i—1)(2k—1)maiir—sRZR

i=1 =1 k=1

Definindo

p

ag = Z @122(22 — 1)m2i,2

i=1

p p
as =Y Y oloqik(2i — 1)(2k — 1)mag k)4

i=1 k=1

Temos:

E {C} = —ZIUCLQRZ]' + 4/1/2613RZJ'R

Somando as esperangas, encontramos o valor de Z;; [10]:
Zjo1 = E{A} + E{B} + E{C)

Zj 2 7Z; — 2uasZ;R + 4p°a; R — 2pasRZ; + 4p°asRZ;R
Zj+1 = Zj -+ 4u2a1R - 2IUCLQZ]'R — QMGQRZ]' + 4N2G3RZ]'R
Zj =Z; + 4p*a R — 2uas (Z;R + RZ;) + 4p*a;RZ;R (4.11)
Usando a propriedade do trago, podemos encontrar a relacao &, = [RZ;] = [A¥,], onde
A e ¥, sao matrizes diagonais e seus elementos nao nulos sao os autovalores de R e Z; e
o traco de uma matriz A é definido como [A], respectivamente.

Agora, vamos encontrar o valor de ¥; em estado estacionario. Isto pode ser encontrado

a partir da Eq.(4.10). Pelo célculo dos valores de ¥; quando j é suficientemente grande.



4.6 Convergeéncia no Tempo 40

Assim, o desajuste sera:
Calculando o desajuste M. Quando j — oo, V; — 0, pois V; = W, — W, como
Z;=F {VjVjT}. Temos que Z; — 0 quando j — oo, temos.

Zj1 = Z; + 4p*a R — 2uay (Z;R + RZ;) + 4p*a;RZ;R
Pela propriedade do traco [Z;R] = [RZ,], logo,
+4p°a R — 2pas (RZ; + RZ;) + 4p°asRZ;R = 0
+4p*a R — 2pa;RZj — 2pa;RZ; + 4pasRZ;R = 0
Como M = Rm—z2j e substituindo na equacao acima RZ; = Mmy, teremos:
4,u2a1R — 2uasMmy — 2uasMms + 4u2a3Mm2R =0
Dai

a1p[R]
asmg — pazms[R]

M = (4.12)

4.6 Convergeéncia no Tempo

Além do desajuste é importante estudar o tempo de convergéncia. Em geral, a constante
de tempo é definida para circuitos lineares de primeira ordem e mede o tempo em que
o algoritmo atinge cerca de 38% do erro inicial. A constante de tempo foi considerada
TiLMS = ﬁ O mesmo valor pode ser facilmente encontrado tracando uma linha, em
primeiro lugar passando por Wy e depois por W7y, e encontrar a hora em que esta linha
cruza o eixo de tempo [2].

Podemos usar a mesma légica para encontrar uma constante de tempo que pode nos dar
uma idéia do comportamento do algoritmo. No entanto, analisamos este comportamento
sO para o caso de uma unica entrada no vetor de referéncia, embora conclusoes semelhantes
pode ser obtida no caso em que os elementos de X; sao mutuamente estatisticamente

independentes. Depois de esbocar a linha, podemos ver que a constante de tempo é dada

W*
Wi

por 7; = [4]. Uma vez que temos o valor de W, o que precisamos fazer é encontrar

Wi, e sabendo que d; = s; + n;. Usamos a Eq.(4.2), e encontramos a seguinte equacao:

ay = Z ko? 2 (Qk - 1>E {s;*7"} E{n;'} (4.13)

1
1=0
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1
2uay’

Ti proposed =

Onde assumimos que todos os sinais sao estaciondrios e portanto s, = s, ou n, = ng

Vp, q[5].

4.6.1 Comparacao dos Algoritmos

Uma figura importante de mérito seria comparar os diferentes algoritmos, verificando o
equilibrio entre o tempo de convergéncia e o desajuste. Nos podemos realizar isso como
Walach e Widrow fez, usando um indice 5(K), que mediu o tempo de convergéncia para
os algoritmos, para o mesmo desajuste[14]. Usando o algoritmo Proposto como padrao,
podemos definir S(K) = T; proposed/Ti,Lms- Em que Tpoposto € 0 tempo de convergéncia do
algoritmo proposto, e 7; Lars € o tempo de convergencia do algoritmo a ser comparado. E
importante notar que seria vantajoso utilizar o algoritmo proposto, e nao os algoritmos
quando S(K) > 1.

Podemos realizar esta comparacao igualando o desajuste para a familia de algoritmos

LMS dado por xrms = A\ip e aquela dada por M, e encontrar uma taxa entre as duas

az i

5o bt— . A partir disso, nos
a1—a3p;

constantes de aprendizagem diferentes, que é do fiproposto =

encontramos,
i
HPropostod4

B(K) = (4.14)

Tabela 4.1: Desajuste tedrico e experimental encontrado para dois tipos de ruido: Gaus-

siano e Uniforme.

W 0.0010 0.0020 0.0030 0.0040 0.0050 0.0060 0.0070 0.0080 0.0090 0.0010
Teoretical 0.0082 0.0165 0.0261 0.0324 0.0533 0.0483 0.0722 0.0857 0.1019 0.1057
Experimental 0.0057 0.0220 0.264 0.0225 0.0256 0.0007 0.0390 0.0079 0.0066 0.0187

Desajuste e taxa de aprendizagem, quando os algoritmos estimam parametros escalares
multiplicado por um sinal sinusoidal embutido no ruido Gaussiano. Todos os algoritmos

sao ajustados para o mesmo desajuste.
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4.7 Resultados e Discussoes

A fim de verificar a validade dos resultados tedricos encontrados aqui, em primeiro lugar,
examinamos o desajuste. Ha uma série de motivagoes para realizar essa aplicagao, seja
porque o numero de parametros no algoritmo é grande ou porque ha diferentes tipos de
distribuicao de probabilidade para o modelo do ruido na planta. Assim, para o caso de
seis algoritmos que mostramos no exemplo, enquanto foram utilizados dois tipos de pdf:
Gaussiana e uniforme. Os resultados sao mostrados na Tabela 4.1 e implementado na

Figura.

10°

Learning Curve-LMSa2

Learning Curve-LMS

Learning Curve-LOG

Learning Curve-Convex

Learning Curve-LMSa3

Learning Curve-LMSa5

Learning Curve-Proposed Algorithm

107

Error

102}

10% I I I
0 500 1000 1500 2000

Number de iterations

Figura 4.4: A diferenca entre a estimativa de parametros reais com uma funcao do nimero
de iteragoes. Os parametros foram calculados pelos algoritmos LMSa2, LMS, LOG, Con-
vex, LMSa3 e LMSab e o algoritmo proposto quando um sinal sinusoidal esta embutido

no ruido Gaussiano. Todos os algoritmos sao ajustados para o mesmo desajuste.

Os sinais s; ¢ um sinal senoidal e n; é um sinal Gaussiano de média zero e variancia
unitaria, enquanto dy = 1 - sy + nx. Em que 1 é um escalar, e a entrada de referéncia
Ty = s [6].

E importante comparar os diferentes tipos de algoritmos. Para este efeito, foi utilizado o
algoritmo de Vitor Nascimento H.[7](que chamamos de LMSa2), algoritmo de Walach e
Widrow [3](que chamamos de LMS), o algoritmo de Muhammed O.Sayin [12](que chama-
mos de LOG), algoritmo de Haiquan Zhao e Lu [9](que chamamos de LMSa3) e algoritmo
de Bijit Kumar(que chamamos de LMSab). Podemos realizar esta forma semelhante a
Walach e Widrow, usando um indice S(K) que mede o tempo de convergéncia dos algo-

ritmos para o mesmo desajuste.
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Nos executamos o algoritmo proposto com N = 5 e P = 3, e encontramos desajuste

para diferentes taxas de aprendizagem, como mostrado na Figura.

10° w

— LMSa2

—LMS

——LOG

Convex

—— LMSa3

LMSa5

Proposed Algorithm

-
e
T

Misndjustment

-

o
[
T

10-3 1 I
0 500 1000 1500 2000

Learning rate

Figura 4.5: Desajuste e taxa de aprendizagem, quando os algoritmos estimam parametros

escalares multiplicado por um sinal sinusoidal embutido no ruido Gaussiano.

Nés podemos fazer essa comparacao igualando os desajuste dado por fiyroposto = %,
1

onde p; representa p do algoritmo a ser comparado, e para encontrar uma taxa de apren-

dizagem entre diferentes constantes.

— Hysaz™ 0-045
= 0.050
= 0.047
Beonvex 0.035
= 0.045
= 0.055

HLms

YLoG

HLmsas

PLmsas

uPropr.osed Algurithm=c"c'38

Error

0 500 1000 1500 2000
Learning Rate

Figura 4.6: Simulando valores de p dos diferentes algoritmos em comparagao com o
algoritmo Proposto, quando um escalar multiplicando por um sinal sinusoidal embutido

no ruido Gaussiano para o mesmo desajuste.

Com a variacao do u, o algoritmo Proposto aumentou a sua convergéncia, em comparagao
com os outros algoritmos, que sofreram perdas e ganhos. No entanto, o algoritmo Pro-
posto teve um pequeno aumento no seu erro. Ainda assim, o algoritmo Proposto é mais
rapido quando comparado com os outros algoritmos [9)].

Note que quando S(K) > 1, o algoritmo Proposto tem o melhor custo em comparagao

com os outros algoritmos. O algoritmo LOG [12] convergiu melhor do que o algoritmo
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LMS em todas as simulagoes e o algoritmo convergiu com maior robustez e melhor velo-
cidade de convergéncia.

Ao acessar as estatisticas do sinal de entrada d;, ou simplesmente controlando o A, que ¢é
independentemente da distribuigao do ruido na Eq.(5.13), pode-se ver que podemos obter
um melhor desempenho para o algoritmo Proposto do que o LMSa2, LMS, LOG, Convex,
LMSa3 e LMSab.

A fim de ter um resultado real para mostrar a eficacia do algoritmo Proposto, comparou-
se 0 tempo de convergéncia para os mesmos dados do exemplo acima, usando o raciocinio
acima para encontrar as constantes de aprendizagem para o algoritmo Proposto e os al-
goritmos LMSa2, LMS, LOG, Convex, LMSa3 e LMSa5, mantendo o mesmo desajuste.
Realizamos simulacoes onde o ruido tiveram diferentes distribuicoes, tais como bimo-
dal(sinal sinusoidal) e uniforme. No entanto, como a familia de algoritmos propostos por
Walach e Widrow [15] é mostrado a comportar-se pior do que o LMSa2, LMS, LOG,
Convex, LMSa3 e LMSab principalmente no caso em que o ruido é Gaussiano, mostramos
na Figuras.(4.2) e (4.3) apenas o resultado para este caso.

Taxa de aprendizagem dos «j no algoritmo Proposto. Quando 7 — 0o o erro ejz-k — 0

portanto:

0.54

0.52 [

0.5 - ’
0 500 . 1000 1500
Learning rate

_ 0.502

0.501 (

0.5

)

Misnd|

0 500 1000 1500
Learnina rate

Figura 4.7: Taxa de aprendizagem dos «j, do algoritmo Proposto. com um escalar multi-

plicando por um sinal senoidal embutido no ruido Gaussiano para o mesmo desajuste.

Nés também podemos ver como o coeficiente a4, se comporta examinando a Fig.(4.5). Po-
demos ver que previu corretamente seu comportamento, como na Eq.(5.9). Com efeito,

como o erro diminui, os coeficientes ay convergem rapidamente.
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4.8 Conclusao do Capitulo

Neste trabalho foi proposto um algoritmo que usa a funcao §; = Zp: aiFE {ej%} com uma
funcao de custo age sobre o erro no filtro adaptativo. Pode ser Vi:t:Ol nas figuras que pode-
mos obter um melhor desempenho para o algoritmo proposto que os algoritmos LMSa2,
LMS, LOG, Convex, LMSa3 e LMSa5 controlar oy que é independente da distribuicao de
ruido.

Para ter resultados reais para mostrar a eficiencia do algoritmo proposto, comparamos
o tempo de convergencia para o mesmo desajuste. Realizamos simulacoes de ”Monte
Carlo”onde o ruido tinha diferentes distribuigoes como Gaussiano e uniforme. No en-
tanto, como a familia de algoritmos proposta por Walach e Widrow foram mostradas a
comportar-se pior do que os algoritmos LMSa2, LMS, LOGI[12], Convex, LMSa3 e LMSa5
principalmente no caso em que o ruido é Gaussiano, mostramos nas figuras.(4.4),(4.5) e
(4.6) apenas o resultado para este caso.

A utilizacao das estatisticas de alta ordem, como forma de mais informacoes sobre si-
nais, tem-se demostrado de grande importancia em sistemas adaptativos. Apesar disto
poucos pesquisadores tem utilizado tais técnicas, provalvelmentate devido as dificuldades
matematicas das nao linearizagoes.

Neste trabalho, mostramos uma anélise matematica para descrever a aplicacao de fungoes
nao lineares, como critério aplicado sobre o erro. As equacoes obtidas mostram-se ade-
quadas e através de simulacoes obtemos a indicacao de sua veracidade.

Nas simulagoes o algoritmo Proposto mostrou-se mais eficiente quando comparado com
os outros algoritmos da familia do LMS. Esta eficiéncia acentua-se devido a otimizacao
dos parametros ay. Com a implementagao deste algoritmo obtivemos melhor estabilidade

e maior velocidade de convergéncia com isso tivemos um menor erro.
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5 O Algoritmo Proposto

5.1 Introducao

Neste capitulo mostraremos a teoria desenvolvida no capitulo anterior, o desenvolvimento
P
: = _ 2 2% o
do algoritmo Proposto, na qual escolhemos a funcao §; = > o E {ej } com aplicacao
k=1
sobre o erro. o nosso objetivo é que o algoritmo Proposto ajuste os pesos do combinador
linear de forma tal a minimizar esta funcao. Mostraremos também que a superficie de

desempenho oferece maior velocidade de convergéncia, bem como um menor desajuste [8].
= L 2 2k
5.2 A Funcgao ¢ = kz arF {ej }
=1

P

A fungdo & = >, aiF {e?’“} é uma funcao nao linear, par, continua e simétrica, como
k=1

estd representado na figura (4.2). Esta fungdo como podemos ver, ndo possui minimo

local, apenas minimo global.

p
Figura 5.1: Grafico da superficie gerada pela fungio & = > o E {€3*} e os pesos Wy e
k=1

W, variam de -2 a 2.

Uma outra caracteristica desta funcao é que, para um valor fixo de ay, podemos deter-
minar intervalos [—d, 0] onde as curvas da funcdo tem inclina¢oes maiores que a curva da

fungao quadrética, podemos observar esta caracteristica na figura.(4.3).
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Figura 5.2: Grafico das superficies gerada pelo algoritmo Proposto com variagao dos oy

e os pesos Wg e Wy variam de -2 a 2.

5.3 Derivacao do Algoritmo Proposto

Para desenvolver o algoritmo Proposto, otimizamos o parametro oy da funcao de custo

15].

&=Y opE{e*}. (5.1)
k=1

Entao a cada iteracao, no processo adaptativo teremos uma estimacao do gradiente da

forma

I (5.2)

V& =2 [alE {e?} asF {e?} ....... a,E {e?p}
Com esta simples estimacao do gradiente, podemos especificar o algoritmo Proposto que
é dado por:

Apjr1 = kg — 1VE;

A j+1 = O 5 — 2’70%7]‘6]‘2’6, k= 1, 2, s D (53)

Este é o algoritmo Proposto.

O 7 é uma constante que regula a velocidade e a estabilidade de adaptacao.
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Figura 5.3: Gréfico da fun¢ao §; = > aiF {e?k}, onde podemos ver a maior inclinacao
k=1

da primeira e os pesos Wy e Wy variam de -2 a 2.
5.4 Convergéncia do Vetor Peso, constante de tempo

e Desajuste

De acordo com a Eq.(4.10), o limite de v para garantir a convergéncia do algoritmo

Proposto é dado por [10]:

0<~v< . 5.4
A constante de tempo do algoritmo Proposto , dericadas apartir de Eq.(4.13), é
Ti,proposto = 2ﬂa4 . (55)
O desajuste, de acordo com a Eq.(4.12), é determinado por:
R
M = R (5.6)

asmg — pazms[R]

Para fazer a comparacao entre o algoritmo Proposto com o LMS e os demais algorit-
mos, inicialmente determinamos a relacao entre os parametros do passo dos algoritmos,

considerando desajustes iguais [13].

ai ,uPropostotr [R]
Ao — ,uPropostoa?)tr [R]

pitr[R] =
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Q2 g

el 5.7
2a1 — agpy;’ (5.7)

Hproposto =
onde p; é o p do algoritmo a ser comparado.

Usamos o indice Sx que tem como razao as constantes de tempo do algoritmo proposed

e do LMS, substituimos estas equagoes e obtemos:

Ti,Proposto
B(K) = Li,Proposto

Ti,LMS
1
21a4
BK) = 5~
2uiN;
i\
K) = . 5.8
B =L (5.8)

5.5 Simulacoes do algoritmo Proposto

O objetivo é verificar a exatidao das equagoes derivadas no capitulo anterior, fizemos
simulagoes onde comparamos o desempenho do algoritmo Proposto com o algoritmo LMS

e os outros algoritmos [3].

Learning Curve-LMSa2

Learning Curve-LMS

Learning Curve-LOG

Learning Curve-Convex

Learning Curve-LMSa3

Learning Curve-LMSa5

Learning Curve-Proposed Algorithm

Error

0 500 1000 1500 2000
Number de iterations

Figura 5.4: A diferenca entre a estimativa de pardametros reais com uma fun¢ao do niimero
de iteracoes. Os parametros foram calculados pelos algoritmos LMSa2, LMS, LOG, Con-
vex, LMSa3 e LMSab e o algoritmo proposto quando um sinal sinusoidal esta embutido

no ruido Gaussiano. Todos os algoritmos sao ajustados para o mesmo desajuste.

Nos executamos o algoritmo proposto com N =5 e P = 3, e encontramos desajuste para

diferentes taxas de aprendizagem, como mostrado na Figura.
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Figura 5.5: Desajuste e taxa de aprendizagem, quando os algoritmos estimam parametros

escalares multiplicado por um sinal sinusoidal embutido no ruido Gaussiano.

N6s podemos fazer essa comparacao igualando os desajuste dado por fipreposto = #’Zgu_,
7

onde u; representa p do algoritmo a ser comparado, e para encontrar uma taxa de apren-

dizagem entre diferentes constantes [7].

—— M msa2™ 0.045
= 0.050
= 0.047
Heonvex™ 0.035
= 0.045

HLms

YLoG

P msa3

Hipsas™ 0055

uPropr.osed Algurithm=c"c'38

Error

0 500 1000 1500 2000
Learning Rate

Figura 5.6: Simulando valores de p dos diferentes algoritmos em comparagao com o
algoritmo Proposto, quando um escalar multiplicando por um sinal sinusoidal embutido

no ruido Gaussiano para o mesmo desajuste.

Onde p e v sao constantes que controlam a estabilidade, a taxa de convergéncia e de

aprendizagem do algoritmo Proposto.

Taxa de aprendizagem com a otimizacao dos ay do algoritmo Proposto. Quando 7 — oo

o erro 3 — 0 portanto:
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Figura 5.7: Taxa de aprendizagem dos «aj do algoritmo Proposto com um escalar multi-

plicando por um sinal senoidal embutido no ruido Gaussiano para o mesmo desajuste.

5.6 Conclusao do Capitulo

Neste capitulo mostramos o desenvolvimento da implementacao do algoritmo Proposto
que utiliza a soma do erro da funcao §; = zp: aiFE {e?k}, a qual queremos minimizar. Isto
k=1

origina o algoritmo proposto.

Este algoritmo mostrou uma melhora no seu desempenho e diminuicao do erro, quando
comparado com o LMS e os demais algoritmos. Melhora esta que mostrou-se dependente
do parametro oy que foram otimizados, ou seja, ao aumentarmos o valor do «ay, conse-
quentemente aumenta a inclinacao da superficie de desempenho. O algoritmo Proposto
aumenta a velocidade de convergéncia dos pesos e proporciona um menor erro, mantendo
o mesmo desajuste. Dando mais énfase a esta caracteristica do algoritmo Proposto, temos
a Tabela 4.1, os valores do indice de desempenho [3(K), obtidos para vérios valores de ay,,

em cada uma das duas distribuigoes do ruido [8].

Desajuste teorico e experimental encontrado para dois tipos de ruido: Gaussiano e

Uniforme.

I 0.0010 0.0020 0.0030 0.0040 0.0050 0.0060 0.0070 0.0080 0.0090 0.0010
Teoretical 0.0082 0.0165 0.0261 0.0324 0.0533 0.0483 0.0722 0.0857 0.1019 0.1057
Experimental 0.0057 0.0220 0.264 0.0225 0.0256 0.0007 0.0390 0.0079 0.0066 0.0187

Desajuste e taxa de aprendizagem, quando os algoritmos estimam parametros escalares
multiplicado por um sinal sinusoidal embutido no ruido Gaussiano. Todos os algoritmos

sao ajustados para o mesmo desajuste.
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6 Conclusao e Proposta de Continuidade

6.1 Conclusao

A utilizacao de estatistica de alta ordem, como uma forma de obtencao de mais in-
formacoes sobre sinais, tem-se demostrado de grande valia em sistemas adaptativos. Ape-
sar disso, poucos pesquisadores tem-se utilizado de tais técnicas, provavelmente devido as
dificuldades matematicas advindas das nao linearizagoes.

Neste trabalho, mostramos uma andlise matematica para descrever a aplicacao de fungoes
nao lineares, pares e continuas, as quais admitem expansao em série de Taylor, como
critério aplicado sobre o erro. As equagdes obtidas mostraram-se adequadas e através de
simulagoes obtemos a indicagao de sua veracidade.

Nas simulagoes o algoritmo Proposto mostrou-se mais eficiente quando comparado com
o LMS e outros algoritmos. Esta eficiéncia acentua-se ao aumentarmos a inclinacao da

superficie de desempenho devido os paramtros a4, terem sido otimizados.

6.2 Proposta de Continuidade

Para trabalhos futuros podemos utilizar o algoritmo Proposto melhorando sua superficie
de desempenho para determinacao das componentes determinisisticas de um sinal de ele-
trocardiograma (ECG) ou de um sinal de eletroencefalograma (EEG), podemos obter um
melhor desempenho quando comparamos os resultados advindos da utilizagao da familia

de algoritmos do LMS para realizar a mesma funcao.
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