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RESUMO

Neste trabalho, apresenta-se o desenvolvimento e a anélise da estabilidade nu-
mérica de um novo algoritmo critico adaptativo para aproximar a funcao valor
de estado para o projeto do sistema de controle 6timo online, utilizando o re-
gulador linear quadratico discreto (DLQR), com base em programacgao dindmica
heuristica (HDP). O algoritmo proposto faz uso de transformacoes unitarias e mé-
todos de decomposicao QR para melhorar a eficiéncia da aprendizagem online na
rede critica por meio da abordagem dos minimos quadrados recursivos (RLS). A
estratégia de aprendizagem desenvolvida fornece melhorias no desempenho com-
putacional em termos de estabilidade numeérica e custo computacional, que visam
tornar possiveis as implementacoes em tempo real da metodologia do projeto de
controle 6timo com base em paradigmas de aprendizado por reforco ator-critico. O
comportamento de convergéncia e estabilidade numérica do algoritmo online pro-
posto, denominado RLS,-QR-HDP-DLQR, sao avaliados por meio de simulagoes
computacionais em trés modelos Miltiplas-Entradas e Multiplas-Saidas (MIMO),
que representam o piloto automéatico de uma aeronave F-16 de terceira ordem,
um circuito de quarta ordem RLC com duas tensoes de entrada e dois niveis de
tensao controlaveis, e um gerador de inducao duplamente alimentados com seis

entradas e seis saidas para sistemas de conversao de energia edlica.

Palavras-Chave: Programacao Dinamica, Aprendizagem por Reforco, Pro-
gramacdo Dinamica Heuristica, Controle Multivariavel, Controle Otimo, Regula-

dor Linear Quadratico Discreto, Minimos Quadrados Recursivos, Decomposicao

QR.



ABSTRACT

The development and the numerical stability analysis of a new adaptive critic
algorithm to approximate the state-value function for online discrete linear quadratic
regulator (DLQR) optimal control system design based on heuristic dynamic pro-
gramming (HDP) are presented in this work. The proposed algorithm makes use
of unitary transformations and QR decomposition methods to improve the on-
line learning efficiency in the critic network through the recursive least-squares
(RLS) approach. The developed learning strategy provides computational per-
formance improvements in terms of numerical stability and computational cost
which aim at making possible the implementations in real time of optimal control
design methodology based upon actor-critic reinforcement learning paradigms.
The convergence behavior and numerical stability of the proposed online algo-
rithm, called RLS,-QR-HDP-DLQR, are evaluated by computational simulations
in three Multiple-Input and Multiple-Output (MIMO) models, that represent the
automatic pilot of an F-16 aircraft of third order, a fourth order RLC circuit with
two input voltages and two controllable voltage levels, and a doubly-fed induction

generator with six inputs and six outputs for wind energy conversion systems.

Keyword: Dynamic Programming, Reinforcement Learning, Heuristic Dy-
namic Programming, Multivariable Control, Optimal Control, Discrete Linear

Quadratic Regulator, Recursive Least-Squares.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Introducao

Na atualidade, diversos problemas sao encontrados nos mais diversos tipos
de setores ligados a industria, ciéncia, tecnologia, economia e muitos outros que
necessitam de algum tipo de controle que garanta que o processo funcione apro-
priadamente e satisfaca os objetivos de desempenho prescritos. Com a evolugao
de processos industriais e com novas aplicagoes para controle surgindo a cada mo-
mento (Franklin et al. 2014), técnicas de controle moderno devem ser aplicadas
para controle em tempo real dessas plantas. A teoria de controle adaptativo (Lewis
and Vrabie 2009¢) apresenta uma abordagem eficiente e com bons resultados para
esses problemas.

Em uma outra perspectiva de projeto de controle, tem-se a teoria de controle
6timo que lida com a operacao de um sistema dindmico com um custo minimo
(Lewis et al. 2012)(Kirk 2004)(Friedland 2005)(Falb 2006). N&o obstante, no fi-
nal, ap6s o controlador ser projetado, ele é colocado em servigo sem mecanismos
associados para adaptar seu projeto em resposta as mudancas no contexto (planta,
ambiente, medidas de desempenho associadas). Os projetos de controle sdo nor-
malmente realizados via solucao offline da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman
(por exemplo, a equacdo de Riccati), tendo por base um modelo detalhado da
dindmica da planta.

Controladores adaptativos, por sua vez, aprendem online para controlar siste-

mas com dinamicas desconhecidas usando dados medidos em tempo real ao longo
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da trajetoria do sistema. Neste quadro, incertezas de modelagem podem existir,
incluindo os parametros imprecisos, dinamicas nao-modeladas de alta frequéncia,
e perturbacoes. Além disso, tanto a dinamica do sistema quanto os objetivos de
desempenho podem mudar com o tempo. Entretanto, controladores adaptativos
nao sao geralmente projetados com a qualidade de serem 6timos no sentido de
minimizarem funcoes de custo como definido no quadro de controle 6timo.

Em uma classe de métodos denominada controle adaptativo indireto (Astrom
and Wittenmark 1994), emprega-se técnicas de estimagao para se determinar os
parametros do modelo a partir das medidas de entrada e saida do sistema e, em
seguida, usa-se o modelo obtido para resolver a equagao de projeto 6timo (equagao
de Hamilton-Jacobi-Bellman). Sabe-se bem que procedimentos de modelagem e
identificacdo para a dinamica de um dado sistema nao linear, muitas vezes, é um
procedimento iterativo demorado o qual requer projeto de modelo, identificacao
de parametro e validacao de modelo em cada iteracao. Esta técnica torna-se ainda
menos vidvel quando o sistema apresenta dindmicas nao lineares desconhecidas as
quais se manifestam em certas regioes operacionais.

Tornou-se entao necessario desenvolver um método online que fornecga solucoes
de controle 6timo para um sistema com dinamica nao-linear sem fazer referéncia
aos parametros do modelo de tal sistema. Uma alternativa para suprir essa neces-
sidade sdo os métodos de programacao dinamica aproximada (Adaptive Dynamic
Programming - ADP). Tal abordagem emprega um mecanismo "para frente no
tempo"que busca por uma politica de controle 6tima adaptando sucessivamente
duas estruturas paramétricas, nominalmente uma rede de acao e uma rede critica,
para aproximar a solucao da equacao HJB. A rede de acao calcula as acoes de
controle, enquanto a rede critica aprende a aproximar a funcao valor. Esta funcao
avalia o efeito do controle sobre o seu desempenho futuro, e fornece diretrizes so-
bre como melhorar a lei de controle. Essas estruturas combinadas com métodos de
aprendizagem por reforco (Reinforcement Learning - RL) tém sido usados como
um quadro de "aprendizagem independente de modelo"que resolve problemas de
decisao 6tima em tempo real.

A programacao dinamica aproximada, também conhecida como programacao
neuro-dindmica retrocede, no minimo, ao ano de 1968 (Werbos 1968) quando

Werbos propds a construgao de sistemas de aprendizagem por refor¢co por meio
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de aproximacgoes adaptativas para a equacao HJB. Antes de 1968, pesquisa em
RL e pesquisa relacionada a programacao dinamica eram duas areas independen-
tes. Outros pesquisadores que contribuiram na formulacao de ADP destacam-se
Barto (Barto et al. 1983), Widrow (Widrow et al. 1973), Howard (Howard 1960),
Watkins (Watkins 1989), Bertsekas e Tsitsiklis (Bertsekas and Tsitsiklis 1996).
Segundo Lewis e Derong (Lewis and Liu 2012), ADP refere-se a uma familia de
métodos ator-critico para encontrar as melhores solucoes em tempo real. Estas
técnicas utilizam melhorias computacionais, como aproximacao de funcao, para
desenvolver algoritmos para sistemas complexos com distirbios e incertezas na
sua dinamica.

A aprendizagem por reforco descreve uma familia de sistemas de aprendizado
de maquina que operam com base em principios utilizados em animais, grupos
sociais e sistemas naturais. Métodos RL foram usados por Ivan Pavlov na década
de 1860 para treinar seus caes (Pavlov 1927). RL refere-se a um ator ou agente
que interage com seu ambiente e modifica suas acoes ou politicas de controle
baseadas em estimulos recebidos em resposta a suas acoes. Os algoritmos de
RL sao construidos baseados na ideia de que as decisoes de controle de sucesso
devem ser lembradas, por meio de um sinal de reforco, de tal forma que elas se
tornam mais propensas a serem usadas outra vez. Desta forma, o foco do processo
de aprendizagem é voltado para um indice de desempenho que quantifica o quao
proximo da otimalidade esté o sistema de controle de malha fechada em operacao,
ja nao tendo como objeto de interesse a dinamica do sistema.

E importante ressaltar que para implementacoes em tempo real de controla-
dores 6timos adaptativos em sistemas computacionais (FPGA, ASIC e PSoC), al-
goritmos de ADP devem contar primeiramente com aproximadores de funcao que
encontrem "boas'"solu¢oes aproximadas da equagao HJB no sentido de atender al-
guns parametros de desempenho, tais como: Convergéncia Paramétrica, Reducao
do Quvershoot, Estabilidade Numérica, Tempo de Convergéncia e Complexidade
Numérica.

Assim, focando-se em melhorar o desempenho de algoritmos de ADP para con-
trole em tempo real, com respeito aos parametros mencionados acima, apresenta-
se, neste trabalho, o desenvolvimento de um método critico adaptativo baseado em

transformacoes unitarias e decomposicao QR, as quais sao incorporadas na rede
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critica para melhorar a eficiéncia da aprendizagem online por meio da abordagem
dos minimos quadrados recursivos (Recursive Least Square - RLS). Especifica-
mente, esses esquemas sao orientados para resolver online a equacao HJB do tipo
Riccati associada ao problema do regulador linear quadratico discreto (Discrete
Linear Quadratic Regulator - DLQR). Como citado em (Golub and Loan 1996),
(Haykin 1995), (Horn and Johson 1987), (de Campos and Strang 2009), métodos
de decomposicao QR constituem uma excelente ferramenta matematica que pro-
movem maior robustez, reducao da complexidade e a capacidade de uma possivel

implementacao em microcontroladores por meio da implementacao sistolica.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Portanto os objetivos principais desse projeto sao:

e Desenvolver métodos de solucdo online de Controle Otimo do tipo Regulador
Linear Quadratico Discreto (DLQR) por meio de Programagao Dinamica
Aproximada (ADP)

e Desenvolver um algoritmo de Controle Otimo Adaptativo que possua total

capacidade de implementacao em ambiente industrial.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Desenvolver Algoritmo de ADP com melhor desempenho compu-

tacional a nivel de custo computacional

Com a evolugao exponencial da computacao, a preocupagdo com a otimi-
zagao da execucao dos algoritmos de controle foi ignorada. Porém, para
algumas solucoes em tempo real, essa problematica nao pode ser descar-
tada, necessitando assim de um algoritmo de alto desempenho de execucao.
Assim, pela teoria da complexidade computacional, um problema é conside-
rado como inerentemente dificil se a sua solugao requer recursos significati-

vos, qualquer que seja o algoritmo usado. A teoria formaliza esta intuicao
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por meio da introducao de modelos matematicos de computacao para estu-
dar e quantificar os recursos necessarios para resolvé-los, tais como tempo,
armazenamento, quantidade de comunicacao, niimero de portas no circuito

e niimero de processadores (Papadimitriou 1994) (Arora and Barak 2006).

e Melhorar a estabilidade numérica na execucao de algoritmos com-
plexos como o RLS,-HDP-DLQR

Quando se combina varias técnicas de controle em um tnico algoritmo é
normal que ocorra problemas com estabilidade numérica na execucao desse,
logo serd necessaria uma andlise da estabilidade do algoritmo. No contexto
do presente trabalho isso ocorre devido ao feno6meno de instabilidade numé-
rica que se refere a uma classe de problemas onde as variaveis atualizadas
na implementacao computacional dos métodos RLS para solucao online de
controle 6timo DLQR perdem suas propriedades tedricas. Exemplos de tais
propriedades sao a simetria e a positividade da matriz de covariancia da
abordagem RLS. Devido aos problemas de mal condicionamento dessa ma-
triz, a solucao para uma politica de decisao 6tima para um dado ponto de

operacao pode nao convergir.

1.3 Motivacao

Com o avanco de tecnologias de informacgao e a necessidade por solucoes de
controle de alto desempenho tem havido um interesse crescente no desenvolvi-
mento de métodos de controle 6timo que tenham especificagoes necessarias para
sua implementacao no mundo real. Dentre esses requisitos estao a quantidade de
célculos e o uso de memoria, com custo computacional relativamente baixo, de
modo que algoritmos de controle 6timo possam ser executados por microproces-
sadores industrializados, os quais sao responséaveis pelo controle de automoveis,
aeronaves, maquinas automaéticas e processos industriais. Outro requisito ¢ a ca-
pacidade de tais algoritmos operarem satisfatoriamente mesmo na presenca de
mal-condicionamento do sinal de entrada e erro de quantizacao (erro de arredon-
damento). Esses sdo os principais topicos que impulsionaram o desenvolvimento
dessa pesquisa tendo em vista o projeto de algoritmos de ADP para controle 6timo

com maior capacidade para operarem em sistemas embarcados.
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1.4 Estado da Arte

Em um mundo onde os processos devem ser aprimorados em busca de maior
producao e menor consumo a automacao ganha papel de destaque. Para isso varias
técnicas de controle tem sido propostas buscando alcancar indices de satisfacao,
uma metodologia bem estudada é a do Controle Otimo que busca em sua solucio
minimizar ou maximizar um indice de desempenho associado ao comportamento
da planta (Dierks and Jagannathan 2011) (Quirion et al. 2004) (Anderson and
Moore 1990). A principal desvantagem das abordagens classicas de controle 6timo
¢ que elas resolvem a equagao de projeto HJB (Hamilton-Jacobi-Bellman) (Lewis
and Vrabie 2009¢) de modo off-line, o controlador é ajustado antes de entrar em
operacao, tornando o sistema pouco robusto a possiveis variagoes paramétricas.

Em busca de uma abordagem que forneca solucdes mais abrangentes para
problemas de controle 6timo, surge a Programacgao Dinamica (Dynamic Program-
ming - DP) que ganhou espago como um método que busca encontrar a solugao
6tima em problemas de decisao sequenciais. A DP foi desenvolvida no final dos
anos 1950 com o trabalho de Bellman e Pontryagin (Bellman and Kalaba 1965)
(Bellman 2003)(Bertsekas 1987) (Bertsekas 1995). O problema da programagao
din&mica é ela ser um procedimento "para tras no tempo"que nao oferece métodos
para resolver problemas de controle 6timo de uma forma "para frente no tempo",
caracteristica necessaria para controle em tempo real.

Na tentativa de desenvolver um método que tivesse caracteristicas de apren-
dizado parecida com a dos animais surge a Aprendizagem por Refor¢o (RL) que,
segundo Sutton e Barto (Sutton and Barto 1998) (Sutton et al. 1992), é um for-
malismo da inteligéncia artificial que permite aos sistemas aprenderem a tomar
"boas"decisoes (politicas de controle) observando o seu proprio comportamento, e
usarem estratégias embutidas para melhorar suas agoes através de um mecanismo
por reforgo. Isso garante que o sistema aprenda qual serd a melhor decisao ba-
seada em experiéncias passadas, possibilitando o uso de estratégias para projetar
sistemas para os quais modelos explicitos nao estao disponiveis.

Assim buscando uma técnica que venha a combinar as caracteristicas dos trés
métodos anteriores, chega-se a Programagao Dinamica Aproximada (Murray et al.
2002) (Stingu and Lewis 2010) que é uma classe de algoritmos que fornece uma

solucao online para problemas de controle 6timo usando representacoes aproxima-
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das da funcao valor a ser minimizada tendo por base o principio da otimalidade
de Bellman. O uso da técnica do critico adaptativo permite que a aplicacao seja
online, porque ela efetivamente resolve as equacoes de otimizacao HJB em uma
maneira "para frente no tempo", enquanto que a programacao dinamica tradici-
onal, como ja mencionado anteriormente, requer um procedimento "para tras no
tempo", (Werbos 1990).

ADP tem mostrado inimeras aplicacoes em projeto de controle étimo online,
tais como aeronaves de alto desempenho ou sistemas de misseis, (Bertsekas et
al. 2000), piloto automatico, (Ferrari and Stengel 2004), (Lin 2005), e robotica,
(Khan and Lewis 2012). Em (Viana da Fonseca Neto et al. 2013), os autores
desenvolveram um novo método para o projeto de sistemas de controle 6timo
online para geragao de energia eélica e solar com base em paradigmas ADP. Pode-
se também citar como importantes pesquisas na area de ADP (Lewis and Vrabie
2009a), (Wang et al. 2009b), (Wang et al. 2009a) e (Busgoniu et al. 2011). Além
de outras aplica¢oes bem sucedidas que sao apresentadas em (Weber and Mayer
2008), e seus trabalhos incluem aprender a controlar: robos moveis autonomos,
helicopteros, PH industrial, plantas de oxidacgdo, e gestao do trafego aéreo.

Uma outra preocupacao para a realizacao de controle 6timo em tempo real
trata-se da estabilidade e desempenho dos algoritmos de controle. A estabilidade
numérica é uma caracteristica que garante que o algoritmo apresentara o mesmo
comportamento ao passar do tempo de execucao (Robert and George 2001). Para
isso, propoe-se o desenvolvimento de uma metodologia baseada em decomposi-
¢oes ortogonais para melhorar o condicionamento numérico das matrizes internas
desses algoritmos, (Decomposicao QR) (Shoaib 2006) (Qingyan 2008), permitindo
assim que o sistema opere satisfatoriamente mesmo na execucao de calculos ma-
triciais mais complexos, tais como: multiplica¢ao/divisdo, radiciagdo, inversao e
outros.

Ainda, deve-se analisar o custo e o tempo computacional do algoritmo (Pa-
padimitriou 1994). O custo computacional de um algoritmo esta relacionado a
quantos flops (numero de operagoes matematicas realizadas por um microproces-
sador) sao requeridos para execu¢ao do mesmo, (Golub and Van Loan 1996). O
tempo computacional (tempo que o algoritmo leva para executar uma iteragao do

algoritmo) pode ser reduzido por meio da simplificacdo de operag¢des matematicas
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envolvidas no algoritmo (Arora and Barak 2006).

1.5 Organizacao da Dissertacao

Este trabalho contém 7 capitulos e mais 3 apéndices, que serao necessarios para
apresentar a base teorica sobre os assuntos abordados no trabalho, bem como as
contribuigoes e realizagoes desenvolvidas no mesmo. No final do documento, estao
expostos conhecimentos matematicos que ajudarao na formulacao da metodolo-
gia para projeto e avaliacao de algoritmos de controle 6¢timo online baseado em
paradigmas de ADP, proposta neste trabalho.

O trabalho estd organizado em capitulos que abordam: Formulacoes de
Controle Otimo desde as abordagens de Bellman de Programacao Dinamica
até formulacoes que empregam aproximacoes de programacao dindmica por meio
de criticos adaptativos, Decomposicao QR aplicada para o desenvolvimento de
algoritmos de controle 6timo online, Complexidade Computacional na avalia-
cao de parametros da execucao dos algoritmos desenvolvidos no trabalho, Simu-
lagoes com os resultados e graficos dos sistemas avaliados.

Assim, no Capitulo 2 é apresentada a teoria relacionada a aprendizagem por
reforco a qual é caracterizada como um mecanismo que engloba processos de
decisao markovianos, programacgao dinamica, esquemas de iteracao de politica e
diferencas temporais. E discutido ainda as principais abordagens para a solucéo de
problemas de controle 6timo, a saber: calculo variacional, programacao dinamica
para tras e programacao dinamica para frente.

No Capitulo 3, apresenta-se o desenvolvimento de esquemas HDP para deter-
minar a politica de controle 6tima para o problema DLQR que esta relacionado
com a solugao da equacao HJB-Riccati. O problema da maldigao da dimensionali-
dade é discutido no contexto de realizagoes online. O capitulo 4 é onde se explicita
as principais contribuicoes do trabalho, ou seja, a proposta de uma metodologia
de projeto para sistemas de controle 6timo online baseada em ADP e o desen-
volvimento matematico necessario para o projeto dos dois algoritmos resultantes
dessa metodologia, nominalmente RLS,-HDP-DLQR e RLS,-QR-HDP-DLQR.

No Capitulo 5, apresenta-se a Complexidade Computacional bem como alguns

métodos para avaliacao da mesma, como: Custo Computacional, Estabilidade
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Numérica e Tempo de Convergéncia. Na sequéncia, testes computacionais sao
apresentados, Capitulo 6, verificando a melhoria dos algoritmos RLS,-QR-HDP-
DLQR desenvolvidos ao usar decomposicao QR. O desempenho computacional é
avaliado a nivel de estabilidade numérica desses algoritmos.

No Capitulo 7, apresentam-se as conclusoes sobre as metodologias abordadas
para aproximacao da solucao da equacao HJB-Riccati e sugestoes de trabalhos
futuros. Por fim, os Apéndices sao voltados para complementar a fundamenta-
cao das abordagens utilizadas. Nas Referéncias Bibliograficas, lista-se o acervo
utilizado na construcao das bases so6lidas necessarias ao desenvolvimento desta

dissertacao.



CAPITULO 2

APRENDIZAGEM POR REFORCO E
CONTROLE OTIMO

2.1 Introducao

No universo do aprendizado (inteligencia artificial) existem dois paradigmas
principais: aprendizagem com um professor (supervisionada) e aprendizagem sem
professor. O paradigma de aprendizagem sem professor ¢ subdividido em apren-
dizagem auto-organizada (ndo supervisionada) (Haykin 2008) e aprendizagem por
reforco, que é o foco desse capitulo.

Todo organismo vivo interage com o ambiente e usa estas interacoes para
melhorar suas acoes para sobreviver. Estas modificacoes das acoes baseadas nas
interagoes, é chamada de Aprendizagem por Refor¢o (AR).

Aprendizagem por Reforco se refere a um ator ou agente que interage com o
ambiente e modifica suas agoes, ou politicas de controle, baseados nos estimulos
recebidos em resposta a essas acoes. Os algoritmos de AR sao construidos com
a ideia de que decisoes sucessivas de controle sao tomadas com a intencao de
maximizar o refor¢o ao longo do tempo.

Esse reforco pode ter duas formas bésicas: custo ou recompensa, que estao
intrinsecamente relacionados, a necessidade por obter o minimo de custo ou o
maximo em recompensa resulta em um problema de otimizagao, que deve ser
resolvido para o projeto do controlador.

A otimalidade dos controladores é garantida por meio da equacao de Hamilton-

11



CAPITULO 2. APRENDIZAGEM POR REFORCO E CONTROLE OTIMO 12

Jacob-Bellman, tendo-se a possibilidade de estabelecer um caminho de trajetoérias
otimas através da Programacao Dinamica.

Este capitulo tem enfoque na caracterizacao do controlador étimo online con-
duzida por principios de Programagao Dinamica e Processo de Decisao Markovi-
ano, por fim, uma abordagem introdutéria sobre RL e os aspectos essenciais como
Funcao Valor, e uma classe de AR chamada Ator-Critico.

O sistema de aprendizagem por reforco é projetado para aprender por reforco
atrasado, o que significa que o sistema observa uma sequéncia temporal de esti-
mulos (i.e., vetores de estado) também recebidos do ambiente, que eventualmente
resultam na geracao do sinal de reforgo heuristico. O objetivo da aprendizagem é
maximizar uma func¢ao valor, definida como a expectativa da recompensa cumula-
tiva de agoes tomadas ao longo de uma sequéncia de passos, em vez simplesmente
da recompensa imediata. Pode acontecer que certas acoes tomadas anteriormente,
naquela sequéncia de passos de tempo sejam de fato os melhores determinantes
do comportamento global do sistema, (Haykin 1997).

No quadro de aprendizagem por refor¢o um agente age em um ambiente cujo
estado pode ser observado e ocasionalmente recebe alguma penalidade (sinal RL
negativo) ou recompensa (sinal RL positivo) baseada em seu estado e agdo. Sua
tarefa de aprendizagem é encontrar uma politica para selecdo de acao que maxi-
mize sua recompensa a longo prazo. Esta tarefa requer nao somente a escolha de
acoes que estao associadas com alta recompensa no estado atual, mas também a
escolha de acoes que levarao o agente a partes mais lucrativas do espacgo de estado.

No contexto de controle, recompensa implica em uma diminuicao de custo de
controle, enquanto penalidade causa um aumento de custo de controle. A intera-
cao do agente RL é caracterizada pelo sinal de estado, sinal de controle e o sinal de
recompensa. O sinal de estado descreve o estado do ambiente. Por meio do sinal
de controle, o agente RL influencia seu ambiente. O sinal de recompensa fornece
realimentagao do resultado positivo ou negativo da agao tomada (desempenho do
agente).

Os principais elementos de um problema de aprendizagem por reforco sao:

Politica (decisao), a qual é definida como o comportamento de um agente
em um instante de tempo particular. A politica é uma parte muito importante de

esquemas RL e pode ser representada por uma tabela de consulta ou uma funcao.
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A politica pode ser estocastica ou deterministica. Em alguns esquemas RL, um
processo de busca complexo é empregado no calculo da politica (geralmente, a
politica é calculada por maximiza¢ao da fungio valor). O processo RL levara a
uma politica 6tima (comportamento) ao longo do tempo.

Funcao de Utilidade que é definida sobre a base do objetivo do problema
de aprendizagem por reforco e ela fornece a recompensa que avalia o desempenho
imediato do agente por cada tomada de decisao. O agente sempre tenta otimizar
o desempenho a longo prazo, medido pela sua recompensa acumulada ao longo
da interacao e dai, produzir uma politica 6tima ao longo do tempo. Um fator de
desconto pode ser usado para estabelecer a preferéncia por recompensa imediata
ou recompensa orientada mais para o futuro.

Fungao Valor, geralmente representada por V(z), a qual é uma predicao
da soma esperada em longo prazo de recompensas descontadas futuras quando o
processo inicia-se em um estado x e segue uma politica g. Tal funcao é a base
sobre a qual o agente antecipa tomar uma acao que produzirad recompensas maio-
res. Existe uma abordagem comumente usada para avaliar uma politica objetivo
quando o modelo do ambiente nao esta disponivel que consiste de uma funcao
valor dependente de acao (ou fatores ¢), a qual é uma predi¢ao de recompensas
descontadas total esperadas associadas com pares estado-a¢ao (x,u) iniciais, nor-
malmente representada por ¢(z,u). Que pode ser encontrados em (Sutton 1988),
uma funcao de utilidade avalia a recompensa imediata enquanto a fungao valor
¢ a predicao da recompensa futura total, dai, decisoes sobre tomar acoes sao

realizadas sobre a base da funcao valor de estado ou acao.

2.2 Programacao Dinamica

A Programacao Dinamica, conhecida também como otimizacao recursiva, é
uma técnica que trata de situacoes nas quais as decisoes sao tomadas em etapas,
com o resultado de cada decisao sendo previsivel até certo ponto, antes que a
proxima decisao seja tomada. Um aspecto chave destas situacoes, é que nenhuma
decisao pode ser tomada isoladamente, em vez disso, deve-se ponderar o desejo de
um baixo custo no presente em relacao a altos custos indesejaveis no futuro (Hay-

kin 2008). Esta se baseia no principio da otimalidade desenvolvido por Bellman
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em 1953, que é descrito como:

"Uma politica otima tem a propriedade que, quaisquer que sejam o estado inicial
e a decisao inicial, as decisoes restantes devem constituir wma politica otima em

relacao ao estado resultante da primeira decisao”

A programacao dinadmica aborda a questao: Como um sistema pode aprender
a melhorar seu desempenho a longo prazo quando isto pode requerer o sacrificio
do desempenho a curto prazo

Frequentemente as solucoes sao obtidas por um processo regressivo, traba-
lhando o problema do final para o inicio. Com isso a dificuldade serd reduzida,
ao se decompor o problema em uma sequéncia de problemas inter-relacionados
mais simples. A programacao dindmica tem como questao fundamental, o inte-
resse em buscar a resposta de como um sistema pode aprender a melhorar o seu
desempenho a longo prazo, quando isto pode exigir o sacrificio do desempenho
atual.

Assim pode se caracterizar o problema da programagao dindmica, como um
Processo de Decisao Markoviano (PDM) que é o arcabougo padrio para
problemas de planejamento probabilistico

Esse Processo modela a interacao de um agente em um ambiente, que executa
agoes com efeitos probabilisticos que podem levar o agente a diferentes estados

O PDM é caracterizado como:

e O ambiente evolui probabilisticamente ocupando um conjunto finito de es-

tados discretos

Para cada estado do ambiente ha um conjunto finito de acoes possiveis que

podem ser realizadas pelo sistema de aprendizagem

Toda vez que o sistema de aprendizagem realiza uma acao, ele incorre em

certo custo.

e A observacao dos estados, a realizacao de acoes e a incidéncia de custos

ocorrem em tempo discreto

O processo de decisao markoviano pode ser representado como um problema

de deteccao de rota que pode ser visto na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Problema de detecgao de rota

Para o estado i, por exemplo, o conjunto disponiveis de agoes, entradas apli-
cadas ao ambiente pelo sistema de aprendizagem, é representado por U; = {u},
onde o segundo indicie k£ na acao u;; realizada pelo sistema de aprendizagem mera-
mente indica a disponibilidade de mais que uma agao possivel quando o ambiente
estd no estado i. A transicao do ambiente do estado i para o novo estado j, por
exemplo, devido a acao u;, é de natureza probabilistica. Entretanto a probabi-
lidade de transicao do estado i para o estadoj depende inteiramente do estado
corrente 7 e da acao correspondente u;,, Esta ¢ a propriedade de Markov,

Considere que p;;(u) representa a probabilidade de transi¢do do estado i para

o estado j devido & acao realizada no passo de tempo k, onde u; = u. Assim,

pij(u) = P (21 = jlog = i, up = u)

A probabilidade de transicdo p;;(u) satisfaz as duas condi¢bes que sdo impostas

pela teoria da probabilidade.

pij(u) >0 para todo i e j

Zpij (u) =1 para todo i
J

Para um dado numero de estados e probabilidades de transicao, a sequencia de
estados do ambiente resultante das acoes realizadas pelo sistema de aprendizagem
sobre o tempo forma uma cadeia de Markov.

A cada transicao de um estado para outro, o sistema de aprendizagem incorre

em um custo, Assim, na k-ésima transicao do estado i para o estado j sobre a acao
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g, 0 sistema de aprendizado incorre em um custo representado por Y<c(i, u, 5),
onde ¢(.,.,.) ¢ uma fun¢ao predeterminada, e 7 é um escalar com 0 < v < 1
chamado de fator de desconto. Ajustando-se v é capaz de controlar o grau com
que o sistema de aprendizagem estd preocupado com as consequéncias a longo
prazo de suas préprias agoes em relacao as consequéncias a curto prazo destas
acoes.

O interesse estd na formulacao de uma politica, definida como um mapeamento
de estados para agoes. Em outras palavras, uma politica é uma regra usada pelo
sistema de aprendizagem para decidir o que fazer, dado o conhecimento do estado

atual do ambiente. A politica é representada por

G= {90,91,92,~-~}> (2-1)

onde g; é uma funcao que mapeia o estado xp = ¢ em uma ac¢ao ux = u NO passo

de tempo k£ = 0,1, 2, ... Este mapeamento ¢é tal que

gr(1) € U; para todos os estados i € X,

onde U; representa o conjunto de todas as agoes possiveis realizadas pelo sistema
de aprendizagem no estado ¢. Tais politicas sao denominadas admissiveis.

Uma politica pode ser nao-estacionaria ou estacionaria. Uma politica nao-
estacionaria é variavel no tempo, como indicado na Equagdo (2.1). Entretanto,

quando a politica é independente do tempo, ou seja,

G={9,9,9,.}, (2.2)

diz-se que a politica é estacionaria. Em outras palavras, uma politica estacio-
naria especifica exatamente a mesma acao cada vez que um estado particular é
visitado. Para uma politica estacionaria, a cadeia de Markov relacionada pode
ser estaciondria ou nao-estacionaria; é possivel utilizar uma politica estacionaria
sobre uma cadeia de Markov nao-estacionaria, mas nao é recomendavel se fazer
isso. Se uma politica estacionaria g for empregada, entao a sequencia de estados
{zk,k =0,1,2,...} forma uma cadeia de Markov com probabilidades de transigao
pi(g(i)), onde g(i) significa uma acdo. E por essa razdo o processo é referido como

um processo de decisdo de Markov (Haykin 2008).
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Um problema de programagao dindmica pode ser do tipo horizonte finito ou
de horizonte infinito. Em um problema de horizonte finito, o custo é acumulado
em um nimero finito de estagios. Em um problema de horizonte infinito, o custo é
acumulado em um niimero infinito de estagios. Os problemas de horizonte infinito
fornecem uma aproximacao razoavel a problemas envolvendo um numero finito
mas muito grande de estagios. Eles também sao particularmente interessantes
porque o desconto assegura que os custos para todos os estados sao finitos para
qualquer politica.

O custo total de um problema de horizonte infinito, iniciando de um estado

xo = 1 e usando um politica G = {go, 91, g2, --- }, € dado por:

Ve(i)=E | v gler, geler), wos|mo =i (2.3)
k=0

e o seu valor 6timo é dado por:

V*(i) = min V().
G
Pode-se agora resumir o problema bésico de programacao dinamica como:

Dado um processo de decisao markoviano estaciondrio que descreve a interacao
entre um sistema se aprendizagem e seu ambiente, encontre uma politica
estacionaria G ={g,9,9,...} que minimize a funcio custo para avancar V9(i)

para todos os estados iniciais i

2.2.1 Equacao de Bellman e Politica Otima

A técnica de programacao dinamica se fundamenta em uma ideia muito simples
conhecida como o principio de otimalidade de Bellman (Bellman 2003). Expresso

de uma forma simples, esse principio declara:

"Uma politica otima tem a propriedade de que, quaisquer que sejam o estado e
as decisdes iniciais (isto é, o controle), as decisoes restantes devem constituir

uma politica dtima com respeito ao estado resultante da primeira decisao "

Uma "decisao"é estabelecida como uma escolha de controle em um tempo parti-

cular, e uma "politica"é a sequencia de controle inteira ou a funcao de controle.
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Para formular o principio da otimizacao em termos matemaéticos, considere
um problema de horizonte finito para o qual a funcao de custo para avancar e

definida por

N-1

Vo(xo) = E |en(zn) + Z cr(Tr, gr(Tk), Trg) | (2.4)

onde N é o horizonte de tempo e cy(zx) é o custo final. Dado x, o valor esperado
na Equacao (2.4) é em relagao aos estados restantes 1, ..., zn_1.

Pode-se assim formalmente formular o algoritmo de programacao dinamica
como (Bertsekas 1987)

Para todo estado inicial xy, o custo dtimo V*(xq) do problema bdsico de
horizonte finito € igual a Vo(xo), onde a fungao Vi € obtida do dltimo passo do

sequinte algoritmo:

Vi(og) = min B [cp(wr, ge(Tr), Thy1) + Vipr (Tr41)] (2.5)

9k Tpg1

que age "para tras no tempo", com

Vn(zn) = en(zn),

Além disso, se g; minimiza o lado direito da Equacdo (2.5) para cada xy e k, entdo
a politica G* = {g§, 97, ..., gn_1} € Otima.

Na sua forma bésica, o algoritmo de programacgao dinamica trata de um pro-
blema de horizonte finito. Estamos interessados em estender o uso deste algo-
ritmo para tratar do problema descontado de horizonte infinito descrito pela
fungao de custo para avangar da Equagao (2.3) sob uma politica estacionaria
G =19,9,9,...}. Tendo este objetivo em mente, pode-se proceder da seguinte

forma:

e Inverter o indice de tempo do algoritmo de modo que corresponda ao pro-

blema descontado.

e Definir o custo ¢ (xk, g(zx), 1) como:
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Ck(xkag(xk)axk—i-l) = /ykc(xkvg(xk)vxk—i-l)? (26)

Pode-se agora reformular o algoritmo de programacao dinamica como segue:

Vi1 (z0) = min E [e(xo, g(wo), 21) + YVi(z1)] (2.7)

g x

que comeca a partir das condigoes iniciais
Vo(z) =0 para todo = € X,

O estado zy é o estado inicial, x1 é o novo estado que resulta da agao da politica
g e v é o fator de desconto.

Considere que V*(i) represente o custo 6timo de horizonte infinito para o
estado inicial xy = i. Pode-se entdao ver V*(7) como o limite do custo 6timo de N
estagios correspondente V(i) quando o horizonte N se aproxima do infinito; isto
e,

V(i) = A}l_tgo Vn (i) para todo i (2.8)
Esta relacao é o elo de conexao entre os problemas descontados de horizonte finito
e de horizonte infinito. Fazendo k +1 = N e xy = ¢ na Equacao (2.7) e entao

aplicando a Equagao (2.8), obtém-se

V*(i) = min E [¢(i, g(1), x1) + YV ™ (x1)] (2.9)

g x

Para estimar o custo 6timo de horizonte infinito V*(7), procede-se em dois estagios:

1. Estima-se o valor esperado do custo c(i, (i), z;) em relagdo a z; escrevendo

Ec(i), g(i), 1] = ZpijC(iag(i),j) (2.10)

onde s é o nimero de estados do ambiente e p;; é a probabilidade de transigao
do estado inicial zy = ¢ para o novo estado x1 = j. A quantidade definida
na Equacgao (2.10) é o custo esperado imediato incorrido no estado i
por seguir a acao governada pela politica g. Representando este custo por

¢(i, g(1)), que pode ser escrito como
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)= pseli-a(i).g) (2.11)

2. Estima-se o valor esperado de V*(x;) em relagdo a z;. Aqui nota-se que
se h& conhecimento do custo V*(z1) para cada estado x; de um sistema de
estados finitos, pode-se determinar facilmente o valor esperado de V*(xy)
em termos das probabilidades de transicao da cadeia de Markov subjacente

escrevendo

=S V0 (2.12)

Assim, utilizando as Equagdes (2.10) a (2.12) na Equacao (2.9), obtém-se o resul-
tado desejado

g

V*(i) = min {C i,9(1 +’7sz3 : } parat=1,2,...,8 (2.13)

A Equacao (2.13) é chamada a equa(;éo de otimalidade de Bellman. Ela nao deve
ser vista como um algoritmo. Em vez disso, representa um sistema de s equagoes,
com uma equacao por estado. A solucao deste sistema de equacoes define as

funcoes de custo para avancar 6timas para os s estados do ambiente.

2.2.2 Métodos de Busca de Politica Otima

Como bem observado, o sistema necessita de grande poder computacional para
que os custos das transicoes estejam disponiveis para o agente, que é o subsistema
responsavel por implementar as politicas 6timas. Tipicamente, existem trés mé-
todos para se determinar uma politica 6tima (Khan et al. 2012) iteragao de
politica, iteracao de valor e iteragao gulosa, detalhadas a seguir.

Iteragao de Politica: Neste método é providenciado um lago que alterna
entre a avaliagdo e a melhoria da politica. Primeiramente, o algoritmo avalia a

politica g e obtém a func¢ao valor correspondente que venha a satisfazer:

V(i) = &3, gi (i) +72pwgk W), i=1,2,...,s. (2.14)
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A funcdo V9% mostrada na Equagdo (2.14) é estimada de maneira a atualizar a

politica, através da melhoria da mesma:

ueU;

gr+1(7) = arg min {é(i, u) + VZpij(u)Vg’“(j)} , 1=1,2,...,s. (2.15)
j=1

Estas duas medidas sao aplicadas ao sistema até haver a convergéncia. Em
(Bradtke et al. 1994) ¢ mostrado que a convergéncia ¢ verdadeira se as Equa-
¢oes (2.14) e (2.15) forem satisfeitas.

Iteracdo de Valor: E um método de aproximacoes sucessivas para encontrar
a funcao valor 6tima sem requerer o conhecimento prévio de uma politica 6tima.
A politica 6tima é obtida a partir da funcdo valor 6tima. O método atualiza as

estimativas da funcao valor de acordo com a seguinte Equagao (2.16)

s
Vit (7) Iggg:{é(%u) +7jzlpz‘j(“)‘/k(j)}y (2.16)
para todos os estados i. A iteracao de valor é garantida convergir para uma
funcao que satisfaz a equagao da otimalidade de Bellman (2.13) baseada em uma
representagao tabular da funcdo valor, (Bertsekas 1995).

Tteracdo Gulosa: E um método que tanto a avaliacio da politica quanto a
melhoria sao executadas ao mesmo tempo. Desta maneira é necessario que exista
uma avaliacao de politica inicial e uma melhoria inicial, pois héa interdependéncia
nas Equagoes (2.14) e (2.15). Desta forma, a politica atual ¢ considerada, para
cada ciclo, a ser sempre a politica 6tima. A busca é feita utilizando-se técnicas
iterativas e em cada iteracao a parametrizacao da funcao valor ¢ atualizada afim
de satisfazer a equacao da otimalidade de Bellman o que resultara na atualizacao

de V* tendendo ao valor 6timo de V*, logo

V(i) = &, 6" (i) + vaij@*)V*(j), (2.17)

uel;

g (i) = argmin {6(i,u) + WZp”(u)f/*(j)} , 1=1,2,...,s. (2.18)

No método de iteracao gulosa (Landelius and Knutsson 1996), a fungao valor

estimada é tratada como 6tima em relacao a nova politica estimada de controle.
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Desta forma, as fun¢des das Equagoes (2.17) e (2.18) sdo avaliadas na ordem
inversa pois o foco do algoritmo é a politica parametrizada ¢*(x,w), sendo w
o vetor de parametros da representacao parametrizada da funcao valor e seus

resultados induzirao a versao atualizada de V*.

2.3 Diferencas Temporais

Os métodos tradicionais de programacao dinamica sao baseados em um modelo
do processo de decisao markoviano, ou seja, os métodos requerem conhecimento
dos modelos P da funcao de probabilidade de transicao de estados e ¢ da funcao
de custo instantaneo. Entretanto, as vezes um modelo do sistema nao pode ser
obtido em sua plenitude, porque a obtencao de um modelo é muito cara, se nao, é
impossivel fornecer estimativas das probabilidades de transicao de estados. Neste
caso, métodos de diferencas temporais (Temporal Differences - TD) (Sutton and
Barto 1998) sdo tteis, uma vez que funcionam utilizando apenas os dados obtidos
a partir do sistema, sem requerer um modelo do seu comportamento. Métodos
TD originaram-se de um estudo de algoritmos de aprendizagem por reforco e
do problema de atribuicdo de crédito, (Sutton 1984), (Sutton 1988), (Anderson
1988), (Barto et al. 1983).

O erro de Diferengas Temporais (DT) pode ser considerado como um erro de
predicao entre o desempenho previsto e o desempenho observado em resposta a
uma agao aplicado ao sistema (Lewis and Vrabie 20090). como pode ser visto na

Figura 2.2 .

Figura 2.2: Erro de predi¢do (Diferenca Temporal)
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2.3.1 Avaliacao de Politica - Predicao por Diferencas Tem-

porais

Nesta subsecao, apresenta-se uma classe de métodos independentes de mo-
delo baseados em diferencas temporais para estimar a funcao valor V9 para uma
dada politica g. A abordagem envolve a correcao das predigoes anteriores e
constroi estimativas da fungao valor V9 baseadas em tuplas de dados da forma
(Tky Tpr1, 9(zk, g(xp), TR 41)) Observadas ao longo da realizacao de trajetoria do es-
tado, (Sutton and Barto 1998). O método, em sua versdo & um passo, atualiza

V9 apo6s cada transicao de estado de acordo com a equacao que é dada por

com VY inicializado para algum valor arbitrario V, Vi é a k-ésima estimativa de

V9, «y é um fator de aprendizagem, e A, é a diferenca temporal que é dada por

Ay = (g, 9(@r), Trg1) + VWVa(Tir) — Vi(zr), (2.20)

expressando a diferenca entre a estimativa atualizada c(zy, ug, Try1) + Vi (ki)
da fungao valor V9 para o estado zj, e a estimativa atual Vi (z)) associada com a
transicao de zy para z,1. De acordo com a Equagao de Bellman se as estimativas
de valor geradas pelo algoritmo de Equacao (2.19) forem exatas, a diferenca tem-
poral média Ay é zero. Consequentemente, os valores A, podem ser visto como
uma indicagao de ajuste para corresponder & equacao de Bellman ao longo das

trajetorias amostradas.

2.4 Criticos Adaptativos

Os Projetos Criticos Adaptativos fornecem procedimentos "para frente no
tempo'"para determinacao de politicas 6timas que podem ser implementadas em
tempo real. Esta abordagem utiliza duas estruturas paramétricas chamadas o
ator e o critico .

O ator consiste de uma politica parametrizada. O critico aproxima uma funcgao

relacionada a valor e capta o efeito que a politica exercerd sobre o custo futuro.
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Em um determinado momento o critico fornece orientagoes sobre a forma de
melhorar a politica. O ator, por sua vez, pode ser usado para atualizar o critico.
Um esquema que sucessivamente itera entre estas duas operacoes levard a uma
politica 6tima, ao longo do tempo.

Mais importante ainda, o critico adaptativo pode ser usado para projetar
sistemas de controle que melhoram seu desempenho online, sujeitos a dinamica
real da planta. Na pratica, as estruturas paramétricas que representam a lei de
controle (politica de controle) e a fungdo de custo total (fun¢do valor 6timo) se
adaptam aos parametros variantes do sistema, incluindo falhas do sistema, sem
identificacao explicita dos parametros.

Um esquema de funcionamento da estrutura ator-critico pode ser observado
na Figura 2.3, representando o sistema de controle com realimentacao no contexto

de controle adaptativo.

Figura 2.3: Estrutura de Aprendizado Ator-Critico

2.5 Controle Otimo

Nesta secao, os fundamentos da programagao dinamica aproximada, denomi-
nada critica adaptativa, sao apresentados no quadro de controle 6timo. A solugao
online dos problemas de horizonte infinito, com a informacao que se torna dispo-
nivel de forma incremental ao longo do tempo, é enfatizada. Em problemas de
controle 6timo, o objetivo é elaborar uma estratégia de agao, ou lei de controle,
que otimiza uma métrica de desempenho desejado (por exemplo, o custo). Duas
abordagens de solugao bem conhecidas sao: o calculo variacional, envolvendo as

equacoes de Euler-Lagrange, e a programacao dinamica para tras. Elas sao apre-
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sentadas, nesta secao, devido ambas terem fortes relacoes com a abordagem critica

adaptativa.

2.5.1 Calculo Variacional

O objetivo é determinar uma lei de controle 6timo estacionaria que minimiza
uma medida de desempenho J expressa por uma fun¢ao integral escalar invariante

no tempo do estado e controle, e por um custo final escalar (Bryson and Ho 1975)
(Kirk 2004),

tr—1

J=((t)) + 3 Llalt)ult)], (2.21)

te=to
sujeita a restricoes impostas pela dinamica da planta. Esta funcao de custo repre-
senta o custo da operacgao, quando ele se acumula do tempo inicial ¢y até o tempo
final ty. O lagrangiano £[.] é o custo associado com um incremento de tempo. Ele
também é conhecido como utilidade ou recompensa, em que o objetivo é tipica-
mente maximizar o desempenho global, Equagao (2.21). A dinimica da planta é
discreta, invariante no tempo, e deterministica, e ela pode ser modelada por uma

equacao a diferenca da forma:

2(tra) = f(a(tr), utr)), (2.22)

com incrementos de tempo igualmente divididos no intervalo ¢y < t; < ty, e
condi¢ao inicial x(tp). = é o vetor de estado n x 1 da planta e u é o vetor de
controle m x 1. Para simplificar, também admite-se que o estado é totalmente
observavel e que as medicoes de saida estao perfeitamente disponiveis.

A lei de controle g é suposta como sendo apenas uma funcao do estado z, ou

seja,

u=g(z), (2.23)

a qual pode conter funcoes de seus argumentos, tais como integrais e derivadas,
e a forma 6tima é representada por ¢*(z). Em qualquer momento no tempo t;, o
custo que vai se acumulando a partir desse momento em diante pode ser expressa

por uma funcao valor,
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ty—1

V= ola(tp)] + D Lla(ty), ulte)] = V]e(t), 9(x)), (2.24)

que depende do valor atual do estado, z(tx), e da politica de controle escolhida
g(z). Portanto, V[z(tx), g(x)] também pode ser escrita na forma abreviada como
Vg, g], onde 2 = x(ty).

Uma abordagem para a otimizagao da Equagao (2.21) sujeito a Equagao (2.22)
é¢ aumentar a funcao de custo por meio da equacdo dindmica, reformulando o

problema em termos do Hamiltoniano

H(p, ug, \i) = L[z(tr), u(ty)] + A (te) flo(te), u(ty)], (2.25)

em que A\ é um vetor de co-estado ou vetor adjunto que contém os multiplicadores
de Lagrange e representa a sensibilidade do custo a perturbagoes de estado sobre a
trajetoria 6tima; pode-se provar que A(t;) = dp/0x|;, (com o gradiente definido
como um vetor coluna)(Ferrari et al. 2008). Quando o tempo final for fixado,
condicoes necessarias para a otimalidade, as equacoes de Euler-Lagrange, podem
ser obtidas por diferenciacao do Hamiltoniano em relacao ao estado e ao controle.

Assim, o problema de otimizacao dinamica é reduzido a um problema de valor
de fronteira com dois-pontos, em que o estado e o vetor adjunto sao especificados
no tempo inicial e final, respectivamente. Por fim, condigoes necessarias e sufi-
cientes para otimalidade sao fornecidas pelo principio do minimo de Pontryagin,

declarando que sobre a trajetoria o6tima, H deve ser estacionério e convexa
H* = H(xy, up, N) < H(zg, ug, Ay). (2.26)

2.5.2 Programacao Dinamica para tras

Outra abordagem para resolver o problema de controle 6timo consiste em
incorporar a minimizacdo da funcao custo, Equacao (2.21), na minimiza¢ao da
fungao valor, Equagao (2.24). Quando o sistema estd em um estado admissivel
Tk, a funcao valor, isto é, o custo da operacao do instante t; para o tempo final

ts, pode ser escrita como

V(ZL‘k, Uk, ...,Uf_l) =0 (xk,uk) + V(CC/C_H, Uk+1, ...,Uf_l). (227)
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x41 depende de xy e ug por meio da Equagao (2.22). Todos os valores subse-
quentes do estado podem ser determinados a partir de zj e da historia de controle
escolhida, wy, ...,us_;. Portanto, o custo da operagao de t; em diante pode ser

minimizada em relagao a todos os valores futuros do controle

V¥(xp) = min  {L (zf,ur) + V(T Uert, o up—1) } - (2.28)

Upreoytlf 1

Dai, resulta que a funcao valor 6timo depende do estado atual do sistema e é
independente de qualquer historia anterior. Suponha que uma politica seja 6tima
ao longo de um intervalo de tempo (7 —t;). Entdo, pelo Principio da Otimalidade,
quaisquer que sejam o estado inicial (z3) e a decisdo (uy), as decisoes restantes
também devem constituir uma politica 6tima com respeito ao estado xyy 1, ou

seja,

V(z) = min{L(}, we) + V7 (2hp1)}- (2.29)

A funcao valor pode ser minimizada somente em relacao ao valor atual do controle,
uy, desde que, o custo futuro da operacdo, V(zj41, Ugs1,...,us—1), seja Otimo
(neste caso, ele depende somente do proximo valor de estado sobre a trajetoria
6tima, isto ¢, z;,,). A Equacdo (2.29) constitui a relagdo de recorréncia da
programacao din&mica isto é para o caso deterministico. A funcdo valor 6timo
pode ser interpretada como o custo minimo para o periodo de tempo que resta
depois de um instante ¢, em um processo que comecou no momento ty, isto é,
(t; — tg). Alternativamente, ela pode ser vista como o custo minimo para um
processo que se inicia no instante ¢; e termina no instante ¢;.

A relacao de recorréncia pode ser usada "para tras no tempo", iniciando-se a
partir de t¢, para se obter uma solu¢ao aproximada para a historia de controle
6timo exata. FKsta abordagem é conhecida como Programacao Dinamica para
Tras. Ela discretiza o espaco de estado e faz uma comparacao direta entre o custo
associado a todas as trajetorias possiveis, garantindo uma solugao para o problema
de controle 6timo global. O espaco de solucoes admissiveis é reduzido pela analise
de um processo de decisao multi-estagio como uma sequéncia de processos a um
sO estagio. Esta abordagem é geralmente muito dispendiosa computacionalmente
para os sistemas de dimensoes mais elevadas, com um grande ntimero de estagios

(ou incrementos de tempo). A geracdo miltipla necesséria e expansdo do estado,
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e 0 armazenamento de todos os custos 6timos levam a um ntmero de calculos que
cresce exponencialmente com o nimero de variaveis de estado. Este fendémeno é

comumente referido como a "maldi¢cao da dimensionalidade".

Figura 2.4: Abordagem de Programa¢do Dinamica para Tras

2.5.3 Programacao Dinamica para Frente

A Programacao Dinamica para Frente e a diferenca temporal sao métodos que
usam otimizacao incremental combinada com uma estrutura paramétrica para re-
duzir a complexidade computacional associada com a avaliacao do custo. Uma
estrutura paramétrica consiste em uma relacao funcional cujos parametros ajus-
taveis permitem aproximar diferentes mapeamentos. Projetos critico adaptativos
(ACD) sao derivados da abordagem de Programacao Dinamica para Frente, tam-

bém chamada programacao dinamica aproximada.

Figura 2.5: Abordagem de Programacdo Din&dmica para Frente

Para efeito de comparacao, as abordagens DP para tras e para frente sao ilus-

tradas para os dois tultimos estégios de um processo hipotético nas Figuras 2.4 e
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2.5, respectivamente. A abordagem "para tras no tempo'comeca considerando-se
o 1ltimo estagio. Uma vez que o estado final 6timo ainda nao é conhecido, o se-
guinte procedimento deve ser realizado para todos os valores admissiveis do estado
final. As trajetorias 6timas sao computadas para todos os estados-intermediarios
admissiveis , ¢, d, e e, produzindo, assim, os custos 6timos V5, Vi e V7, respecti-
vamente. Pelo principio da otimalidade essas trajetorias também sao 6timas para
o tltimo estagio das trajetoérias 6timas que vao de b para f através dos respecti-
vos valores de estado, por exemplo, Vb’zc) = Ve + V;. Desta forma, se os custos
do ualtimo estagio, V., Vi e V5, sao armazenados, em seguida, os custos totais
V;Ec)f’ V;Ed)f, e Vb’ze)f podem ser comparados para encontrar a trajetéria 6tima a
partir de b para f. Por um processo com mais de dois estagios, o estado b seria
desconhecido. Dai, o mesmo célculo seria realizado para todos os valores possiveis
de estado, tal como g na Figura 2.4, a fim de determinar V%, V%, e assim por
diante. O algoritmo termina quando o estagio inicial é alcancado, em que o estado
é conhecido a partir das condigoes iniciais.

Ao contrario da DP para tras, os algoritmos DP para frente progridem para
frente no tempo, eles fazem a aproximacao do controle 6timo e do custo futuro
considerando apenas o valor atual do estado. Supondo que a seja o estado inicial
de um processo de dois estagios ou, de forma equivalente, o estado de um processo
em andamento do segundo ao altimo estagio, como esbocado na Figura 2.5. Entao,
a é conhecido e o custo V,; pode ser calculado a partir do Lagrangiano para uma
predita politica de controle selecionada. O custo 6timo sobre todos os estégios
futuros, V), € previsto por um aproximador fungao ou estrutura paramétrica. Dal,
a soma (Vg + ‘7,,”}) pode ser minimizada em relagao ao valor atual do controle,
de acordo com a relagao de recorréncia da programagao dinamica na Equagao
(2.29). No estagio seguinte b — ¢ este procedimento é repetido. A aproximagao do
custo, denotada por V, foi melhorada com base na informagao coletada durante o
primeiro estagio. Portanto, a proxima trajetéria, a partir de ¢ para f, estd mais
proximo da trajetoria dtima.

Projetos criticos adaptativos reproduzem a solucao mais geral do FDP por
derivacao das relacoes de recorréncia para a politica 6tima, do custo, e, possivel-
mente, as suas derivadas. O objetivo é superar a maldicao da dimensionalidade,

assegurando ao mesmo tempo convergéncia para uma solugao quase-6tima, ao
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longo do tempo.

2.6 Consideracoes Finais

Este capitulo forneceu um quadro de conceitos e métodos em aprendizagem
por reforco formulado no contexto de processos de decisao markoviano e progra-
macao dinamica. Dois problemas fundamentais em aprendizagem por reforco sao
o problema de avaliagao de politica e a sintese de politica de decisao 6tima. O
capitulo revisou MDPs, definindo-se um problema de decisao sequencial 6tima,
em que decisoes sao tomadas em estagios de um processo que evolui ao longo do
tempo. Na sequéncia, apresentou-se a programacao dinamica que é baseada em
duas formas da equagao de Bellman: a Equagao (2.14) a da avaliagao de politica
e a Equagao (2.13) da otimalidade. Associados a elas tem-se os métodos conven-
cionais de iteracao de politica e iteracao de valor que sao métodos dependentes de
modelo para resolver problemas de decisao sequencial 6tima funcionando-se "para
tras no tempo". A programacao dinamica tradicional é uma técnica de solugao
online que nao pode ser implementada online em uma maneira "para frente no
tempo". Na sequéncia, o capitulo descreveu métodos de diferencas temporais que
fornece algoritmos online baseados nas formas das equagoes de Bellman para ava-
liar politicas de decisao ou resolver problemas de decisao 6tima em uma maneira
"para frente no tempo"baseados em dados observados do sistema ao longo de sua

trajetoria.



CAPITULO 3

PROJETO DE CONTROLE OTIMO
DLQR VIA PROGRAMACAO
DINAMICA HEURISTICA

3.1 Introducao

A otimalidade dos controladores é garantida por meio da solugao da equacao
de Riccati. Através de uma discretizacao do sistema dindmico, o DLQR pode
ser caracterizado como um problema de possiveis estagios e estados, tendo-se a
possibilidade em estabelecer um caminho das trajetorias através da Programacao
Dinamica.

A Programacao Dinamica como solucao do problema de controle 6timo, é um
procedimento "para tras no tempo", sendo utilizado para planejamento offline. A
Equacao de Bellman conduz a varios métodos iterativos para aprender a solucao
do controle 6timo sem ter que resolver diretamente a equacao de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB).

Diversas contribuicoes para Aprendizado por Reforco sao feitas por meio da
Aproximacao da Funcao Valor. Na aprendizagem da Funcao Valor por métodos
de RL, é necessario armazenar o valor 6timo e o controle 6timo em func¢ao do vetor
de estado x € R". No Processo de Decisao Markoviano, o estado deve assumir
apenas um namero finito de valores discretos definidos (para uma dada quantiza-

¢a0). A propor¢ao que a quantidade de valores cresce, o que pode ocorrer devido

31
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ao refinamento da quantizagdo e/ou aumento da quantidade de variaveis, mais in-
formacoes devem ser armazenadas, normalmente em forma de tabelas, o que torna
o problema computacionalmente intratavel. Bellman denominou esse problema de
"Maldi¢ao da Dimensionalidade"(Bellman 2003). No entanto, utilizando a apro-
ximagao da Funcao Valor, onde o critico e, se desejar, o ator sao parametrizados
usando aproximadores de funcao, este problema é contornado (Lewis and Vrabie
20090).

Neste capitulo, sera visto como formular estes procedimentos em um método de
Aprendizado por Reforco usando-se dados do sistema ao longo de sua trajetoria,
utilizando a Programacao Dinamica Heuristica, onde o critico estima a funcao
valor baseado diretamente do estado da planta, ou seja, o critico nao necessita do
modelo da planta para o calculo da funcao valor. Ja o treinamento do controlador
necessita realizar a transicao de estado a cada iteracao. Assim, o algoritmo HDP

utiliza o modelo da planta somente para a atualizacao do controlador.

3.2 O Problema LQ Discreto

Uma classe ampla de problemas de controle 6timo linear quadratico envolve
uma planta descrita por uma equacgao de estado linear e variante no tempo dada

por

Lh4+1 = Akxk + Bkuk, (31)

com estado inicial x; dado, ) é o vetor de estado de dimensao n e u; é o vetor de
entrada de controle de dimensao n.. A lei u.) para controlar o sistema de Equacao
(3.1) é estabelecida para tentar fazé-lo tdo proximo quanto possivel de uma tra-
jetoria desejada de estado, a qual é dada por uma funcao prescrita z(.y do tempo,
em um intervalo de tempo especificado [i, N] levando em consideragao a energia
minima de controle utilizada. Dessa forma, o problema L(Q é caracterizado como
uma estrutura de otimizacao com o objetivo de determinar uma lei de controle

ug, k € [i, N], que minimiza o indice de desempenho (fung¢ao de custo) dado por
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V(l’i, U(.), Z) =

~—

IN — %N)TS(JIN — %N) +
1

=

+ [(x — T1)" Qulwk — ) + uf Ryun] (3.2)

=1

o

e que tenha como restri¢do dinamica o sistema de Equacao (3.1). As matrizes @ =
QT >0e R=R" >0, com dimensdes apropriadas, representam ponderacoes do
erro entre o estado z (. e a trajetoria desejada 7(.), e do controle, respectivamente.
A matriz S = ST > 0 pondera o desvio de estado final no instante N. O problema
definido pelas Equagoes (3.1) e (3.2) é conhecido como o problema de rastreamento
de tempo discreto.

Um dos resultados mais marcantes em teoria de controle 6timo linear quadré-
tico é que se a otimizacao é sobre um horizonte de tempo infinito, a lei de controle
Otima resultante fornece boas propriedades, incluindo estabilidade de malha fe-
chada. Esses resultados estao intrinsecamente relacionados a propriedades de
estabilidade e detectabilidade do sistema. Para mais discussao sobre este topico,
veja (Bryson and Ho 1975) e (Anderson and Moore 1990).

3.2.1 O Problema do Regulador Linear Quadratico Discreto

e a Equacgao Algébrica de Riccati Discreta

O problema LQR discreto (DLQR) constitui um caso particular do problema
LQ discreto e ¢ formulado como uma estrutura de otimizacao dinamica com obje-
tivo de determinar uma lei de controle u; que minimiza um indice de desempenho

quadratico dado por

N-1

1 1
Vi= ix%PNIN t3 > (h Qe + uf Ry, (3.3)
i

e tem como restrigdo a Equacao de Estado (3.1), sendo [i, N] o intervalo de tempo
de interesse, Q@ = QT > 0 e R = RT > 0 sao matrizes de ponderacoes do estado e
do controle, respectivamente, e Py = P4 > 0 é uma matriz que pondera o estado
final, todas com dimensoes apropriadas.

Observa-se a partir do indice de desempenho (3.3) que a trajetoria desejada

T é simplesmente o estado nulo. Especificamente, a lei de controle 6tima deve
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conduzir a planta de um estado nao-nulo z; no instante ¢ para o estado nulo no
instante NV levando em consideracao a energia minima de controle.

Para comecar, seja k = N e escreva

. 1
Vv = §$%PN$N, (3.4)
que é a penalidade para comecar no estado xy no instante V.

Agora, reduz-se k para N — 1 e escreva

1 1 1
VN_1 = Ex%—IQN—ll'N—l + §U7];,_1RN_1UN_1 + §ZL'7]\}PN$N. (35)

De acordo com a Equagao (2.29), é preciso se determinar w},_; por minimizagao

da Equacao (3.5). Dessa forma, usando-se a equagao de estado, tem-se

_1.T 1,7
Vno1 = §$N_1QN—1$N—1 +suy_ 1 Bnqun—1

(3.6)
+ %(ANAl’NA + BNfluNfl)TPN (Ay_1xn—1 + By_1un—1).

Uma vez que nao existem restrigoes, o minimo de V_; é encontrado estabelecendo-

se

Vo
B Oun_1

0 = Ry_1un_1 + By Pv(Ay_12n_1 + By_1un_1). (3.7)

Resolvendo-se para o controle 6timo, tem-se

* -1
Un_1 = _(B]I\;fleBN—l + RN—I) Bjj\;fleAN_ll‘N_l. (38)

Definindo

Kn_1 = (By_1PvBn_1+ RN—I)_lBjj\;_leAN—la (3.9)

pode-se escrever

U}(\;_l = _KN—lxN—l- (310)
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O custo 6timo no instante k = N — 1 é encontrado substituindo-se a Equacgao

(3.10) na Equagao (3.6) que apds simplificacoes, resulta

Vi =32k 1 [(Ano1 — By-1Kn-1)" Py (Ax-1 — By-1Kn-1)

(3.11)
+ KY Ry 1 Kn_1+ QN—l] TN_1.
Definindo
Py-1=(An-1— By-1Ky_1) Py (Ay-1 — By_1Kn_1) (312)
+ KL _\Ry-1Kn_14+ Qn-1,
a Equagao (3.11) pode ser escrita como
* 1 T
VN—l = §$N_1PN71xN71- (313)
Agora reduz-se para k = N — 2. Entao
L r L r L
VN,Q = §$N72QN725€N72 + §UN72RN72UN72 -+ ifoleflfol (314)

sao os custos admissiveis para N — 2, uma vez que estes sao 0s custos que sao
6timos a partir de k = N — 1. Para determinar u},_,, minimiza-se (3.14).
Observe que (3.14) é da mesma forma que (3.5). O controle 6timo e o custo
6timo no instante k = N — 2 sao portanto dados por (3.9), (3.10), (3.12) e (3.13)
com N substituido por N — 1.
Continuando-se a reduzir k e aplicando-se o principio da otimalidade, o resul-
tado para cada k, k=N —1,---,1,0 ¢

-1
Ky = (B Pis1By + Ry) B[ Poy1As, (3.15)

P, = (A, — ByKi)" Peyr (Ap — BiKy) + KR Ky, + Q. (3.17)
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Vi = %xf Pyy, (3.18)
sendo a condicdo final Py para (3.17) é dada em (3.3). Esta formulacdo im-
plica que estratégias de controle 6timo devem ser determinadas recursivamente
no tempo a partir do estégio final (procedimento "para tras no tempo").

Uma observagao importante refere-se a Equagao (3.17). Se o ganho K} é dado
por uma sequéncia arbitraria de ganhos estabilizantes, entao (3.17) é simplesmente
uma equacao de Lyapunov, a qual é linear em P,. Por outro lado, se a sequéncia
de ganhos 6timos de Equagao (3.15) for aplicada na Equacao (3.17), esta torna-se
a equacao matricial de Riccati em sua versao estabilizada de Joseph. Nao é dificil
verificar que, substituindo-se (3.15) em (3.17) e apés transformagoes, obtém-se a

forma

Py = Qi+ A} Piy1 Ay — Al Poy1 Be(Ry + By Poy1 Br) ' Bl Pry1 Ag.
(3.19)

Esta equacao ¢ uma declaracao da equagao HJB discreta para o caso DLQR.
Um caso particular do problema DLQR ocorre quando as matrizes A e B do
sistema dinamico e as matrizes de ponderacoes () e R sao invariantes no tempo e
o intervalo de otimizagao é infinito, isto é, (N — k) — oco. Neste caso, condigoes
de existéncia e estabilidade para a solucao do regulador podem ser garantidas
supondo-se que o par (A, B) é estabilizavel e (A, C') é completamente observavel
para qualquer CTC = ). Entdo, para N — oo, tem-se que P 2 Py =PF é

constante e é a tnica solucao definida positiva da equacao

P = Q+A"PA—-AT"PB(R+ B"PB)'BTPA,
(3.20)
que é equagao algébrica de Riccati de tempo discreto (Discrete Algebraic Riccati

Equation - DARE), também referida neste texto como equag¢ao HIB-Riccati. Além

disso, o sistema de malha fechada
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é assintoticamente estavel, sendo K., o ganho em regime permanente que é dado

por
K. = (B"PB+ R)"'BTPA. (3.22)

3.3 Programacgao Dinamica Heuristica (HDP)

A Programacao Dinamica Heuristica, que inclui os métodos TD, ¢ um método
para estimar a fungdo valor V. Se a politica ndo é fixa, mas atualizada com a
iteragao de politica ou com a iteracao gulosa, a funcao valor correspondente a
politica 6tima pode ser estimada. Estimar a funcao valor para uma determinada
politica exige apenas amostras da funcao de custo instantaneo ¢, enquanto os
modelos do ambiente e o custo instantaneo sao necessarios para encontrar a fungao
valor correspondente a politica 6tima. Assim, a funcao valor para uma politica g

pode ser definida recursivamente como

Viz)=clz,9()+V(f(z,9()). (3.23)
Pode-se usar o lado direito desta equacao como alvo d para um esquema, iterativo

baseado em qualquer algoritmo de aprendizado supervisionado que tenta aproxi-

mar V por um modelo parametrizado V' (z,w) (Landelius and Knutsson 1996)

d(z,c fw)=c(z,g(@)+V(f(z,9(),w). (3.24)
Dado uma estimativa w;, do vetor de parametro 6timo, se inicia a busca para um
novo vetor de parametro w;;; que minimiza o erro quadratico esperado entre o

modelo e o alvo:

wiy1 = argmin B, {|V (z,w) — d (z,c, f, w,»)|2} . (3.25)
w
Uma vez que um novo vetor de parametros define novos alvos, ocasiona-se um

problema de alvo movel que da origem a um esquema iterativo para determinar

o parametro correspondente & politica 6tima.
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No entanto, comega-se por determinar como parametrizar a politica g(z) =
g(x, k) e determinar os parametros de resposta apropriados de acordo com a equa-

cao da Otimalidade de Bellman usando a estimativa de V:

K" = arg m’iin {c(z,9(x,k)) + V(f(z,9(x,K)),w)} . (3.26)

Uma maneira de buscar os parametros 6timos é empregar um algoritmo de oti-
mizagao baseado no gradiente 0V (x)/0k. Nestes calculos, o requisito de um
nimero de modelos torna-se evidente:

c
Precisa-se de modelos de trés derivadas, além do modelo conhecido da derivada
da politica g atual em relacao aos seus parametros x. Os trés modelos sao as
derivadas do custo instantaneo ¢ em relacao a resposta g, aquela da funcao valor
V' com respeito ao proximo vetor de estado f, e também a derivada do ambiente
f em relacao a resposta g. Estas derivadas podem ser obtidos, por exemplo por

diferenciagdo de modelos parametrizados das funcoes c(z,u), V(z), e f(z,u).

3.4 Solucao do DLQR via HDP

Considere o problema do DLQR e estabeleca a parametrizacao das diferentes

funcoes envolvidas, de acordo com,

V(z) = 2" Px (3.28)
c(r,u) = 2" Qr +u" Ru (3.29)
f(z,u) = Az + Bu (3.30)
u=g(z) =Kz (3.31)

Os parametros, () e R, do custo instantaneo c e os parametros, A e B, do ambiente

f podem ser obtidos utilizando qualquer algoritmo de identificacao padrao. Os
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parametros da funcao valor podem ser estimados pela minimizacao iterativa do
problema de alvo mével na Equacao (3.25) através da iteracao gulosa (Landelius
1997).

Agora, usa-se as expressoes para as fungoes parametrizadas nas Equagoes
(3.28), (3.29), (3.30) e (3.31) para se obter as derivadas necessarias na Equa-
¢ao (3.27). No caso do DLQR, obtém-se o minimo da Equagao (3.26), resolvendo
0V/Ok = 0 para k. Uma vez que tem-se dg/0rx # 0, pode-se simplificar esta
equacao para produzir:

= 2uTR + 2(Az + Bu)'PB (3.32)
=u'(R+ B'"PB) + 2T ATPB
A segunda linha vem do fato que g = u e que ao estado seguinte, f = Ax + Bu, é
atribuido o valor V(f) = fTPf o que significa 0V/df = 2fTP. A equagao acima

fornece a solucao para a resposta apropriada por:

u=g(r,k) = —(R+B'KB)'B'PAr = Kz, (3.33)

Observa-se que o vetor de parametros x pode ser visto como a versao vetorizado
da matriz K, ou seja, k = vec(K), sendo vec a fun¢ao de vetorizacao (Brewer
1978). Note-se também que a parametrizagao de V(P); ¢(Q, R), e f(A, B) induz
uma parametrizagao da politica g(P, R, A, B).

Se todos os parametros sao conhecidos, a matriz P*, correspondente a politica
6tima, pode ser determinada como a tnica solucao semidefinida positiva de uma
equacao nao linear de Riccati. Esta equacao de Riccati é obtida através da insercao
da expressao para a politica 6tima na Equagao (3.33) dentro da Equacao (3.24).

Apés reordenamento dos termos, o resultado é:

P*=Q+ AT(P* — P*B(R+ B"P*B) " )BT P*A. (3.34)

Observa-se da Equacio (3.32) que, dado o modelo de V', apenas duas matrizes
adicionais precisam ser estimadas, dc/0u e 0f/0u. Usando-se uma abordagem

critica adaptativa gulosa, os parametros da funcao valor 6timo podem ser estima-
dos.
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Voltando para o esquema iterativo baseado na minimizagao da Equagao (3.25)
com relacao a P, a matriz correspondente ao novo vetor parametro w;,; é dado

por:

PiJrl = argm}inEw {|ITP;€— d<x7ci f7 PZ)‘Q} :

Antes de prosseguir deve-se introduzir dois conceitos necessarios para o desenvol-

vimento algébrico:

1. Para um vetor x € R", defina o vetor T = (2%, ..., 212, T3, ..., Tn1Tp, 27,

ou seja, as componentes do vetor T correspondem a fungoes quadraticas

sobre os elementos de z. A dimensao do vetor Z torna-se entao n(n + 1)/2.

2. Uma fungdo v(M) para matrizes quadradas M € R". A funcao v(M) é um
vetor que contém n(n + 1)/2 somas M;; + Mj;. Os elementos nos vetores z,
x € RM"+D/2 " definido anteriormente, e v(M) é ordenado de modo que sua
forma quadratica 7 Hz pode ser escrito como z7v(M). Note que se M ¢

simétrica, ela pode ser recuperada a partir dos componentes de v(M)

Com as notagoes T e § = v(P), esta regra de atualizagao torna-se:

0,11 = arg main E, {‘a’:TH —d(z,c, f, B-)|2} ) (3.35)

Isto define uma funcao de erro quadratico em termos do operador linear 6, o
que significa que existe um tinico minimo dado pela solucao de minimos quadrados

padrao:

01 = (E, {227}) B, {@d (z,¢, f, P)} . (3.36)

O alvo para o algoritmo de aprendizagem HDP foi definido na Equagao (3.24).
Usando a parametrizagao do sistema dado pelas Equagoes (3.28), (3.29), (3.30) e

(3.31), o alvo pode ser expresso como:

d(z,c, [, P) = c(x,u) + V(f(z, g(x)))
=27Qz +u' Ru+ TP f (3.37)
= 27Qx + uTRu + (Az + Bu)" P, (Az + Bu).
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Note que toda a informagao necessaria para produzir alvos para a HDP é o custo
atual e a funcao valor avaliados no estado que o sistema entra apo6s a resposta
atual ter sido aplicada.

A insercao da expressdo acima para o alvo d dentro da Equacdo (3.36) junta-

mente com a resposta gulosa u = K (P;)x fornece:

Oip1 = (B {727 }) ' E{Z(2"(Q + KT (P) RK (K;))x
+ 2"(A+ BK(P))"P(A+ BK(P))z)}
= (Ex{fng})—lEx{aE(xT(Q + KT(P)RK(P))
+ (A+ BK(P))"Ki(A+ BK(P)))}
= (B {7z }) ' E {7 Yo (f (K, K(P)))
=v(f(P, K(P))).

Uma vez que a matriz correspondente a ;1 é simétrica, este esquema iterativo

(3.38)

pode ser redeclarado na forma matricial:

Py = (B, K(F))

=Q+ K"(P)RK(P,) + (A + BK(P))"P(A+ BK(P)). (3.39)

Este esquema pode-se ser provado convergir para o parametro 6timo P*, o qual
define a unica solugdo positiva semi-definida para a Equacao de Riccati (3.34),
sob a seguintes suposi¢oes: Py >0, R >0, Q > 0, (A, B) é um par controlavel, e
que a resposta ¢ gerada de acordo com a Equagao (3.33) (Landelius 1997).

Os valores esperados que aparecem na regra de atualizagdo (3.36) nao sao
obtiveis em uma implementagao pratica. No entanto, uma vez que os valores
esperados anulam-se uns aos outros na Equagao (3.38), isto é suficiente para fazer

uso das duas seguintes somas:

Ji
O = Y 3T, (3.40)
J=Ji—1
Ji
Zi = Z ijd(acj,c, f,PZ) (341)
J=Ji—1

Uma vez que ha liberdade para a escolha das amostras z;, nao deve ser um
problema obter uma matriz nao singular C; = > zz7 a partir de j;—j;_; = dim(Z)

amostras linearmente independentes.
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Isto significa que pode-se implementar o esquema de iteracao como a multipli-
cagao entre o inverso da matriz de covariancia nao singular calculada C; e vetor

¢; de acordo com:

Oiv1 = P 'z
= (X #70) " Y ad(s,ce £ P,
= (L 7,3])  La,le](Q + K" (P)RK(P))x
+af (A+ BK(P))" Fi(A+ BE(P,))x)] (342)
= (Caa]) " (L 2,7]) v(Q + KT (P)RK(P)
+(A+ BK(P))"P(A+ BK(P)))
= v(f(P, K(F))).
O resultado ¢ exatamente o mesmo esquema iterativo como obtido em (3.38), a
partir da minimiza¢ao da func¢ao de erro na Equagao (3.25).

Uma vez que o esquema na Equacdo (3.38) converge, o mesmo acontece com o
esquema iterativo dada pela Equacio (3.42). O limite é determinado pela matriz,
P*, que constitui a funcao valor 6timo para o sistema linear quadratico descrito
nas Equagoes (3.28), (3.29), (3.30) e (3.31).

Para melhor apresentar a solugao DLQR apresenta-se o fluxograma do algo-
ritmo DLQR-HDP na Figura 3.1.

3.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo, o método de programacao dinamica heuristica, que esta in-
serido na abordagem critica adaptativa, foi apresentado para a determinacao de
solucoes aproximadas da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman e politicas de de-
cisao 6timas para viabilizar o desenvolvimento de um projeto online de sistema
de controle 6timo.

Especificamente, a aproximacao da funcao valor para uma dada politica de
decisao usou uma formulacao apoiada em teoria de algebra de Kronecker e mé-
todos aproximados de descida do gradiente, e aplicacoes foram realizadas sobre
o problema DLQR. As parametrizacdes da equacao de Bellman, funcao valor e

sistema dindmico montam um quadro para a solucao do problema DLQR.
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Figura 3.1: O algoritmo DLQR-HDP



CAPITULO 4

ALGORITMOS RLS-HDP-DLQR E
DECOMPOSICAO QR

4.1 Introducao

Em metodologias de projeto de controle baseadas em ADP, dentre os algo-
ritmos iterativos propostos para estimar os parametros da funcao valor, o apren-
dizado dos minimos quadrados recursivos (RLS) ¢ um dos mais bem-sucedidos
(Xu et al. 2002). Tal resultado favoravel é principalmente devido a sua robustez
para lidar com variagoes no tempo dos parametros de regressao e a rapida con-
vergéncia quando comparado com os métodos de gradiente estocastico. Porém,
problemas de convergéncia relacionados a instabilidade numérica podem ocorrer
devido ao mal condicionamento da matriz de covariancia da abordagem RLS para
aproximagoes de fung¢ao valor (Liu and Balakrishnan 2000).

Neste capitulo serao apresentados a caracterizacao e a formulacao do pro-
blema de estimacao RLS para a solucao da equagao HJB-Riccati associada com
o problema DLQR via HDP. Resultando, assim, no algoritmo de Controle Otimo
Adaptativo RLS,-HDP-DLQR. Entretanto, devido a problemas de estabilidade
numérica, a solucao para a politica de decisao 6tima para um dado ponto de
operacao pode nao convergir mesmo existindo uma solucao.

Para contornar esse problema, modifica-se o algoritmo padrao com a substitui-
¢ao do estimador RLS convencional pelo estimador ortogonal QR-RLS, formulando-

se assim o algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR, que é o algoritmo proposto neste tra-

44
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balho. Dessa forma, a abordagem proposta é vista como uma melhoria no processo
de estimacao RLS de politicas de decisao 6tima DLQR para evitar problemas de
convergéncia e estabilidade numérica via decomposicao QR.

Golub (Golub 1965) sugeriu a decomposi¢do QR para resolver problemas dos
minimos quadrados (LS) empregando a transformacao de Householder. O uso de
rotagoes de Givens juntamente com a decomposi¢ao QR para resolver problemas
LS foi abordado por Gentleman (Gentleman 1973), que foi um dos pioneiros no
uso da decomposicdo QR para resolver problemas (RLS) (Gentleman and Hung
1981). McWhirter (McWhirter 1983a) (McWhirter 1983b) e mais tarde Ward
(Ward 1986) propuseram implementagoes de filtragem adaptativa do algoritmo
RLS para resolver a equagao de minimizacao do erro quadratico. Eles aproveita-
ram as rotacoes de Givens para a triangularizacao da matriz de dados e sugeriram
uma implementacao sistolica, que é interessante por se tratar de um método de

paralelismo das rotacoes de Givens.

4.2 Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

Considere o problema dos minimos quadrados (Least-Squares - LS) associado
com a aproximacao da fungao valor V' do problema DLQR, expressa na forma da
Equacao (3.28), com a seguinte funcdo de perda:

Ji

i)=Y N |e(h)?

J=Ji-1

, (4.1)

sendo e(j) = d(j) — 0% (5:)Z(j), A é uma contante positiva, 0 < A < 1, e o alvo
desejado d(j) definido na Equacdo (3.37) e & € R"("*1/2 definido de acordo com

T_[.2 2 2
=lz] ... 12 X5. .. Ty 1T, To

o produto de Kronecker que é dado por. =
O valor 6timo do vetor de parametro é(z), para o qual a funcao de perda J(i) da
Equacao (4.1) atinge o seu valor minimo, é definido pela equac¢ao normal, escrita

em forma matricial por:

®(i)0(i) = 2(i), (4.2)

em que ®(i) é a matriz de correlagdo, ng X ng, a qual é definida por:
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(i) = Y, N()a" (), (4.3)

e z(i) é o vetor de correlagdo cruzada, ng x 1, entre as entradas do estimador LS

e a resposta desejada é definida por:

Ji
(i) = Y, MR (), (4.4)
J=Ji—1
onde o asterisco representa o conjugado complexo.

Isolando o termo correspondente a j = j; do restante do somatoério no lado

direito da Equacao (4.3), pode-se escrever:

o) = | S NTTRG)E ()| + 707 6). (4.5)

No entanto, por definicao, a expressao dentro dos colchetes no lado direito da
Equagao (4.5) é igual a matriz de correlacdo ®(i — 1). Assim, tem-se a seguinte

recursao para atualizacao do valor da matriz de correlacao das entradas:

O(i) = Ab(i — 1) + z(3) 7" (), (4.6)

onde ®(i — 1) é o valor anterior da matriz de correlagdo, e o produto matricial
7(i)z" (i) desempenha o papel de um termo de "correcao’na operacio de atuali-
7aGao.

Da mesma forma, pode-se usar a Equagao (4.4) para obter a seguinte recursao
para a atualizacao do vetor de correlacao cruzado entre as entradas e a resposta

desejada

(i) = Ae(i — 1) + 2(3)d" (). (4.7)

A

Para calcular a estimativa dos minimos quadrados 6(i) para o vetor de para-
metros de acordo com a Equacao (4.2), deve-se determinar a inversa da matriz de
correlacao (7). Na pratica, no entanto, geralmente tenta-se evitar a execucao de
tal operacao, pois ela pode ser muito demorada, se o nimero de parametros ng

for alto.
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Com a matriz de correlagdo ®(i) sendo definida positiva e, portanto, nao
singular, pode-se aplicar o Lema da Inversao de Matriz (A.2) para a Equagao

Recursiva (4.6). Mas, primeiro faz-se as seguintes identificagoes:

Entao, substituindo essas definicoes no Lema da Inversao de Matriz, Equacao
(A.11), obtém-se a seguinte equagao recursiva para a inversa da matriz de corre-

lacao

A2 (i — D)a(i)zH ()1 (i — 1)

@) =AT"eT(i— 1) — 4.
Q (i-1) L+ A28 (0)d1(i — 1)2(i) (48)
Por questoes de conveniéncia, defina a seguinte relagao
L(i) = @7'(4), (4.9)
e
A0 — 1)z (0)
) = . 4.10
0 = T30 - 13 0) (4.10)
Usando essas defini¢oes, pode-se reescrever a Equacao (4.8) como segue:
L) = AT —1) = A L)z (6 — 1), (4.11)

A matriz I'(i), ng X ng, ¢ denominada matriz correlagdo inversa/matriz de
covariancia. O vetor L(i), ng X 1, é chamado vetor de ganho.

Rearranjando-se a Equagao (4.10), tem-se

L(i) = A'0(i — 1)3(3) — A L(i)z" (i)[ (i — 1) (i) (4.12)
= [\'0( — 1) — AT L()z" ()0 (i — 1)]z(3)

Pode-se observar da Equagao (4.11) que a expressao dentro dos colchetes no lado
direito da Equagao (4.12) é igual a I'(i). Assim, a Equagao (4.12) pode ser sim-
plificada para:
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L(i) = T()a(i). (4.13)

Este resultado, juntamente com I'(i) = ®~1(4), pode ser usado como a definigao

para o vetor de ganho:

L(i) = @ (1)z(4), (4.14)

Em outras palavras, o vetor de ganho L(i) é definido como vetor de entrada z(7)
transformado pela inversa da matriz de correlagao (7).

Em seguida, se desenvolvera uma equagao recursiva para atualizar a estimativa
dos minimos quadrados é(z) para o vetor de parametro. Para fazer isso, usa-se as
Equagoes (4.2), (4.7) e (4.9) para expressar a estimativa dos minimos quadrados

0(i) para o vetor de parametros na iteracio i da seguinte forma:

i) (4.15)
L(i)z(i — 1)+ T(i)z(i)d* (7),

Substituindo a Equagdo (4.11) para I'(¢) somente no primeiro termo no lado direito

da Equacao (4.15), obtém-se:

=0(i — 1) — L()z" (1)(i — 1) + T(5)7(d)d*(3),

Finalmente, usando o fato de que I'(i)z(i) é igual ao vetor de ganho L(i) como
na Equagao (4.13), obtém-se a equagao recursiva desejada para a atualizacao do

vetor de parametro 6 :

0(i) = 0(i — 1) + L&) [d* () — 27 ()0 — 1)]

: (4.17)
=0(i — 1) + L(1)& (1),
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em que £(i) é o erro de estimativa a priori definido por

E(i) = d(i) — 2" (0)0"(i = 1)

X (4.18)
=d(i) — 07 (i — 1)z(3),

O produto interno 0 (i — 1)%(i) representa uma estimativa da resposta desejada
d(i), com base na estimativa anterior de minimos quadrados do vetor de parame-
tros é() que foi calculado no passo de tempo i — 1.

O erro de estimativa a priori £(7) é, em geral, diferente do erro de estimativa

a posteriori

e(i) = d(i) — 0" (i)z (i) (4.19)
Um resumo do Algoritmo RLS,-HDP-DLQR ¢ apresentado da seguinte forma:

Algoritimo 1 - Algoritimo HDP - Recursive least-square and Recurrence Step.
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RLS,-HDP-DLQR

O =1 O Ut oW N =

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25

26

27
28
29
30
31

32

> Configuragao - Condigoes Iniciais

> Ponderagbes e Sistema Din&mico - [Q, R, Ag, Bg, N] + | ]
> Fator de Desconto - 0 < v < 1.

> Parametro RLS: GAO, To

> Fator de Esquecimento - 0 < A < 1.

> Estado Inicial - xq.

> Ponderacdes e Sistema Dinamico - [N, Nyeyit] < [ ]

> Valores inicias de P e K - [Py, Ko] + | ]

> Processo Iterativo
fori«+ 0: N
do
> Politica Otima
> Estado
Tip1 — Agm; + Bau;
> Definicao da Base - Produto de Kronecker
T [Ii, c 1T fﬂgi; C T —1iTnis mfu]
> Montagem do Alvo
d(z,r, f, P) + xlTQa:I + uZTRui + :U?+1P:ri+1
> RLS - Recursive least-square
Iz,

N N

iv1 = 0; + Lip1(d(-) — 7T ;)

Dit1 = A" (0 — L1zl 1Y)

> recuperagao de matriz P a partir dos vetores 6

Liy1 =

_ n(n+1)
= ) ) )
6y by - 0 /2
R 02/2  b1qn O2n—1/2
Pli+1 ) ) )
92n/2

0n/2 Ony1/2 02,/2 Om
> Atualizagdo da Politica (Ganho Otimo de Realimentacio K) K
Kit1 < —y(R+~BT PPi+1By)~1 BT Pli+1 4,
if (%onrevit =0
then

Ti+1 < Trevit

Fim do Processo [terativo

4.3 Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR

Nesta secdo se mostrard a adequagao do Algoritmo RLS,-HDP-DLQR em
RLS,-QR-HDP-DLQR, mais precisamente, o algoritimo RLS,-HDP-DLQR base-

ado em decomposicao QR.

Do algoritmo RLS,-HDP-DLQR, tem-se que a equacao de atualizagao recur-
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siva do valor da matriz de correlagao é dada por:

O(i) = A®(i — 1) + 2(i)z" (4), (4.20)
onde ®(i — 1) é o valor "anterior"da matriz de correla¢do, e o produto matricial
z(i)xH (i) é o termo de correcao na operagao de atualizagao.

Antes de proceder com a formulacao do algoritmo RLS,\-QR-HDP-DLQR, ¢

conveniente introduzir algumas notacoes. De acordo com as equacoes normais do

estimador dos minimos quadrados, o vetor de parametros é(z) é definido por:

®(i)0(i) = (i), (4.21)

onde z(i) é o vetor de correlacdo cruzada entre a resposta desejada d(i) e o vetor
de entrada z(7).

Seja a matriz ®(i) expressa na forma:

O(i) = PY2(3).dH/2(4), (4.22)

sendo ®'/2 uma matriz triangular inferior definida como a raiz quadrada de ® (1),
e ®1/2 ¢ a transposta Hermitiana de ®'/2 (Decomposicio de Cholesky).
Em seguida, pré-multiplicando os dois lados da Equagao (4.21) pela matriz

®~1/2(4), produz-se um novo vetor de variaveis definido por:

w(i) = ®2()0(i) = D2 (i) (i), (4.23)

Assim, pode-se chegar ao vetor de correlacdo cruzada entre a entrada z(i) e a
saida desejada d(7):

(i) = Ae(i — 1) + 2(3)d" (i), (4.24)

ou equivalentemente,

(i)0(i) = A\P(i — 1)0(i — 1) + z(i)d* (i) (4.25)

Devido a questoes que serao explicadas mais adiante, é mais conveniente ex-
pressar as Equagoes (4.20) e (4.25) na forma transposta Hermitiana, em tal caso
pode-se expressar cada um dos termos que aparece no segundo membro de cada

equacao em suas formas fatoradas individuais da seguinte maneira:
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ADH (1 — 1) = [NV2012 (5 — 1)) [N2H/2(; — 1)] (4.26)

AT (i — 1)@ (i — 1) = [\Y207 (i — 1)®Y2 (i — D))[NY2BH/2 (i — 1))
(4.27)
= 2R (@ = D)2 - 1)
Pode-se identificar agora quatro fatores distintos como os elementos de bloco

da pré-matriz, que sao arranjados da seguinte forma:
o \/20'2(j —1) e (i) que sdo de dimensdo ng X ng e ny x 1 respectivamente.
o [\20H (i —1)] e d(i), que sdo de dimensdo 1 x ng e 1 x 1 respectivamente

O primeiro par de fatores é naturalmente compativel em virtude de ser composto
por uma matriz e um vetor. A compatibilidade do tdltimo par de fatores como
vetores linha é a razao para trabalhar com as formas transpostas hermitianas das

Equacoes (4.20) e (4.25) que podem, assim, construir a seguinte pre-matriz

A212(5 — 1) z(i)
A20H (5 — 1) d(q)
0T 1
A dltima linha, constituida por um bloco de zeros seguido por um termo unitéario,
foi adicionado a fim de abrir espaco para a geragao de outras variaveis do RLS na
poOs-matriz.
Suponha-se que em seguida se escolhe uma rotacdo unitaria ©(i) que trans-
forma esta pré-matriz de modo a produzir um bloco nulo na segunda entrada da

linha do bloco superior da pés matriz, como mostrado pela forma:

B = A®, (4.28)
sendo
A2@V2( — 1) z(4) BEG) 0
A= | NPuHGE 1) d@6) |, B=1| bl@) b3,00) |- (4.29)
07 1 biy (i) bay(i)
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Para avaliar os elementos dos blocos desconhecidos B (i), b¥ (i), b3, (i), bE (i) e
b3, (1) da pos-matriz, procede-se elevando ambos os membros da Equacgao (4.30) ao
quadrado. Em seguida, reconhecendo que O(7) é uma matriz unitaria, e, portanto,

O(i)O% (i) é igual & matriz identidade para todo i, pode-se escrever:

AAY = BB, (4.30)

que expandindo, obtém-se:

M2OHG— 1) d(i)
07 1

)\1/2(1)1/2 i — 1 (1
(Z ) x(z) [ )\1/2(1)1{/2(2- _ 1) )\l/zw(i — 1) 0 ]

(i) dr(i) 1

B (i) boy (i) bgl(i)] (4.31)
OT bQQ(Z) bgg(Z)

Assim, comparando-se os respectivos termos de ambos os lados da igualdade

(4.31), obtém-se as seguintes identidades:

BE@) B (1) = A0(i — 1) + 2(3)7" (i) = O(4) (4.32)

b (1)) By (i) = A (i — 1)OH/2 (i — 1) + d(i) 7 (4) (4.33)
bi (i) By (1) = 77 (d) (4.34)

B (i)byy (i) = ADY2(i — Dw(i — 1) + T(i)d* (i) (4.35)

by ()21 (i) + b3 ()baa (i) = Aw™ (i = Dw(i — 1) + d(i)d"(0) (4.36)

b3 (1)ba1 (i) + by (1)bao (i) = d* (i) (4.37)

BE(i)bs1 (1) = 2(i) (4.38)
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b33 ()bsy (i) + b5y (i)bs2 (i) = d(i)

by (1)Da1 (i) + b3 (0)Da2 (i) = 1

Desenvolvendo a Equagao (4.32), encontra-se o valor de By,

BE() B, (i) = A@(i — 1) + z2(1)z" (i) = ®(4)

By (i) Bu (i) = ®(3)

Bli(i) = ©"/2(i)

Desenvolvendo a Equagao (4.33), encontra-se o valor de by,

b (i) By (i) = A (i — 1)®H/2 (i — 1) + d(i) 7 (4)

V(DU (1) = M (1 — 1)OH/2 (i — 1) + d (i) (0)

b ()2 (3) = N (i — 1)®V2 (i — D)2 (i — 1) + d(i)z" (4)

V() DT (i) = N (i — 1)®(i — 1) + d(i)z" (i)

b3 (D)2 (i) = 6" (1) @™ (i)

31 (i) = 0 (1)@ (i)

ban (i) = w' (i)

Desenvolvendo a Equagao (4.34), encontra-se o valor de bs

b5 (1) By1 (i) = 2 (i)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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b (i) = 2 (1)@~ (0)

Desenvolvendo a Equagdo (4.40), encontra-se o valor de by
b3 (i)bs1 (i) + b3a(i)bsa (i) = 1
bia(1)b32(i) = 1 — by ()b (i)
Uiy (1)bg2(i) = 1 — (27 ()@~ 2 (3) (@7 1/2(0) (i)
by ()32 (i) = 1 — 27 (i)@' ()7 (4)
bip(i)bs2(i) = 1 — 2" (i) L(i)

Ui (i) = (1= L7 (0))" (i)

Definindo p(i) = 1 — L7 (i)z(4)

bia (i) = p'/?(i)

Desenvolvendo a Equagao (4.39), encontra-se o valor de by

b3 ()bsy (i) + by (1)bs2 (i) = d(i)
Wi (1) 2(0)3 (i) + by (i) (pM?) (1) = d(i)

D32(0)(p"/?) (i) = d(d) — " (1)2(0)2"/*(0)

bya(i) = (d(i) — " (D)2 (0)2V2(0)) (7'/%)"(0)

(4.43)

(4.44)
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b3a(i) = (d(i) — 2(1)8" (1)) (p™"%)"(0)
Dia(i) = (d(d) — (i) (0" (i = 1) + LT (D)€()) (7%)"(0)

b3 (i) = (d(i) — 2(0)8" (i — 1) — (i) L" ()€ (2)) (/%) " (3)

by (i) = £(0)p"/?(3) (4.45)

Assim, reorganizando a matriz da Equacdo (4.31) com os valores de B (4), bk (i),

bio (1), bE (1) e b3, (i), retirados das Equagdes (4.41), (4.42), (4.45), (4.43) e (4.44),

respectivamente, tem-se:
A2P12(5 — 1) 2(i) P2 (3) 0
NP 1) d(i) [O6) = | W) €)' |, (446)
07 1 zH(@)O~H2(5)  p/2(4)

e a atualizacdo do vetor de parametro é(z), tendo em vista a Equagao (4.23), é

dado por:

0" (i) = W ()2 (i) (4.47)
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Algoritimo 2 - Algoritmo RLS-QR-HDP-DLQR - Decomposicdo QR por Rotagoes de Givens.

RLS,-QR-HDP-DLQR (ROTACAO DE GIVENS)

> Configuragao - Condigoes Iniciais

> Ponderacdes e Sistema Dinamico - [Q, R, A4, Bg, N] + | ]
> Fator de Desconto - 0 < vy < 1.

> Parametro RLS - QR: <I>(1)/2, wo

> Fator de Esquecimento - 0 < A < 1.

> Selecao - Estado Inicial - zg.

> Ponderagbes e Sistema Dindmico - [N, npeyit] < | ]

D> Valores inicias de P e K - [Py, Ko] « | ]

W N Y O oW N

9 > Processo Iterativo
10 fori«+ 0: N

11 do
12 > Politica Otima
13 U; < Kiwi
14 > Estados
15 Tip1 — Agqz; + Bgug
16 > Definicao da Base - Produto de Kronecker
17 T; [m%i;zlimgi;“.;mii]
18 > Montagem do Alvo
19 d(z,r, f, P) + xlTQx.L + uzTRui + x?+1Pixi+1
20 > RLS baseado em Decomposicdo QR (Rotagdo de Givens)
)\1/2@,}/2 T;
21 Agp | M/2H d()
oT 1
a
22 Cog + 7\/@17@%
23 Sox —\/ﬁ
24 Qax « eye(i)
25 Jog | Cor Saz
—Saor  Caz
26 R+ Jgg * Agp
L H 0
27 R — wi §z‘p}fl
sl
28 > Atualizagdo do vetor 6 por meio da "substituicao para tras"
29 0 | =Wl o
30 > Recuperacao de matriz P a partir dos vetores 6
31 PO+t (01, Oyp,eey Ogyniy  O10]
32 > Atualizagdo da Politica (Ganho Otimo de Realimentagio K)
33 Kip1 + —v(R+~BT Pli+1B;)~1 BT Plit1 4,
34 if i %nrevit =0
35 then
36 Tit1 < Trevit

37 Fim do Processo Iterativo
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Algoritimo 3 - Algoritmo RLS-QR-HDP-DLQR - Decomposi¢ao QR por Reflexdao de Householder.

RLS,-QR-HDP-DLQR (REFLEXAO DE HOUSEHOLDER)

> Configuragao - Condigoes Iniciais

> Ponderacdes e Sistema Dinamico - [Q, R, A4, Bg, N] + | ]
> Fator de Desconto - 0 < v < 1.

> Parametro RLS - QR: <I>(1)/2, wo

> Fator de Esquecimento - 0 < A < 1.

> Selecao - Estado Inicial - zg.

> Ponderagbes e Sistema Dindmico - [N, npeyit] < | ]

D> Valores inicias de P e K - [Py, Ko] « | ]

W N Y O oW N

9 > Processo Iterativo
10 fori«+ 0: N

11 do
12 > Politica Otima
13 U; < Kiwi
14 > Estados
15 Tip1 — Agqz; + Bgug
16 > Definicao da Base - Produto de Kronecker
17 T; [m%i;zlimgi;“.;mii]
18 > Montagem do Vetor Alvo
19 d(z,r, f, P) + xlTQx.L + uzTRui + Jzﬁ_lPxiJrl
20 > RLS baseado em Decomposicdo QR (Reflexdo de Householder)
A/201/2(5 1) z(3d)
21 Agp + | A/2pH(i—1)  d(3)
oT 1
22 s= ai+ai+1+...+a%9+2
23 w:\/ﬁ( 0 ... ag+sinal(ar)s apg1 -0 Angys )T

24 H = (I - 2wwt)

25 R = HAgg
B o
26 R— wi &Pjﬁ
ok
27 > Atualizagao do vetor 6 por meio da "substituicdo para tras"
28 6H = wHo /2
29 > Recuperagdo de matriz P a partir dos vetores 6
30 PO+t (01, 0yp,e, Ogyniy  O10]
31 > Atualizagdo da Politica (Ganho Otimo de Realimentagio K)
32 Kip1  —v(R+~BT Pli+1B;)~1 BT Plit1 A,
33 if i%nrevit =0
34 then
35 Tit1 < Trevit

36 Fim do Processo Iterativo
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4.4 Consideracoes Finais

A formulacao do problema foi apresentada como a fusao de trés metodologias
para o projeto de controle 6timo online baseada na solugao da equacao HJB:
programagao dindmica (iteragao de politica), aprendizagem por reforgo (diferencas
temporais) e aproximacao da funcao valor via estrutura paramétrica RLS.

O problema principal desta técnica estd relacionado com o mal condiciona-
mento da matriz de covariancia da abordagem RLS para estimar a solugdo da
equacao HJB-Riccati.

Para diminuir esse problema propos-se a unidao da decomposicao QR no algo-
ritmo padrao visando melhorar o comportamento do niimero de condicao e pa-

rametro de positividade da matriz de covariancia resultando assim no algoritmo

RLS\-QR-HDP-DLQR (variagdo do algoritmo RLS,-HDP-DLQR).



CAPITULO 5

COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

5.1 Introducao

A teoria da complexidade computacional é um ramo da teoria da computacao
em ciéncia da computacao tedrica e matematica que se concentra em classificar
problemas computacionais de acordo com sua dificuldade inerente, e relacionar
essas classes entre si (Downey and Fellows 1999). Neste contexto, um problema
computacional é entendido como uma tarefa que é, em principio, possivel de ser
resolvida por um computador (o que basicamente significa que o problema pode
ser descrito por um conjunto de instrugoes matematicas). Informalmente, um
problema computacional consiste de instancias do problema e solucoes para essas
instancias do problema.

Um problema ¢ dificilimo no sentido de que nenhum algoritmo pode resolvé-lo

Por exemplo, o teste de primalidade é o problema de determinar se um dado
ntimero é primo ou nao. As instancias deste problema sdao nimeros naturais, e a
solucao para uma instancia é sim ou nao, dependendo se o niimero é primo ou nao.
Um problema ¢ considerado como inerentemente dificil se a sua solucao requer
recursos significativos, qualquer que seja o algoritmo usado. A teoria formaliza
esta intuicao através da introducao de modelos mateméaticos de computacgao para
estudar estes problemas e quantificar os recursos necessarios para resolvélos, tais
como tempo e armazenamento. Outras medidas de complexidade também sao
utilizadas, tais como a quantidade de comunica¢ao (usada em complexidade de

comunicagao), o ntmero de portas em um circuito (usado na complexidade de

60
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circuito) e o niimero de processadores (usados em computacao paralela) (Du and
Ko 2000). Um dos papéis da teoria da complexidade computacional é determinar
os limites praticos do que os computadores podem e nao podem fazer.

Campos intimamente relacionados com a ciéncia da computacao tedrica sao a
analise de algoritmos e a teoria da computabilidade. Uma distingao chave entre
a andlise de algoritmos e teoria da complexidade computacional é que a primeira
é dedicada a analisar a quantidade de recursos necessarios para um determinado
algoritmo resolver um problema, enquanto o segundo faz uma pergunta mais geral
sobre todos os possiveis algoritmos que podem ser usados para resolver o mesmo
problema (Goldreich 2008). Mais precisamente, ele tenta classificar os problemas
que podem ou nao podem ser resolvidos com os recursos devidamente restritos.
Por sua vez, impondo restri¢goes sobre os recursos disponiveis é o que distingue a
complexidade computacional da teoria da computabilidade: a segunda pergunta

que tipos de problemas podem, em principio, ser resolvidos através de algoritmos.

5.2 Parametros de Avaliacao de Algoritmos

Um algoritmo é uma sequéncia finita de instrucoes bem definidas e nao ambi-
guas, cada uma das quais pode ser executada mecanicamente em um periodo de
tempo finito e com uma quantidade de esforco finita (Goldreich 2008).

O conceito de algoritmo ¢é frequentemente ilustrado pelo exemplo de uma re-
ceita culindria, embora muitos algoritmos sejam mais complexos. Eles podem
repetir passos (fazer iteracgoes) ou necessitar de decisoes (tais como comparagoes
ou logica) até que a tarefa seja completada. Um algoritmo corretamente execu-
tado nao ird resolver um problema se estiver implementado incorretamente ou se
nao for apropriado ao problema.

Um algoritmo nao representa, necessariamente, um programa de computador
, € sim 0s passos necessarios para realizar uma tarefa. Sua implementacao pode
ser feita por um computador, por outro tipo de autémato ou mesmo por um
ser humano. Diferentes algoritmos podem realizar a mesma tarefa usando um
conjunto diferenciado de instrucoes em mais ou menos tempo, espaco ou esforco
do que outros. Tal diferenca pode ser reflexo da complexidade computacional

aplicada, que depende de estruturas de dados adequadas ao algoritmo (Sipser
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2006). Por exemplo, um algoritmo para se vestir pode especificar que vocé vista
primeiro as meias e os sapatos antes de vestir a calca enquanto outro algoritmo
especifica que vocé deve primeiro vestir a calca e depois as meias e os sapatos.
Fica claro que o primeiro algoritmo é mais dificil de executar que o segundo apesar
de ambos levarem ao mesmo resultado.

O conceito de um algoritmo foi formalizado em 1936 pela Maquina de Turing de
Alan Turing e pelo calculo lambda de Alonzo Church (Church 1996), que formaram
as primeiras fundacoes da Ciéncia da computacao.

Logo, pode-se avaliar um algoritmo em diversos parametros tais como:

1. Velocidade de Execucao, que talvez seja o ponto mais importante de algo-

ritmos para processamento em tempo real.

2. Utilizagao de Memoria, o avango da informatica elevou a ampla disponibili-

dade de memoéria diminuindo a preocupacao com esse parametro.

3. Estabilidade, garantir que o funcionamento do algoritmo seja o mesmo ao
passar do tempo nao sofrendo com mau funcionamento pelo tempo de exe-

cucao, entre outros.

Os algoritmos desenvolvidos no presente trabalho sao avaliados tendo como
referencia trés importantes parametros: Custo Computacional, Estabilidade Nu-

mérica e Tempo de Convergéncia, os quais serao discutidos a seguir.

5.2.1 Custo Computacional

A principio, complexidade computacional se refere a estimativa do esforco
computacional (custo computacional) despendido para execu¢ao de um algoritmo
que resolve um problema com entrada de tamanho n. Este esforco normalmente é
medido por uma funcao da forma O(f(n)), a qual indica a ordem de complexidade
de tempo de execugao do algoritmo que estd associado ao nimero de operagoes
aritméticas realizadas pelo algoritmo em funcdo da dimensao n da entrada do
problema. Em alguns algoritmos a funcao de complexidade f(n) pode relacionar
mais de uma variavel, como f(n,m), f(n,m,p), etc. Algoritmos que requerem
menos operacoes aritméticas sao preferidos na prética pois ocasionam em custos

computacionais menores.
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Assim, a analise do custo computacional deve ser calculada em uma unidade
computacional chamada flops que é um acrénimo na computacao que significa
Floating-point Operations Per Second, que, em portugués, quer dizer operacoes
de ponto flutuante por segundo. Isto é usado para determinar o desempenho de um
computador ou de um algoritmo, especificamente no campo de calculos cientificos,
que fazem grande uso de calculos com ponto flutuante; similar a instrucoes por
segundo (Arora and Barak 2006).

Ja que dispositivos de computacao tém enorme capacidade de processamento,
convém utilizar unidades maiores que flops, seus miltiplos. Os multiplos mais
utilizados sao: megaflops (Mflop/s), gigaflops (Gflop/s), teraflops (Tflop/s), pe-
taflops (Pflop/s) e exaflops (Eflop/s).

A evolucao da informética esta elevando cada vez a capacidade de flops de um
computador porém ainda existe calculos que necessitam de uma quantidade muito
grande de flops para ser executados, o maior exemplo sao os calculos necessarios
para previsao de tempo que sempre sao realizados por supercomputadores que
tem capacidade de processamento muito maior que computadores pessoais PC’s.
Por isso, ainda se deve ter a preocupacao em reducao do custo computacional dos
algoritmos.

Nessa secao serao descritos os custos computacionais dos algoritmos propostos
neste estudo. Antes de prosseguir com tais desenvolvimentos, serao necessarios
introduzir algumas notacoes.

Sejam «y e ag dois escalares quaisquer em . As notacoes op((;r), opg) e op((f)
serao usadas para denotar uma operacao de adicao a; + as, multiplicacao ay.am
e divisdo a1 /ae, respectivamente. Cada uma destas operagoes equivale & um flop
(medida de complexidade aritmética adotada).

As Tabelas 5.1 e 5.2 apresentam algumas operagoes bésicas de vetores e ma-
trizes que aparecem nas etapas de avaliacao e melhoria de politica dos algoritmos
RLS\-HDP-DLQR e RLS,-QR-HDP-DLQR. Estas tabelas também fornecem o
namero de flops (operagoes de ponto flutuante por segundo) para cada uma das
operacoes basicas.

Observagoes:

1. De forma genérica, a multiplicacao de duas matrizes M; e My com M, €

R™*P e My € RP*™ envolve 2mnp — mn flops e serd denotada por op%npn.
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2. Dada uma matriz M com M € R™™ inversivel, a obtencdo da inversa

de M, M~ por meio de transformacoes de Gauss (processo de eliminagao

Gaussiana), requer aproximadamente 2m? flops (3m® flops para matrizes

definidas positivas). A operagio de inversao de uma matriz definida positiva

serd denotada por opg\zl.

Tabela 5.1: Operacgoes basicas com vetores em "¢

Operacao Descricao Complexidade
opgf) Adicao: v1 + v9 g
opdet Produto escalar: v v, 2ng — 1
opout Produto externo: vivl ng
Op(',)a Multiplicacao de um escalar o por um vetor: av ng

Tabela 5.2: Operagoes bésicas com matrizes em R™0*™0

Operacao Descrigao Complexidade
op{l Adigao na
op') Multiplicacdo 2ns — n?
opg\}va Multiplicagao de um escalar por uma matriz ng
opg\},v Multiplicagao de uma matriz por um vetor 2n2 — ny
opS\}ngulM Multiplicagao de uma matriz triangular por um vetor na
op('}Dmgmml » | Multiplicagao de uma matriz diagonal por um vetor Ny

RLS,-HDP-DLQR

ETAPA AVALIACAO DE POLITICA

Na descricao do custo computacional em uma iteragao ¢ de avaliagao de politica
realizada pelo RLS padrao, tem-se:

1- Construcao do vetor de fungoes de base 7, via produto de Kronecker dos
estados. Considerando que a formacao de cada vetor z, envolve m)[opg)], 0 que

equivale a ng flops, tem-se

Opg) = ng = ngflops
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2- Calculo do ganho L(i) da Equagao (4.10):

opg"t + 20p5\27v+0pg+)+0p1(}'7a+0p((j) = (2ng—1)+(4n;—2ng)+14+ng+1 = dnj4ng+1 flops

3- Atualizacio do vetor de parametros 0(i) de Equacio (4.17):

op® + opt) + opl) 4+ opt) = (2ng — 1) + 1419+ ng = 4ny  flops

e’

4- Atualizacdo da matriz de covariancia I'(7) de Equagao (4.08):

opg“t—l—op('}%—opgg)+op§\'}7a—l—opg) = n3+(2n§’—n§)+ng+n§+l = 2ng+2n3+1 flops

5- Recuperacao da matriz P a partir do vetor 0 gerado pelo RLS convencional

é dado por:
(n* —n)op) = n®> —n  flops

RLS,-OR-HDP-DLQR (GIVENS)

ETAPA AVALIACAO DE POLITICA

Na descricao do custo computacional em uma iteracao ¢ de avaliagao de politica
realizada pelo RLS QR com rotacao de Givens, tem-se:

1- Segue-se o mesmo procedimento do algoritmo RLS,-HDP-DLQR o qual
requer ng flops

2- Calculo de Cog e Sox (Givens):

2(20p) 4 op) 4+ oprt) 4 opl)) = 22+ 1+141) =10 flops

« «

3- Céalculo da Matriz R:

op§) = 2(2)° = (2)* flops

4- Atualizacio do vetor de parametros (i) (Back Substitution)

2 2
ODbacksub = Ng = Ny flOPS
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5- Recuperacao da matriz P a partir do vetor 0 gerado pelo QR-RLS é dado

por:
(n? —n)op) = n? —n  flops

RLS,-OQR-HDP-DLQR (HOUSEHOLDER)

ETAPA AVALIACAO DE POLITICA

Na descricao do custo computacional em uma iteragao ¢ de avaliagao de politica
realizada pelo RLS QR tem-se:

1- Segue-se 0 mesmo procedimento do algoritmo RLS,-HDP-DLQR o qual
requer ng flops

2- Célculo de s (Householder):

Opz()',)v + opgfq?"t) = ng +ng = 2ng flops

3- Montagem da Matriz z (Householder):

opt) +optt) = 1+1= 2flops

o

4- Calculo da Matriz w (Householder):

op$H) + 20p8) + op?) + OPE\%Q =142+ 1+n;= nj+4 flops

5- Calculo da Matriz H (Householder):

opy) + op$) ., + opl), = n3+nl + 2ng = 203+ 2ny flops

v,V

6- Calculo da matriz R

opg\} = 2n3 — n2 flops

7- Atualizaciio do vetor de parametros (i) (Back Substitution):

2 2
ODbacksub = Ty = Ty flOpS

8- Recuperacao da matriz P a partir do vetor 6 gerado pelo QR-RLS ¢ dado

por:



CAPITULO 5. COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL 67

2

(n?> —n)op?) = n? —n  flops

Agora pode-se apresentar um comparativo entre o Custo Computacional dos
algoritmos RLS,-HDP-DLQR, RLS,-QR-HDP-DLQR (Givens) e RLS,-QR-HDP-
DLQR (Householder), essa avaliacdo seré feita apenas na etapa de avaliacio de
politica, por ser a tinica etapa a possuir diferenca entre os algoritmos.

Uma forma simples de comparar os algoritmos e apresentar quantos flops cada
algoritmo gasta para realizar as operacdes de op(*/=), opt) e op*). Um resumo
da quantidade de cada tipo de operagao necessaria para execucao dos algoritmos

e apresentado abaixo.

RLSu - HDP - DLQR

4 3 32
e NI LT UL )
op 4+2+4+2+
(,)_>n6+3n5+2 4+11n3+15n2+5n 5
) —+—+2n — -
P 177 A A 2

op™) = n?—n+1

RLSH — QR — HDP - DLQRGivens

op™/) = n?—n

0()_>n6+n5 nt  nd  Tn? on
P 8 '8 "8 84

4 52
op()%%—nd—l—%—%
RLSM — QZR — HDP - DLQRHouseholde’/‘
5 4 3 2
n__|_n__n————|—2n—2

n" n% nd Bnd  n?

L L L L
Pttt
3n3 3n

— —mf4 =1

5 Tt

Fazendo a substituicao do valor de n por 4, sistema de 4* ordem, encontra-
se o valor real de flops usados na execucao de cada algoritmo. O resultado é

apresentado na Tabela 5.3.
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Tabela 5.3: Resultado da avaliagdo do custo computacional

Algoritmo flops
RLS,-HDP-DLQR 2674
RLS,-QR-HDP-DLQR Givens 792
RLS,,-QR-HDP-DLQR mousehotder | 7108

Com base nos resultados apresentados anteriormente, observa-se que o algo-
ritmo que requer menos flops para a sua execucao ¢ o RLS)\-QR-HDP-DLQRgivens-
isso é explicado pela falta de operacoes matriciais de grande ordem nesse algo-
ritmo,as tnicas matrizes que passam por multiplicacao possuem ordem 2, inde-
pendentemente da ordem do sistema,diminuindo em muito o custo computaci-
onal. Ja o algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR gouschotder apresentou um resultado
bem pior comparado ao algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQRgiyens € a0 RLS,-HDP-
DLQR também, sendo assim o algoritmo com o maior custo computacional.

Com esse resultado pode se concluir que os algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQRGivens
propostos nesse trabalho tem custo computacional 70% menor que o do algoritmo
RLS,-HDP-DLQR padrao.

5.2.2 Estabilidade Numérica

Sabe-se que imprecisoes e erros de arredondamento sao inevitaveis na im-
plementacdo computacional de qualquer algoritmo. Algoritmos que sofrem de
instabilidade numérica em face de tais erros nao sao adequados na pratica. Os
algoritmos RLS,-HDP-DLQR quando implementados de acordo com as Equacoes
(4.10), (4.11) e (4.17), instabilidade numérica pode ser um problema uma vez que
os erros de arredondamento e precisao finita podem levar & matriz de covariancia
[' () da recursao de Equagao (4.11) perder sua positividade. Tal comportamento
instavel do RLS, o qual resulta de imprecisdoes numeéricas devido ao uso do ambi-
entes de precisao finito, é chamado "instabilidade numeérica".

O problema da perda da positividade da matriz I'(-) na implementagao do al-
goritmo RLS,-HDP-DLQR tem sido contornado empregando-se métodos do tipo
raiz quadrada (Fatoragdo UDUT) (Régo et al., 2013) e como proposto nesse tra-
balho Decomposi¢ao QR que no caso a matriz avaliada é a ®(-) . Estas abordagens

tem custos computacionais menores com respeito ao niimero de operacoes arit-
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méticas, requeridas na implementacao do algoritmo, que se reflete na reducao
dos erros de arredondamento, tornando os algoritmos RLS)-HDP-DLQR menos
sensiveis a perda da positividade da matriz I'(-) e da matriz ®(-).

O problema da instabilidade numérica para o algoritmo RLS,-HDP-DLQR é
abordado nessa subsecao em termos das avaliacoes dos ntimeros de condicao da
matriz de covariancia I'(-) da estimativa RLS e do fator Cholesky da matriz ®(-),
bem como do parametro de positividade.

Este problema pode ser superado usando transformagcoes unitarias numerica-
mente estaveis a cada iteragdo do algoritmo RLS. Em particular, a matriz I'(i) é

propagada numa forma de raiz quadrada usando a fatoracao de Cholesky

[(i) = TY2(0)I2(i),

em que I''/2(i) ¢ uma matriz triangular inferior, e I'/2(;) é a sua transposta
Hermitiana.

Em élgebra linear, o fator de Cholesky I''/2(i) é comumente referido como a
raiz quadrada da matriz ['(7).

O ponto importante a observar aqui é que o produto matricial I''/2(3)TH/2 (i)
¢ muito menos provavel de se tornar indefinido, porque o produto de qualquer
matriz quadrada por sua transposta Hermitiana é sempre definido positivo. De
fato, mesmo na presenga de erros de arredondamento, o condicionamento numérico
do fator de Cholesky I''/2(4) & geralmente bem melhor do que aquela da propria
['(4)

O naimero de condi¢do da matriz de covariancia ['(i) é definido pela relacao

entre 0 Maior g, € 0 MENor 0,,;, valores singulares de I'(i) que é dado por

Umax(r(l))
Tmin(I'(7))

Com efeito, mostra-se a relacao entre os nimeros de condi¢ao da matriz de

cond(T'(i)) = (5.1)

covariancia I'(7) com o do seu fator Cholesky ®/2(i), a qual é dada por

cond [['(i)] = cond [Fl/Q(i)FH/Q(i)}
= cond [F1/2(i)}2

da relagao (5.2), observa-se que a medida que cond(I'(i)) aumenta a robustez

(5.2)

numérica é melhorada para os métodos raiz quadrada, a diferenca entre os numeros
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de condicdo das matrizes I''/2(i) e I'(i) torna-se significativa.

O algoritmo de estimacao RLS também pode ser implementado na forma de
raiz quadrada pela propagacdo da raiz quadrada I'"/2(i) ao invés da propria
matriz inversa I'"!(i). Nesta variante do RLS, a fatoragiao de Cholesky é usada

para expressar a matriz inversa I'"'(i) como segue:

I=1(i) = D~ H2(H)0=Y2()

onde T~'/2(j) & uma matriz triangular inferior, e I'"*/2(;) & a sua transposta
Hermitiana

Uma outra medida para avaliar o problema da estabilidade numérica para o
algoritmo RLS,-HDP-DLQR ¢ a analise do parametro de positividade p da matriz
['(z), o qual é definido por.

p(i) =1 — L (i)z(s). (5.3)
Usando a defini¢ao do vetor de ganho L(i) de Equagao (4.10) e o fato de que
['(:) é simétrica, isto é T'7 (i) = I'(i), ap6s simplificagoes a Equagao (5.3) pode ser

reescrita por

. A
P = G = Da ()

Observando que a forma simétrica em (5.4) possui um valor real ndo-negativo,

(5.4)

tem-se 0 < p < 1. Portanto, uma condigdo necessaria para que a matriz I'(7) seja
definida positiva é dada por 0 < p < 1. A ocorréncia de um valor fora desta faixa
indica que a matriz I'(i) perdeu a propriedade definida positiva.

O parametro de positividade p(i) tem sido também interpretado como uma
razao entre os erros de predicao a posteriori e a priori associados a estimativa
do parametro 6, veja por exemplo (Romano, 1995), em que ele é utilizado para
prever a ocorréncia da divergéncia provocada por erros de quantizagao (erros de
arredondamento).

Para estabelecer a relacao entre esses dois erros de estimativa, comeca-se com a
definigao do erro a posteriori da Equagao (4.19) substituindo o valor de atualizagao

pela Equagao de atualizacao em (4.17), obtém-se
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e(i) = d(i) — [0i — 1) + L()E"(6)) (1)
— d(i) — 0" (i — V(i) — L" ()& (1)<(0) (5.5)
— (1 - L"()2(0))€(),

onde, na tltima linha, faz-se o uso da definigdo dada na Equagao (4.18). A razao
entre a estimativa a posteriori com a estimativa a priori, ¢ chamado o fator de

conversao, denotado por p. que pode, assim, escrever

30 (5.6)
=1 L)z ()

cujo valor é determinado exclusivamente pelo vetor de ganho L(i) e o vetor de

derivagao de entrada z(i)

5.2.3 Tempo de Convergéncia

E o tempo decorrido necessario para um algoritmo encontrar uma solucdo
aceitavel, ou seja, onde o erro de regime tem valor menor que o erro de projeto. O
tempo de convergéncia esta diretamente relacionado a capacidade computacional
da maquina que estd executando esse algoritmo, por isso em casos que nao se
pode controlar essa velocidade de processamento esse parametro deve ser medido
por interacoes necessarias para encontrar a solugao.

Assim, quanto menos iteracoes o algoritmo precisar para encontrar a solu-
¢a0, menor sera seu tempo de convergéncia e mais rapido serd sua resposta para
o sistema. Contando com sistemas que encontram rapidamente a solucao para
problemas de controle pode-se, entao, almejar realizar controle em tempo real.

Na ciéncia da computacdo, a expressao em tempo real, se refere a sistemas
em que o tempo de execucao de uma determinada tarefa é rigido independente da
carga do sistema. O tempo de execucao de uma operacao pode ser muito curto

ou nao. O que importa para este tipo de sistema é que a tarefa seja executada.
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5.3 Consideracoes Finais

Neste Capitulo foi apresentado conceitos de complexidade computacional com
enfoque no estudo dos parametros de avaliacao: Custo Computacional, Estabili-
dade numérica e Tempo de Convergéncia, que serviram de métrica para a analise
dos algoritmos apresentados no Capitulo 4, visando assim, que esses algoritmos
tenham caracteristicas necessérias para aplicacoes em tempo real em sistemas mi-
croprocessados como: FPGA'’s (Field Programmable Gate Array), DSP’s (Digital
Signal Processor) e PSoC’s (Programmable System-on-Chip).



CAPITULO 6

TESTE COMPUTACIONAL

6.1 Introducao

Os procedimentos para avaliar o desempenho dos algoritmos RLS,-HDP-DLQR
e RLS)-QR-HDP-DLQR para o projeto de controladores via HDP sao estabele-
cidas levando em consideracao a inicializacao do processo iterativo bem como a
politica de referéncia, que é estabelecida pela solucao offline de Schur da equa-
cao HJB-Riccati. As avaliagoes verificam o comportamento da convergéncia dos
estimadores RLS-HDP, tendo como referéncia a complexidade computacional e a
estabilidade numérica, bem como as caracteristicas de polarizacao e a consisténcia
dos estimadores acima mencionados.

Assim, os testes computacionais foram realizados via MATLAB® para os
algoritmos RLS,-HDP-DLQR e RLS,-QR-HDP-DLQR e, em seguida, foram re-
alizadas comparacgoes para avaliar a precisao das solucoes fornecidas por esses
algoritmos. Para varias simulagoes realizadas, verificou-se a influéncia do fator de
esquecimento A no processo de convergéncia e na estabilidade numérica dos al-
goritmos RLSy-HDP-DLQR e RLS,-QR-HDP-DLQR para a solucao da equacao
HJB-Riccati para diferentes valores de \.

A fim de assegurar que a comparacao do desempenho dos algoritmos RLS,-
HDP-DLQR e RLS,-QR-HDP-DLQR seja "justa"no que diz respeito a variacoes
no valor do fator de esquecimento, os outros parametros foram mantidos constan-
tes e iguais para ambos os algoritmos. Por exemplo, os valores iniciais das matrizes

de correlacdo e de correlagao inversa (covariancia) sao mantidos equivalentes de

73
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acordo com a seguinte relacao:

T'(i) — ®Y2(3).

Os algoritmos tém uma condicao de revitalizacao de estado devido aos proble-
mas de estado nulo que levam a uma matriz de regressores com rank nulo. Neste
caso, a revitalizacao é aplicada periodicamente apds cada intervalo n,eyi, que é
dada pela dimensao do vetor de regressao z, que muda de acordo com a ordem
do sistema.

Os experimentos de simulacao sao apresentados para trés sistemas dinadmicos
MIMO que avaliam a funcionalidade dos estimadores RLS baseados em decom-
posicao QR de funcoes valor de estado para o projeto do sistema de controle
online HDP-DLQR, e verifica-se a estabilidade e convergéncia dos algoritmos
RLS,-HDP-DLQR e RLS,-QR-HDP-DLQR. No primeiro sistema dindmico, os
resultados serao explorados no sistema de terceira ordem para um projeto de pi-
loto automatico de uma aeronave F-16 dado por (Lewis and Vrabie 2009¢). No
segundo sistema, os resultados do controle das tensoes através dos capacitores
e das correntes que passam através dos indutores pela variacao das tensoes nas
fontes de alimentacao de um circuito eléctrico de quarta ordem sao mostrados,
ver (Fonseca Neto et al. 2010). Finalmente, um modelo de sexta ordem para o
controle de um DFIG (Gerador de Indugao Duplamente Alimentado) em plantas

eolicas é apresentado, (Viana da Fonseca Neto et al. 2013).

6.2 Modelo da Aeronave F-16

O modelo da aeronave pode ser visto em (Lewis and Liu 1992), este modelo
linearizado corresponde a dindmica longitudinal. Neste modelo, as equacoes da
dinamica foram modificadas para incluir uma segunda agao de controle. Assim, a
dindmica longitudinal da aeronave foram transformadas em um sistema MIMO.

A Figura (6.1) mostra as variaveis de estado que descrevem a dindmica longi-

tudinal da aeronave e que sao definidas como

e A taxa de inclinacao ¢, sendo g = 6 a derivada em relagao ao tempo do

angulo de inclinagao (B);
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e O angulo de ataque a, que é o angulo formado entre a trajetoria da aeronave

e o sentido da linha da asa;
e O angulo de deflexdo de elevagio (d.).

As saidas s@o os proprios estados. De acordo com a Figura (6.1), a represen-

tagao das variaveis do espaco de estado do modelo da aeronave, é dada por

xk:[a q 5e}T:[$1 X2 1’3}T (6-1)

As agoes de controle sdo dadas pelo sinal uy = [ u; uy |7 que é enviado para

o sistema de elevagdo e o sistema de atuacao adicional (flaperon).

Figura 6.1: Movimento longitudinal da aeronave, levantar e baixar o nariz

O modelo em espaco de estado de tempo discreto da dindmica da aeronave
é uma versao discretizada do modelo de tempo continuo, encontrado em (Lewis

and Vrabie 2009¢), onde as matrizes do sistema dinamico sao

—1.10188  0.90528 —0.00212 0 0
A= 4.0639 —0.77013 —0.16919 e B=| 010 |. (62
0 0 ~10 10 0

As matrizes do sistema discretizado para o intervalo de amostragem T,,,,s =

0.1 sao obtidas pelo método de sequrador de ordem zero.

6.2.1 Simulacao com )\ = .55
RLS,-HDP-DLQR

A Figura 6.2 mostra o comportamento de convergéncia do algoritmo RLS)-

HDP-DLQR para a solucao da equacao HJB-Riccati, com fator de esquecimento
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A = 0.55. Pode ser observado que o parametro P converge, no maximo, antes
de 100 iteracoes, e depois de convergir ele nao sofre nenhuma perturbacao. No

entanto, o estimador causa um grande overshoot no inicio do processo iterativo.

Figura 6.2: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, p3s, P13 € P23 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = 0.55 - Algoritmo RLS-HDP-DLQR.

Nota-se na Figura 6.3 que durante o processo iterativo de ajuste do parametro
P, que nos dois casos a matriz [' mostra um bom comportamento em relagao
a positividade parametro p, considerando-se que os valores de p devem estar no
intervalo 0 < p < 1, satisfazendo assim a condicao necessaria de positividade.
Além disso, o nimero de condicao nao apresenta mudancas bruscas de seus valores,

que sao mantidos em um determinado intervalo ap6s o periodo transitorio.
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Figura 6.3: Numero de condicao da matriz de covariancia I' e parametro positividade p, com

fator de esquecimento A = 0.55 para um ciclo de 5000 iteragoes.

RLS,-QR-HDP-DLQR (GIVENS)

Quanto ao comportamento de convergéncia do estimador RLS,-QR-HDP-DLQR
para o fator de esquecimento A = 0.55, pode se observar que a convergéncia do
processo de estimagao do parametro P é atingido em torno da iteracao 50, tal
como mostrado na Figura 6.4, depois de ter um rapido overshoot no inicio do

periodo transitério, porém, esse overshoot foi muito menor do que o encontrado
no algoritmo RLS,-HDP-DLQR.



CAPITULO 6. TESTE COMPUTACIONAL 78

Figura 6.4: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, p3s, P13 € P23 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = 0.55 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR.

Observando o comportamento do parametro p, Na Figura 6.5, verifica-se que
os valores de p também satisfazem a condigao necessaria de positividade durante
todo o processo iterativo de parametro P, que é, 0 < p < 1, confirmando a
boa estabilidade do algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR, e trabalhar com o fator
de Cholesky da matriz de correlagio ®(i), ®/%(i), o valor maximo do niimero

de condicionamento foi reduzido a metade, em comparacao com a do algoritmo

RLS,-HDP-DLQR.
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Figura 6.5: Numero da condi¢do da matriz ® (fator de Cholesky) e parametro de positividade

p, com fator de esquecimento A = 0.55 para um ciclo de 5000 iteragoes.

6.2.2 Simulagao com )\ = .92
RLS,-HDP-DLQR

A evolucao do processo iterativo para a solucao da equacao HJB-Riccati é
mostrado na Figura 6.6, no caso A = 0.92, quando o estimador RLS,-HDP-DLQR
foi usado. Observa-se que o parametro P alcanga a convergéncia antes da iteragao

200, depois de passar por um overshoot no inicio do processo iterativo.



CAPITULO 6. TESTE COMPUTACIONAL 80

Figura 6.6: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, p3s, P13 € P23 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = 0.92 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR.

A partir da Figuras 6.7 percebe-se que durante o processo iterativo de ajuste
do parametro P, que nos dois casos a matriz I' mostra um bom comportamento
em relagao a positividade parametro p, considerando-se que os valores de p de-
vem estar no intervalo 0 < p < 1, satisfazendo assim a condigdo necessaria de
positividade. Além disso, o nimero de condicao nao apresenta mudancas bruscas
de seus valores, que sao mantidos em um determinado intervalo apds o periodo

transitorio.
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Figura 6.7: Numero de condicao da matriz de covariancia I' e parametro positividade p, com

fator de esquecimento A = 0.92 para um ciclo de 5000 iteragoes.

RLS,-QR-HDP-DLQR (GIVENS)

A Figura 6.8 mostra a convergéncia do parametro P para o fator de esqueci-
mento A = 0.92 utilizando o estimador RLS,-QR-HDP-DLQR. Nesta simulacao,
o niimero de iteragdes necessarias para a convergéncia foi de cerca de 400 (maior
do que a do algoritmo padrao), com um overshoot inicial significativo, mas menor
do que o apresentado pelo estimador RLS,-HDP-DLQR.
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Figura 6.8: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, p3s, P13 € P23 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = 0.92 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR.

Pode ser visto a partir da Figura 6.9 que os valores de p, novamente, encontram-
se dentro de (0 < p < 1) para o estimador, mostrando que o algoritmo RLS,-
QR-HDP-DLQR (GIVENS) fornece uma boa estabilidade para estimar a fun¢ao
de valor DLQR para o sistema de terceira ordem, e mais uma vez o estimador
RLS,-QR-HDP-DLQR (GIVENS) teve melhores resultados em comparagao com
o estimador RLS,-HDP-DLQR.

Figura 6.9: Numero da condicido da matriz ® (fator de Cholesky) e parametro de positividade

p, com fator de esquecimento A\ = 0.92 para um ciclo de 5000 iteragoes.
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6.3 Modelo do Circuito Elétrico MIMO

O circuito elétrico de quarta ordem usado para avaliar o desempenho da me-
todologia proposta é mostrado no diagrama da Figura 6.10. O circuito é um
sistema de componentes elétricos passivos constituido por capacitores, indutores

e resistores.

Figura 6.10: Circuito RLC de 4* ordem

As leis de Kirchoff das correntes e das tensdes sdo aplicadas para relacionar
as varidveis de tensao e corrente, as fontes de energia do sistema e os elementos
do circuito a parametros concentrados. O comportamento do sistema é modelado

pelo seguinte conjunto de equacoes diferenciais.

d$1 T
C—+ ——235=0 6.3
i R (6.3)
dﬂ?g )
C2Z2=2 422 2, =0 6.4
i R (6.4
deg
LE + 2z + RQ({L‘g + 1'4) — Uy = 0 (65)
d.CE4
L% + 9 + RQ(Ig + 1'4) — Uy = 0, (66)

em que x; e o sao variaveis de estado que representam as tensoes nos capa-

citores. As variaveis de estado x3 e x4 sdo as correntes nos indutores.
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A descricao em espago de estados correspondente ao modelo das Equacoes
(6.3) a (6.6) ¢ dada por:

T = Ax + Bu, t>t. (6.7)
sendo A a matriz de estado,
—1/CR; 0 1/C 0
0 —-1/CR 0 -1/C
A— /CRy / (6.8)
—1/L 0 —Ry/L —Ry/L
0 1/L —Ry/L —Ry/L

A ponderacao B do vetor de entrada e a matriz de saida C sdo dadas, respecti-

vamente, por

0 0
0 0
B = (6.9)
/L 0
0 1/L
e
1000
C = (6.10)
0100
As matrizes do sistema dindmico para os valores dos parametros L = 10,
C =10"Y R, = 10* e Ry = 10? sao dadas por
—0.001 0 10 0
0 —-0.001 0 -10
A, = (6.11)
—0.1 0 —10 —10
0 0.1 —10 —10
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0 0
0 0
B, = (6.12)
01 0
0 01

As matrizes do sistema discretizado para o intervalo de amostragem T,,,,s =

0.1 sao obtidas pelo método de discretizacao Impulse-invariant.

6.3.1 Simulacao com )\ = .72
RLS,-HDP-DLQR

Nas Figuras 6.11, 6.12 e 6.13, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A = .72. As curvas (a)-(d) da Figura 6.11 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, po2, P33 € pys da matriz P correspondentes as
componentes 0, 05, 0s e 61y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.12 mostram a evolucao dos elementos pis, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 05, 05 e 64 do vetor 6, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros pass, pas € P34 associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.13, respecti-

vamente.
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Figura 6.11: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, P22, P33, P44 Para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .72 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

Figura 6.12: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi2, p13, p14 para um ciclo de
5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .72 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR
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Figura 6.13: Evolugao do processo iterativo para os parametros pss, pa4, P34 para um ciclo de
5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .72 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

Na Figura 6.14, é observado que, mesmo que o parametro de positividade
assuma valores fora da sua gama de validade (0 < p < 1) e o nimero de condi-
¢cao apresentar variacoes drasticas em seus valores ap6s o estimador ter atingido
0 regime permanente, estes comportamentos ja nao tem qualquer efeito sobre a
perda de estabilidade do parametro P. Primeiramente, é necessario considerar
como hipotese que os termos L;§; assumem valores muito pequenos (proximo a
zero), e como o erro de estimagao & tendendo a zero, a norma do vetor L; pode
assumir uma gama muito ampla de valores, sem grandes alteracoes nos compo-
nentes do parametro P. Isso faz com que o produto L;&; permaneca com limites

relativamente aceitaveis, mantendo os estimadores indefinidamente estaveis.
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Figura 6.14: Numero de condicoes da matriz I' e pardmetro de positividade p do algoritmo
RLS,-HDP-DLQR para A = 0.72

RLS,-QR-HDP-DLQR (GIVENS)

Nas Figuras 6.15, 6.16 e 6.17, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A\ = .72. As curvas (a)-(d) da Figura 6.15 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33z € pys da matriz P correspondentes as
componentes 01, 05, 0s e 01y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.16 mostram a evoluc¢ao dos elementos pis, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 05, 05 e 04 do vetor 6, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pos € p3s associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.17, respecti-

vamente.
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Figura 6.15: Evolucao do processo iterativo para os parametros pii, pss, P33, P44 Para um
ciclo de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .72 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(GIVENS)

Figura 6.16: Evolucao do processo iterativo para os parametros pis, pi3, pi4 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .72 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR (GI-
VENS)
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Figura 6.17: Evolucao do processo iterativo para os parametros pss, p24, ps4 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .72 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR (GI-
VENS)

Mostra-se na Figura 6.18, o nimero de condic¢ao do fator Cholesky da matriz
de correlacdo ®(i), ®'/%(i), e o parametro de positividade p do processo RLS,-
QR-HDP-DLQR para estimacao da solugao da equagao HJB-Riccati. Observa-se
que os valores de p satisfazem a condicao necessaria da propriedade definida po-
sitiva durante todo o processo iterativo de parametro P, ou seja, 0 < p < 1.
Quanto ao nimero de condicao, nota-se valor substancialmente mais baixo com-
parado ao numero de condicao da matriz de covariancia do estimador padrao
RLS,-HDP-DLQR. Além disso, seus valores sdo mantidos limitados a um deter-

minado intervalo apds um periodo de tempo a transicao.
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Figura 6.18: Numero de condigoes da raiz quadrada da matriz ® e parametro de positividade p
do algoritmo RLS»-QR-HDP-DLQR para A = 0.72

RLS,-OQR-HDP-DLQR (HOUSEHOLDER)

Nas Figuras 6.19, 6.20 e 6.21, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A\ = .72. As curvas (a)-(d) da Figura 6.19 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33z € pys da matriz P correspondentes as
componentes 0, 05, 0s e 01y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.20 mostram a evoluc¢ao dos elementos pis, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 05, 05 e 04 do vetor 6, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pas € p3s associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.21, respecti-

vamente.
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Figura 6.19: Evolucao do processo iterativo para os parametros pii, pae, P33, P44 Para um
ciclo de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .72 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)

Figura 6.20: Evolugao do processo iterativo para os parametros pi2, p13, P14 para um ciclo de
5000 iteragdes, com fator de esquecimento A = .72 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR (HOU-
SEHOLDER)
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Figura 6.21: Evolugao do processo iterativo para os parametros pss, pa4, P34 para um ciclo de
5000 iteragdes, com fator de esquecimento A = .72 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR (HOU-
SEHOLDER)

Na Figura 6.22 mostra-se o nimero de condicao do fator Cholesky da matriz
de correlacio ®(i), ®'/2(i), e o parametro de positividade p do processo RLS,-QR-
HDP-DLQR para estimacao da solucao da equacao HJB-Riccati. Observa-se que
os valores de p satisfazem a condicao necesséaria da propriedade definida positiva

durante todo o processo iterativo de parametro P, ou seja, 0 < p < 1.

Figura 6.22: Numero de condigoes da raiz quadrada da matriz ® e parametro de positividade p
do algoritmo RLS»-QR-HDP-DLQR para A = 0.72
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Analisando os resultados para o fator de esquecimento \ = .72, percebe-se que
os trés algoritmos alcancaram a convergéncia, porém, os algoritmos RLS,-QR-
HDP-DLQR (GIVENS) e RLS,-QR-HDP-DLQR (HOUSEHOLDER) apresenta-
ram comportamentos idénticos, atingindo a convergéncia ao mesmo tempo, ja o

algoritmo RLS,-HDP-DLQR convergiu somente depois de algumas iteragoes.

6.3.2 Simulacao com )\ = .82
RLS,-HDP-DLQR

Nas Figuras 6.23, 6.24 e 6.25, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A\ = .82. As curvas (a)-(d) da Figura 6.23 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, po2, P33 € pas da matriz P correspondentes as
componentes 0, 05, 0s e 61y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.24 mostram a evolucao dos elementos pi2, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos o, 05 e 0, do vetor 6, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pos € p3s associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.25, respecti-

vamente.

Figura 6.23: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, P22, P33, P44 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .82 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR



CAPITULO 6. TESTE COMPUTACIONAL 95

Figura 6.24: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi2, p13, p14 para um ciclo de
5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .82 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

Figura 6.25: Evolucao do processo iterativo para os parametros posz, P24, P34 para um ciclo de
5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .82 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

Observa-se na Figura 6.26, que, embora o parametro de positividade assuma
valores fora da sua gama de validade (0 < p < 1) e o nimero de condi¢do apre-
sentar variagoes drasticas em seus valores apds o estimador ter atingido o regime
permanente, estes comportamentos ja nao tem qualquer efeito sobre a perda de
estabilidade do parametro P. Primeiramente, é necessario considerar como hipo-

tese que os termos L;§; assumem valores muito pequenos (proximo a zero), e como
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o erro de estimacao &; tendendo a zero, a norma do vetor L; pode assumir uma
gama muito ampla de valores, sem grandes alteracoes nos componentes do para-
metro P. Isso faz com que o produto L;§; permaneca com limites relativamente

aceitaveis, mantendo os estimadores indefinidamente estéaveis.

Figura 6.26: Numero de condicoes da matriz I' e parametro de positividade p do algoritmo
RLS-HDP-DLQR para A = 0.82

RLS,-OR-HDP-DLQR (GIVENS)

Nas Figuras 6.27, 6.28 e 6.29, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solugao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A\ = .82. As curvas (a)-(d) da Figura 6.27 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, pao, P33 € pas da matriz P correspondentes as
componentes 0, 05, 0s e 1y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.28 mostram a evolucao dos elementos pi2, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 65, 63 e 6, do vetor 6, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pos € p3s associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.29, respecti-

vamente.
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Figura 6.27: Evolucao do processo iterativo para os parametros pii, pss, P33, P44 Para um
ciclo de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .82 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(GIVENS)

Figura 6.28: Evolucao do processo iterativo para os parametros pis, pi3, pi4 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .82 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR (GI-
VENS)
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Figura 6.29: Evolucao do processo iterativo para os parametros pss, p24, ps4 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .82 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR (GI-
VENS)

A Figura 6.30 mostra o nimero de condicao do fator Cholesky da matriz de
correlagio ®(i), ®¥/2(i), e o parametro de positividade p do processo RLS,-QR-
HDP-DLQR para estimacao da solucao da equacao HJB-Riccati. Observa-se que
os valores de p satisfazem a condicao necessaria da propriedade definida positiva
durante todo o processo iterativo de parametro P, ou seja, 0 < p < 1. Quanto
ao numero de condicao, nota-se um valor substancialmente mais baixo compa-
rado ao nimero de condigao da matriz de covariancia do estimador padrao RLS)-
HDP-DLQR. Além disso, seus valores sao mantidos limitados a um determinado

intervalo apds um periodo de tempo a transicao..
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Figura 6.30: Numero de condigoes da raiz quadrada da matriz ® e parametro de positividade p
do algoritmo RLS-QR-HDP-DLQR para A = 0.82

RLS,-OQR-HDP-DLQR (HOUSEHOLDER)

Nas Figuras 6.31, 6.32 e 6.33, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A\ = .82. As curvas (a)-(d) da Figura 6.31 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33z € pys da matriz P correspondentes as
componentes 0, 05, 0s e 01y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.32 mostram a evoluc¢ao dos elementos pis, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 05, 05 e 04 do vetor 6, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pas € p3s associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.33, respecti-

vamente.
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Figura 6.31: Evolucao do processo iterativo para os parametros pii, pas, P33, P44 Para um
ciclo de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .82 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)

Figura 6.32: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi2, p13, P14 para um ciclo de
5000 iteragdes, com fator de esquecimento A = .82 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR (HOU-
SEHOLDER)
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Figura 6.33: Evolugao do processo iterativo para os parametros pss, pa4, P34 para um ciclo de
5000 iteragdes, com fator de esquecimento A = .82 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR (HOU-
SEHOLDER)

O comportamento do nimero de condicao e parametro positividade p estao
ilustrados na Figura 6.34, observa-se que o comportamento de p nao mostra irre-
gularidades, estabilizando em 1500 iteracoes, bem como, o nimero de condicao da
matriz ®'/2(i) exibe um comportamento sem mudancas abruptas, e com valores

parecidos aos da decomposi¢ao QR (GIVENS) com um pequeno atraso.

Figura 6.34: Numero de condigoes da raiz quadrada da matriz ® e parametro de positividade p
do algoritmo RLS»-QR-HDP-DLQR para A = 0.82
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Analisando os resultados para o fator de esquecimento \ = .82, percebe-se que
os dois algoritmos RLS,-QR-HDP-DLQR. chegaram a convergéncia, no entanto,
o algoritmo RLS\-HDP-DLQR chegou a essa mais rapido e de forma mais suave
em comparacao aos algoritmos RLS,-QR-HDP-DLQR.

6.3.3 Simulacao com )\ = .874

Utilizando o fator de esquecimento de A = .874

RLS,-HDP-DLQR

Nas Figuras 6.35, 6.36 e 6.37, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A = .874. As curvas (a)-(d) da Figura 6.35 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33z € pys da matriz P correspondentes as
componentes 0, 05, 0s e 01y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.36 mostram a evolucao dos elementos pia, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos #,, 05 e 04 do vetor 0, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pas € p3s associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.37, respecti-

vamente.

Figura 6.35: Evolugao do processo iterativo para os parametros pii, P22, P33, P44 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .874 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR
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Figura 6.36: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi2, p13, p14 para um ciclo de
5000 iteracOes, com fator de esquecimento A = .874 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

Figura 6.37: Evolugao do processo iterativo para os parametros pos, pa4, P34 para um ciclo de
5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .874 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

Anormalidade no comportamento da matriz de covariancia foram evidenciados
pouco depois da iteracao 1000, em torno de iteracao 1112, quando o valor do para-
metro de positividade extrapolou a gama de validade, com duas grandes variagoes
em torno das iteracoes 1550 e 4700, como ilustrado na Figura 6.38. também é

visto na mesma figura, grandes valores na matriz de covariancia I'.
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Figura 6.38: Numero de condi¢des da matriz I' e parametro de positividade p do algoritmo
RLS,-HDP-DLQR para A = 0.874

RLS,-QR-HDP-DLQR (GIVENS)

Nas Figuras 6.39, 6.40 e 6.41, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A = .874. As curvas (a)-(d) da Figura 6.39 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33z € pys da matriz P correspondentes as
componentes 0, 05, 0s e 61y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.40 mostram a evoluc¢ao dos elementos pis, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 05, 05 e 04 do vetor 0, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pos € p3s associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.41, respecti-

vamente.
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Figura 6.39: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, P22, P33, P44 Para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .874 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR

Figura 6.40: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi2, p13, p14 para um ciclo de
5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .874 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
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Figura 6.41: Evolugao do processo iterativo para os parametros pss, pa4, P34 para um ciclo de
5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .874 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR

Observa-se na Figura 6.42 que o ntimero de condicio da matriz ®'/2(4) apre-
senta um comportamento sem variacoes bruscas de seus valores, e que, mais uma
vez, sao mantidos limitados para um determinado intervalo apds um periodo de
convergéncia, e com valores notavelmente inferiores quando comparados com o
ntimero de condi¢do da matriz de covariancia do estimador padrao RLS,-HDP-
DLQR.

Figura 6.42: Numero de condigoes da raiz quadrada da matriz ® e parametro de positividade p
do algoritmo RLS»-QR-HDP-DLQR para A = 0.874
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RLS,-OQR-HDP-DLQR (HOUSEHOLDER)

Nas Figuras 6.43, 6.44 e 6.45, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A = .874. As curvas (a)-(d) da Figura 6.43 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33 € pys da matriz P correspondentes as
componentes 01, 05, 0s e 61y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.44 mostram a evolucao dos elementos pi2, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 05, 05 e 04 do vetor 0, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pos € p3q associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.45, respecti-

vamente.

Figura 6.43: Evolucao do processo iterativo para os parametros pii, ps2, P33, P44 Para um
ciclo de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .874 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)
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Figura 6.44: Evolucao do processo iterativo para os parametros pis, pi3, pi14 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .874 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)

Figura 6.45: Evolucao do processo iterativo para os parametros pss, po4, P34 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .874 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)

A Figura 6.46 mostra o nimero de condi¢do do fator Cholesky da matriz de
correlagio ®(i), ®/2(i), e o parametro de positividade p do processo RLS,-QR-
HDP-DLQR para estimacao da solucao da equacao HIB-Riccati. Observa-se que
os valores de p satisfazem a condicao necessaria da propriedade definida positiva

durante todo o processo iterativo de parametro P, ou seja, 0 < p < 1.



CAPITULO 6. TESTE COMPUTACIONAL 109

Figura 6.46: Numero de condigoes da raiz quadrada da matriz ® e parametro de positividade p
do algoritmo RLS»-QR-HDP-DLQR para A = 0.874

Analisando os resultados para o fator de esquecimento A\ = .874, percebe-
se que apenas os algoritmos RLS,-QR-HDP-DLQR alcancaram a convergéncia,
antes de 1200 iteracoes, e de forma consideravelmente suave, com Householder
apresentando mais variacoes durante o treinamento, ja o algoritmo RLS,-HDP-
DLQR apo6s 3000 iteracoes perdeu completamente a estabilidade, isso pode ter
sido causado pela falta de estabilidade numérica necesséria para o calculo da
inversa do RLS.

6.3.4 Simulacao com )\ = .905

Utilizando o fator de esquecimento de A = .905

RLS,-HDP-DLQR

Nas Figuras 6.47, 6.48 e 6.49, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A = .905. As curvas (a)-(d) da Figura 6.47 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33 € pyg da matriz P correspondentes as
componentes 0, 05, 0s e 1y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.48 mostram a evolucao dos elementos pi2, p13, € p14 da matriz

P que estao associados aos elementos 65, 63 e 6, do vetor 6, respectivamente.
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O comportamento de convergéncia dos paraAmetros pas, pas € pas associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.49, respecti-

vamente.

Figura 6.47: Evolucao do processo iterativo para os parametros pii, P22, P33, P44 Para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .905 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

Figura 6.48: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi2, p13, P14 para um ciclo de
5000 iteracOes, com fator de esquecimento A = .905 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR
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Figura 6.49: Evolucao do processo iterativo para os parametros pss, pa4, P34 para um ciclo de
5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .905 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

Nota-se também na Figura 6.50, variacoes significativas no nimero de condi¢ao
da matriz de covariancia, bem como irregularidades no parametro de positividade
p. Anormalidade no comportamento deste parametro foi evidenciada antes mesmo
da iteracao 3300, e logo apos, os valores de p sofreram variacoes com um grande

valor negativo na iteragao 4250.

Figura 6.50: Numero de condicoes da matriz I' e parametro de positividade p do algoritmo
RLS,-HDP-DLQR para A = 0.905
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RLS,-QR-HDP-DLQR (GIVENS)

Nas Figuras 6.51, 6.52 e 6.53, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A = .905. As curvas (a)-(d) da Figura 6.51 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33 € pys da matriz P correspondentes as
componentes 01, 05, 0s e 61y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.52 mostram a evolucao dos elementos pi2, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 05, 05 e 04 do vetor 0, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pos € p3q associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.53, respecti-

vamente.

Figura 6.51: Evolucao do processo iterativo para os parametros pii, ps2, P33, P44 Para um
ciclo de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .905 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(GIVENS)
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Figura 6.52: Evolucao do processo iterativo para os parametros pis, p13, pi14 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .905 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(GIVENS)

Figura 6.53: Evolucao do processo iterativo para os parametros pss, po4, P34 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .905 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(GIVENS)

O comportamento do nimero de condicao e parametro positividade p estao
ilustrados na Figura 6.54, observa-se que o comportamento de p nao mostra ir-
regularidades, bem como o ntimero de condicdo da matriz ®'/2(i) exibe um com-
portamento sem mudancas abruptas, e com menores valores em relacao aos apre-
sentados pelo estimador RLS,-HDP-DLQR.
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Figura 6.54: Numero de condigoes da raiz quadrada da matriz ® e parametro de positividade p
do algoritmo RLS»-QR-HDP-DLQR para A = 0.905

RLS,-OQR-HDP-DLQR (HOUSEHOLDER)

Nas Figuras 6.55, 6.56 e 6.57, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A = .905. As curvas (a)-(d) da Figura 6.55 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33z € pys da matriz P correspondentes as
componentes 01, 05, 0s e 61y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.56 mostram a evoluc¢ao dos elementos pis, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 05, 05 e 04 do vetor 0, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pos € p3s associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.57, respecti-

vamente.
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Figura 6.55: Evolucao do processo iterativo para os parametros pii, pas, P33, P44 Para um
ciclo de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .905 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)

Figura 6.56: Evolucao do processo iterativo para os parametros pis, pi3, pi4 para um ciclo
de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .905 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)
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Figura 6.57: Evolucao do processo iterativo para os parametros pss, p24, ps4 para um ciclo
de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .905 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)

Mais uma vez, o parametro de positividade p do processo RLS,-QR-HDP-
DLQR para estimacao da solucao da equagao HJB-Riccati da Figura 6.58, respei-
tou a propriedade definida positiva, durante todo o processo iterativo de parame-

tro P, ou seja, 0 < p < 1.

Figura 6.58: Numero de condigoes da raiz quadrada da matriz ® e parametro de positividade p
do algoritmo RLS»-QR-HDP-DLQR para A = 0.905

Analisando os resultados para o fator de esquecimento A = .905, pode se dizer
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que os dois algoritmos chegaram a convergéncia porém, nesse exemplo mostra-se
a vantagem dos algoritmos RLS,-QR-HDP-DLQR em relagao ao algoritmo RLS,-
HDP-DLQR, os algoritmos com decomposicao chegaram a convergéncia antes
de 1000 iteracoes e apds a convergéncia quase nao sofreram pertubacoes, isso é
devido a uma matriz bem condicionada pela decomposicao QR. J4 o algoritmo
sem decomposicao sofreu com pertubacoes depois do transitorio conseguindo a

convergéncia plena ap6s a iteragao 4000.

6.3.5 Simulacao com )\ = .915

Utilizando o fator de esquecimento de A = .915

RLS,-HDP-DLQR

Nas Figuras 6.59, 6.60 e 6.61, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A = .915. As curvas (a)-(d) da Figura 6.59 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33 € pys da matriz P correspondentes as
componentes 0, 05, 0s e 1y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.60 mostram a evolucao dos elementos pis, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 6, 05 e 6, do vetor 6, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pos € p3s associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.61, respecti-

vamente.
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Figura 6.59: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, P22, P33, P44 Para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .915 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

Figura 6.60: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi2, p13, p14 para um ciclo de
5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .915 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR
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Figura 6.61: Evolucao do processo iterativo para os parametros pss, pa4, P34 para um ciclo de
5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .915 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR

O ntmeros de condicao e o parametro positividade do estimador RLS,-HDP-
DLQR é apresentada na Figura 6.62. Observa-se que o parametros de positividade
apresenta irregularidades quando p assume valores fora do intervalo 0 < p < 1
para algumas iteragoes do processo de estimativa do parametro P, indicando perda
de positividade da matriz de covariancia I'. Nota-se que os niimeros de condigao

de T'(7) sdo muito grandes, o que pode levar a erros numéricos mais altos.

Figura 6.62: Numero de condicoes da matriz I' e parametro de positividade p do algoritmo
RLS,-HDP-DLQR para A = 0.915
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RLS,-QR-HDP-DLQR (GIVENS)

Nas Figuras 6.63, 6.64 e 6.65, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A = .915. As curvas (a)-(d) da Figura 6.63 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33 € pys da matriz P correspondentes as
componentes 01, 05, 0s e 61y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.64 mostram a evolucao dos elementos pi2, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 05, 05 e 04 do vetor 0, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pos € p3q associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.65, respecti-

vamente.

Figura 6.63: Evolucao do processo iterativo para os parametros pii, ps2, P33, P44 Para um
ciclo de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .915 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(GIVENS)
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Figura 6.64: Evolucao do processo iterativo para os parametros pis, pi3, pi14 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .915 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(GIVENS)

Figura 6.65: Evolucao do processo iterativo para os parametros ps3, po4, P34 para um ciclo
de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .915 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(GIVENS)

O numero de condicao e os parametros positividade do processo de estimacgao
RLS,-QR-HDP-DLQR é apresentado na Figura 6.66, Com respeito aos parame-
tros de positividade, observa-se que os valores de p encontram-se no intervalo de

validade durante todo o processo iterativo.
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Figura 6.66: Numero de condigoes da raiz quadrada da matriz ® e parametro de positividade p
do algoritmo RLS»-QR-HDP-DLQR para A = 0.915

RLS,-OQR-HDP-DLQR (HOUSEHOLDER)

Nas Figuras 6.67, 6.68 e 6.69, apresenta-se a evolucao do processo iterativo
da solucao da HJB-Riccati para um ciclo de 5000 iteragoes com fator de esqueci-
mento A = .915. As curvas (a)-(d) da Figura 6.67 representam o comportamento
de convergéncia dos elementos pi1, p22, P33z € pys da matriz P correspondentes as
componentes 01, 05, 0s e 61y do vetor de parametros 6, respectivamente. As curvas
(a)-(c) da Figura 6.68 mostram a evoluc¢ao dos elementos pis, p13, € p14 da matriz
P que estao associados aos elementos 05, 05 e 04 do vetor 0, respectivamente.
O comportamento de convergéncia dos parametros po3, pos € p3s associados aos
elementos g, 07 e Oy é representado pelas curvas (a)-(c) da Figura 6.69, respecti-

vamente.
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Figura 6.67: Evolucao do processo iterativo para os pardmetros pii, ps2, P33, P44 Para um
ciclo de 5000 iteracoes, com fator de esquecimento A = .915 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)

Figura 6.68: Evolucao do processo iterativo para os parametros pis, pi3, pi14 para um ciclo
de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = .915 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)
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Figura 6.69: Evolucao do processo iterativo para os parametros pss, po4, P34 para um ciclo
de 5000 iteragOes, com fator de esquecimento A = .915 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
(HOUSEHOLDER)

Anormalidade no comportamento da matriz covaridncia foram evidenciados
pouco depois da iteracao 1000, em torno de iteracao 1200, quando o valor do
parametro de positividade extrapolada a gama de validade, como ilustrado na
Figura 6.70. também é visto na mesma figura, grandes valores no numero de

condigoes do fator Cholesky de ¢ .

Figura 6.70: Numero de condigoes da raiz quadrada da matriz ® e parametro de positividade p
do algoritmo RLS-QR-HDP-DLQR para A = 0.915
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Analisando os resultados para o fator de esquecimento A = .915, pode-se di-
zer que os dois algoritmos chegaram a convergéncia e mais uma vez o algoritmo
RLS,-QR-HDP-DLQR teve melhor desempenho em relacao ao algoritmo RLS,-
HDP-DLQR, ambos chegaram a convergéncia proximo da iteracao 1000, porém, o
algoritmo com decomposicao chegou ao resultado de forma mais suave, enquanto
o algoritmo sem decomposicao sofreu uma pertubacao antes de alcancar a conver-
géncia plena.

Na proxima se¢io serao avaliados: O numero de condigao (no algoritmo RLSy-
HDP-DLQR a matriz a ser analisada é I', ja no algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR
é a raiz quadrada de ®) e o parametro de positividade p. Esses dois parametros

serao analisados a fim de estudar a estabilidade numérica dos algoritmos.

6.4 Modelo do Gerador DFIG

O gerador de inducao duplamente alimentado DFIG é uma méaquina elétrica
de indugao com rotor bobinado alimentada com tensao alternada tanto no ro-
tor quanto no estator, utilizando dois conversores interligados por um circuito
capacitivo, sendo um conversor conectado a rede e outro aos terminais do rotor.

Este tipo de gerador possui uma propriedade particular. Quando o gerador
opera abaixo da velocidade sincrona da maquina, no estator ¢ gerada poténcia
enquanto no rotor ¢ consumida poténcia. Quando o gerador opera acima da
velocidade sincrona, é gerada poténcia tanto pelo estator quanto pelo rotor.

O conversor do lado da maquina, interligado ao rotor, controla a velocidade
do rotor e a poténcia reativa no estator, enquanto o conversor interligado ao lado
da rede controla a tensao no barramento cc e a poténcia reativa que é trocada

entre o conversor e a rede (Boldea 2006).
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Figura 6.71: Esquema Elétrico do Gerador de indugao duplamente alimentado

O modelo de espaco-estado no tempo continuo da dindmica do DFIG pode ser

encontrado em (Pinto 2007), e as matrizes de sistema dinamicos sao:

[ 10149 19374 0 0 0 0 |
19374 —10149 0 0 0 0
L, 0 0  —015 0 0 0 613
0 0 0 —250 377 0
0 0 0 377 250 0
0 0 0 76772 0 2273
(3397 0 0 0 0 0 |
0 3397 0 0 0 0
Lo 0 0 w0 0 0 0 6.14)
0 0 0 -8233 0 0
0 0 0 —8333 0
o 0 0 0 0 45454

As matrizes do sistema discretizado para o intervalo de amostragem T,,,,s =

0.1 sdo obtidas através do método retentor-de-ordem-zero.
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Para esta planta em particular, a fim de manter o vetor de regressao T persis-
tentemente excitado, a revitalizacao de estado é gerada através de uma sequéncia
pseudo-aleatoria uniformemente distribuida. O algoritmo tem a opcao de alterar
a semente do gerador de nimeros pseudo-aleatorios utilizados ao longo do pro-
cesso de estimativa do parametro P. A mesma semente foi tomada na execucao
dos dois algoritmos para garantir que a funcao pseudo-aleatérios forneca a mesma
sequéncia de revitalizacao de estado para ambos os algoritmos. Os seguintes resul-
tados sao apresentados para as duas sementes diferentes para a geracao do vetor

de regressao T com a revitalizagao de estado.

6.4.1 Sequéncia de Revitalizacao de Estado 1

A evolucao do processo iterativo para a solucao da equacao HJB-Riccati do
algoritmo RLS)-HDP-DLQR é mostrado na Figura 6.72 para um ciclo de 5000
iteracoes, com o fator de esquecimento A = 0,983. As curvas (a)-(f) representam o
comportamento da convergéncia dos elementos pi1, peo, P33, Paa, P55 € Pes da matriz
P correspondente aos componentes 01, 07, 012, 016, 019 € 021 do vetor de parametros
6, respectivamente. Observa-se que houve a convergéncia do parametro 6 com
esta sequéncia, mas com grandes oscilacoes durante o periodo transitorio, e a

necessidade de varias iteracoes para alcancar a convergéncia.

Figura 6.72: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, pe2, P33, P44, P55 € De6 Para
um ciclo de 5000 iteragdes, com fator de esquecimento A = 0.983 e sequéncia de revitalizagao de
estado 1 - Algoritmo RLS,-HDP-DLQR.
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Tal como no caso anterior, as curvas (a)-(f) da Figura 6.73 representa o com-
portamento de convergéncia do estimador RLS)-QR-HDP-DLQR para um ciclo
de 5000 iteracoes, usando a mesma semente. Verificou-se que os parametros 6
convergiram para a vizinhanca do valor verdadeiro, com uma solucao estavel e

aceitavel considerando que o regime de erro foi dado por |6y — é0’ <1073,

Figura 6.73: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, P22, P33, P44, D55 € De6 Para
um ciclo de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = 0.983 e sequéncia de revitalizacao de
estado 1 - Algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR.

Os nimeros de condicao e os parametros de positividade dos estimadores
RLS\-HDP-DLQR e RLS,-QR-HDP-DLQR sao apresentados nas Figuras 6.74 e
6.75, respectivamente. Observa-se que, para ambos os estimadores, os valores do
parametro de positividade p oscilaram indefinidamente na faixa (0, 1), mostrando
irregularidade acentuada para o estimador RLS)\-HDP-DLQR quando o parame-
tro p assume periodicamente o valor igual a 1 até aproximadamente a iteracao
2000.
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Figura 6.74: Numero de condicdo da matriz de covariincia I" e o parametro de positividade p,
com fator de esquecimento A = 0,983 para um ciclo de 5000 iteracoes - Sequencia de Revitalizacao
Estado 1.

Figura 6.75: Numero de condi¢do da matriz ® (Fator Cholesk) e o parametro de positividade p,
com fator de esquecimento A = 0,983 para um ciclo de 5000 iteracoes - Sequencia de Revitalizacao
Estado 1.

6.4.2 Sequéncia de Revitalizagcao de Estado 2

A Figura 6.76 mostra a evolugdo para o processo iterativo da solucao da

equacao HJB-Riccati através do estimador RLS),-HDP-DLQR para os parame-
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tros pi1, P22, P33, Paa, P55 € Pes da matriz P, com fator de esquecimento A = 0.983.
Observou-se que nao existe uma convergéncia dos parametro P, o qual exibe um

comportamento com perturbacoes abruptas durante todo o processo iterativo.

Figura 6.76: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, pe2, P33, P44, D55 € D66 Para
um ciclo de 5000 iteragdes, com fator de esquecimento A = 0.983 e sequéncia de revitalizagio de
estado 2 - Algoritmo RLS»-HDP-DLQR.

A Figura 6.77 mostra o comportamento de convergéncia do estimador RLS-
QR-HDP-DLQR para um ciclo de 5000 iteracoes. Observou-se que os parametros
da matriz P convergiram com menos de 1000 iteracoes, mas tiveram overshoots

significativos no inicio do periodo transitorio.
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Figura 6.77: Evolucao do processo iterativo para os parametros pi1, P22, P33, P44, P55 € Dee Para
um ciclo de 5000 iteragoes, com fator de esquecimento A = 0.983 e sequéncia de revitalizacao de
estado 2 - Algoritmo RLS)-QR-HDP-DLQR.

As Figuras 6.78 e 6.79 apresentam os nimeros de condi¢ao e os parametros
de positividade dos processos de estimagao RLSy,-HDP-DLQR e RLS,-QR-HDP-
DLQR. Mais uma vez, os valores do parametro de positividade p oscilaram inde-
finidamente na faixa 0 < p < 1 para os dois estimadores, onde o estimador RLS)-
HDP-DLQR mostrou um comportamento mais irregular, quando comparado com
o estimador RLS,-QR-HDP-DLQR uma vez que o parametro de positividade para
o primeiro estimador leva periodicamente valor igual a 1 durante todo o processo
iterativo, enquanto que a do segundo estimador apresenta tal valor somente nas

primeiras iteragoes do processo de estimacao de parametro P.
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Figura 6.78: Numero de condicdo da matriz de covaridncia I" e o parametro de positividade p,
com fator de esquecimento A = 0,983 para um ciclo de 5000 iteracoes - Sequencia de Revitalizacao
Estado 2.

Figura 6.79: Numero de condigdo da matriz ® (Fator Cholesk) e o parametro de positividade p,
com fator de esquecimento A = 0,983 para um ciclo de 5000 iteracoes - Sequencia de Revitalizacao
Estado 2.

Os resultados das simulagoes mostram claramente que as estimativas dadas
pelos algoritmos RLS,-HDP-DLQR e RLS,-QR-HDP-DLQR para o sistema de

terceira ordem apresentam, em geral, menor tempo de convergéncia (nimero de
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iteragoes necesséarias para chegar a uma dada precisio) e custo computacional re-
duzido por iteracao quando comparados com os sistemas de quarta e sexta ordem.
Esses resultados iniciais semelhantes para os dois algoritmos podem ser explica-
dos pelo modelo apresentado inicialmente ser de pequena ordem, tendo apenas
seis parametros a serem estimados. Assim, é necessario salientar que, para as
plantas de ordem mais alta, o custo computacional é maior e o estimador tende
a apresentar maiores sensibilidades a perturbacoes provocadas por problemas nu-
méricos, sendo assim necessario o uso de métodos de decomposicao para melhorar

o comportamento do sistema.

6.5 Consideracoes Finais

Neste Capitulo foram apresentados os resultados dos algoritmos propostos no
Capitulo 4 em relacao a trés diferentes plantas, tais como: Aeronave F16, Circuito
RLC e Gerador DFIG. Os resultados mostraram que os algoritmos tem sua funci-
onalidade comprovada, para cada caso pode apresentar vantagens e desvantagens.

Levando em consideragao os trés parametros de avaliacao de complexidade
computacional tém-se:

Custo Computacional: Conforme mostrado no Capitulo 5, O algoritmo que
necessita de menor quantidade de flops para sua execucao é o RLS)-QR-HDP-
DLQR, isso garante ao executar uma iteracao desse algoritmo leva-se menos tempo
do que a do algoritmo padrao.

Estabilidade Numérica: Neste parametro o algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR,
mais uma vez, levou vantagem, garantindo em quase todos os casos, fator de
positividade p dentro da faixa de 0 a 1, e 0o numero de condicao quando comparado
com o algoritmo RLS,-HDP-DLQR mostraram-se sempre menores.

Tempo de Convergéncia: Neste requisito os dois algoritmos testados mostra-
ram desempenho parecidos, em relacao a quantidade de iteracoes necessarias para
encontrar a solu¢ao desejada, contudo, deve se lembrar que o algoritmo RLS,-QR-
HDP-DLQR é mais rapido por iteracao, o que lhe da vantagem no céalculo real
desse parametro.

Assim pode-se concluir que as vantagens na execucao do algoritmo RLS,-QR-
HDP-DLQR sao maiores do que as do algoritmo RLS,-HDP-DLQR.



CAPITULO 7

CONCLUSOES

7.1 Conclusoes Gerais

No trabalho foi apresentado um método alternativo para estabelecer politicas
de controle 6timas, baseadas na forma HJB da equacao algébrica de Riccati, Bem
como a teoria de aprendizagem por refor¢o aplicada a programacao dinamica,
levando ao desenvolvimento da programagao dinamica heuristica para a solugao
online de controle 6timo discreto do tipo linear quadratico.

E na tentativa de aproximar esses métodos de controle 6timo moderno ao
mundo real, buscou-se otimizar a execucao dos algoritmos gerados por essas téc-
nicas de controle a fim de tornar possivel uma aplicacao em tempo real em micro-
controladores, presentes em todo sistema de controle automatico.

Na avaliacao do desempenho dos algoritmos RLS,-HDP-DLQR e RLS,-QR-
HDP-DLQR, em relacao a escolha do fator de esquecimento, observou-se uma
grande influéncia desse fator no processo de convergéncia e estabilidade numérica
na solucao da equacao HJB-Riccati. Verificou-se também que a escolha apropriada
do fator juntamente com a decomposicao QR podem contribuir significativamente
para melhoria no processo de convergéncia da equacao HJB-Riccati, assegurando
ao mesmo tempo um limite aceitavel para a estabilidade numérica dos estimadores
RLS-HDP.

Os resultados das simulacoes mostraram-se promissores para os trés modelos
de sistemas dinamicos MIMO, uma vez que a insercao da decomposicao QR no

processo de aprendizagem RLS da solucao da equagao HJB-Riccati via HDP con-
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tribuiu para resolver os problemas de convergéncia e estabilidade numérica por
uma escolha plausivel do fator de esquecimento. Levando em consideracao os re-
sultados da simulacao apresentados, futuros experimentos realizados em plantas
do mundo real sao encorajadores.

Provando que o algoritmo RLS,-QR-HDP-DLQR é uma boa proposta para
um algoritmo de Controle Otimo Adaptativo que possua total capacidade de im-

plementacao em ambiente industrial.

7.2 Principais Contribuicoes

Desenvolvimento de um algoritmo de Controle Otimo Adaptativo que possui

especificagoes adequadas para implementacao no mundo real.

7.3 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros pode-se citar o desenvolvimento do algoritmo RLSy-
QR-HDP-DLQR sistolico através da aplicacao de técnicas de computacao paralela
para melhorar do desempenho computacional do mesmo, bem como a implementa-

¢ao em hardware (Microcontroladores) dos algoritmos de controle aqui propostos.
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APENDICE A

LEMAS

A.1 Lema da Fatoracao da Matriz

Dada duas matrizes A e B, N x M, sendo N < M, o Lema da Fatoracao de
Matriz estabelecido por (Stewart 1973), (Golub 1989) e (Sayed 1994) declara que

AA" = BBH (A1)

se, e somente se, existir uma matriz unitaria © tal que

B=A60 (A.2)

Assumindo que a condi¢do (A.2) é mantida, prontamente se encontra que

BBY = Aeef A" (A.3)

A partir da definicao de uma matriz unitaria, tem-se

e =1 (A.4)

onde [ ¢ a matriz identidade. Portanto, a Equacao (A.3) reduz-se imediatamente
a Equagao (A.1).

Por outro lado, a igualdade descrita na Equagao (A.1) implica que as matrizes
A e B devem ser relacionadas. Pode-se provar a implicacao da reciproca do Lema
da fatoragao da matriz invocando o teorema da decomposicao do valor singular.

De acordo com este teorema, a matriz A, pode ser tida como se segue
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A=U S,V (A.5)

onde Uy e V) representam matrizes unitarias N X N e M x M, respectivamente,
e X4 ¢ uma matriz N x N definida pelos valores singulares da matriz A. Similar-

mente, a segunda matriz B pode ser obtida como se segue

B =UpXpVE (A.6)

A identidade AAY = BB implica que

Us=Up (A.7)
e
Ya=2Xp (A.8)
Agora tem-se
Y= VvV (A.9)

Em seguida, substituindo as Equacgoes (A.5) e (A.7) na Equagao (A.9) no pro-
duto matricial A® produz um resultado igual a matriz B em virtude da Equacao

(A.6), que é precisamente a implicacao reciproca do lema da fatoragdo de matriz.

A.2 Lema da Inversao de Matriz

Sejam A e B duas matrizes M x M definidas positivas relacionadas por

A=B't+oD'cH (A.10)

em que D é uma outra matriz N x M definida positiva, e C' € uma matriz M x N.
De acordo com o lema da inversao de matrizes, pode-se expressar a inversa

da matriz A como segue:

A™'=B-BC(D+C"BC)'C"B (A.11)

A prova deste lema é estabelecida multiplicando-se a Equacao (A.10) pela

Equagao (A.11) e reconhecendo que o produto de uma matriz quadrada pela sua
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inversa ¢ igual a matriz identidade. O Lema da inversao da matriz declara que
dada uma matriz A como definida na Equagdo (A.10), a inversa A~! pode ser

determinada usando a relagdo da Equagao (A.11).



APENDICE B

DECOMPOSICAO QR

B.1 Introducao

Nesta se¢ao se discutira um tipo de decomposi¢ao de matrizes, que serd utili-
zada na obtencao de solucoes de problemas de minimos quadrados.

A decomposicao QR é uma operacao elementar estavel, que pode ser aplicada
a qualquer tipo de matriz e consiste na fatoracao de uma matriz dada em duas
matrizes, uma matriz ortogonal e uma matriz triangular superior. Assim, a de-
composicao QR de uma matriz é apresentada como o produto de uma matriz
ortogonal Q por uma matriz triangular superior R.

Teorema 1

Seja A uma matriz m X n cujas colunas sao vetores linearmente independentes.

Entao, A pode ser fatorada como:

A=QR,

sendo Q uma matriz m X n cujas colunas formam um conjunto ortonormal, e R é
uma matriz triangular superior inversivel n x n.
Demonstracgao

Seja

140



APENDICE B. DECOMPOSICAO QR 141

a1 12 Ce Q1
a921 929 e QA1
A=
Am1 Am2 ° Qmp
Denota-se por ai, as, ..., a, as colunas de A. Como elas sdo linearmente

independentes, elas formam uma base para o espaco coluna de A.
Pode ser utilizado o processo de Gram-Schmidt para se obter um conjunto
{¢1,q2, ..., ¢, } de vetores ortonormais a partir das colunas de A.

Seja () a matriz cujas colunas sao qi, qo, ..., ¢ , isto é,

Q: [QD q27"'7Qn]

As colunas q1, g9, ..., ¢, de () formam um base ortonormal para o espaco coluna
de A.

Teorema 2

Seja V um espaco vetorial com produto interno e v um vetor em V. Seja
B = {v1, v, ...,v,} uma base ortogonal de V. Entao todo vetor v € V pode ser

escrito como combinacao linear da base B da seguinte forma:

_ <U7U1> vy <U7U2> Vs o+ <U7U7L> »
<U17 Ul) <U27 1)2> <Un7 Un>
Os coeficientes a; = %, 7 = 1,2,...,n, sao chamados de coeficientes de
VER)

Fourier de v.

Assim toda coluna a; i = 1,2,...,n, é combinacao linear dos vetores da base

{q17 qz;, .-, Qn}

ar = (a1, q1) ¢ + (a1, @) @ + ... + (a1, @) G
az = <a27Q1> a1 + <a27Q2> q2 + ...+ <a27Qn> qn

Qp = <ana Ch) q1 + <an> q2> qz +...+ <an> Qn> an
Para que se possa representar este sistema matricialmente, terd que existir
uma terceira matriz R € R™ ™ para conectar as matrizes A e Q. Assim sendo

toma-se:
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(ar,q1) (a2, q1) .. {an,q1)
R — <a1iQ2> <a27.<12> <an?(b>
| <(Z1, Qn> <a2> Qn> e <anv Qn> |

Pela multiplicacao de matrizes, tem se:

QR = [Q?"l QT’Q QT’n]

sendo 71, ra, ..., 1, as colunas da matriz R.

Portanto,

Q?”i = <CLZ', Q1> Q1+ <ai7 q2> @t + <ai’ qn> In

sendo
1=1,2,... n.
Assim,
Q’/’Z‘ = Qa;
Logo,
QR =A

Porém, R é uma matriz triangular superior, pois do processo de Gram-Schmidt,

temos que g, ¢ ortogonal aos vetores ay, ap, ..., am-1), se n > 2. Logo:
(ar, q) (a2, q1) .. {an,q1)
R _ O <a2i ) . <an? QQ>
0 0 e <ana Qn>
Portanto,



APENDICE B. DECOMPOSICAO QR 143

sendo Q uma matriz m X n com colunas ortonormais e R uma matriz n x n
triangular superior.
Mostra-se que R é inversivel.

Seja

€

T2

Tn

uma solucao do sistema Rx = 0
Segue-se que QRx = g, ou seja, Ax = 0. Mas, Ax = x1a1 + x2a0 + ... + Tpay,.

Entao:

r1a1 + Taay + ... + xpa, =0 (B.1)

Como as colunas a;, i = 1, ...,n, sao linearmente independentes entao

Ty =29=..=x, =0 (B.2)
Logo, x =0
Como = = 0 é a unica solucao do sistema homogéneo Rx = 0, entao, R é
inversivel.
Teorema 3
Sejam uma matriz A € R™", x, A € R" e Ax = b um sistema linear. Entao

as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
o A é inversivel (det(A) # 0).
o Col(A) =R"

As colunas de A sdo linearmente independentes e geram R"”, e portanto formam

uma base de R™.

e Az =0 tem apenas a solugao trivial.
e Ax = b é compativel para qualquer vetor b € R".

e Axr = b tem exatamente uma solucao para qualquer vetor b € R"™.

Assim pode-se concluir que R é inversivel
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B.2 Rotacao de Givens
Uma rotacao de Givens é uma matriz da forma:

[ 1 0

0 1

onde a linha com —s é a linha j, a linha com s é a linha i e ¢? + s? = 1. Note que

a interseccao das linhas 7 e j com as colunas i e j de G; forma

Esta matriz é ortogonal, pois

AEEE 1o Y]

Pode-se concluir, assim, que as matrizes G;; sao ortogonais. Essas matrizes

? + 52 0
0 2+ 52

sao chamadas de rotagoes pois, se x e y satisfazem:

Yi | | cosg —sing .| ™
Yo N sing cos¢ T

entao y ¢ o vetor x girado do angulo ¢.

Figura B.1: Rotacgao de Givens
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Assim, multiplicar um vetor por G;; é equivalente a girar duas componentes
do vetor do angulo ¢ = arctan?, deixando as demais componentes intactas.

Seja x um vetor com duas componentes se defini

g

Va4 23

C =

X2
S e
T+ 5

Observe que ¢> +s?2 =1e

c —s Ty Vi + a3
s c To 0
Resultando em um processo interativo que busca o zeramento de elementos da

matriz através de multiplicacdes como visto na figura

Figura B.2: Rotacao de Givens para formacdo de uma matriz triangular superior

B.3 Reflexao de Householder

O algoritmo de Householder para a decomposicao QR consiste em construir
uma matriz triangular através de uma sequéncia de matrizes ortonormais. Isto
é, a ideia é encontrar matrizes ortonormais H;, Hs, ..., H, tais que o produto
H,...HsH, seja triangular superior. No k-ésimo passo do algoritmo, a matriz Hy
é escolhida de forma que todos os elementos abaixo da diagonal na k-ésima coluna
sejam zerados. Ou seja, o que se procura no k-ésimo passo, ¢ uma transformacao
que zere, em um vetor x € R™ %! todas as entradas com excecao da primeira

Geometricamente, isso pode ser feito rotacionando ou refletindo o vetor x de
forma que ele coincida com o eixo e;.

Um refletor de Householder reflete o espaco € R™*+1 através do hiperplano

ortogonal ao vetor de Householder v = ||z|| e; — z, conforme Figura B.4.
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Figura B.3: Aplicacdo de sucessivas reflexdes de Householder a uma Matriz

Assim, quando o refletor é aplicado, a imagem de z é mapeada em ||z e;.

Algebricamente, o refletor de Householder é dado por
H=1-2— (B.3)

Para uma interpretacao geométrica da transformacao de Householder, consi-
dere qualquer vetor x M x 1 pre multiplicado pela matriz H, demonstrada por:
T
VU
Hxr=(I—-2—)x B.4
(1 —220) (5.4)
H é ortogonal, uma vez que

HTH = (I —2%)T(I — 2%)
=1 —2%2% 2% 2%

vy “oTy
=] — 4( — vl
vTy vTy

HTH =1
Para que os zeros obtidos nas iteracoes anteriores sejam preservados, cada
transformacao Hj, é aplicada da coluna k em diante. Em outras palavras, suponha
que se tenha calculado as transformacoes de Householder Hy,..., Hy_; tais que
Assim para estabilidade numérica, é importante escolher a reflexao que mova

0 vetor a maior distancia.

Ry me Rign
]?}(_1.”f¥i/4 = ’
0 awe Agg+1
, . . . 2 T
onde Ry ¢ triangular superior. Sejam v = |lap|le1 — apr € Hy = I — 2% .

Toma-se a transformacao linear
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Figura B.4: Reflexdo de Householder

Ix1 0
HK — K ~
0 Hg
e logo
Ry T1k Ry g1
Ry i Ry ey ’
HyHy y...H A = A L = 0 |lawll 7rf
0  Hpapy HpAppa £l

0 0 At kg1

E fécil ver que o processo tende & triangulacao, convergindo para a matriz
R. Como o produto de matrizes ortonormais é também ortonormal, toma-se
Q" = H,,...H,H, e obtém-se o fator Q.

B.3.1 Propriedades

A transformada de Householder definida pela Equagao (B.3), segue as seguin-
tes propriedades:
Propriedade 1.

A transformacao de Householder H ¢ Hermitiana, isto é,

HY = [ (B.5)
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Propriedade 2.

A transformacao de Householder H é unitaria, isto é,
H'=pg" (B.6)

Propriedade 3.

A transformacao de Householder H preserva a norma, isto é,
[Hz| = ||l (B.7)

Propriedade 4.

Se dois vetores se submeterem a mesma transformacao de Householder, seu
produto interno permanece inalterada.

Considere qualquer trés vetores: z, y e u. Seja a matriz de Householder H
definida em termos do vetor u, como na Equagdo (B.3). Deixe os restantes dois
vetores x e y ser transformado por H, fornecendo Hx e Hy, respectivamente. O

produto interno destes dois vetores é transformadas em:

(Hz)"(Hy) = 2" H" Hy (B.8)
= ;UHy

Propriedade 5.

Dada a transformacao de Householder H, o vetor transformado Hz é uma
reflexao de x em relagao ao hiperplano perpendicular do vetor u envolvido na
definicao de H.

Esta propriedade é apenas uma reafirmacgao da Equagao (B.4). Os dois casos

limites seguintes da Propriedade 5 sao especialmente notaveis:

e r é o vetor escalar multiplo de u: neste caso, a Equacdo (B.4) pode ser
simplificada em:
Hr=—x

e o vetor x é ortogonal a u: isto é, o seu produto interno é zero: neste segundo
caso, a equacao reduz-se a:
Hr==x
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Propriedade 6.
Seja  um vetor qualquer nao nulo M x 1 com a norma Euclidiana [|z||. Su-

ponha que o vetor 1 denote a primeira coluna da matriz identidade; isto é,

1=11,0,..,0" (B.9)

Entao, existe uma transformacao Householder H definida pelo vetor:

u=ux—|z|1 (B.10)

de tal modo que o vetor transformado Hz correspondente a u, € um miltiplo
linear do vetor 1.

Com o vetor u atribuido pelo valor da Equagao (B.10), tem-se

lull® = 2|z (2] — 1) (B.11)

em que x1 € o primeiro elemento do vetor . Da mesma forma, pode-se escrever:

u'a = ||zl (=] — 1) (B.12)

Assim, substituindo as Equacgoes (B.11) e (B.12) na Equagao (B.4), descobri-se
que o vetor transformado Hx correspondente & definicao de vetor u da Equagao
(B.10) & dada por:

Hr=x—u
=z — (z— [z 1)
= ||z[| 1

que prova a Propriedade 6.



APENDICE C

METODOS DE OTIMIZACAO DO
ALGORITMO

C.1 Back Substitution

O algoritmo similar para sistemas triangulares superiores Ux = B é chamado
de substituicao para tras (back-substitution). O procedimento para encontrar x é

descrito por

xT; = (bi — Zn: uijl‘j> i

j=it1

onde b; pode ser substituido por z;.
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