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Resumo

Neste trabalho, dissertamos sobre o artigo “Area-minimizing Projective Planes in 3-
Manifolds” devido a Hubert Bray, Simon Brendle, Michael Eichmair e André Neves. Neste
artigo eles consideram uma 3-variedades Riemannianas compactas (M?, g) com curvatura
escalar positiva e que admitem planos projetivos mergulhados. Nestas condicoes eles
provam uma estimativa superior, em termo do infimo da curvatura escalar de (M, g),
para a area do plano projetivo que possui a menor area dentro da classe de todas as
superficies > C M homeomorfas ao plano projetivo. Além disso, eles provam que esta
desigualdade é 6tima. Mais precisamente, eles obtém que se a igualdade ocorre entao a
variedade Riemanniana (M3, g) é isométrica ao espaco projetivo tridimensional RP? com

a métrica de curvatura seccional constante.

Palavras-chave: Variedade Riemanniana, Plano projetivo minimizante, Superficie minima.



Abstract

In this work, we talk about the article “Area-Minimizing Projective Planes in 3-
Manifolds” due to Hubert Bray, Simon Brendle, Michael Eichmair and André Neves.
In this article they consider a compact Riemannian 3-manifold (M, g) with positive scalar
curvature and an embedded projective plane. In these conditions they prove a higher
estimate of curvature, in term of infimum of the scalar curvature of (M, g), for the area
of the projective plane that has the smallest area within the class of all surfaces ¥ C M
homeomorphic to projective plane. Furthermore, they prove that this inequality is great.
More precisely, they get that if this equality hold in (M3, g), so M is isometric to the

three-dimensional projective space RP? with constant sectional curvature.

Keywords: Riemanniana manifold, minimizing Projective Plan, Minimal surface.
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Introducao

A Teoria das Superficies Minimas é um topico de estudo bastante classico em Geometria
Diferencial, tendo origem nos trabalhos de Lagrange no século XVIII sobre Calculo das
Variacoes, e uma area de pesquisa bastante ativa nos dias atuais.

Uma superficie minima em uma variedade Riemanniana é uma superficie que é ponto
critico do funcional drea. Apesar de ser um interessante objeto geométrico por si mesmo,
superficies minimas podem ser utilizadas como ferramentas para obter conclusoes sobre
a topologia e a geometria do espago ambiente.

Por exemplo, no término da década de 70, R. Schoen and S. T. Yau [12] observaram
que se (M3, g) é uma variedade Riemanniana compacta orientével com curvatura escalar
positiva e ¥ C M é uma superficie compacta orientavel minima e estavel (isto é, possui
segunda variagao do funcional drea nao-negativa), entao ¥ é homeomorfa & esfera S*. No
caso em que Y é nio-orientdvel, tem-se que ¥ é homeomorfa ao plano projetivo RP2.
Inspirados por esta observacao, eles provaram o seguinte teorema o qual afirma que a
existéncia de curvatura escalar positiva impoe restrigoes sobre a topologia da variedade

ambiente.

Teorema (Schoen and Yau, 1979). Seja M uma variedade tridimensional compacta e ori-
entdvel. Se m (M) contém um subgrupo isomorfo ao grupo fundamental de uma superficie
compacta orientdvel com género g > 1, entao M nao admite métrica Riemanniana com

curvatura escalar positiva.

Como aplicacdo do teorema acima, temos, por exemplo, que o toro T? = S! x S! x S!
nao admite métrica com curvatura escalar positiva.

Dois exemplos bésicos de variedades Riemannianas tridimensionais orientaveis com cur-
vatura escalar positiva que admitem, respectivamente, esferas e planos projetivos minimos
estdveis (de fato, minizantes de drea) sao o cilindro S? x R com a métrica produto canonica
e 0 espaco projetivo RP? com a métrica de curvatura constante.

Neste trabalho, iremos dissertar sobre o resultado do artigo [3], devido a H. Bray, S.

Brendle, M. Eichmair e A. Neves em 2010. Neste artigo, eles provam um teorema de



rigidez para o espaco projetivo RP* em termos da érea de planos projetivos minimizantes
de area.
Mais precisamente, considere uma variedade Riemanniana compacta (M3, g) com cur-

vatura escalar positiva. Suponha que
F ={¥ C M :¥ é homeomorfa a RP?} # ()

e seja
A(M, g) = inf area(X, g).

Além disso, seja sys(M, g) a sistole de (M, g), ou seja,
sys(M, g) = inf{L(v) : v é uma curva fechada nao contratil em M}.

O primeiro resultado provado em [3] é o seguinte:

Teorema A (Bray, Brendle, Eichmair and Neves, 2010). Nas condi¢des acima, temos

que
A(M, g) i]I\14f R, < 127 (1)
‘ 2
A<M7 g) > ;SyS<M7 9)2 > 07 (2)

onde R, denota a curvatura escalar de M.

Obverse que combinando as desigualdades (1) e (2), obtém-se
sys(M, g)* ij‘n} R, < 67°.

No espaco projetivo RP® com a métrica ¢ com curvatura seccional constante igual a
1 temos R, = 6 e sys(M, g) = 7. Logo, segue que A(RP? g) = 2r. Em particular, em
(RP?, g) temos a igualdade nas desigualdades acima.

No segundo resultado temos o teorema de rigidez:

Teorema B (Bray, Brendle, Eichmair and Neves). Seja (M3, g) uma variedade Riemanni-
ana compacta com curvatura escalar positiva. Suponha que F # (. Se A(M, g)infy R =
127, entdo (M, g) ¢ isométrica ao espaco projeto RP® com a métrica de curvatura cons-

tante.

Observamos que um resultado andlogo de rigidez para o cilindro S? x R em termos da
area de esferas minimizantes de area, foi provado por H. Bray, S. Brendle and Neves no

artigo [4].



Este trabalho esta organizado em dois capitulos. No capitulo 1, apresentaremos os
pré-requisitos necessarios para o bom entendimento dos resultados acima e de suas res-
pectivas demonstracoes. Nas secoes 1.1 a 1.5, fornecemos os conceitos basicos referentes
a variedades diferencidveis, geometria Riemanniana e imersoes isométricas. Na secao 1.6,
definimos o fluxo de Ricci e enunciamos os fatos basicos que serao utilizados neste trabalho.
Nas segoes 1.7 e 1.8 apresentamos alguns conceitos e resultados sobre grupo fundamen-
tal, espagos de recobrimento e transversalidade. Finalmente, no capitulo 2, provamos os

teoremas A e B, objetivos principais deste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Diferenciaveis

1.1.1 Estrutura Diferenciavel e Exemplos

Definicao 1.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma

familia de aplicagoes biunivocas X, : U, C R" — M de abertos U, de R™ tais que:
1. Uxa(Uy) = M.

2. Para todo par o, 3, com x,(U,) Nxp(Ug) = W £ 0, os conjuntos x,' (W) e Xgl(W)

sao abertos em R™ e as aplicacoes xgl 0 X, Sao diferencidveis.

3. A familia {(Uy, X))} € mdzima relativamente as condigoes 1 e 2.

O par (U,,x4)(ou aplicagdo) com p € x,(U,) é chamado uma parametrizagcao (ou
sistema de coordenadas) de M em p; x,(U,) é entdao chamada vizinhan¢a coordenada em
p. Uma familia {(U,,x,)} satisfazendo 1 e 2 é chamada uma estrutura diferencidvel em
M.

Observacao 1.1.2. Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de uma ma-
neira natural uma topologia em M. Basta definir que A C M ¢é um aberto de M se
x:Y(ANxa(Uy)) € um aberto de R™ para todo . E imediato verificar que M e o vazio
sao abertos, que a uniao de abertos € aberto e que a intersec¢ao finita de abertos é aberto.
Observe que a topologia é definida de tal modo que os conjuntos x,(Uy,) sdo abertos e as

aplicagoes X, sao continuas.

Exemplo 1.1.3 (R™). O espago euclidiano R™, com a estrutura diferencidvel dada pela

identidade é um exemplo trivial de variedade diferencidvel.
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Exemplo 1.1.4 (Esfera S"). Seja S™ = {(z1,...,2n41) € RS 22 = 1} ¢ R

=1 1

Podemos introduzir uma estrutura de superficie reqular em S™, definindo parametrizagoes

zf U — S"a; U — S™i=1,...,n+,
obtidas do sequinte modo:
Ui = {(xl,...,xn+1) ER”'H;;L‘Z- :0,5(7%"‘"'4'1'?_1+ZE?+1+"-+ZL’72Z+1 < 1}7

+ _
Z; (xla---7$i717xi+17---,xn+1) = (xl,...7.%./L'71,D7:,:Ci+1’...’xn+l),

T (T, i1, Ty e ey Tn1) = (@1, T, — Dy Ty, - o Tig1),

onde Dy = \/1— (2 + -+ 2 +al, +---+a2,,). Portanto, a familia
(U, ), (U, z7)yi=1,...,n+1

¢ uma estrutura diferencidvel em S™. Geometricamente, isto equivale a cobrir a esfera S™

com vizinhancas coordenadas que sao semiesferas perpendiculares aos vdrios eiros x;.

Exemplo 1.1.5 (RP"). O espago projetivo real RP". Indicaremos por RP" o conjunto

das retas de R™ que passam pela origem 0 = (0,...,0) € R""; Isto é RP™ € o conjunto
das “direcoes” de R"*1.
Vamos introduzir em RP" uma estrutura diferencidvel. Para isto, seja (x1,...,2Zn41) €

Rn + 1 e observe, inicialmente, que RP™ € o espaco quociente de R"* — {0} pela relagdo

de equivaléncia:

(X1, ..y Tp) ~ (AZ1, .o A1), A ER A #0

0s pontos de RP" serao indicados por [x1,...,2Z,1]. Observe que, se x; # 0,
| Ti—1 1 Tit1 Tn+1
[T1, .. x] = | —, ..., 1, e
Definamos em RP" subconjuntos Vi, ..., Vyi1, dados por:

Vi=Alz1,...,zp);xs #0}i=1,... ,;n+ 1.

Geometricamente, V; € o conjunto das retas do R"** que passam pela origem e ndo per-
tencem ao hiperplano x; = 0. Vamos mostrar que podemos tomar os Vi's como vizinhangas

coordenadas, onde as coordenadas em V; sao

I T _ Tin1 _ Tat1
B=— - Yi1= y Yi = yeryYn = .




Para isto, definamos aplicagoes x; : R™ — V; por

Xi<y17"'7yn) = [yb'"7y2'71717yi7"'7yn]7(y17"'7yn> € R™.

e mostramos que a familia {(R™,x)} € uma estrutura diferencidvel em RP".
Com efeito, cada aplicagao x; € evidentemente biunivoca e |Jx;(R™) = RP". Resta
mostrar que x; (Vi N'V;) € aberto em R™ e xj_1 ox; € af diferencidvel, j = 1,...,n+ 1.

Ora, os pontos de x; '(V;N'V;) sio da forma:

{(, .., yn) € R"y; # 0}

Portanto x; '(V; N'V;) é um aberto em R", e, supondo i > j

Xj_loxi(yla"'ayn> = Xj_l[ylv"'7yi—1’]-7yia"'7yn]
- [Q Yim1 g Y yir 1y %}

5 it )

Yj Y yj"”’ Yj yjyyj"”’yj
_ (@ Yi—1 Yj+1 yir 1 oy %)
yj? ) y] b y] b ) y] 7yj7 y]) 7y]

que € evidentemente diferencidvel.

1.1.2 Aplicagoes Suaves e Diferencial de uma Aplicagao

Definigao 1.1.6. Sejam M7 e M variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ @ My —
M, € diferencidvel em p € M se dada uma parametriza¢io 'y : V. C R™ — My em ¢(p)
existe uma parametrizacio x : U C R™ — My em p tal que o(x(U)) C y(V) e a aplicagio

y ltopox:UCR" = R™

¢ diferencidvel em x *(p). ¢ € diferencidvel em um aberto de M, se é diferencidvel em

todos os pontos deste aberto.

Exemplo 1.1.7. As funcoes reais diferencidveis sao as aplicagoes diferencidveis f : M —

R. Para todo sistema de coordenadas x : U — R™ em M, a funcio composta f o x~! :

z(U) = R deve ser uma func¢ao diferencidvel de m varidveis reais, definida num aberto
z(U) C R™.



Exemplo 1.1.8. Sejam M, Ny, Ny variedades diferencidveis. Uma aplicagao f : M —
Ny x Ny € de classe CF se, e somente se, f = (f1, f2), onde as coordenadas f1: M — Ny
e fo o M — Ny sdo de classe C*. Realmente, considerando em Ny x Ny os sistemas
de coordenadas locais do tipo y; X yo @ Vi X Vo — R™ X R" wvé-se que (y; X yz) o
fox ™' = (yyofioxyso foox™). Lembremos, em sequida, que uma aplicagio
g=(91,92) : x(U) — R™ x R"™ ¢ de classe C* se, e somente se, ambas g, : z(U) — R™
e gs: x(U) — R™ sdo de classe C*.

Definicao 1.1.9. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Uma aplica¢ao diferencidvel
a : (—e,€) = M € chamada curva em M. Suponha que a(0) = p € M e seja D o

s

conjunto das funcoes diferencidveis em p. O wvetor tangente a curva o emt = 0 € a
fungao o/(0) : D — R dada por

a'(0)f = d(fd—;)a)|t=0 = feD.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢t = 0 de alguma curva o : (—e€,€) — M
com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M™ em p sera indicado por T,M, ao

qual podemos munir com uma estrutura de espaco vetorial de dimensao n.

Se (U,¢) = (U, x1,...,2,) é um sistema de coordenadas em p € M, entdo o espago
tangente 1), M tem base
0 0
Ox, " 0x,

Proposicao 1.1.10. Sejam M e M3 variedades diferencidveis e seja ¢ : My — Mo
uma aplicacao diferencidvel. Para cada p € M, e cada v € T,M;, escolha uma curva
diferencidvel o : (—€,€) — My com a(0) = p,a/(0) = v. Faca B = poa. A aplicagio
dop : T,My — Ty My dada por de,(v) = £(0) € uma aplicacao linear que ndo depende

da escolha de a.

Demonstracao: Sejam x : U — M; ey : V — M, parametrizagoes em p e ¢(p),

respectivamente. Exprimindo ¢ nestas parametrizagoes, podemos escrever
y topox(q) = (yi(x1, ., 20)s o s Ym (@1, T0)) g = (21, 20) €U, (Y1, - .., Ym) € V.
Por outro lado, exprimindo « na parametrizagao x, obteremos
x toalt) = (x(t),...,z.(t)).

Portanto,

y o B(t) = (yi(x1(t), ..., 20 (), ym(Ti(t), . ., 20 (2))).



Decorre dai que a expressao de 5'(0) na base {( )} de T,y M>, associada & parame-

trizacao y, é dada por

(Z gi’; / %%’(0)) . (1.1)

A relagao (1.9) mostra imediatamente que 4'(0) ndo depende da escolha de a.. Além disso,

(1.9) pode ser escrita como

B'(0) = dip,(v) = (g;/;)(:p(O)),i:1,...,m;j:1,...,n,

oy \ . . . ’ T .
onde | —— | indica uma matriz m X n e 2;(0) indica uma matriz coluna com n elementos.
x .
J
Portanto, dy, ¢ uma aplicacao linear de T, M; em T,y M cuja matriz nas bases associadas

L : . Oy,
as parametrizacoes X e y € precisamente a matriz ( L. O

al’j
Definicao 1.1.11. A aplicagao linear dy, dada pela proposicao acima € chamada dife-

rencial de ¢ em p.

1.1.3 Fibrado Tangente

Definicao 1.1.12. Seja M uma variedade diferencidvel. O fibrado tangente de M ¢ a

uniao disjunta de todos os espacos tangentes de M :

T™ = | J{p} x T,M.

peEM

E possivel munir o conjunto TM de uma estrutura diferencidvel. Seja {(Ua,Xa)} a

estrutura diferenciavel maxima de M. Indicaremos por (z¢,...,z%) as coordenadas de
U, e por {%, cee %} as bases associadas nos espagos tangentes de x,(U,) Para cada
«, defina

Vo : Uy x R® = TM,

por

o o n
Val(xf, ...,xn,ul,...,un)—(xaxl,..., E u; a) (ug,...,u,) € R™

Ly

Geometricamente, isto significa que tomamos como coordenadas de um ponto (p,v) € TM

as coordenadas z¥, ..., x5 de p junto com as coordenadas de v na base {%, cee a%}.

n



Mostremos agora que {(U, x R",y,)} é uma estrutura diferencidvel em 7M. Como
Xo(Uy) = M e (dx,),(R™) =Ty (M, q € U,, temos que
U xa( q o(@)

UyaUa xR") =TM,

o que verifica a primeira condi¢ao da Definicao 1.1.1. Seja agora
(p,v) € Ya(Us x R") Nys(Us x R™).
Entao

(P,v) = (Xa(da), dXa(va)) = (x5(qs), dxs(vp)),

onde g, € Uy, qp € Ug, va, v € R™. Portanto,

YEl 0 Ya(gas va) = YE1<Xa(Qa)7 dxa(va)) = ((Xgl © Xa)(ga), d(x5" 0 Xa)(Va))-

Como X[;l o x, ¢ diferenciavel, d(xgl 0 X,) também o é. Decorre dai que y;l 0y, 6

diferencidvel.

Proposicao 1.1.13. T'M é uma variedade diferencidvel de dimensao 2n. Além disso,

com respeito a estrutura dada acima, a projecao natural w: T'M — M dada por

m(p,v) =p
€ suave.

Demonstracao: Ver [10]. O

1.1.4 Variedades Orientaveis

Definigao 1.1.14. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M é orientdvel se M

admite uma estrutura diferencidvel {(Unx,)} tal que:

1. para todo par a, B, com X,(Us) Nxp(Usg) = W # 0, a diferencial da mudanga de

coordenadas x5 o x,* tem determinante positivo.

Caso contrario, diz-se que M é ndao-orientdvel. Se M é orientavel, a escolha de uma
estrutura diferenciavel satisfazendo o item acima é chamada uma orientacao de M e M

¢é orientada.
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Exemplo 1.1.15. Se M pode ser coberta por duas vizinhancas coordenadas Vy e Vo de
modo que a interseccao ViNVy € conexa, entao M € orientavel. Pois como o determinante
Jacobiano da mudanca de coordenadas é # 0, ele nao muda de sinal em Vi, NV, se é€
negativo em um ponto, basta trocar o sinal de uma das coordenadas para que ele passe a
positivo nesse ponto, donde em Vi N Vj.

Em particular

n+1
S" = {(l‘l,. .. ,$n+1) c RnJrl,Zx? = ].} - R+

i=1
¢ orientavel. Com efeito, seja N = (0,...,0,1) o pélo norte e S = (0,...,0,—1) o pdlo
sul de S™. Defina uma aplica¢iao m : S™ — {N} — R™(projecio estereogrifica a partir
do polo norte) que leva p = (x1,...,2n41) de S™ — {N} na intersec¢io do hiperplano

Tni1 = 0 com a reta que passa por p e N. E imediato verificar que

T "
(T, Tpg1) = ey )
I —2p41 I — %

A aplicagao m € diferencidvel, injetiva e aplica S™ —{N} sobre o hiperplano x,,1 = 0.

A projecao estereogrdfica o a partir do polo sul sobre o hiperplano x,.1 possui as mesmas
propriedades.

Portanto, as parametrizagoes (R™,7;'), (R w5 1) cobrem S™. Observe que a inter-
sec¢do T (R Ny (R™) = S™ — {N U S} € conexa, logo S™ € orientdvel.

Definicao 1.1.16. Sejam E, F' espacgos vetoriais orientados, com mesma dimensao. Di-
zemos que um isomorfismo linear T : E — F preserva orientacao se transforma bases

positivas de B em bases positivas de F'. Caso contrdrio, dizemos que T inverte orientacao.

Exemplo 1.1.17. Provemos agora que RP" ¢ orientdvel quando n é impar e nao ori-
entdvel quando n € par. Com isto em mente, consideramos a proje¢cdo canonica T :
S" — RP", que é um difeomorfismo local, e a aplicagcao antipoda o : S™ — S™. Te-
mos que m o = . Sen é impar, definimos uma orientacao em cada espago tangente
T,RP". y = m(x), exigindo que o isomorfismo linear 7'(zx) : T,S" — T,RP" seja posi-
tiwo. Veja que, desde que m'(—x)od/(x) = 7'(x) e o/ (x) € positivo, o isomorfismo ©'(—x)
induziria a mesma orientacao em T,RP". Isto define uma orientacio em RP".

Por outro lado, assuma que RP" € orientdvel. Desde que S™ seja conexo, podemos
escolher uma orientacao para RP" de tal maneira que m : S™ — RP" € positivo. Agora
fize x € S™. Desde que o isomorfismo 7' (—x) e 7'(x) sao ambos positivos, seque que

o (z) = 7'(—z) ' on/(x) € positivo e portanto n é impar.

Definicao 1.1.18. Um recobrimento duplo orientavel é uma aplicagao p : M — M, de

classe C*, com as sequintes propriedades:
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a) M € uma variedade conexa, M é uma variedade orientdvel, e p é um difeomorfismo

local;

b) Para cada y € M, a imagem inversa p~'(y) contém exatamente dois pontos;

c) Se p(x1) = p(xa) com x1 # x9, entdo o isomorfismo linear p'(x9) o p/(xy) : Ty M —

T, M ¢ negativo.

Exemplo 1.1.19. Quando n € par, a aplicacdo quociente m : S™ — RP" € um recobri-

mento duplo orientavel do espago projetivo.

1.1.5 Campos de Vetores e Colchete de Lie

Definicao 1.1.20. Um campo de vetores X em uwma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de
aplicacoes, X € uma aplicacao de M no fibrado tangente TM. O campo € diferencidvel

se a aplicagao X : M — T M ¢€ diferencidvel.
Considerando uma parametrizacao x : U C R™ — M ¢é possivel escrever
- 0
X(p) = a;(p) =—,
(p) E:z@b%

=1

onde cada a; : U — R é uma fungdo em U e {—1} é a base associada a x, i = 1,...,n.

(2
X ¢ diferenciavel se e sé se as fungoes a; sao diferencidveis para alguma parametrizacao.

As vezes é conveniente pensar em um campo de vetores como uma aplicacao X : D — F
do conjunto D das fungoes diferenciaveis em M no conjunto F das fungoes em M, definida

do seguinte modo

n

(D) = Y a5 ). f €D,

=1
A interpretagao de X como um operador em D permite-nos considerar os inteirados de
X. Por exemplo, se X e Y sao campos diferenciaveis em M e f: M — R é uma fungao
diferencidvel, podemos considerar as fungoes X (Y f) e Y(X f). Em geral, tais operagoes
nao conduzem a campos vetoriais, por envolverem derivadas de ordem superior a primeira.

Entretanto temos o seguinte.

Lema 1.1.21. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade dife-

renciavel M. Entao existe um unico campo vetorial Z tal que, para todo f € D, Zf =

(XY —YX)f.
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Demonstracgao: Primeiro provaremos que se Z existe, ele é inico. Admitamos, portanto,

a existéncia de um tal Z. Sejap € M e x: U — M uma parametrizagdo em p, e sejam

X:;‘”a Z Jaa;

as expressoes de X e Y nesta parametrizacao. Entao para todo f € D,

B ob; Of
XYf o= X(Z jax Z 8:@8% Z ”(9 6’%

J 2%]
af da; Of
YXS = Z“’ Z Jazjax Z ”a axj

Portanto, Z ¢ dado, na parametrizacao x, por

ob, aa]) of
ZT; 813] 8%

Zf=XYf-YXf= Zal

o que mostra a unicidade de Z.

Para a demonstragao da existéncia, define-se Z,, em cada vizinhanga coordenada x,(U,)
de uma estrutura diferenciavel {(U,,X,)} de M pela expressao anterior. Por unicidade,
Zo = Zg em X,(Us) Nx5(Us) # 0, 0 que permite definir z em toda a variedade M. O

O campo vetorial Z dado pelo lema cima é chamado colchete [X,Y] = XY — Y X de

X eY; Z é evidentemente diferenciavel.

1.2 Conceitos de Geometria Riemanniana

1.2.1 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.2.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M € uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno <,>p no espaco

tangente T,M, que varia diferencialmente no sequinte sentido: Se x : U C R" — M

¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, co x(x1,x2,...,2,) = q € x(U) e
0 0 0
e (q) = dx(0,...,1,...,0), entdo <8_xl(q)’ 8_15]-(Q)>q = g;j(21,...,2,) € uma fungdo

diferencidvel em U.

Exemplo 1.2.2 (Toros). O Toro mergulhado em R? é uma superficie de revolugdo gerada

pelo circulo. Tomando o circulo com centro em (R,0) e raio r < R com parametriza¢do
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v(t) = (R + rcost,rsint) obtemos a parametriza¢ao para o toro bidimensional como
superficie de revolugao

o(t,¢) = ((R+ rcost)cos ¢, (R+ rcost)sin ¢, rsint)

cuja respectiva métrica é dada por

r? 0
Glt.0) = [ 0 (R+rcost)? ] '

Outra métrica induzida de R™ importante para o toro, nao localmente isométrica a métrica
dada acima é a métrica plana do toro: considerando o toro como a superficie n-dimensional
T = St x .- x St C R?", a métrica euclidiana de R?*" induz uma métrica no toro. Com

a parametrizacao ¢ : R® — T™dada por

©0(¢) = p(¢*,...,¢") = (cos @', sin@', ..., cos¢", sin "),

temos
9i5 (@) = 0ij.
1.2.2 Comprimento de Curvas e Volume

ot

c , . .
T é chamado campo velocidade de c. A restricao de uma curva ¢ a um intervalo fechado

0
Seja ¢ : (—€,€) — M uma curva diferencidavel. O campo vetorial dc (—) indicado por

[a,b] C I chama-se um segmento. Se M é Riemanniana, definimos o comprimento de um

b /de de 3
b _ .
i“(C)_/a <dt’dt> di;

Sejap € M esejax: U C R" — M uma parametrizagao, com p € x(U), na orientagao

segmento por

de M. Considere uma base ortonormal positiva {ey,...,e,} em T,M e escreva X;(p) =

a ~
axi (Q> na base {el} : Xl(p) - Zij aijej. Entao

gin(p) = (X0, Xi) (p) = > agjan (ej.e0) = > aija;.
Jl J
Como o volume Vol(X;(p), ..., Xn(p)) do paralelepipedo formado pelos vetores X;(p), . .., Xn(p)
em T,M é igual a Vol(ey,...,e,) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz (a;;), te-

mos que
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Vol(X4(p). ... Xu(p)) = detayy) = \/(91,) ().

B 0
—ayi

(p)

sey:V C R" — M é outra parametrizacao positiva em torno de p, com Y;(p)

€ hz](p) = <)/17Yj(p)>7 teremos

det(g:7)(p) = Vol(Xi(p), ..., Xn(p))

= Juol(Yi(p), ..., Yn(p)) = J4/det(hi;)(p),

9y : : :
Y ) = det(dy ! o dx)(p) > 0 é o determinante da diferencial da mudanca

onde J = det(8

J
de coordenadas.

Seja agora R C M um conjunto aberto conexo, cujo fecho é compacto. Suporemos que
R estd contida em uma vizinhanca coordenada x(U) de uma parametrizacao x : U — M
positiva, e que a fronteira de x '(R) C U tem medida nula em R™. Definimos o volume

Vol(R) em R pela integral em R”

Vol(R :/ det(g;;)dxy ... dx,.
()= [, detta)dn

A definicao acima nao depende do sistema de coordenadas.

Proposicao 1.2.3. Sejam g e h métricas em uma variedade Riemannina M™ compacta

tais que g < h, ou seja, g,(v,v) < h,(v,v) entdo
Vol(M, g) < Vol(m, h).

Demonstragao: De fato, seja p € M e um sistema de coordenadas (U, x') em p, temos

dVOlg =1/ det(gij)dxl/\, ooy /\dl}n

dVoly, = y/det(h;;)dziA, ..., Adxy,.

que

Basta ver que

Vdetlgy) < \/det ().

De fato, primeiro observe que se {uy,...,u,} é uma base ortonormal com respeito ao

produto interno g, 9; = a;ju; e a = [a;;], entao
det(gi) = (det(a))®.

Escolhemos agora {uy,...,u,} satisfazendo as seguintes condigoes
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i) {u1,...,u,} é ortonormal com respeito a métrica g;

i) h(u;,uj) = Ndi; , ou seja, {us,...,u,} diagonaliza h.

’Lj )\

det(hy;) = (det(aijv/A))% = i ... Andet(gy).

Observe que 0; =

. Logo,

Como, g < h temos que \; > 1 para todo i. Portanto det(g;;) < det(h;). O
Indicaremos por X' (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por

D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.

1.2.3 Conexao Afim

Definicao 1.2.4. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicag¢ao

ViXM)x X(M)— X(M)
que satisfaz as sequintes propriedades:
1. VixygvZ = fVxZ 4+ gVy Z,
2. Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ,
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1.2.5. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entdao

eriste uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

diferenciavel ¢ : I — M u outro campo vetorial el longo de ¢, denominado derivada
covariante de V' ao longo de c, tal que:
DV DW
—(V+Ww )
9 ( W= e
daf 1 , ,
b) —(fV) dt f , onde W € um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma

fungao diferencidvel em I.

DV
c) Se V € induzido por um campo de vetores Y € X(M), entdo T VaY
dt
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Observacao 1.2.6. A dltima linha de c) faz sentido, pois VxY (p) depende sé do valor
de X(p) e do valor de'Y ao longo de uma curva tangente a X em p. Com efeito, a parte
(3) da defini¢ao 1.2.4 permite mostrar que a nog¢ao de conexdo afim é, de fato, uma no¢ao

local. Escolhemos um sistema de coordenadas (x1,...,x,) em torno de p e escrevendo

X = lefiXi,Y = Zijja
( J

onde X; = —, teremos

(?xi

VxY = ) mV. () yX
i J
= inijXin—FZXi(yj)XJ
ij ij

— k 7 koo e i PO
Fazendo Vx,X; = ), T3 Xy, concluimos que I sdo fungdes diferencidveis e que

VxY = Z Z%%F + X (i) X,
o que mostra que VxY (p) depende de z;(p), yx(p) e das derivadas X (yx)(p) de yx, seqund0
X.

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que existe uma correspondéncia satisfazendo

a),b) e ¢). Seja x: U C R" — M um sistema de coordenadas com ¢(I) Nx(U) # () e seja

(x1(t), xo(t), ...,z (t)) a expressao local de c(t),t € I. Seja X; = Entao podemos

81:1-'
expressar o campo V' localmente como V' = 7 v/ Xj,j = 1,...,n onde v/ = v/(t) e
Xj = Xj(c(t)).

Por a) e b), tem-se

DV dv? DX
- = X, J J
dt ; dt =’ Z dt

J

Por ¢) e 1 da definigao 1.2.4,

DX;
dt

dt TR

= del ]7 7]_1
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Portanto,

DV dv? dx: .
LNy LIV v X
ar e dr T2 g UV

(1.2)

A expressao acima nos mostra que existe uma correspondéncia satisfazendo as condicoes
da proposicao 1.2.5, entao a tal correspondéncia € tnica.
Para mostrar a existéncia, definamos — em x(U) por (1.2). E imediato verificar que

(1.2) possui as propriedades desejadas. Se y(W) é uma outra vizinhanga coordenada,

comy(W)Nx(U) # 0 e definimos ) y (W) por (1.2), as definigdes “concordam” em

y(W)Nx(U), pela unicidade de — e x(U). Segue que a defini¢ao pode ser estendida

para todo M, e isto conclui a demonstracao. 0

1.2.4 Transporte Paralelo

Definicao 1.2.7. Seja M wma variedade diferencidvel com uma conezxao afim V. Um
campo vetorial V ao longo de uma curva ¢ : I — M ¢é chamado paralelo quando T 0,

para todo t € I.

Proposicao 1.2.8. Seja M um variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Seja
c: 1 — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em c(ty),to € 1.

Entao existe um unico campo de vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal que V (ty) = Vp.
Demonstragao: Ver [6].

Definicao 1.2.9. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma
métrica (,). A conexdo é dita compativel com a métrica (,), quando para toda curva
diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P ao longo de c,

tivermos (P, P’y = constante.

A definicao 1.2.9 é justificada pela proposicao seguinte que mostra que V é compativel

com (, ), entdao podemos diferenciar o produto interno pela “regra do produto” usual.

Proposicao 1.2.10. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é
compativel com a métrica se e somente se para todo par V e W de campos de vetores ao
longo da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se

d DV DW
— =(— — ), tel. 1.
G = (2w (2 ) e (13)
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Demonstragao: E obvio que a equacao (1.3) implica a Definigao 1.2.9. Mostremos, por-
tanto, a reciproca. Escolhendo uma base ortonormal { P (%), ..., Pa(to)} de Ty ) (M), to €
I. Agora, estenda paralelamente cada um dos vetores P;(tg),i = 1,...,n, ao longo de
c. Como V é compativel com a métrica, {Pi(t),...,P,(t)} é uma base ortonormal de

T, (M),para todo t € I. Podemos ,portanto, escrever

V=> 'R W= wPi=1,...n

onde v* e w' sdo funcoes diferencidveis em I.

Segue-se dai que

DV_ dvt 'DW_ dw'’
dt_i dt ™V dt 4L~ dt

1

P,

Portanto,

DV DW dv' , dw ) d ) d
<W’W>+<V’_dt >_Z{dtw + dtv}—%{va}—Eﬂ/,W).

1.2.5 Conexao de Levi-Civita

Teorema 1.2.11. Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica conexdo afim

V em M satisfazendo:
a) V é simétrica,ou seja, [X,Y] =VxY — VyX para todo X, Y € X(M).
b) V € compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente a existéncia de uma tal V. Entao

X(Y,Z) = (VxV.Z)+ (Y. Vyx2Z), (14)
Y(Z,X) = (VyZ,X)+ (Z,VyX), (1.5)
Z(X)Y) = (VzX,Y)+(X,VY), (1.6)

Somando (2.2) e (2.3) e subtraindo de (2.5), teremos, usando simetria de V, que
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XY, 2)+Y{(Z,X)-Z(X,)Y)=(X,Y],Y)+ (Y, Z],X)+ (X, Y], Z) +2(Z,Vy X).
Portanto
(Z,VyX) = %{X Y, 2)+Y(Z,X)—-Z(X,)Y)—(X,Z],Y) = (Y, Z], X) — ([X,Y], 2)}.

A expressao acima mostra que V estd univocamente determinada pela métrica ().
Portanto, caso exista, ela sera unica. Para mostrar a existéncia, defini V pela expressao
acima. E fail verificar que V estd bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas.
O

E conveniente dizer que as funcoes Fk definidos em U por Vx, X; =), Fﬁ ;XK 880 08

coeficientes da conexao V em U. Temos que

Z 3 n 0 9, L
ik = a o 9k a glm 8 o 9ij

onde gij = <XZ,X]> .

Como a matriz (gpm,) admite uma inversa (¢g"™), teremos que

1, 0 0 o
5 ;{@_ngﬂﬂ + a_xjgkz - a_xkgm}g . (17)

A equagao (1.7) é a expressao classica dos simbolos de Christoffel. Em termos dos

simbolos de Christoffel, a derivada covariante tem a expressao classica

= Z{dd ZF dxl}Xk

Observe que a derivada covariante difere da derivada usual no espago euclidiano por

termos que envolvem os simbolos de Christoffel.

1.2.6 Geodésicas

]lD)eiziinlgao 1.2.12. Uma curva parametrizada v : I — M €é uma geodésica em tg € I se
g

dt< dt

geodésica.

) = 0 no ponto ty; se y € geodésica em t, para todo t € I, dizemos que vy € uma
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Se v: I — M é uma geodésica, entao
d [dy dvy _ o Ddy dy _0
dt \dt'dt/ “\dtdt’dt)
L , dy
isto é, o comprimento do vetor tangente o7 ¢ constante.

Vamos agora determinar as equacoes locais satisfeitas por uma geodésica v em um

sistema de coordenadas (U, x) em torno de y(ty). Em U,

v serd uma geodésica se e sO se

D dvy A’z pdrgdr; \ 0
0=—(2) = pr &) 9
dt( dt) ; ( dt? * — Y dt dt | Ox*

Logo o sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem

Az, dr; dx;
_+§ et —0k=1....
Yodt dt ’ Tl

Z?]

fornece as equacoes procuradas.

Exemplo 1.2.13 (Geodésicas em R"). Seja M = R". Como a derivagao covariante
coincide com a usual, as geodésicas sao retas parametrizadas proporcionalmente ao com-

primento de arco.

Exemplo 1.2.14 (Geodésicas em S™). Seja M = S™ C R"™"! qa esfera unitdria de di-
mensao n. Os circulos maximos de S™ parametrizados pelo comprimento de arco sao
geodésicas. Dado p € S™ e um vetor unitdrio v € T,S", a intersec¢cao com S™ do plano
que contém a origem de R, o ponto p e o vetor v é um circulo mdrimo que pode ser

parametrizado como a geodésica passando por p com velocidade v.

Proposicao 1.2.15 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Geodésicas). Seja M uma
variedade Riemanniana. Entao para todos p € M ev € T,M, e para cada ty € R, existe

um intervalo aberto I C R contendo ty e uma tinica geodésica ~y : I — M tal que y(ty) = p
e ' (to) = v.

Lema 1.2.16. se a geodésica 7y(t,q,v) estd definida no intervalo (—6,0), entao a geodésica

5 b
v(t,q,av),a € R,a > 0, estd definida no intervalo (——, —)
a’ a

~v(t,q,av) = y(at, q,v).
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Proposicao 1.2.17. Dado p € M, existe uma vizinhan¢a V' de p em M, um nimero e > 0
e uma aplicagio C®,v : (=2,2) xU — M, U = {(q,w) € TM;qnV,w € T,M,|W| < €}
tal que t — (t,q,w),t € (—=2,2), € a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa

por q com uma velocidade w, para cada ¢ € V' e cada w € T,M, com |w| < e.

Demonstracao: A geodésica (¢, q,v) estd definida para |t| < 0 e para |v| < €. Pelo
lema anterior, ’y(t,q,g) estd definida para [t| < 2. Tomando € < %, a geodésica
v(t, ¢, w) estd definida para |t| < 2 e |w| < e. O

A proposicao 2.1.2 nos permite introduzir o conceito de aplicacao exponencial na se-
guinte maneira. Seja p € M e U C T'M um aberto dado pela proposicao 2.1.2. Entao a
aplicagao exp : Y — M dada por

v
eXp(CLU) = 7(]—7 q, U) =7 (|U|7 q, M) 9 (Q7 U) el
¢é chamada a aplicacao exponencial em U.

Proposicao 1.2.18. Dado q € M, existe um € > 0 tal que exp, : B(0) C T,M — M ¢

um difeomorfismo de B.(0) sobre um aberto de M.

Demonstragao: Calculemos d(exp,)o:

dexp)o(v) = L(exp,(t)lhoo = % (3(L,4,t0))hmo

dt dt
= ot g )l =
- dt 7 7Q7U t=0 — (Y

Logo d(equ)o ¢ a identidade de T, M, donde pelo teorema da fungao inversa, exp, €

um difeomorfismo local numa vizinhanca de 0. U

1.2.7 Curvatura

Definicao 1.2.19. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma corres-
pondéncia que associa a cada par X, Y € X (M) uma aplicagio R(X,Y) : X — X (M)
dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ Vixv4,Z € X(M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Proposigcao 1.2.20. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes

propriedades:
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1. R é bilinear em X (M) x X(M);

2. Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é

linear.
Proposigao 1.2.21. O tensor curvatura satisfaz R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z.
Demonstragao: De fato, temos
R(Y, X)Z = VxVyvZ —-VyvVxZ+ V[Y’)(}Z

= —VyVxZ+VxVyZ+V_xy|Z

- —VYVXZ + VXVYZ - V[X,Y]Z

= —R(X,Y)Z.

O

Proposigao 1.2.22 (Primeira identidade de Bianchi). R(X,Y)Z+R(Y, Z)X+R(Z, X)Y =
0.

De agora em diante, escreveremos por conveniéncia, (R(X,Y)Z,T) = (X,Y, Z,T).
Proposicao 1.2.23. o) (X,Y, Z,7)+ (Y, Z, X, T)+ (Z,X,Y,T) =0
b) (X.Y,Z2,T) = (Y, X, 2,T)
¢) (X,Y,Z,T) = ~(X,Y, T, 2)
d) (X,Y,2,T) = (Z,T,X,Y).

Definicao 1.2.24. Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana € uma
aplicacao multilinear
T:X(M)x--xX(M)— D(M).

TV
rfatores

Isto que dizer que, dados Y3, ...,Y, € X(M),T(Y1,...,Y,), é uma funcao diferencidvel

em M, e que T é linear em cada argumento, isto ¢,
TV fX 4 Y V) = [TV, X, V) 4 gV Yo V),
pra todo X,Y € X(M), f,g € D(M).

Definicao 1.2.25. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T é

um tensor de ordem (r + 1) dada por

VT(}/thTvZ) :Z(T(}/laa}/tr’))_T(vZ}/laaz“)__T<}/17a}/;—17VZK‘)
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Para cada Z € X (M), a derivada covariante VT de T em relacdo a Z é um tensor

de ordem r dado por
VT(Yy,...,Y,)=VT(Y,...,Y,).

Proposicao 1.2.26 (Segunda identidade de Bianchi). VR(X,Y, Z, W, T)+VR(X,Y, W, T, Z)+
VR(X,Y,T,Z, W) =0.

E conveniente escrever o que foi visto acima em um sistema de coordenadas (U, x) em

torno do ponto p € M. Ponhamos

R(X;, X)X, = > R, X
l

Assim Rl]k sao as componentes da curvatura R em (U,x). Se

X=> uX; Y=Y vX; Z=> wX,,
7 i k

obtemos, pela linearidade de R,

Z R]ku vt X

,7,k,l

Fazendo

<R(l’“ Xka Z Rzykgls = zgksa

podemos escrever as identidades da Proposicao 1.2.23 como:

Rijks + Rjkis + Ryijs = 0
Rijks = _Rjiks
Rijks = _Rijsk
Rijk:s - Rksij-
Exemplo 1.2.27. Observe que se M = R"™, entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z €

X (R™). Com efeito, se indicarmos por Z = (z1,...,2,) as componentes do campo Z nas

coordenadas naturais do R™, obtemos que

VXZ = (XZl,...,XZn),
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donde
VyVxZ =Y Xz,...,YXz,),

o que implica que
R(X,Y)Z =VyVxZ -VxVyZ+ Vixy)Z = 0.

No que se segue convém usar a seguinte notacao. Dado um espacgo vetorial V', indica-

remos por | X AY| a expressao

2
VIl - (z,9)%
que representa a area do paralelogramo bidimensional determinado pelo par x,y € V.

Definicao 1.2.28. Dado um ponto p € M e um subespaco bidimensional o C T,M o
(x7 y7 x’ y)
|z Ayl?
chamado curvatura seccional de o em p.

numero real K(z,y) = = K(o), onde {z,y} é uma base qualquer de o, €

Lema 1.2.29. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagdo trilinear R' : T,M x T,M x T,M — T,M por

<R,(XaKW)Z> = <X7 W> <Y7 Z> - <K W> <X7 Z>:

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a Ky se e

s6 se R = KyR', onde R € a curvatura de M.

Demonstracao: Admita que K(p, o) = Ky paratodoo C T,M, efaca (R'(X,Y, W), Z) =
(X,Y, W, Z). Observe que R’ satisfaz as propriedades a),b),c) e d) da proposi¢ao 1.2.23.

Como

(X,YV, X,Y) = (X, X)(V,Y) — (X,Y)?,

temos que, para todo par de vetores X,Y € T, M,

R(X,Y,X,Y) = k(| X[V = (X,Y)") = KoR'(X,Y, X, Y).
Isto implica que, para todo X,Y, W, Z,

R(X,Y,W,Z) = ksR'(X,Y,W, Z),
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donde R = kgR'. A reciproca é imediata. O
Algumas combinacoes das curvaturas seccionais aparecem com tanta frequéncia que
elas merecem nomes.
Seja x = z, um vetor unitério em 7, M ; tomemos uma base ortonormal {z1, 22, ..., 2,—1}

do hiperplano de T, M ortogonal a = e consideremos a seguinte média:

1

Ric,(x) = n_12<R(x’Zi)$’zi>’i: 1,2,...,n—1,

7

com j =1,...,n. Ela é chamada curvatura de Ricci na direcao x.

Definicao 1.2.30. Uma variedade riemanniana M é chamada uma variedade de Einstein

se existe uma funcao f : M — R tal que
Ric = fg.
Neste caso, dizemos também que g € uma métrica de Einstein.

Lema 1.2.31 (Schur). Seja M™ uma variedade conexa e de Fintein, ou seja Ric(X,Y) =
Ag(X,Y), onde A : M — R € uma fungao real. Temos que A € constante comn > 3 e

M3 tem curvatura seccional constante.

Demonstragao: Seja {e;},i = 1,...,n > 3, um referencial ortonormal e geodésico em
um ponto p € M (ou seja, numa vizinhanga U C M de p, os e}s sdo ortonormais para
todoge Ue,emp, Ve, =0.)

A segunda identidade de Bianchi em p se escreve

es(Rhijk> + ej(Rhiks> + ek(Rhisj> =0,

onde Ry i, sao as componentes do tensor curvatura neste referencial e levando-se em conta
que V,,e;(p) = 0, observe que {e;, ek) = gi = 0 = 6*. Multiplicando a expressdo acima

por 0;;0p; € somando em ¢, j, h e k, obteremos: para a primeira parcela.

Y Snbies(Buige) = es(D njinRnise)

ikjh ikjh

= (D OnjRuy)
hi
= (D 0ni(Adyy))

= nes(A).
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para a segunda parcela,

> Onidue; (Ruins) = =3 nie; (O dnRnisk)
ikjh jh ik
= (D Onje;(Adns))
jh
= —es(A).

e para a terceira parcela,

Z(Shjdikek(Rhisj) = _eS(A)'

ikjh
Portanto, implica que, para todo s,(n — 2)es(A) = 0. Pela arbitrariedade de p, A é
constante em M.
Considerando agoran = 3. Seja ey, e2, e3 € T, M um base ortonormal, e seja K (e;, e;) =

K (ej, e;) a curvatura seccional do espago 2-dimensional de T, M gerado por e; e e;. Entao:

—Ric(er,e1) = K(ey,ez) + K(e,e3)
—Ric(eg, e0) = K(eg, 1)+ K(es,es3)
—RiC<€Z’,6]‘) = K(63,61> + K<€3,62)

portanto
— Ric(eq, e1) — Ric(eg, e2) + Ric(eg, e3) = 2K (e, €2).
. . A

Como para i = 1,2, 3, Ric(e;, e;) = —A, temos K (e, ) = 3 O
Definicao 1.2.32. A cuevatura escalar de uma variedade Riemanniana € dada por

1 , 1

K(p)=— Z Ric,(zj) = — Z (R(zi, 2j)%i, %)

n < n(n—1) -

comj=1,....ne{z,..., 2} representa uma base ortonormal para T,M .

1.3 Imersao Isométrica

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdo m = n+k. Se M é uma variedade

diferenciavel com dimensao n, existe uma imersao

f:M—M
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e M é dotada da métrica induzida por esta imersao, entao dizemos que f é uma imersao
isométrica de (M, g) em (M,q).

Dessa forma, se f : M" — M 6 uma imersao, entao, para cada p € M, existe
uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) C vM é uma subvariedade de M. Isto quer
dizer que existem uma vizinhanca U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R*
em um aberto v do R*, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do
subespaco R™ C R*. Para simplificar a notagao, identificaremos U com f(U) e cada vetor
v € T,M,q €U, com dfy(v) € TyyM.

Para cada p € M, o produto interno em T, M decompde T, M na soma direta

TPM = TpM D (TpM)J_a

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T, M em T, M.
A conexdo Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locais de

vetores em M, e X,Y sao extensoes locais a M, definimos

\Y XY = (ﬁy?)T
Queremos definir a segunda forma fundamental da imersao f : M — M. Para isto

convém introduzir previamente a seguinte definicao. Se X, Y sao campos locais em M,

B(X,Y)=VxY —VxY
é um campo local em M normal a M. B(X,Y) nao depende das extensdes X,Y .

Proposigao 1.3.1. Se X, Y € X(U), a aplicagio B : (U) x X(U) — C(U)* dada por

B(X,Y)=VxY —VxY
€ bilinear e simétrica.

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema de coordenadas, que o
valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Seja p € M e n € (T,M)*+. A
aplicacao H, : T,M x T,M — R dada por

H,(z,y) = (B(z,y),n),z,y € T,M,

¢ uma aplicacao bilinear simétrica.
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Definicao 1.3.2. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por

II,, = H,(z,z)

é chamada a sequnda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7.

Observe que a aplicacao bilinear H,, fica associada uma aplicagao linear auto-adjunta
Sy TyM — T,M por

(Sy,y) = Hy(z,y) = (B(z,y),7m) -

A proposicao seguinte nos da uma expressao da aplicacao linear associada a segunda

forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposigao 1.3.3. Sejap € M,z € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local de

n normal a M. Entdao

Sp(a) = =(VaN)".

Demonstracao: Sejay € T,M e X,Y extensoes locais de x,y, respectivamente, e tan-
gentes a M. Entdao (N,Y) =0, e portanto

(Sy(@),y) = (B(X,Y)(p), N) = (VxY —VxY,N)(p)
= (VxY,N)(p)
= —(Y,VxN) (p)
= <—vXN,?/>7

para todo y € T,M.
O

Teorema 1.3.4 (Equagdo de Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T, M.
Entao

K(z,y) — K(z,y) = (B(z,z), B(y,y)) — |B(z,y)|*

Demonstracao: Sejam X, Y extensoes locais ortogonais de x,y respectivamente, e tan-

gentes a M; indicaremos por X,Y as extensoes locais de X,Y a M. Entéo
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+ <V[X,Y]X — v[yy]Y, Y> (p)

Observe inicialmente que o ultimo termo se anula, pois

N

Por outro lado, se indicarmos por Ei, ..., E, = dimM — dimM, campos locais

ortonormais e normais a M, teremos que

ZH X,Y)E, Hy=Hg,i=1,.

Portanto, em p,

ViVxX =Vy()  Hi(X,X)E;+ VxX) = > {H(X,X)VyE; + YH;(X,X)E;} + VyVxX.

Logo em p,

(VeVxX,Y) = =S H(X, X)H,(Y,Y) + (VyVxX.,Y). (1.8)
Analogamente,

(VxVy ZH X, Y)H;(X,Y)+ (VxVyX,Y). (1.9)

Usando (1.8) e (1.9), o resultado segue.

No caso de hiperficies f : M™ — WH, a formula de Gauss admite uma expressao mais
simples. Sejam p € M e n € (T,M)*,|n] = 1. Seja {ei,...,e,} uma base ortonormal
de T,M para a qual S, = S é diagonal, isto é, S(e;) = Ne;,i =1,...,n, onde A\,..., A,
sao os valores préprios de S. Entdo H(e;, e;) = A\ e H(e;e;) = 0, se i # j. Portanto,

podemos escrever
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Uma imersao f : M — M é geodésica em p € M se para todo n € (T,M)* a segunda
forma fundamental 11, é identicamente nula em p. A imersao f ¢é totalmente geodésica se

ela é geodésica para todo p € M.

Proposicao 1.3.5. Uma imersio f : M — M € geodésica em p € M se e s se toda

geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em p.

Definicao 1.3.6. Seja f : M" — M wma imersdo isométrica. O vetor curvatura

média de f em p ¢ definido por
H(p) = Blei,e:)(p) € (T,M)*
i=1

onde {e1,...,e,} € uma base ortonormal para T,M

Na defini¢do acima, quando p = 1. Seja n € (T,M)*, |n| = 1. Neste caso, temos

H(p) = <ﬁ(p),n> "

= (Sylei), e n

=1
= (k1 +ka+--+Ek)n

= H(p)n.

Definicao 1.3.7. Uma imersio f : M — M ¢ minima se para todo p € M e todo
n € (T,M)* tem-se que o trago S, = 0.

E claro que f é minima se e s6 se H(p) = 0.
Exemplo 1.3.8 (Helicdide). O helicéide é dado pela parametriza¢ao
©(t,s) = (tcoss,tsins, s),
onde s,t € R.

Seja f: M — M uma hiperficie. Sejam p € M e n € (T,M)*. Temos

B(x,y) = (B(x,y),n)n = H,(z,y)n.

Escolha agora uma base ortonormal {es,...,e,} de T,M e seja h;; = H,(e;, e;). Logo,

B(e;, e;) = hijn. Portanto, pela equacao de Gauss (1.3.4) temos
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Figura 1.1: O helicéide é uma superficie minima

Rij — Eij + hiihjj - hfj

Tomando o somatério em 4,5 de 1 a n temos

Sn, - ZRw+<Zhu> ()2

i,j=1 i,j=1 j=1 i,j=1
) 2 2
§ "Ry + H* — |B.
i.j=1

somando e subtraindo 2 2?21 R(e;,n, e;,n) obtemos,

ZRU#LQZR@“%@“ _2i§(€i7naeian)+H2_lB|2'

i,j=1 7j=1

= K- 2R10§(n,n) + H?* — |BJ.

Definicao 1.3.9. Sejam M™ uma variedade diferencidavel com uma métrica g, f : M — R,
XeXM)peM euwveTl,M, definimos por

divX = 2”: (Ve, X, €:)
i=1
o diwergente de um campo X. E por
A, f = trHessf = Zn: Hessf(e;,e;) = div(V,f)
i=1
o laplaciano da fungio f. Onde {ey,...,e,} € uma base para ty;.

Teorema 1.3.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo. Para algum campo

de vetores suave com suporte compacto X em M,

/ divXdV, = / (X,N),dV;.
M oM
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onde N € um campo de vetores normal unitdrio que aponta para fora ao longo de OM e

g € a métrica Riemanniana induzida em OM .

Proposicao 1.3.11. Seja ¢ : M™ — M™ wma imersdo isométrica, se f : M —>REé

uma fungao suave, entdo

Asf = A,f — nH(f) — Hessf(N, N)

em cada p € M, onde H € o vetor curvatura média da imersao e N € um campo unitdrio

normal a M em uma vizinhanca de p.

Demonstracgao: Denote por V e V as conexdes de Levi-Civita de M e M respectiva-
mente. Se {e1,es,...e, = N} é um referencial adaptativo em uma vizinhanga de p € M

em M, temos em p

n+1

Agf = Z (ei(eif) = (Ve ()

= Y (eileif) = (Ve (f) = Blewe) () + N(Nf) = (VuN)(f)

i=1
= A,f —Hess;f(N,N) — ZH:B(euei)(f)
i=1
= A,f —nH(f)— Hesszf(N,N).
]

Coroldrio 1.3.12. Seja x : (S%,h) — R® a imersao canonica e z; a fungio coordenada

definida em R3 entdo

Ahl'j + Q.Tj =0

Demonstragao:Seja N = —x o campo normal unitario, temos

Si0) = —(F )T
= (6vx)T

= .

Entao
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Seja y(t) = (1 4 t)z, temos

H.(z;) = —x(z))

d
= —al‘]((l + t)l')lt:O

d
= —%(1 + )2 |i=0

= —ZL’j .
Portanto

Agl’j = Ahl’j—2H(])j)—HeSS§l’j<N,N)
0 = Ahl'j—2(—£li'j)

1.3.1 Primeira variacao da area

Seja F': 3 x (—€,€) — M uma variagao de 3 com suporte compacto e bordo fixado.

Isto é, FF' = Id em K¢ com K C M compacto,
F(z,0) =z,

e para todo x € 9%,
F(z,t) = x.

O campo variacional da variacao F' é o campo Fj, onde temos F; =0 em K°.
Para calcular a primeira variacao da area para esta familia de superficies, tomemos um

sistema de coordenadas em 3 e definimos para cada ¥; a métrica

v(t) =/ det(gi;(t))/det(g7(0))

Defina
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A formula da drea é

VOI(F(,1)) = [ w(t)y/det(s(0))

b
Usando a regra de Leibniz, segue que

%t:ovoKF(E’t)):/E%tzoy(t) det(gij(O))

d
Para calcular 7 v(t) em um ponto z, podemos escolher um sistema de coordenadas

tal que em x este é ortonormal, ou seja

95(0) = 0y
Usando isso e o fato das derivadas com respeito a x; e ¢ comutarem, obtemos em z,
d 1
— Y = =tr(q.(0
5wty = (g, 0)
1
) Z 91(0)

k k

= Y <VpF,,Fp,>=Y <Vp F,F, >
1 1

= diVEFt.

Como F; € T, M este pode ser decomposto em uma parte tangente e outra normal a

>.. Temos,

k n—k k
Y <Vp FLFy> = Y > <V <F,N>N,F,>+divsF"
1 =1 i=1
n—k k
= Y Y <F,N ><Vp N, F, >+divgF,"
=1 =1
n—k k
= =) Y <F, N ><II(F,,,F,), N > +dive F,"
=1 =1
n—k k
= =Y Y <IIF,,F,),< F,,N, > N, > +dive ;"
=1 =1

= — < H,F, > +divy F,*

Onde N; é uma base ortonormal do fibrado normal de ¥ em x. Retomando e usando

o Teorema de Stoke’s para ver que fz divE," = 0, temos

d
— Vol(F(%,t)) = / — < H,F,>
dtt:(] »
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1.3.2 Segunda variagao da area

Suponha ¥ € M™ uma subvariedade minima. Queremos calcular a segunda derivada
do funcional area para uma variagao de 3. Seja F' uma variagao de X com suporte

compacto. Assumiremos que F' é uma variagao normal, isto é, em ¥ temos

Como antes, seja x; coordenadas locais em ¥ e seja

Gij (t) = Q(in, Fx]-)
Defina

v(t) = y/det(g;;(t))\/det(¢g¥(0))

Derivando v(t)

d? 02
T2, VOUF(E,1) Edt%zo”() et(gi;(0))

Relembrando que a primeira derivada pode ser escrita como

20 (1) = tr(gly (g (O)(0), (1.10

onde o traco, aqui, significa ), ;9i5(1) g"“(t). Para ver isso, relembramos que

d
%tzodet(dij + taij) = tr(aij).

2
Para calcular —v/(t) em algum ponto = € 3, podemos escolher um sistema de coor-

dt?
denadas wx; ortogonal em z. Derivando (1.10) em z, temos

2%:01/(25) = t1(g7;(0)) — tr(gi;(0)g;,,,(0)) + %[tr(g;j(om?. (1.11)

Desde que ¥ é minima, temos tr(¢’(0)) = 0 e, portanto, obtemos
d2
2

dtio

onde a ultima igualdade é tr(M?) = |M?|, com M uma matriz simétrica.

v(t) = tr(g"(0)) — tr(g'(0)g'(0)) = tr(g"(0)) — |¢'(0) P, (1.12)

Lema 1.3.13. Em um ponto x, obtemos

g (O = 4| {II(.,.), F) %,
tr(g"(0)) = 2[{II(..), Fo) P+ 2[VEE + 2tr (Ru (-, F) B, ) + 2divs (Fy).
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Demonstracao: Ver [7]. O

Portanto, obtemos em x,

d2

m”(t) = —|{1I(,.), R )?

+|ngt|2 - trz <RM(€7;, Ft)ei, Ft> + diV(Ftt).

Agora integrando e usando a minimalidade de ¥ obtemos

d_2VO](F(E,t)) = —/ (Fy, LEy) ,

dt_, b

onde L é um operador auto-adjunto chamado operador de estabilidade definido em um

campo de vetores normal X de X por

k
LX = AYX + te[Ry(, X) ]+ Y g(I(es, e5), X)II(es ;)

ij=1
e AY é o Laplaciano no fibrado tangente.

Lema 1.3.14 (Desigualdade de estabilidade). Suponha que X"t C M™ é uma hiperficie
2

minima estdvel, ou seja Vol(F(3,t)) > 0, com fibrado normal trivial, entdo para

toda funcdo Lipschitz n com suporte compacto

/(infRicM(u, v) + [IT)*)n?* < / |Vsn]?.
x M b

Demonstragao: Ver [7]. O

1.4 Variedades Riemannianas Completas

Definicao 1.4.1. Uma variedade Riemanniana M € completa se para todo p € M, a
aplicagdo exponencial, exp,, estd definida pata todo v € T,M, i.e., se as geodésicas (t)

que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro t € R.

Definigao 1.4.2. A distancia d(p,q) € definida por d(p,q)=infimo dos comprimentos de

todas as curvas f,q, onde f,, € uma curva diferencidvel por partes ligando p a q.

E facil mostrar que com a distancia d, definida acima, M é um espaco métrico e que a

topologia induzida pela mesma coincide com a topologia inicial de M.
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Teorema 1.4.3 (Hopf e Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e sejap € M. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) exp, estd definida em todo o T,M.

b) Os limitados e fechados de M sdo compactos.
c) M é completa como espago métrico.

d) M € geodesicamente completa.

e) Para todo q € M existe uma geodésica 7y ligando p a g com I(y) = d(p,q).

Corolario 1.4.4. Se M é compacta entao M é completa.

Corolario 1.4.5. Uma subvariedade fechada de uwma variedade Riemanniana completa
¢ completa na métrica induzida; em particular, as subvariedades fechadas de um espaco

euclidiano sao completas.

1.5 Variedades com Curvatura Seccional Constante

Podemos mencionar algumas variedades com curvatura seccional constantr, a saber, o
espaco euclidiano R™ com K = 0 e a esfera unitria S C R""! com curvatura seccional
K = 1. Nesta secao introduziremos uma variedade Riemanniana, o espago hiperbdlico
H™ de dimensao n, que tem curvatura seccional K = —1. As variedades R", S™ e H" sao

completas e simplesmente conexas.

Teorema 1.5.1. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e de curvatura seccional
constante K. Entao o recobrimento universal M de M, com a métrica do recobrimento,

é isométrico a:
a) H", se K = —1,
b) R", se K =0,

c) S", se K =1.
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1.6 Fluxo de Ricci

Definicao 1.6.1. Seja M wuma variedade Riemanniana, e seja g(t), t € [0,T), uma
familia de métricas Riemannianas em M. Dizemos que g(t) € uma solugcdo para o fluzo
de Ricci se

a (t) = -2 Ricg(t) .

Exemplo 1.6.2 (Variedades de Einstein). Seja (M, go) wma variedade Riemanniana.
Dizemos que go € uma métrica de Einstein se Ricy, = pgo para alguma constante p. Neste

caso, as métricas
g(t) = (1 —2pt)go

formam uma solu¢ao para o fluxo de Ricci.

Teorema 1.6.3. Seja (M, gy) uma variedade Riemanniana compacta. Entdo ezxiste um
nimero real T > 0 e uma familia de métricas suave g(t),t € [0,T) tal que g(t) € uma

solugao do fluzo de Ricci e g(0) = go. Além disso, a solugao g(t) é unica.
Demonstragao: Ver [1]. O

Teorema 1.6.4 (Principio do méximo fraco para escalares). Suponha, parat € [0,T] que
g(t) é uma familia de métricas suaves, e X (t) uma familia de campos de vetores em uma
variedade fechada M. Seja F': R x [0,T] — R suave. Suponha que u € C*°(M x[0,T],R)
€ solucao de

ou

e < Agpu + (X (1), Vu) + F(u,t).

Suponha ainda que ¢ : [0,T] — R € solugdo de

do
@~ Flot.1)
»(0) =a eR.

Se u(.,0) < a, entdo u(.,t) < ¢(t) para todo t € [0,T].
Demonstracao: Para a demonstragdo do Teorema 1.6.4 ver [13]. O

Observacgao 1.6.5 (Principio do maximo fraco). O Teorema 1.6.4 também vale no sentido

de todas as trés desiqualdades inversas, ou seja , substituindo < por > nas desigualdades.

Observacao 1.6.6. O principio do mdximo forte para escalares diz que de fato u(.,t) <
o(t) para todo t € [0,T), a menos que u(x,t) = ¢(t) para todo x € M et € [0,T].
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Proposicao 1.6.7. Temos que

(Vo R)(X.Y, Z,W) = (AR)(X,)Y, Z, W) + Q(R)(X,Y, Z, W)
ot
para todos campos de vetores X, Y, Z W

Demonstragao: Sem perda de generalidade, podemos assumir que os campos de vetores

X,Y, Z W sao constantes em ¢. Neste caso temos,

n n

VogX=- ZRiC(X, ex)er, VagY=- ZRiC(Y, ex)er,
a k=1 a k=1
VoZ=-)Y Ric(Zeer, VgW==> Ric(W, er)ex
a k=1 a k=1
Isto implica
(V g B)X.Y.Z.W) = SR(XY,Z,W) = ~R(V y XY, Z,W) = R(X,¥ ¥, 2,V)
ot ot ot
~R(X,Y,V 5 Z,W) - R(X,Y,Z,V 5 W)
ot ot
= Ric(X,ex)R(er, Y, Z,W) + Y _Ric(Y,ex)R(X, e, Z, W)
k=1 k=1
+3 Ric(Z,ex)R(X,Y, e, W) + > Ric(W, e)R(X,Y, Z, 1)
k=1 k=1
= (AR)(X,Y, Z,W) + Q(R)(X,Y, Z,W) — %R(X, Y, Z,W).
O resultado segue. O

Proposicao 1.6.8. O tensor de Ricyy) satisfaz a equagdo de evolugio

(V g Rie)(X,Y) = (ARic)(X,Y) +2 Y R(X,e,,Y, e,) Ric(e,, e,).
a p,q=1

Corolario 1.6.9. A curvatura escalar de g(t) satisfaz

0

57 o = ARy + 2| Ricq |*
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Demonstragao: Isto segue da proposicao anterior tomando o trago sobre X e Y. 0

Proposicao 1.6.10. Suponha que infy Ry, = o > 0. Entao T < ; e infyr Ry, >
!
no

ooy bara todot € [0,T).

Demonstracao: Seja T'= min{T, QE} Definimos uma funcao h : M x [0,7) — R por
a

no
h=R—
n — 2at
Temos
0 2 no
. — A 2 12 2 2
8th i+ 2| Ric| n(n—2at)
2 2 no
> Ah+ZR?-Z= 2
- +n n(n—Qat)
2 no
= Ah+Z h
+n(R+n—2at)

em M x [0, 7). Por definigao de «, temos h(p,0) > 0 para todo p € M. Assim, o principio
méximo implica que h(p,t) > 0 para tod p € M e todo t € [0,7). Portanto, temos
infM Rgt >

a , para todo ¢ € [0, 7). Disto deduzimos que T' < QE 0
- a

1.7 Grupo fundamental e Espaco de recobrimento

Definicao 1.7.1. Sejam X, Y espacos topologicos. Duas aplicagoes continuas f,g: X —

Y sao ditas homotopicas quando existe uma aplicacao continua
H:XxI—=Y
tal que H(x,0) = f(x) e H(z,1) = g(z) para todo x € X.

A homotopia é considerada um processo de deformacao continuo da aplicacao f na

aplicagao g.

Exemplo 1.7.2. SejaY C E, onde E € um espago vetorial normado. Dadas as aplica¢ies
continuas f,qg : X — Y | suponhamos que, para todo x € X, o segmento de reta
[f(x),g(x)] esteja contido em Y . Entao, definindo H(x,t) = (1 —t)f(x) + tg(x), ob-
temos uma homotopia H : X x I — Y entre f e g, a qual chamamos uma homotopia
linear. Para cada x € X fizo e t variando de 0 a 1, o ponto H(x,t) percorre o segmento

de reta que liga o ponto f(x) ao ponto g(z).

Proposicao 1.7.3. Considere dois espacgos topologicos X e Y. A relagdo de homotopia

f = g € uma relagao de equivaléncia no conjunto das aplicacoes continuas de X em Y .
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O

Um caminho em um espaco topolégico X é uma aplicagao continua a : J — X, definido

num intervalo compacto J = [sg, s1]. Os pontos a(sg) e a(s1) sao chamados pontos finais
do caminho.

Dizemos que a,b : I — X sao homotdpicos quando a = b. Assim, uma homotopia

entre os caminhos a e b é uma aplicacao continua H : I x I — X tal que

para todo s,t € I.
Portanto, para se ter a = b, é necessario que ambos tenham os mesmos pontos finais
a(0) = b(0) = x¢ e a(l) = b(1) = ;. Em particular, caminhos fechados a,b: I — X sao

homotépicos quando existe uma aplicacao continua H : I x I — X tal que

H(s,0) =a(s),H(s,1) =b(s),H(0,t) = H(1,t) = a(0) = a(1) = zg

para todo s,t € I.

Considere dois caminhos a, b : [sg, s1] — X tais que a(s;) = b(sg) isto é, o ponto final
de a coincide com o ponto inicial de b. O produto ab é o caminho ab : [sg, s1] — X definido
por

b — { a(2s — sg), se s € [sg, 2FH],
b(2s —s51), se s€[* 5]

O caminho inverso de a : [sg, $1] — X ¢é definido por a™' : [sg, 5] — X, dado por
a '(s) = a(s, — 5),5 € [s0, 51
Proposicao 1.7.4. a 2 d b=V = ab=2dl/, ea " = (d).

Demonstragao: Se H : a =2 d' e K : b = b sdo homotdpicos, definimos L : [ x [ — X
por
H(2s,1), 0
Ls.t) = (2s,t), se
K(2s—1,t), se 3
Desde que H(1,t) = K(0,t) = a(1) = b(0) para todo t € I, seque que L estd bem definido.

Desde que L’([O,%]XI) e L‘([%,l]x[}) sejam continuos , entao L é continuo. Claramente L é
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uma homotopia entre ab e a’t/. Agora defina G : I x I — X, por G(s,t) = H(1 —s,t). G
é uma homotopia entre a™* e (a’)~!.
0

Fixemos xg € X e denotemos por:
(X, z0) = {[a];a: I - X,a(0) = a(l) = x0},

isto e, o conjunto das classes de homotopias de caminhos fechados em zy. O ponto xq é
dito base de m (X, zy).

Defini¢ao 1.7.5. Em m (X, zg) denotamos e definimos o sequinte produto por:

7T1(X,CL'0)X7T1(X,£IZ'0) — 7T1(X,£L'0>

Proposicao 1.7.6. m(X,zg), com o produto definido acima é um grupo.
O grupo acima ¢ denominado o grupo fundamental com base em z.

Proposicao 1.7.7. Se xy e xy pertencem a mesma componente conexa de X, entao

T (X, o) e m(X,x1) sao isomorfos.
U

Definicao 1.7.8. Um espaco topologico X € dito simplesmente conexo quando uma das

sequintes condigcoes vale:
1. X € conezxo e temos m (X, zg) = {0}.
2. Para todo caminho fechado a : I — X, com base em x, temos a = €,,.
Proposicao 1.7.9. Sen > 1, a esfera S™ € simplesmente conezxa.
O

Exemplo 1.7.10. Sabemos que em R", todos os caminhos sao homotopicos. Basta con-
siderar homotopias lineares. Em particular, todos os caminhos fechados sao homotépicos

ao caminho constante c(x) = xy, para todo x € R™,logo

m(R", zo) = {[ex,]} = 0.

Uma aplicagao continua f: X — Y induz um homeomorfismo

fo :m(X,20) = m(Y,90), yo = f(20),
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definido por fu(«a) = [f o o, onde a = [a].
Considere dois espacos topolégicos X, Y. Uma aplicacao f : X — Y é chamada um
homeomorfismo local se cada ponto x € X estd contido em um aberto U tal que V = f(U)

¢ um aberto em Y e a restrigdo f|U é um homeomorfismo de U em V.
Exemplo 1.7.11. As aplicagdes abaizo sao homeomorfismos locais

a) £: R — S &(t) = e = (cost,sint)

b) ¢ :R? — T g(s,t) = (e, e)

c) m:8" = RP" w(x) ={z, —x}

Definicao 1.7.12. Uma aplicacao p : X — X ¢ chamada aplica¢ao de recobrimento

quando cada ponto x € X pertence a um aberto V C X tal que

p (V) = JVa (1.13)

¢ a uniao de pares disjuntos de conjuntos abertos U, tais que, para cada o, a restri¢ao
p|Uqs : Uy — V' € um homeomorfismo. O espago X ¢ chamado espaco de recobrimento de

X e, para cada x € X, o conjunto p~*(z) é chamado uma fibra sobre x.
Os homeomorfismos locais do exemplo 1.7.11 sao aplicagoes de recobrimento.

Proposigao 1.7.13. Seja p : X — X uma aplicacao de recobrimento onde X € conexo,
entio cada fibra p~(z),z € X, tem a mesma cardinalidade, que é chamada nimero de

folhas do recobrimento.

Sejam f: X — Y,g: Z — Y duas aplicagoes continuas. Um levantamento de g, com

respeito a f, é uma aplicacao continua g: Z — X tal que fog=g

Proposicao 1.7.14 (Levantamento tnico de caminhos). 7 : X 5 X recobrimento, vy :
0,1] = X caminho com v(0) = xo, To € X tal que (To) = w0, entdo existe um tnico

levantamento 7 : [0,1] — X de v tal que ~¥(0) = 7.

Proposigao 1.7.15. 7 : X — X recobrimento, v, ji : [0,1] = X caminhos com v(0) =
1(0), v(1) = u(1). Seja T € X tal que ©(Zo) = v(0) = p(0). Sejam 7,1 : [0,1] — X os
levantamentos de v e u, respectivamente, a partir de To. Entao v = u se, e somente se,

v e [ possuem o mesmo extremo final, ou seja, Y(1) = p(1).
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1.8 Transversalidade

Sejam f : M™ — N™ uma aplicacio de classe C* e S° € N™ uma subvariedade de classe
C*. Diz-se que f é transversal a S no ponto p € f~1(S) quando f'(p).T,M + Ty S =
TN , ou seja, quando a imagem de f’(p) junto com o espaco tangente a S em f(p)
geram T, N. Diz-se que f ¢ transversal a S se, para todo ponto p € f~(9), f é

transversal a S em p.

Exemplo 1.8.1. Seja S = {c}, entao f € transversal a c se, e somente se, ¢ € valor

reqular de f.

Suponha X uma variedade compacta, nao necessariamente mergulhada em uma outra
variedade Y, e f : X — Y uma aplicacao suave transversal a uma variedade Z em Y, onde
dimX + dimZ = dimY. Entao f~!(Z) ¢ uma subvariedade de X fechada de dimensao
zero, ou seja, um conjunto finito. Definimos o nimero interseccado modulo 2 da aplicagao

f com Z, I,(f, Z), sendo o nimero de pontos em f~!(Z) mudulo 2.

Teorema 1.8.2. Se fy, f1 : X — Y sao homotopicas e ambas transversais a Z, emtao
L(fo, Z) = I(f1, Z).



Capitulo 2

Planos Projetivos Minimizantes de

Area

Seja M? uma variedade compacta com uma métrica Riemanniana g. Denotamos por JF
o conjunto de todas as superficies mergulhadas > C M homeomorfas ao plano projetivo
RP”.

Suponhamos que o conjunto definido acima é nao vazio e definimos
A(M, g) = inf{area(X, g) : & € F}. (2.1)

A definicao 2.1 acima deve ser pensada como uma quantidade analoga a sistole de

(M, g), a qual é definida por

sys(M, g) = inf{L(y) : 7 é um lago nao contratil em M.}

Em 2.1, ao invés de minimizarmos o comprimento de lacos nao contrateis, minimizamos
a area de planos projetivos.

Nosso objetivo neste capitulo é fornecer a demonstracao dos seguintes teoremas, obtidos
em [3].

Teorema 2.0.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta. Além disso, supo-

nha que M contém um plano projetivo mergulhado. Entao

A(M, g)i}r\l/[ng <127 (2.2)
€
A(M, g) > Zsys(M, g)? > 0, (2.3

onde R, denota a curvatura escalar da métrica g.
45
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Combinando as desigualdades acima obtemos
sys(M, g)2i]r\14ng < 67°.

As desigualdades (2.2) e (2.3) sdo ambas étimas em RP?. De fato, se g denota a métrica
em RP? com curvatura seccional constante 1, entdo Ry, =6¢ SyS(RIP’?’, g) = m. Usando
(2.2) e (2.3), concluimos que A(RP?, g) = 2.

Teorema 2.0.2. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta. Além disso, supo-
nha que M contém um plano projetivo mergulhado. Se A(M, g)infy R, = 127, entdo,
(M, g) € isométrica ao espago projetivo RP? possivelmente apds uma homotetia da métrica

g. Em particular, se sys(M, g)?infy R, = 672, entdo (M, g) é isométrico a RP?.

Comecaremos agora a demonstracao de cada Teorema citado acima.

2.1 Prova do Teorema 2.0.1

2.1.1 Prova da desigualdade (2.3)

Inicialmente, consideremos uma superficie ¥ C M, entdo a aplicagao iy : m(X) —
m (M) estd bem definida como vimos no capitulo anterior. Sendo assim a proposigao

abaixo nos fornece uma primeira caracteristica dessa aplicacao.

Proposicao 2.1.1. Seja X uma superficie em F. FEntao o homeomorfismo induzido

iy m(X) = m (M) € ingetivo.

Demonstracao: Por contradi¢ao, suponha que iy : m(X) — (M) nao ¢ injetivo. Isso
significa que toda classe de homotopia nao trivial em m1(3) é trivial em 7y (M).
Afirmamos que o fibrado T'M|s, é orientdvel. De fato, seja x € ¥ e escolha uma
orientacao para T, M. Seja agora y € X, y # x. Entao podemos definir uma orientagao
em T, M da seguinte maneira: seja a : I = [0,1] — ¥ uma curva ligando z a y e seja
{e1,e2,e3} C T, M uma base ortonormal positiva. Para cada ¢ € (0, 1], considere P! :
T, M — T, M o transporte paralelo de x = a(0) a «(t) ao longo da curva . Para cada
t € (0,1], definimos uma orientacao em T, ;)M decretando que {P.(e1), PL(es), Pi(es)} C
To#M seja uma base ortonormal positiva. Em particular, isto define uma orientacao em
T,M, pois y = a(1). Nossa tarefa agora é provar que esta orientagao em 7, M nao depende
da curva a. Seja f : I — X outra curva ligando x a y. Como a classe de homotopia
[ x 71 € m (%) é trivial em 7y (M), pois iy : m(X) — 71 (M) nao é injetivo, temos que

as curvas « e ( sao homotdpicas em M com extremos fixos. Seja H : [0,1] x [ — M
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uma homotopia entre a e 5. Defina v : I — M por 74(t) = H(s,t), para todo s €
[0,1]. Logo, s é uma curva em M ligando = a y para todo s € [0,1]. Considere para
cada s € [0,1] a base ortonormal {(P) )~ Pa(e1), (P),) " Pa(e2), (P),) " Pa(es)} C T M.
Note que para s = 0, esta base coincide com a base ortonormal positiva {ej, e, e3} C
T, M. Logo, como estas bases variam continuamente em funcao de s € [0, 1], temos que
{(P},)""Paler), (Py,) " Palez), (Py.) " Pa(es)} é uma base ortonormal positiva de T, M
para todo s € [0,1]. Em particular, para s = 1, ou seja, a base {PB_IPQ(61>,P5_1PQ(€2),
Pﬁ_slPa(eg)} C T,M é positiva. Isto implica que as bases {Pl(e1), Pl(es)(es), Pl(es)} e
{P}(e1), P3(e2)(e2), Ps(e3)} de T, M determinam a mesma orientagao. Portanto, o fibrado
T M|y, é orientével.

Desde que o fibrado tangente TS é nao orientdvel e TM|yx = TY & TE+, concluimos
que ¥ tem fibrado normal 7Y+ néo trivial.

Seja v : [0,1] — X uma curva fechada suave em ¥ que representa uma classe de
homotopia nao trivial de m1(X). Podemos supor que +/(0) = +/(1). Para cada t € [0, 1],
podemos encontrar um vetor unitdrio v(t) € T,y M que é ortogonal ao espaco T X.
Mas que isso, podemos assumir que () depende continuamente de ¢. Desde que fibrado
normal de ¥ é nao trivial, temos que v(0) = —v/(t). Para cada ¢ > 0, definimos a curva
Ye : [0,1] = M por

Ve(t) = exp. (esen(mt)v(t)).

Claramente, 7. ¢ uma curva fechada em M. Podemos supor que v/(0) = +/(1). Se

escolhermos € > 0 suficientemente pequeno, entao a curva -, intersecta > apenas no

ponto 7.(0) = 7.(1). Note que

7e(0) = D1(exp)(7(0),0)7'(0) + Da(exp)(7(0), 0) (em cos(0)r(0))
=7'(0) + erv(0)
=7'(1) — emv(1)
= 7.(1).

Logo, 7. intersecta ¥ em um tinico ponto de maneira transversal e portanto seu niimero
de intersecao médulo 2 é igual a I5(v., X) = 1. Em particular, a classe de homotopia de
Ye em w1 (M) é nao trivial.

Observe agora que a aplicagao continua H : [0,1] x [0,1] — M dada por
H(t,s) = exp. ) (sesen(rt)v(t))

define uma homotopia entre v e ..
Portanto, a 7 e 7. determinam a mesma classe de homotopia em 71 (M ). Em particular,

esta classe é trivial em (M) pois 7 é homotdpica a uma constante em M pois iy :
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m (%) — m (M) nao é injetivo. Isto é uma contradi¢ao pois vimos acima que a classe de
Ve ¢ nao trivial em 7y (M).

Proposicao 2.1.2 (Desigualdade de Pu). Seja (X, g) uma superficie Riemanniana ho-
meomorfa a RP*. Seja sys(X, g) a sistole de (X, g) definido como em 2, entdo

2
area(X, g) > —sys(2, g)°.
7r
Demonstragao: Ver [14].

2
Corolario 2.1.3 (Desigualdade (2.3)). Temos A(M,g) > =sys(M,g)? > 0.
m

Demonstracgao: Fixamos uma superficie arbitraria ¥ € F. Seja v um lago nao contratil
em Y. Pela proposicao anterior, temos que o homeomorfo induzida iy : m(X) — m (M)

¢ injetivo. Logo v é nao contratil em M. Portanto

L(7) > sys(M, g)

Como 7 é um lago nao contratil em X arbitrario, temos que sys(X,g) > sys(M, g).

Portanto, usando a desigualdade de Pu, obtemos

P P
arca(X, g) > —sys(%,9)° > =sys(M, g)°.
T T

Desde que X € F é arbitraria, o resultado segue.

2.1.2 Prova da desigualdade (2.2)

O objetivo principal desta se¢ao é a demonstragao da desigualdade (2.2). A proposicao

abaixo nos da um importante resultado para o desenvolvimento do rabalho.
Proposicao 2.1.4. Eziste uma superficie ¥ € F tal que area(X, g) = A(M, g).
Demonstracao: Ver [3]. O

Proposicao 2.1.5. Seja ¥ uma superficie em F satisfazendo area(¥,g) = A(M,g).

Entao
/(Ricg(y, v) + [I1*)dp, < 4,
s

onde Il denota a sequnda forma fundamental de .



49

Demonstragao:

Temos dois casos a considerar:

Caso 1: Suponha que X tenha dois lados, ou seja, existe um campo de vetores normais
unitério v globalmente definido sobre ¥. Desde que X minimiza area em JF temos que X

é uma superficie minima estavel. Logo pela desigualdade de estabilidade temos

[ (Ricy) + 1PV Py < [ 19V,
> >

para todo campo de vetores normais V' ao logo de X.

Escolhendo V' = v obtemos

/(Ricg(u) + [T dp, < / IVv|*du, = 0.
> >

Caso 2: Suponha que Y tenha apenas um lado, ou seja, o fibrado normal de ¥ é
nao-trivial.

Pelo teorema da uniformizacao, podemos encontrar um difeomorfismo ¢ : RP? — ¥ tal
que a métrica p*g é conforme & métrica canonica em RIP?. Podemos levantar a aplicacao
¢ : RP? — ¥ para a aplicagao ¢ : S — 3. Claramente, p(z) = p(—x) para todo x € S%.

Podemos agora considerar o pullback do fibrado normal N sobre a aplicacao @ : S? —
Y. Como S? é simplesmente conexo temos que o fibrado pullback ¢ trivial. Logo, podemos
encontrar uma segao suave v € I'(p*NY) tal que |v(x)| = 1 para todo = € S%. Para cada
ponto z € S?, o vetor v(x) é um vetor normal unitério de ¥ no ponto p(z).

Como ¥ tem apenas um lado temos que v(x) = —v(—x) para todo x € S?. Podemos
identificar S? com a esfera unitdria do R®. Para cada j € {1,2,3}, definimos uma se¢io
normal o; € ['(*NX) por oj(x) = x;v(x) para todo z € S% Note que 0;(z) = g;(—x)
para todo z € S?. Entao, existe uma secao V; € I'(NX) tal que o;(x) = V;($(z)) para todo
r € S2. Desde que 2?21 loj(x)]? = 1 para todo x € S?, concluimos que Z?Zl V2 =1
em cada ponto de X.

Desde que ¥ minimiza area em F temos que Y é uma superficie minima estavel. Logo

pela desigualdade de estabilidade temos

[ (Ricy )+ IRV Py < [ 9V,
P P

para cada j € {1,2,3}.

Desde que a métrica ¢*g seja conforme & métrica canonica h de S?, temos
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1
/ TV Py = - / Vz;
5 2 Js2

para cada j € {1,2,3}, onde na tltima igualdade usamos que a integral de Dirichlet é

1
2 2
o gQhgrg = B /52 |V ; [, dpn,

invariante por mudanca conforme em dimensao 2. Usando a identidade Apx; + 2x; = 0,

temos

. 1
[ Ricy(w) + IV, < 5 [ 19, 2.4)

Agora veja que

div(z;Vz;) = (Vaz;,Vz;) + z;div Va;
= |VfL’j|2 + ZL‘jAhﬂfj

= |Va;? — 243

Pelo teorema da divergéncia

0 = /div(:ch:cj)duh:/ ]Va:j|2d,uh—2/ a3dpy,.
52 s2 S2

Somando a desigualdade (2.4) sobre j € {1,2,3} temos

3
) 1
/E(Rlcg(u)+ \11)*)dp, < 3 E /52 NEAHI™
1

3
= > [ wdw
1 7S?

= area(S?% h) = 4.

Corolario 2.1.6 (Desigualdade (2.2)). Temos que
A(M, g)iJ\I}[ng < 127.

Demonstragao:

Pela proposicao anterior temos

/E (Ricy(v) + |112)dp, < 4r. (2.5)
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Usando a equacao de Gauss
2Ric,(v) = R, — |II|* — 2K + |H?, (2.6)

onde K e H denotam a curvatura Gaussiana e o vetor curvatura média de Y respectiva-

mente, podemos substituir (2.6) em (2.5) para obter

1
—/Rg+|ﬂ]2dug§47r+/K,ug.
2 /s >

Portanto temos

A(M,g)inf R, = A(X,g)infR,
< /Rg‘i"[Ilszg
>
< 87T+2/K:127r,

onde na ultima igualdade usamos o Teorema de Gauss Bonnet. U

2.2 Prova do Teorema 2.0.2

Nesta segdo analisaremos a igualdade em (2.2). Para isso, fixaremos uma métrica
Riemanniana gy em M. Pelo Teorema de Hamilton, existe um nimero real 7" > 0 e uma

familia de métricas g(t),t € [0, 7], tal que g(0) = go e

a (t) =-2 Rng(t) (27)

para todo t € [0,7]. A equagao de evolugao (2.7) é conhecida como o fluxo de Ricci.

Lema 2.2.1. A fun¢do t — A(M, g(t)) € Lipschitz continua.

Demonstracao: Como a variedade M é compacta, podemos encontrar um nimero real
A > 0 tal que sup,, || Ricgq) || < A para todo t € [0,T]. Seja agorap € M ev € T,M,v #

0. Temos que

| Ricgy | < || Ricgyq [|g(t)
Ag(t).

IN

Portanto
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0 )
’ag(t)‘ = | — 2Ricy) | < 2Ag(2).

Logo

)
—9A < —1Ing(t) < 2A.
< 5 ng(t) <

Integrando de ty a tq, onde tg,t; € [0,7T] e aplicando a exponencial, temos que

e A tlg(te) < gth) < Mg (t).
Portanto,
area(X, e 2ol g(10)) < area(, g(t1)) < area(X, e?Mo~tlg(ty)),

para toda superficie ¥ € F.
Seja ¥ € F tal que area(Xq,¢g(t1)) = A(M, g(t1)). Logo temos que

e MTULAM, g(to) = N area(S1, g(to))
= area(Xy, e Mot g (1)
< area(Xy, g(t))
= A(M,g(t1)).

De maneira analoga, podemos provar que

A(M, g(tr)) < e M7 8A(M, g(to)).

Logo

| In A(M, g(t1)) — In A(M, g(to))| < 2AJto — tq].

Dessa forma concluimos que a fungao dada por ¢ — In . A(M, g(t)) é Lipschitz continua
para todo t € [0,7] e usando o Teorema do valor médio obtemos que a fungao ¢t —
A(M,g(t)) também o é. O

Proposicao 2.2.2. Temos

A<M7 g(t)) Z A(Mv gO) - 87Tt>

para todo t € [0,T).



Demonstracao: Suponha que a afirmacao seja falsa. Entao existe 7 € (0,77 tal que

A(M,g(1)) < A(M, go) — 87T.

Assim, por continuidade, podemos encontrar um nimero real € > 0 tal que

A(M,g(7)) < A(M, go) — 81T — 2¢T.

Defina

to =1inf{t € [0,T] : A(M,g(t)) < A(M, go) — (87 + €)t — eT}.

Claramente ¢y € (0, 7). Logo devemos ter

A(M, g(tg)) < A(M, go) — (87 + €)tg — €T,

—A(M,g(t)) < —A(M, go) + 8(m + €)t + e,

para todo t € [0, 7).

Somando as desigualdades acima temos

A(M, g(to)) = A(M, g(1)) < —(8m + €)(to — 1).

23

Pela proposicao 2.1.4 podemos encontrar uma superficie mergulhada ¥ € F satisfa-

zendo

area<27 g(t(])) = ‘A(Ma g(to)).

Escolhendo ¥, temos

area(X, g(to)) — area(X, g(t)) < A(M,g(to)) — A(M, g()).

para todo t € [0, to].
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Isto implica

iarea(i],g(t))h:to — lim area(, g(1)) — area(X, g(to))

< (8 .
dt P 1o <-(Brte

Por outro lado temos que

d
—area(X, g(t))]i=t,

!
dt /Etrzg (to)dhgq,,

/E trsy(—2 Ricg(to)>d:ug(to)

= — / <Rng(t0)<617 el) + R’ng(tO)(e2’ 62>dﬂg(t0)> ’
b

1
2
1
2

onde {eq, es} denota uma base ortonormal local em ¥ com respeito a métrica g(to).

Usando a Proposicao (2.1.5), obtemos

d :
Gorea(Sg Oty = = [ (R = Ricy (42,
> —4r — / (Ricgqo) (v, v) + |]I|2)dug(t0)
)
> —8m,
que é uma contradigao. U

Proposicao 2.2.3. Suponha que A(M,go) = 2m. Entao

1
71)

Demonstragao: Pelo Corolario 2.1.2, temos

para todo t € [0,T] N[0

.A(M, g(t)) ljr\l/[f Rg(t) S 127‘[’,

para todo t € [0,T].

Além disso, segue da Proposicao 2.2.2 que
A(M, g(t)) > A(M, go) — 8t = 2 (1 — 4t),

para todo t € [0,7].

Logo obtemos, desses fatos, que
2m(1 — 4t) inf Ry < 12, (2.8)

para todo t € [0,7]. Com isto obtemos a proposicao. O
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Proposicao 2.2.4. Suponha que A(M, go)infy R,y = 127. Entao a variedade (M, go)

tem curvatura seccional constante.

Demonstracao: Apéds aplicar homotetia na métrica gg se necessario, podemos assumir
que A(M, gy) = 2w e infyy Ry, = 6. A curvatura escalar de g(t) satisfaz a equacdo de

evolugao

0

57 o = ARy + 2| Ricq |

Como

. © R
Ricyy) = Ricyq) + %g.

Observe que

. . Ry
| RICg(t) ‘2 = |RICg(t)|2 + |—i( )g|2
o R2
. (®)
= |R,1Cg(t)|2 + —;2 |g|2

2

o R
. (t)
= |Rlcg(t)‘2 + %7

° R
onde o Ricy(;) = Ricy, —%g denota o trago livre do Ricci de g(t).

Logo, a equacao de evolucao pode ser reescrita como

0 o, oy
Ry = ARy +2(|Ricyp|” + ——)

ot 3
2 NP
= ARg(t) + gRg(t) + 2’R1Cg(t)|
2 9
= ARy + 5 Ry)-
Utilizando o principio do méaximo
i Ry 2 T

1
para todo t € [0,7]. Em particular T' < .
Usando a Proposigao (2.2.3), desigualdade (2.8) temos que a desigualdade acima é, de

fato, uma igualdade. Logo pelo principio do méaximo forte, obtemos
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6
Rg(t) = 1 —4¢

em M x [0,7T].

Substituindo na equagao de evolugao da curvatura escalar obtemos

o o[ 6 6 2 6
: 2 _ 20 _ = . - _ = 2
2Rics0l” = 5 (1—475) A(1—4t) iy

B 24 2 36
(1 —4t)2 3(1— 4t)2
= 07

Ry

em M x [0,T]. Logo Ricyy = —g 9 para todo t € [0,T]. Em particular a métrica gy é
Einstein, portanto pelo lema de Schur gy tem curvatura seccional constante. U
Pela proposigao 2.2.4, o recobrimento universal de (M, go) é isométrico a S3. Conse-

quentemente para concluir a prova do teorema, basta analisar o grupo fundamental de

M.
Proposicao 2.2.5. Suponha que A(M, go)infy Ry, = 127, Entao |m(M)| = 2.

Demonstracao: Podemos assumir que A(M, go) = 27 e infy; Ry, = 6. Pela Proposicao
(2.1.4), existe uma superficie ¥ € F tal que area(X, go) = A(M, go). Usando a Proposigao
(2.1.5), obtemos

12m = area(X, go) iz\an R, < / (Rgy + [11*)dpg, < 127
2

Mas

/Rgodugo = / 6dpg, = 6/ dpg, = 12,
s s s

portanto |I]? é identicamente nula, logo a superficie ¥ ¢é totalmente geodésica.

Pela proposicao 2.2.4, existe uma isometria local F' : S% — (M, gy). Note que F é
uma aplicacao de recobrimento. Além disso, podemos levantar ¥ para uma superficie
mergulhada S cC S$a qual também ¢é totalmente geodésica. Logo Y é um equador
totalmente geodésico de S®.

Consideremos a aplicagao induzida iy : m(X) — m(M). Pela proposicao 2.1.1 a
aplicagao ¢é injetiva. Afirmamos que iy é sobrejetiva. Para provar isto, consideramos

uma curva fechada a : [0,1] — M. O caminho « induz uma isometria ¢ : S% — S3
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satisfazendo F o1y = F. Como Y é totalmente geodésica e F' uma isometria, entao
¥1(2) também o é. Logo 2 e ¢ 1(3) sdo “equadores”, portanto ¥ N~ 1(X) # 0. Seja
7 € SNY~L(T) fixo. Podemos encontrar um caminho suave 7 : [0,1] — 3 tal que 7(0) = p
e (1) = ¢(p). Agora definimos o caminho suave ~ : [0, 1] — 3 por v(s) = F(7(s)), onde
v(0) = F(5(0)) = p e v(1) = F(5(1)) = p. Portanto, v é uma curva fechada em X.
Além disso, v ¢ homotdpica a «, pois estas possuem os mesmos extremos em S°. Assim,
concluimos que [a] = [y] € ix(m(X)). Isto mostra que a aplicacao iy : m(X) — m (M) é

sobrejetiva. 0
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