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Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados de existéncia local e global para uma

equacao do calor em RY com nao-linearidade néo local no tempo.

Palavras-chave: Equacao do calor nao linear, Existéncia Local, Solu¢ao Global.



Abstract

In this work, we introduce results of local and global solution for a heat equation

in RY with nonlocal nonlinearity in time.

Keywords: Nonlinear heat equation, Local existence, Global Solution.
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Notacao

Xa fungdo caracteristica definida por y4(xz) =1,sex € Ae xa(z) =0,sex ¢ A;
E o fecho do subconjunto E no espaco topolégico X

C(E;F) o espaco de fungdes continuas do espago topolégico £ no o espago to-

polégico F;

Cy(E; F) o espago de Banach de fungoes continuas, limitadas do espago to-

poldgico E no espaco de Banach F', equipado com a topologia da convergéncia uniforme;
C.(E; F) o espago das fungoes continuas £ — F' com suporte compacto em E;

L(E,F) o espago de Banach de operadores lineares continuos do espago de Ba-

nach £ no espaco de Banach F', equipado com a topologia da norma;
L(E) o espago L(E, E);
X* o dual do espago topoldgico X;
X =Y se X CY com imersao continua;
Q0 subconjunto aberto do RY:
Ur = (0,T] x £;
C3(Ur) = {u: Ur = R;u, Dyu, D?u,u; € C(Ur)};

Q fecho de © em RV:



w CC 2 sew C e w compacto;

Dy — _au_du.
e T T
ou
U = Uy, o

A=D o
C.(2) = C.(2,R) ou C.(Q,C);
Cb(Q) = Cb(Q,R) ou Cb(Q, (C),

C(Q) o espaco das funcdes continuas Q — R (ou Q — C). C(Q) é um espaco

de Banach munido com a norma L
Co(2) o fecho de D(2) em L>®(Q);

D(Q) = CX(2) o espago de Fréchet de C*° das fungoes 2 — R (ou 2 — C) com
suporte compacto em {2, equipado com a topologia da convergéncia uniforme com todas

as derivadas com subconjuntos compactos em (2;
D'(Q2) o espago das distribui¢oes em €2, sendo o dual topoldgico de D(S);

LP(I,X) o espago de Banach de (classes de) fungoes mensurdveis u : I — X tais
que /||u(t)\|§{ dt < oosel <p < oo, ousupess|u(t)|y se p=oo0. LP(I,X) equipado
ter

1
COoIm a norma

L (/IHu(t)Hg( dt) s 1< p<oo
Lr —

sup ess [[u(t)] x , se p = o0
tel

WhP(I,X) o espaco de Banach (de classes) de fungoes mensurdveis u : I — X

0
8—1: € LP(I,X). Wh(I, X) equipado com a norma,

tal que
HUHWLp(I,X) = HUHLP(I,X) + HutHLP(I,X)

C(I,X) o espaco das fungoes continuas I — X. Onde I ¢ limitado, C(I, X) é

um espago de Banach equipado com a norma de L*(I, X);



Introducao

No estudo de equacoes diferenciais parciais, questoes a respeito da existéncia,
unicidade e positividade de solucoes sao bastante naturais. No caso das equagoes que
modelam fenomenos que evoluem com o tempo é importante analisar também se uma

solugao estd definida globalmente ou apenas localmente.

O objetivo deste trabalho é obter solucoes locais e globais do problema de valor

inicial

w — Au= [3(t —s)uP(s)ds,em (0,T) x RY

u(0, ) = up(z), em RY.

Pretendemos estudar a existéncia da solucao global quando ug € suficientemente
pequeno e esta no espaco de Lebesgue adequado, cujo expoente é determinado usando o
argumento de scaling. Em contrapartida, existéncia local para o problema é feito de ma-
neira usual como de costume para outras EDP “s. Nos baseamos no trabalho desenvolvido

primeiramente por Thierry Cazenave, Flavio Dickstein e Fred B. Weissler [4].

No capitulo 1, serao apresentados um estudo sobre a integracao vetorial, de-
finigoes, propriedades para integrabilidade, como a propria definicao de integral vetorial,
para fungoes com valores em espaco de Banach. Introduziremos os espacos LP e de So-
bolev WP vetoriais, como generalizacoes para o caso real. Ainda no capitulo 1, serd
apresentado o teorema do ponto fixo de Banach e lema de Gronwall, que serao muitos

luteis para as demonstracoes dos teoremas de existéncia local e global.

No capitulo 2, abordaremos a equacao do calor em RY, dando énfase a sua noto-
riedade em problemas fisicos. Construiremos a solucao fundamental, indispensavel para
tratar de casos mais gerais. Faremos uma apresentacao sobre o problema de valor inicial,
para casos homogéneos e nao homogeneos, construindo suas respectivas solugoes. Ainda

nessa linha de estudo, complementamos esse capitulo introduzindo alguns resultados da
3



Teoria de semigrupos.

O capitulo 3 é destinado aos teoremas de existéncia local e global para o pro-
blema (1). Apresentamos também a demonstracdo da unicidade, dependéncia continua
em relagao aos dados inicias, assim como a demonstracao da existéncia de solugao maxi-
mal e alternativa blow up para a solugao. Por ltimo, faremos algumas estimativas para

obtengao e construcao da solugao global.



Capitulo 1
Resultados de Analise Funcional

Este capitulo é destinado aos resultados de Anélise Funcional, veremos aqui a
definicao de integracao vetorial, os espacos LP e WP vetoriais, suas propriedades bésicas,

além disso os Teorema de Ponto Fixo de Banach e Lema de Gronwall.

1.1 Funcoes Mensuraveis e Integracao Vetorial

Apresentaremos nesta secao conceitos e resultados da teoria de integracao ve-
torial. Para isto, definiremos alguns tipos de funcoes e demonstraremos o Teorema de
Bochner e suas consequéncias. Para tal consideremos um espaco de Banach X e um
espago de medida (I, , u) onde I C R, p é a medida de Lebesgue e para cada conjunto

mensuravel A € > a funcao caracteristica de A é denotada por y 4.

Definicao 1.1.1. Uma funcao ¢ : I — X € uma funcao simples mensurdvel se existem
conjuntos mensurdveis Ay, ..., Ay € Y com pu(A;) < oo para j=1,....k, tais que A; [ A; =

 sempre que i # j, e vetores by, ...,b, € X tais que

k
= xabi (1.1)
=1

Definimos a integral de uma funcao simples mensuravel ¢ : [ — X por:

/det = Zu(Ai)bi. (1.2)

Defini¢ao 1.1.2. Uma funcgdo f: I — X é mensurdvel se eziste uma sequéncia (p,)2

de funcoes simples mensurdveis tais que

v, — [ p-quase sempre. (1.3)
)



A verificacao de que uma funcao é mensuravel pela definicao nao é tarefa muito facil. O

teorema abaixo remedia em parte esta dificuldade cuja demonstracao encontra-se em [2].

Teorema 1.1.3 (Teorema da mensurabilidade de Pettis). As seguintes afirmagoes sao

equivalentes para uma funcao f I — X.
(i) f € mensurdvel;
(i) [|f]l : I = R € mensurdvel.

Definicao 1.1.4. Dizemos que a fung¢ao mensurdvel f : I — X é Bochner - integrdvel
se existir uma sequéncia de fungoes simples mensurdveis p, : I — X, n € N, tais que

on — [ p-quase sempre e

nm/n% — F@)| dt =o. (1.4)

n—oo

Note que

/||90n (t)]| at (1.5)

faz sentido, pois a funcao
len — fII: T =R (1.6)

¢ uma funcao nao negativa e pelo Teorema de Pettis é mensuravel.

Lema 1.1.5. Seja f : I — X uma fungao Bochner integrdvel. Entdo existe um vetor

i(f) € X tal que para toda sequéncia ()22, de fungoes simples mensurdveis que verifica
(1.4), tem-se
lim [ @, (t)dt =i(f). (1.7)
n—oo I

o limite (1.7) acima é tomado com respeito a norma de X.

Demonstracao. Seja (¢,)5, uma sequéncia de fungoes simples mensuraveis que verifica

lim/H@n — f()]| dt =0. (1.8)

[entvar= [ < [le0- el
Jllentty = slde+ [ lien®) = ol (19

Assim, a sequéncia / ©n(t)dt é de Cauchy. Existe, portanto, um vetor i(f) € X que

Como,

IA

1

IA

I
verifica (1.7), como querfamos demonstrar. O



Note tais parcelas em (1.9) podem ser tomadas tdo pequenas quanto se queira,
uma vez que tal propriedade verifica-se para fungoes simples mensuraveis. Além disso, tal

limite independe da sequéncia escolhida, ou seja, qualquer sequéncia de funcoes simples
sequéncia de funcoes simples mensuraveis,

mensuraveis que verifica (1.4) terd o mesmo limite. De fato, seja (1,)22, uma outra
Juoa-in| < /%@ﬁ—/ﬂmﬂ+ euttar ~ [ oy +
I I I I I
<w—wﬂ\

/w% FOlde+ [ llen(®) = F) e+
[%wﬁ—mﬂy

Portanto, a sequéncia [, 1, (t)dt — i(f), quando n — co.

IN

+

(1.10)

Definigao 1.1.6. O elemento i(f) construido no Lema 1.1.5 é chamado de integral de f

em I,

—/f(t)dt— lim [ o, (t)dt. (1.11)

n—o0 I

b
/1 F(t)dt = / F(t)dt. (1.12)

Se f for uma fungao com valores reais, definimos:

/b f(t)dt = _/a f(t)dt, se a > b. (1.13)

Para cada conjunto mensurdvel A € >, definimos a integral de Bochner da fun¢io f

Se I = (a,b) definimos:

sobre A por:

/A fde = lim [ xa@en(t)dt (1.14)

n—oo

Teorema 1.1.7 (Bochner). Seja f : I — X uma fun¢do mensurdvel. Entdo f € integrdvel

a Bochner se, e somente se, ||f]| : I — R € integrdvel. Além disso,

ﬂﬂwﬂs[wwwt (1.15)

Demonstracao. Se f é integravel a Bochner, entao consideremos a sequéncia de fungoes

simples (p,)22; tal que

lim/Hwn — f()|| dt =0. (1.16)

n—oo



Devemos mostrar que [, [|f(t)]| dt < oo.

Como [If ()l < llen®)]| + lon(t) = f(2)]l, dessa forma temos que flon(t)] = I — R ¢
integravel, pois se ¢, = Z ©iXB;, entao Z il u(B;) < 0.

Além disso, ||¢, — f]| : I — R também é integrével, pois como nh_g)lo /I llon(t) — f()|| dt =
0 entdo existe um ny € N tal que para todo n > ng, [, [len(t) — f(t)|| dt < co. Portanto,
| f(t)]| é integravel.

Reciprocamente, suponha f mensuravel e que || f(t)|| é integrdvel. Seja uma
sequéncia de fungoes simples g, : I — R tal que g, — ||f|| em L'(I) e ainda |g,| < g
para alguma g € L'(I) ambas as condigoes valendo em quase toda parte. Seja (¢,),
uma sequeéncia de fungoes simples mensuraveis ¢,, : I — X tal que ¢,, — f quase sempre.

Entao considere a seguinte sequéncia de fungoes dada por

©n |gnl
h, = Il (1.17)
" lenll + 2

para todo t € I.

Observamos que h,, ¢ uma funcdo simples mensuravel e integravel com ||h,|| < g. De fato,

@n |gnl
L
lenll + 5
[l o] <

7 - 19n| < g, quase sempre (1.18)

lenll + 5
e que h, — f em X quase sempre. De fato, seja «,, = —!gn\ , assim lim «, = 1.

lnll 4+ 1/n n—o0

Considere,

1o = fII = llanen = f]]
= llanpn —anf +anf — f|
< lan| - flon = fll 4 lan = 1] - [ £]
< 2+ lpn = fll + lan = 1] - [If]]
(1.19)

Portanto, lim ||h,(t) — f(t)|| = 0.

n—o0
Como [[hy = fI| < || hall + IfIl < g+ [If]l € L}(I), entdo a fungao |7, — fI| : T — R é
mensuravel e integravel.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada em R, temos:

S [ (e) = Fe)]dt = / Tim [ (t) — f(2)] dt = 0. (1.20)



Portanto, f é integravel no sentido de Bochner. Finalmente,

‘/If(t)dtH = || lim /Ihn(t)dt

n—oo
= lim
n—oo

\
[ron

li hy, d

S W A CIR

_ /lim 1 (8)]] dt
ITL—)OO

-

= [lswla
I

lim hn(t)H dt

n—oo

(1.21)

Portanto,

Corolério 1.1.8 (Teorema da Convergéncia Dominada em L'(I, X)). Seja (0,)%, uma

[ﬂwﬂs[wmwt (1.22)
L]

sequéncia de fungoes integrdveis p, : I — X, e sejam f: I — X mensurdvel e g € L'(I).
Se
len (O < g(t)

. para quase todo t € I e Vn € N. (1.23)
lim @, (t) = f(t)
n—oo
Entao, f ¢ integrdvel e
/f(t)dt = lim [ ¢,(t)dt. (1.24)

Demonstracao. Basta mostrar que || f]| é integravel.

Por hipétese sabemos que lim ¢, (t) = f(t), entao lim ||¢,(¢)]| = ||f ()],
n—oo n—oo

como || (t)|| < g(t) isso implica que || f(¢)|] < g(t) € L'(1).

Portanto, || f|| é integravel e pelo Teorema de Bochner, f é integravel. Além disso,

len(®) = F@OI < llea®l + 1O < 29(2) € L), (1.25)

isto é, a funcao ||¢, — f|| : I — R é integrdvel. Assim, usando o Teorema da Convergéncia

Dominada, temos

ti [ loat®) = £ dt = [ Tim flon(®) - )]t (1.26)
I I
Portanto,
/f(t)dt: lim [ ¢, (t)dt. (1.27)
I n—oo I

]
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Corolario 1.1.9. Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um operador linear
limitado. Se f : I — X € uma funcao integrdvel, entao a fungcao T o f : I — Y €

integrdvel e vale

[ﬁwfxmﬁ:T([f®ﬁ>. (1.28)

Demonstracao. Seja (¢,)5; uma sequéncia de fungoes simples integraveis tais que

T () — F(8)] =0

_ quase toda parte. (1.29)
tim [ lleul) = £0) = 0

Aplicando o operador T" em cada elemento da sequéncia obtemos uma nova sequéncia
(Tow,); que é uma sequéncia de fungoes simples e portanto integravel. Pela linearidade
e continuidade de T', temos

/ (Topn)(t)dt = / T(on(t))dt

1 I

_ T<[¢Aﬂﬁ) (1.30)

Tim (T'o @,)(t) = Tim T(in(t))
= 7 (Jim oult)

=T (/Igon(t)dt) . (1.31)

Portanto, T o f : I — Y é uma fungdo mensurdavel. Como [ é integravel, entao || f||
¢ integrével, sendo T' limitada e |T(f()| < [T - [f(O)] € L*(I), entdao |T(f(2))] ¢
integravel e pelo Teorema de Bochner, T'o f também é integravel. Além disso, usando o

fato de que
1T (pn(t)) = TS < 1T - len(t) — FO)] (1.32)

segue

i [ ITen) =T < T [IT]-lgut®) - Fl0)] at

n—oo

71 Jim [ llea() = FOl1 =0 (133
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e pela Definicao 1.1.6., temos

/(To Ht)dt = lim [ (T op,)(t)dt

I n—oo I

= lim [ T(on(t))dt

n—o0 I

~ Im (T /I %(t)) it
_ T( Tim /I gpn(t)dt)
_ T(/]f(t)dt).

1.2 Os Espagos L(I, X)

Definicao 1.2.1. Seja p € [1,+00]. Denotamos por LP(I,X) o conjunto de (classes)
fungoes mensurdveis f : I — X tal que a fungdo t — || f(t)| pertence a LT (I).

Para f € LP(I,X) definimos:

T { / Hf<t>npdt}” p<oo (1.34)

100130 = sup ess 10 = o (1.3
Quando nao hd risco de confusdo, nés denotamos || - ||, xy por
1 oy s oull = Mo s oulf - fl, - (1.36)

Denotamos por L% (I, X) o conjunto das fungoes f : I — X tal que f|; € LP(I, X) para

cada subintervalo J C I limitado.

Observacao 1.2.2. O espago LP(I,X) goza da maior parte das propriedades do espago
LP(I) = LP(I,R), o que pode ser verificado aplicando-se os resultados cldssicos para a

fungio t = || f].

Seguem alguns desses resultados abaixo e podem ser encontrados em [3].

1.2.1 Propriedades dos Espacos LP(I, X)

(1) [[fllzs(sx) definida por (1.34) e (1.35) é uma norma no espago LF(I, X). O espago
LP(I, X)) munido com a norma acima é um espago de Banach. Se 1 < p < oo, entéo
Cee(I,X) é denso em LP(I,X).
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(ii) Uma funcdo f : I — X pertence ao LP(I,X) se, e somente se, existir uma fungao

g € LP(I) tal que ||f]| < g quase todo ponto de I.

1 1 1
(iii) Se fe LP(I,X) e p € LP(I) com — + — = — < 1, entao ¢f € L"(I,X) e
p qg T
HSOfHLr(I,X) < HfHLP(I,X) H@”Lq(]) : (1.37)

Em particular, se f € LP(I,X) e se J é um subintervalo aberto de I, entao f|; €
(1, X).

(iv) Se f e LP(I,X)NLY(I,X) com p < q, entdo f € L"(I, X), para cada r € [p,q|, e

0 1-0
||90f||Lr(1,X) < ||f||Lp(1,X) HSOHLq([) (1.38)

1 6 1-4
onde — = — + ——.
r . p q

(v) Se I é um intervalo limitado de R e p < ¢, entao LI([,X) — LP(I,X) e
1A o xy < HT 1 pagr ) (1.39)
para toda f € Li(1,X).

(vi) Suponha f: I — X mensurdvel. Se f € LP(J,X) para todo J CC I e |||l s x) <

C' para alguma constante C' independente do intervalo J, entao f € LP(I,X) e
1l oz, x) < €

(vii) SeY é um espago de Banach e se A € L(X,Y), entdo para cada f € LP(I, X ) temos
que Af e L*(1,Y) e

[Af N ocryy < IAl ey 1l o) - (1.40)
Em particular, se X — Y e f € LP(I, X), entao f € LP(I,Y).

(viii) (Teorema da Convergéncia Dominada em LP(I, X)) Sejam (fy)nen C LP(I,X) e
geLP(I). Sep<ooe

| fn(®)]] < g(t), para quase todot € I e Vn € N (1.41)

lim f,(t), existe para quase todot € I e Vn € N
n—oo
entdo f:= lim f,(t) € LP(I,X).
n—oo

(ix) Sejam (fp)nen C LP(I,X) e f € LP(I,X). Se lim f,(t) = f € LP(I,X), entdo
n—oo
existe uma g € LP(I) e uma subsequéncia (ng)ren tal que ||fn, ()| < g(t) quase
todo ponto t € [ e todo k € N.
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Proposicao 1.2.3. Seja f € LP(R, X) e defina
1 t+h
Thf(t) = E/ f(s)ds, para todot € R e h # 0. (1.42)
t

Entao Ty f(t) € LP(R, X) N Cy(R, X) e T}, é uma contracao em LP(R, X). Além disso,
se p < 00, entao ’llin%)Thf = f € LP(R, X) em quase todo ponto. Além disso, T}, € um
—

operador uniformemente limitado em LP(R, X).

Corolério 1.2.4. Sejam g € L} (I, X), to € I € uma fungao f € C(I,X) definida por

ft) = /tg(s)ds, para todo t € I. (1.43)

to

Entao, temos as sequintes propriedades abaixo:

(i) f € diferencidvel e f' = g em quase todo ponto;

(ii) /If(t)ap(t)dt = - /Ig(t)go’(t)dt, para toda ¢ € CH(I).

Demonstragao. Como as propriedades (i) e (ii) acima sao locais, podemos assumir que
I=Rege LI, X). Temos:

ft+h) - f(t)
h

Thg(t) = (1.44)

onde T}, é definida por (1.42). Assim a demonstragao de (i) segue imediato da Proposigao

1.2.3.

p(t+h) — o)

Agora considere ¢ € C}(R). Note que — ¢ quando h — 0,

uniformemente em R. Portanto, h
h) —
_/Rf(t)sof(t)dt — _’%/Rf(t)w(H }1 cp(t)dt
—h) —
— tin [ L= =T0 0

= lim [ T_ng(t)p(t)dt
h—=0 Jr

= [ attettrar (1.45)
R
onde a ultima igualdade é consequéncia da Proposi¢ao 1.2.3. Portanto, tem -se (ii). [

Lema 1.2.5. Se f € L} .(I,X) € tal que

[ et =o (1.46)

para toda p € C°(I), entao f =0 em quase todo ponto.
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As demonstragoes das Proposi¢ao 1.2.3. e do Lema 1.2.5. podem ser vistas em [3].

Lema 1.2.6. Se f € L} ,.(I, X) e verifica

/If(t)cp'(t)dt =0 (1.47)

para toda ¢ € C(1), entdo existe um xog € X tal que f(t) = xo para todo t € 1.

Demonstragao. Seja 6 € C(I) tal que /G(t)dt = 1. Seja ¢ € C*(I). Considere ty € I
I
tal que 0(t) = ¢ (t) = 0 para t < to, e seja @ € C°(I) dada por

o) = [ oo ( /t:wa)da) o) s (1.45)

Temos ¢’ =1 — (/w(a)d(j) 6. Portanto, substituindo em (1.48), tem-se
I

0= dt — do. 1.49
[ 1@t = a0 [ vi)do (1.49)
onde
= A(t)dt: .

w= [ f0c)d (1.50)

e entao
JECEE O (1.51)
para toda ¥ € C'°(I). O resultado agora segue pelo Lema 1.2.5. O

Lema 1.2.7. Se f,g € L} (I, X) verificam

[ g(t)p(t)dt = — / () (1), (1.52)

para toda ¢ € C°(I), entdo dado ty € I existe um xo € X tal que

10 = a0+ [ gtoye (1.53)

to

para quase todo t € I.

Demonstragao. Substituiremos g por £g com ¢ € C®(I,X) podemos assumir tal que
I=Requege L' (R, X). Seja (gn)neny C C°(R, X) tal que g, — g em L'(R, X). Para
cada ¢ € C*(R), temos

Jaetvar = tm [ g.opta

I - —lm ( / gn<s>ds) o ()dt

--[(/ tg(s)ds) o

(1.54)
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por integracao por partes. Segue que

[ (r0- [ ats1as) tarae =0 (1.55)

para cada ¢ € C2°(I), o resultado segue do Lema 1.2.6. O

1.3 Os espagos de Sobolev W!?(], X).

Seja 1 < p < oo. Dizemos que uma funcao f € WHP(I, X) se f € LP(I,X) e se
existe uma fungao g € LP(I, X) tal que

[awetvie =~ [ s (1.56)
I I
P . df
para toda ¢ € C®(I). Pelo Lema 1.2.5. g é tnica, e definimos [ = prial Para
f e Whr(I,X), definimos
||f||WLp(1,X) = ||f||Lp(1,X) + Hf/HLP(I,X) : (1.57)

Quando nao houver risco de confusdo podemos denotar || |[y1.0(; xy POT || [[yrrwry 00 Il i

Observagao 1.3.1. O espaco WP(I, X)) goza de maior parte das propriedades do espago
WhP(I, X) = WYP(R, X), com essencialmente as mesmas provas. Em particular, obtém-

se facilmente os sequintes resultados e podem ser vistos em [3].

1.3.1 Propriedades dos Espagos de Sobolev W1?(I, X)

(i) I lwrs(rx) € uma norma no espaco WhP(I,X). O espago WP(I, X) equipado com

anorma || - ||y, x) € um espago de Banach.
(ii) Se f € W'P(I, X) e se J é um subintervalo aberto de I, entao f|; € Wh?(J, X).

(iii) Se f € WhP(I,X) N Wh4(I, X) com p < g, entdo para cada r € [p,q] temos f €
Wir(I, X).

(iv) Se I ¢ um intervalo limitado de R e p < ¢, entao Wh4(I, X) — Whr(I, X).

(v) Suponha f € LP(I,X). Se f € W'P(I,J) para todo J CC I e 1 o) < C para
alguma constante C' independente de .J, entao f € W'P(I, X) e 1 o) < C-

(vi) Se Y é um espaco de Banach e A € L(X,Y) entdo para cada f € Wh(I, X),
Af e WP(1,Y) e

[Af lwrozyy < NAlzxwy 1 lwreax) - (1.58)

Em particular, se X — Y e f € W'P(I, X), entao f € WHP(I,Y).
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(vii) Se p < oo, entao C§°(R, X) é denso em WHP(R, X).

(viii) Se (fn)n>1 € WHP(I,X) tal que f, — f e f, — g em LP(I,X) quando n — oo
para algumas f,g € LP(I,X), entao f € WIP([,X) e f' = g.

Teorema 1.3.2. Seja 1 <p< oo e f € LP(I,X). As sequintes propriedades sio equiva-

lentes:
(i) fe W (I, X);

(ii) Eziste uma g € LP(1,X) tal que para alguns s,t € I temos
t
1= 16)+ [ glo)do (1.59)

Em particular, se [ satisfaz (i) e (ii), entao podemos dizer que g = [’ na propriedade (ii).

Demonstragao. (i) = (ii) pode ser obtida pela Lema 1.2.7. e (ii) = (i) segue-se do
Corolario 1.2.4. ]

1.4 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Os teoremas de pontos fixos constituem uma ferramenta muito 1til da Analise
Funcional garantindo existéncia e unicidade de solugoes para equagoes diferenciais, além

de outras aplicagoes.

Definicao 1.4.1. Sejam M; e My espagos métricos. Uma aplicagao f : My — My é uma

contracao, se existir uma constante k < 1 tal que
d(f(x), f(y)) < kd(z,y) para todos x,y € M, (1.60)

E notavel que as contragoes sao func¢oes uniformemente continuas, logo continuas.

Teorema 1.4.2 (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam M um espago métrico com-

pleto e f : M — M uma contragao. Entao existe um unico ponto xro € M tal que

f(l"o) = Zop-

Demonstracao. Seja k < 1 a constante da contragao f. Considere o niimero nao negativo
i=inf{d(f(z),z):xz € M}. (1.61)

Inicialmente verificamos que i = 0. De fato, caso contrério terfamos k~'i > i, e entao

existiria z € M tal que d(f(z),z) < k™. Terfamos assim

d(f(f(x)), f(x)) < kd(f(z), x) <i (1.62)
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o que é incompativel com o fato de ¢ ser o infimo.
Sabendo queinf {d(f(z),z) : x € M} = 0, podemos tomar uma sequéncia (x,,)nen

em M tal que d(f(x,),2,) — 0. Pela desigualdade triangular, podemos estimar

d(xp, Tm)

IN

d(f(zn), zn)) + d(f(2m), Tm)) + d(f(@n), f(zm))
< d(f(wn), vn)) +d(f(2m), Tm)) + kd(2p, Tm) (1.63)

para todos n,m € N. Portanto,

1

d(T, Tm) < 1_ % [d(f(zn), zn) + d(f(2m), Tm)] — 0, (1.64)

quando n,m — oo. Isso prova que (z,)neny ¢ uma sequéncia de Cauchy e, como M

é completo, (z,),eny converge para um certo xg € M. Da continuidade de f temos

f(zn) = f(x), e da continuidade da métrica segue que

d(f(w0), x0) = lim d(f(wn), n) =0, (1.65)

n—oo

provando que xy é um ponto fixo para f. A unicidade segue da seguinte observacao: se

T € x1 sao pontos fixos, entao

d($0, 1‘1) = d(f($0), f(xl)) S k’d(l’o,$1). (166)

]

1.5 Lema de Gronwall

O Lema de Gronwall é uma ferramenta usada para obter variadas estimativas em
equacoes diferenciais. Em particular, é usado para provar a unicidade de uma solucao

para problemas de valor inicial.

Lema 1.5.1 (Lema de Gronwall). Sejam T >0, A >0 e f € L*(0,T) uma fun¢ao nao

negativa. Considere uma fungdo nao negativa ¢ € C([0,T]) tal que

o)< A+ [ Fo)eto)is, (167
para todo t € [0,T]. Entao
o(t) < A-exp (/Otf(s)ds) (1.68)

para todo t € [0,T).

Cuja demonstragao pode ser encontrada em [3].



Capitulo 2
A Equacao do Calor em RN

Chamaremos de Equacao do calor homogénea e nao homogénea, respectivamente,

as seguintes equagoes:

u— Au =0 (2.1)

w — Au=f (2.2)

sujeitas as devidas condicoes iniciais e de contorno. Aqui t > 0e z € 2, onde Q C RV é

aberto. A incégnita desconhecida é u : [0,00) x Q — R, u = u(t, ), e o Laplaciano A é
N

tomado no que diz respeito as varidveis espaciais x = (1, ..., T,): Au = Au = Z Uy, -

i=1
Em (2.2) a fungao f: [0,00) x 2 — R é dada. Por conseguinte, o nosso desenvolvimento

em grande parte é paralelo a teoria correspondente para a equacao de Laplace.

Interpretacao Fisica.

A equacao do calor, também conhecida como a equacdao de difusao, em aplicagoes
tipicas descreve a evolugao no tempo da densidade u tais como alguma quantidade de
calor, a concentracao quimica, etc. Se V C () é qualquer sub-regiao lisa, a taxa de

variagao da quantidade total dentro V é igual ao negativo do fluxo liquido através de OV :

d
— [ udzr = —/ F - vdS, (2.3)
dt Jy ov

F sendo a densidade de fluxo. Assim,
Ut = —diVF, (24)

pois V' ¢ arbitrario. Em muitas situacgoes, F' é proporcional ao gradiente de u, mas

com pontos em sentido contrario (uma vez que o fluxo sai a partir de regides de maior

18
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concentragao para de mais baixa):
F =—aDu (a > 0). (2.5)
Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos a seguinte equagao diferencial parcial
u; = adiv(Du) = aAu, (2.6)

para a = 1 temos a equagao de calor (2.1). A equagao do calor aparece frequentemente,

por exemplo, no estudo do movimento Browniano.

2.1 Solucao Fundamental

2.1.1 Derivacao da Solugcao Fundamental

Observa-se que a equacao do calor envolve uma derivada em relagao a variavel
tempo ¢, mais duas derivadas com relagao as variaveis espaciais z; (i = 1, ..., N). Conse-
quentemente, vemos que, se u resolve (2.1), entao o mesmo acontece com u(A?t, \z) para

2
todo A € R. Este scaling indica que o raio % (r = ||x||) é importante para a equagao de

2

calor e sugere a procura de uma solugao de (2.1) que tem a forma u(t, z) = v(é) = v(@)
(t > 0,7 € RY), para alguma funcao v ainda indeterminada.

Embora esta abordagem finalmente leve ao que nds queremos, é mais rapido

procurar uma solucao u tendo a estrutura especial

u(t,z) = tiav (t%) (2.7)

sendo t > 0,2 € R, e as constantes o, 3, bem como a funcdo v : RY — R a serem
determinadas. Chegamos a (2.7) se olharmos para uma solugdo u da equagao do calor

invariante pelo scaling de dilatagao

u(t, z) = A\u(\t, N'x). (2.8)
Isto é, pedimos

u(t, ) = Au(\t, \x) (2.9)

para todo A > 0,¢ > 0ex € RY. Escreva A = t~! derivamos (2.7) e defina v(y) := u(1,y).

Vamos inserir (2.7) em (2.1), e posteriormente, calculamos
at= @y (y) + Bt~y Du(y) + 72D Av(y) =0 (2.10)

para y := t Px. Para transformar (2.10) em uma expressao envolvendo a varidvel y
sozinha, tomamos [ = 3 Em seguida, os termos com t s@o idénticos, e assim (2.10) se

reduz a
1
av—|—§y~Dv—|—Av:0. (2.11)
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Simplificaremos ainda mais v sabendo que ela é radial, isto é, v(y) = w(|y|) para alguma
w: R — R. Entao (2.11) se torna

1 N —
aw + —rw' +w" + w' =0, (2.12)
2 r
, _d L N . o
para r = |y|, ' = o Agora, se nés ajustamos o = 5 1880 simplifica (2.12) e teremos
r
1
(TN_lw/)/ + 3 (er)/ = 0. (2.13)
Assim
1
rN ! + QTNU} = a. (2'14)
para alguma constante a. Assumindo lim w, w’ = 0, concluimos a = 0; de onde
r—00
, 1
w' = —=rw, (2.15)
2
e para alguma constante b, temos
,,,2
w=be T (2.16)
- 2
Combinando (2.7), (2.16) e as nossas escolhas para «, 3, concluimos que Me’ 5 resolve
a equacao de calor (2.1).
Este calculo motiva o seguinte
Definicao 2.1.1. A fungao
1 _ HZH2 N
Ot x) =4 @e T t>0,zeR (2.17)
0, t<0,2cRY

¢ chamada de solucdo fundamental da equacdo de calor.

Note-se que ® é singular no ponto (0,0). Nés, as vezes, escrevemos P(t,x) =
(¢, ||x||) para enfatizar que a solu¢ao fundamental é radial na varidvel x . A escolha da

constante de normalizacdo (4m)~N/2 é determinada pelo seguinte

Lema 2.1.2 (Integral da Solugao fundamental). Para cada tempo t > 0, temos

/ O(t,x)dr = 1. (2.18)

Demonstracao. Calculemos

1 B
@ —= —_— T4t
/RN (t,z)dx (Imt) 2 /RN e dx

1 2
- —l=ll
N/ /sze dz

N oo
1 22
= N2 H € taz
=1 Y —o0

=1

(2.19)
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2.1.2 O Problema de Valor Inicial

Agora usaremos ® para formar uma solugao para o problema de valor inicial (ou
de Cauchy)

u—Au=0, em (0,00) x RY
(2.20)

u(0,7) = up(z), em {t =0} x RV
Notemos a que funcao (¢,z) — ®(t,x) resolve a equagao do calor longe da in-
determinagao (0,0) e, portanto, o mesmo acontece com (t,x) — ®(t,x — y) para cada

y € RY fixo. Por conseguinte, a funcao

u(t,z) = /RN O(t,z — y)up(y)dy

1 _le=yl? N
= W/RNB 4t UQ(y)dy (t>0,.’ll'€R )

(2.21)
deve também ser uma solugdo para equagao do calor (2.20).

Teorema 2.1.3 (Solugdo para o Problema de Valor Inicial). Assuma que ug € C(RY) N
L®(RYN), e defina u por (2.21). Entdo

(i) ue C((0,00) x RN);
(i) w(t,z) — Au(t,z) =0 (¢ >0,z € RY);

(iii)  lim  w(t,2) = uo(2°) para cada ponto 2° € RV,
(t,x)—(t,20)
t>0,zeRN

Demonstragao. (a) Uma vez que a fungao

WG_ 4t (222)

¢ infinitamente diferencidvel, com derivadas uniformemente limitadas em todas as
ordens em [d,00) x RY para cada § > 0, vemos que u € C*((0,00) x RY). Além

disso

wit.r) = [ (@ Atz ] unlo)dy
=0 (t>0,2cRY)
(2.23)

desde que @ ja resolve a equacao do calor.
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(b) Fixe 2° € R, & > 0. Escolha § > 0 tal que
luo(y) — uo(2%)| <e se |ly—2a°|| <d, yeRY. (2.24)

- J
Entéo se ||z — 2°|| < 2 temos de acordo com o Lema 2.1.2

|u(t, x) — ug(2°)| =

/R (2~ y) [uo(y) — uo(a")] dy
< /3(10,5) O(t,z — y) [uo(y) — uo(2”)| dy

T / B(t,x — y) [uoly) — uo(a®)| dy
RN —B(29,6)
= I+ J
(2.25)

Agora
I< 5/ O(t,x —y)dy = &, (2.26)
RN

J
devido a (2.23) e ao Lema 2.1.2. Além disso, se ||z — 2°|| < o |ly — 2°|| > 4, entao
0 0 1 0
ly =2l < lly =2l + 5 < lly =2l + 5 ly = =°] - (2.27)

1
Assim, |y — x| > 3 ||y — 2°||. Consequentemente,
I < 2l [ el gy
RN —B(20,6)

C / e_uz;fu?dy
N2 Jon _pao s

c [,
tN/2 Jon _p(z0.6)

c [ _.2
= W/ e"1eirNldr -0 quando t — 0.
5

VAN

IA

(2.28)

)
Portanto, se ||z — 2°|| < 3 et > 0 é suficientemente pequeno, |u(t, r) — ug(x?)| < 2e.

O
Observacao 2.1.4. (i) Em vista do Teorema 2.1.3 podemos escrever
o, — AP =0, 0, x RN
! em (0,00) (2.29)
P = by, em {t =0} x RV,

onde 8y denota a medida de Dirac no RN dando unidade de massa para o ponto 0.
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(ii) Observe que, se ug € limitada, continua, uy > 0, ug Z 0, entdo
u(t, ) = ;/ e ijlfll2u (y)d (2.30)
) - (47Tt)N/2 RN 0 y y .

é, de fato, positiva para todos os pontos x € RN e o tempo t > 0. Interpretamos
esta observacao dizendo que a equacgao do calor tem uma pertubacao quando a for¢a
de velocidade propaga-se para o infinito. Se a temperatura inicial é nao negativa
e € em algum lugar positivo, a temperatura em qualquer momento posterior (nao

importa qudo pequena) € positiva em toda parte.

2.1.3 O Problema Nao Homogéneo

Agora vamos voltar nossa atengao para o problema de valor inicial da equagao

do calor nao homogénea

{ ug — Au = f, em (0,00) x RY (2.31)

u =0, em {t =0} x RV,
Como podemos produzir uma férmula para a solugao? Se lembrarmos a motivacao
que leva até (2.21), notamos que a funcao (t,z) — ®(t — s,z — y) é ainda uma solucao da
equagao do calor (para um dado y € RN 0 < s < t).

Agora para s fixo, a funcao

u=ultisa) = [ 8= s.0—y)f(s.0)dy (2.32)
RN
resolve

{ u(s,) = Au(s,-) =0, em (s,00) x RY (2.33)

u(s, ) = f(s,), em {t =s} x RY,
que é apenas um problema de valor inicial da forma (2.20), com o tempo de partida ¢ = 0
substituido por ¢ = s, e ug substituida por f(s,-). Assim u(s,-) nao é, certamente, uma
solugdo de (2.31).
No entanto Principio Duhamel consulte [5], afirma que podemos construir uma
solugao de (2.31), por meio da integracao com respeito a s teremos solugao de (2.33). A

ideia ¢ a de considerar
t
u(t,z) = / u(t; s,x)ds (t >0,z € RY). (2.34)
0
Reescrevendo, temos
t
uta) = [ [ a- s g s s
0o JrN
t 1

el ¥
— /0 W/Rwe =) f(s,y)dyds para todot >0,z € RY.
(2.35)
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Para confirmar que a férmula (2.35) funciona, vamos por simplicidade assumir

que f € C%([0,00) x RY) e f com suporte compacto.

Teorema 2.1.5 (Solugao para o Problema Nao homogéneo). Defina u por (2.35). Entdo
(i) u e C?((0,00) x RY);

(ii) w(t,z) — Ault,z) = f(t,z) (t>0,2 e RY);

(iii)  lim  w(t,z) = 0 para cada ponto x° € RY.
(t,z)—(t,z)
t>0,zeRN

Demonstragao. (a) Desde que ® tem uma singularidade em (0,0), ndo podemos justi-
ficar diretamente por meio de derivacao sob o sinal de integracao. Em vez disso

avancaremos um pouco como na prova do Teorema 2.1.3.

Em primeiro lugar, mudaremos as variaveis, e escrevemos

u(t,x) = /0 /RN O(s,y)f(t —s,x —y)dyds (2.36)

Como f € C?([0,00) x RY) e tem suporte compacto e ® = ®(s,y) é suave perto de

s =1 >0, calculemos
t
w(t,x) = / /N O(s,y)fi(t — s, x — y)dyds
0

+ [ e = )y
(2.37)

o (m)—/t/ (s, 9) = f(t .0~ y)dyds (i) =1, N). (2.38)
6%8% ) - 0 RN 7?J 8$Za.rj ) y y 7.] A . .
Assim wy, D?u e, da mesma forma u, D,u pertencem a C((0,00) x RY).

(b) Entao calculemos

w(t,x) — Au(t,z) = /Ot /RN d(s,y) [(% — Ax) flt—s,x— y)} dyds
+ /RN O(t,y) (0,2 — y)dy

= [ ot (g - ) st s s
- /OE/RNcb(s,y) K—%—Ay) f(t—S,rr—y)} dyds

(2.39)
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Agora _
1< (il + 1D, [ ] @tsidus (2.40)

pelo Lema 2.12. Integrando por partes, também encontramos

4::/ @Vsy{( = 8,) @s.0)| 10 = 5.~ iy

= [ st —ca i
- [ oens0.0 -y

= /RNCI)(g,y)f(t—E,m—y)dy—Ka
(2.41)

uma que d resolve a equacao do calor. Combinando (2.39)-(2.41), verificamos

wt,x) — Au(t,z) = lim O(e,y)f(t — e,z —y)dy

e—0 RN

= f(t,n) (t>0,7€RY)
(2.42)

o limite quando € — 0 ¢é calculado da mesma forma que no Teorema 2.1.3. Final-

mente note que [[u(t, )| ;e < || fllz — 0.

Observacgao 2.1.6. Podemos combinar os Teoremas 2.1.3 e 2.1.5 para descobrir

que

u(t,z) = /RN O(t,x — y)uo(y)dy + /0 /]RN O(t — s,x —y)f(s,y)dyds (2.43)

¢, de acordo com as hipoteses sobre ug e f como descrito acima, uma solu¢ao de

{ uy — Au=f, em (0,00) x RY (2.44)

u = uo, em {t =0} x RV,

]

2.2 Alguns Resultados da Teoria de Semigrupos

A Teoria de semigrupos é um estudo abstrato de equacoes diferenciais ordinérias
(EDO) de primeira ordem com os valores em espagos de Banach, motivado por operadores
lineares, mas possivelmente ilimitados. Nesta se¢ao, veremos alguns resultados basicos

dessa teoria.
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2.2.1 Definicoes e Propriedades Elementares

Comegamos com um problema abstrato. Seja X um espago de Banach, e considere

entao a equacao diferencial ordindria

'(t) = Au(t), (t>0
(1) = Aue), (2 0) o5
11(0) = U,
d
onde’ = —, ug € X é dada, e A é um operador linear. Mais precisamente suponha D(A),

dt
o dominio de A, é um subespaco linear de X com o operador possivelmente ilimitado

dado por
A:D(A) — X. (2.46)

Nos investigamos a existéncia e unicidade de uma solugao
u:[0,00) > X (2.47)

da EDO (2.45). O problema fundamental é verificar condigoes razodveis para o operador

A, de modo que
(i) a EDO tem uma tnica solu¢ao u para cada ponto ug € X inicial,

(ii) muitas EDP’s (equagoes diferenciais parciais) interessantes podem ser expressas na
forma abstrata (2.45).

Teremos em mente a situacao em que X é um espaco de fungoes LP e A é um opera-
dor diferencial parcial linear envolvendo outras varidaveis na variavel ¢. Neste caso, A é

necessariamente um operador ilimitado.

2.2.2 Semigrupos

Vamos neste momento informalmente assumir que u : [0, 00) — X é uma solugao
da equagao diferencial (2.45), de fato, tem uma tnica solu¢ao para cada ponto inicial
Uy € X.

Notacao. Entao escrevemos
u(t) = S(t)ug (t >0) (2.48)

para exibir explicitamente a dependéncia de u(t) com valor inicial ug € X. Para cada
t > 0 podemos, portanto, considerar S(¢) como uma aplicagao de X em X.

Que propriedades satisfazem a famflia de operadores {S(t)},5,? Claramente
S(t) : X — X é linear. Além disso

SO0)u=u. (ueX). (2.49)
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S(t+ s)ug = S(t)S(s)ug = S(s)S(t)ug (t,s > 0,uy € X). (2.50)

Condicao (2.49) ¢é simplesmente a nossa hipdtese de que a EDO (2.45) tem uma tunica

solugao para todo ponto inicial. Finalmente, parece razoavel supor que para cada ug € X
a fungdo t— S(t)up ¢é continua de [0,00) — X. (2.51)

Definigao 2.2.1. (i) Uma familia {S(t)},5, de operadores lineares limitados definidos
de X em X € chamado de semigrupo se satisfaz as condigoes (2.49) a (2.51).

(if) Dizemos que {S(t)},5o € um semigrupo de contragoes, se em particular satisfaz

IS <1 (t=0) (2.52)
onde || || denota a norma do operador. Assim
1S @)uoll < fluoll (¢ = 0,up € X) (2.53)

A nocao de semigrupo de contragoes capta muitas propriedades de um bom fluxo
de X gerado pela EDO (2.45).

Definicao 2.2.2. FEscrevemos

D(A) := {u € X| li%}r St = u existe em X} (2.54)
t—
’ S
Au = lim Sl = u (u € D(A)). (2.55)
t—

Chamamos A : D(A) — X de gerador (infinitesimal) do semigrupo {S(t)},s, onde D(A)

€ o dominio de A.

Teorema 2.2.3 (Propriedades da Diferencial de Semigrupos). Assuma que u € D(A).
Entao

(i) S(t)u € D(A) para todo t > 0,
(ii) AS(t)u = S(t)Au para todo t > 0,
(iii) A aplicacao t — S(t)u € diferencidvel para todo t > 0,

(iv) %S(t)u =AS(t)u (t>0).
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Demonstracao. (a) Seja u € D(A). Entao

lip 2E)SOu=SOu - SWOSEu= SO epriedade (2.50)
s—0+ S s—0+t S
= S(t) lim Sleu—u
s—0t S

= S(t)Au
(2.56)
Assim, S(t)u € D(A) e AS(t)u = S(t)Au. Fica provado os (i) e (ii).

(b) Sejau e D(A), h > 0. Entao se t > 0,
lim {S(t)“ - i(t —hu S(t)Au} ~ lim {S(t ) (W) _ S(t)Au}

h—0t+ h—0t+

= lim {5@ —h) (M - Au) +(S(t—h) - S(t))Au} =0

h—0+ h
(2.57)
Wy —
como w — Au e desde que ||S(t — h)|| < 1 e pela continuidade de S( - )u.
Concluimos,
. S{t)u—S({t—h)u
1 = Au. 2.
i h S(t)Au (2.58)
similarmente
. S({t+h)u—Stu . Shyu—u
hlg& h = S(t) hlggh —p = S(t)Au. (2.59)

d
%S(zﬁ)u existe para todo tempo t > 0, e é igual a S(t)Au = AS(t)u.

Observagao 2.2.4. Como t — AS(t)u = S(t)Au € continua, a aplicagio t — S(t) é C!
em (0,00), se u € D(A).

Assim,

O
2.2.3 Exemplo de Semigrupo
Seja A € L(X) observamos que a série formada por

LA e AL
1+ 1 1 (2.60)

é convergente. Isto nos motiva definir a seguinte série

tA  t2A A"

[+F+T+m+ ol 4+ ... (2.61)

onde I é o operador identidade de X, dessa forma (2.60) é absolutamente convergente,

portanto é convergente para todo t € R. Temos, assim definido uma fun¢ao chamada de

exponencial de A denotada por e/,
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Definindo (tA)? = t°A° = I, podemos escrever (2.61) por

+o0
TLATL
et=>" A (2.62)

|
0 n:

Observagao 2.2.5. ¢ € L(X) e [[e!|| < el

Demonstracao. De fato,

+oo
A"
tA|| B
e = 325
|4 A A2 g
< o+ |2 + AT
- 1 2! ces —
2] 1] A%]]
= I+ IElAl+ ==+ <
|t* 1 A7
< M|+ [t Al + ot oAl
(2.63)
O

Teorema 2.2.6. A func¢io E : R — L(X) dado por (2.62) satisfaz as sequintes condigoes:
(i) E(0)=1;

(i) E(t+s) = E(t)E(s);

(iii) ||e"* — I|| = 0 quando t — 0.

Demonstracao. Seja A € L(X) e considere

100 ingn
et = Zt AT (2.64)

n!
n=0

+00 ,n An

Como, para cada t > 0, Z tA
n=0

é uma

— converge na topologia uniforme de £(X), e
n!

aplicacao de Rt em £(X). E notével que E satisfaz (i), pois E(0) = /4 = TI.
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D

n=0
—+00

2

n=0
—+00

resulta que ' satisfaz (ii).

Além disso, de

temos

tA

donde,

quando t — 07, isto é et/

t) =et e B(s) =

30

eA com A € L(X). Assim,

satisfaz (iii).

tA)" X (1A
(n!) Z( )

k!
k=0

n pk gk Sn—kAn—k)

k' (n—Fk)!

k=0

n —
tkkn

Zk'(n—k) > A

(t+s)" = Z HS = e = Bt + s)
=0
(2.65)
+o0 n +o0 n
(tA) (tA)
Z_%T_JJFZ_; e (2.66)
+o0 n +oo n—1
(tA) B (tA)
; n! B tAnzzl n!
+o0 n—1
(tA)
< ||tA
= ;(n—l)‘
+oo m
(tA)
< [leAl Z_O o~
< tllAl e
< tHAHet”A”
(2.67)
e —I]| =0 (2.68)
O

2.2.4 Semigrupo do calor em RY

O semigrupo do calor em RY ¢ a familia de operadores (e*);so definidos da

seguinte maneira:

(") (x) =

() (2.69)
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(e"u)(z) = m /RN e u(y)dy, t> 0 (2.70)

Podemos verificar que o semigrupo do calor satisfaz:
(i) e"2u = u,;

(ii) el+9A = thesA Wt s > 0.

1 1 1
(iii) Sejam 1 < p,q,r <ocoe —+ — =~ +1 e seja uy € L. Entao e®ug € L" e
p q T
_N(1_1
e uo||,, < (4mt)"=G5) ug) (2.71)

Demonstra¢ao. A demonstracao propriedade (iii) é feita usando a Forma Geral da

Desigualdade de Young para mais detalhe consulte [6]. E suficiente mostrarmos que
||etAHLp < (47?15)_%(%_%), pois com as hipdteses acima a Desigualdade de Young nos

diz que
||6tAU0| o S HetAHLp Nuol| 1 - (2.72)
Assim,
- 2
ey, = wmty ¥ [ et
RN
= (dmt) F A Fp éV/ o412 g,
RN
= (mt) T (4)2p 2a2
= (4rt)" 2 Dp=7
< (4rt)~ 202
(2.73)
Portanto, HetAHLp < (47rt)7%(1’%) = (47rt)’%(5’%), O

Observagao 2.2.7. A solugao da equagao (2.43) via Teoria de Semigrupo assume a forma

u(t) = e®ug + /t el=92 £(s5)ds. (2.74)
0



Capitulo 3

Existéncia de Solucao Local e GGlobal
para um Problema Nao Local no

Tempo

Este capitulo contém os resultados de existéncia local e global de solugoes para a

equagao do calor nao linear e podem ser encontrados em [4].

3.1 Existéncia Local
Consideremos o seguinte problema de valor inicial:

w— Bu = [yt = s)uP(s)ds,em (0,T) x RY (3.1)

u(0, ) = up(z), em RY

onde p >1e0 < vy < 1. Como de costume, a solu¢do da equagao (3.1) é uma fungao
u € C([0,T], Co(RY)) tal que

u(t) = ePug(x) + /0 /OS =2 (s — o) TP (0)dods, (3.2)

para todo 0 < t < T, onde e'® é o semigrupo do calor em R". E f4cil verificar que se u(t, x)
4—2~
é uma solugao de (3.1) com condigao inicial ug(), entao para todo A > 0, A»=1 u(A\*¢, Ax)
4—2
é uma solugio com condicao inicial A7~ ug(Az). De fato, seja & = A\*u(A\2t, Az), onde

é uma constante a ser determinada. Dai temos,

Uy = AU (A2, Az) - A2 + up (A%t Ar) - 0 = AP, (A8, \r)

Uy, = AUy, (N1, A7) - 0 + ug, (N2, Az;) - A = A g, (A2, Aay).
32
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Derivando mais uma vez u,, com rela¢ao a x;, obtemos

Uz, = AN g, (N, AT) - 0+ A g0 (A2, A1) - X = N 20, . (A2t Aay).

Assim,

N N
AT =Y NP o (W Az = X2 g (W Aay) = AP Au(NE M),

i=1 i=1

logo, como @ satisfaz a equagao (3.1), temos:

t
T— AT = / (t — 5) " Ou(\2s)]Pds
0

t
N2, (N2, Ax) — AT Au(N?t, Ar) = AP / (t — 8) "uP(\%s)ds

0

A2t
NP2 (u (N2t Ar) — Au(N*t, \x)) = )\O‘p_2+27/ (N2t — 7)Yl (r)dr
0

A2t A2t
Ao+ / (N2t —8) P (s)ds = NPEH / (N2t — )P (r)dr.
0 0

(3.3)
Portanto,
/\a+2 — )\ap—2+2'y
obtendo assim o valor de « A
= . 3.4
0= (3.4)
Ja que
4—2y 4—2vy q %
‘ = uo()\-)‘ - {/ HA uo()\x)H d:n}
La RN
4—2~ %
= \p1I {/ Huo()\x)qux}
RN
-2y N a
= 3 Tl ay
RN
4-29 N
= At flug()| 14 (3.5)
para que a norma seja invariante para equacao (3.5) devemos ter
N(p-1)
sc ™ T o - 3.6
q 12 (3.6)

Dessa forma, obtemos o expoente do espaco de Lebesgue onde veremos mais a

seguir, se ||ug(z)]| ;.. € suficientemente pequeno, entao a solugao é global.
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Teorema 3.1.1 (Existéncia Local). Seja 0 < v < 1 e p > 1. Dado uyg € Co(RY),
entao existe T > 0 e uma tnica solugio u € C([0,T],Co(RY)) de (3.1). u podendo
ser estendida a um intervalo mdzimo [0, Tynae) tal que, ou Thap = 00 0, Thae < 00 €

[wll oo (0.0 xmvy = 00 quando t —= Thep. Além disso, se ug € L™(RY) para algum r tal que
1 <r < oo, entio u € C([0,T], L"(RY)).

Demonstragao. (i) Unicidade
A Unicidade decorre do Lema de Gronwall. Com efeito, se u, v s@o duas solugoes
em algum intervalo [0,77], entdo uma vez que, ||[u? — 0P|, < C(p)||u — v]/; em
[0, 7] x RY e usando a propriedade (2.72) e (2.73). Obtemos

Jut) — o(t)l o = \ / e =) o) = (o) des

LOO

[ [ 16926 =0 (o) = (o). s
< ) [ [ =) o) = v(o) e dods
= <o) [ [ =01 lule) ~ (o)l o

- 22 / (t = 0)" 7 lu(o) — v(0) | o do.

IN

v

Portanto, u(t) = v(t).

(ii) Existéncia Local

A existéncia local em um pequeno intervalo [0, 7] é provada por um argumento de

ponto fixo no conjunto

Br = {u e I2((0,T), Co®)); [ull oy i < 2ol } - (38)

Definiremos o operador ¥ dado por

U (u) = e®up(x) +/0 /OS =2 (s — o) TP (0)dods. (3.9)

Observemos que Er é um subespago fechado e limitado do espago métrico L>((0, T), Co(RY)).

Mostraremos que ¥ tem um ponto fixo. Basta verificar, entao, que as seguintes

condicoes sao satisfeitas:

(a) U(Er) C BEr.

(b) V: Er — Er é uma contragao.



Vejamos,

(a) Seja u € Ep. Assim,

@O = [euole / / =93 (5 — )P (o) dords
LOO
< ||etAuo||Loo+ e(t_s)A(s—a)_”up(a)dads
o Jo
t s
< ol + [ [ (=) u(o) e dods
o Jo
t t
= ol + [ [ (5= ) (o)l dsdo
0 o
1 t
= Nl + 7= [ =) (o)l do
7 Jo
29 [|u|fee [ -
< o] oo+—/(t—0) Ydo
g - 0
27T ||ug |
< ol e + 5 Mol -
O l=y)@=y) T
Portanto, se T' é suficientemente pequeno tal que
_ —1
2T Juold
(1=72-7)
temos
W (u)]| e < 2 ]fuoll oo -
(b) Sejam u,v € Er.
Note que, em [0, 7] x RY,
[ (o) = 0" ()] 1o < CO)([[ul@)lf + l[u(@)l[7) [[u(o) = v(o)]] e
e, além disso,
[u(o) —v(o)[| e < [lu— U||Loo((o,T)xRN)

Logo, de (3.13) e (3.14), obtemos

lu? () = vP(0) | g < CO) ([l + (@) 172) e = vl oo o 1y vy -

Assim, com a desigualdade (3.15), calculemos

LOO

35
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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1D () (t) — D) ()], = / / 9B (5 o) (o) — oP(0)]dods

oo

< [ t [ 16736 = )7 1(0) = (@) o

< [ [ =010 =)l dois

= [ [ =01 o) - o)l dsio

= 1 [0 ) @l do

< O [t o o+ o) = ol
< POOl y, [=o=io

2C(p) uollf T

= [u = v e -
1=7)2=7) -
(3.16)
Portanto, se T' é suficientemente pequeno de modo que
2rC b T

1=72=7)

¥ é uma contracao estrita.

Concluimos que ¥ : Er — Ep tem um ponto fixo.

(iii) A Dependéncia Continua em Relagao ao Valor Inicial

Considerando u e v solugoes de (3.1) associadas aos valores iniciais ugy e vy respec-

tivamente, obtemos

Clp) [ _
[u(t) = ()| oo < [luo = voll oo + :/0 (t—0)"u(o) = v(0)] =~ do (3.18)
Do Lema de Gronwall segue que
2—y
lut) = v(t)]| e < o = vol| o €T, (3.19)

(iv) A Existéncia do Intervalo Maximal

Em (ii) obtemos a existéncia de uma solugao u do problema (3.1) em [0,7] com
valor inicial ug. Definimos 7" = Ti, e conforme a demostracao de (ii), temos uma
solugdo v de (3.1) com valor inicial u(77) e definida em [0, d;] tal
2007 [[u(T) [
(1= =)

<1. (3.20)
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Dessa forma, obtém-se uma solugao v de (3.1) definida em [0, T3] com Ty = T} + 6;.

De fato, a funcao dada por

at) = { u(t), se t € [0, T1] (3.21)
v(t—Ty),sete [T, T + 6]

é continua pois u(T;") = v(0) = u(Ty) e w(T;) = u(Ty) e também é solugao em
[07 Tl + 51]

Agora, comegando com o dado inicial u(73) se obtém uma solu¢do no intervalo
[0, 75 + d5], com Jy > 0. Por inducdo obtém-se uma sequéncia crescente (7),),>1 €
sequéncia de solugoes (uy,)n>1. Notamos que 77, d1, da,..., podem nao ter a mesma

magnitude, pois os dados iniciais u(0), u(7}), u(73)..., podem ter normas diferentes.

Seja T1 < Ty e uy e uy solugoes de (3.1) em [0,73] e [0,T3] respectivamente. Da
unicidade de solugoes, segue que u; = uy em [0,7]. Seja I um conjunto de indices
qualquer. Vamos considerar agora a familia (u;(t));c; de todas as solugoes de (3.1)

e definidas em uma familia de intervalos ([0, 73])ics-

Seja Tax = sup T;. Assim, T, pode ser +oo.
icl

Vamos definir a func¢éo u(t) em [0, Thax) por

u(t) = u;(t), set €[0,1;],i € I. (3.22)

Da unicidade, resulta que u(t) estd bem definida. Também pode-se observar que
u € C([0, Tinax), Co(RY)) e que u satisfaz (3.1) para todo t € [0, Thax). Esta solugao

¢ chamada de solugao maximal de (3.1).

(v) A Alternativa Blow up

Seja u a solugdo maximal de (3.1). Entéo valem as seguintes alternativas:
ou Tiax = 00

U Tpax < 00 € t lm |u(t)] ;e = 400

max

No primeiro caso, dizemos que u é solucao global e no segundo caso dizemos que u

explode ou sofre blow up quando t se aproxima do tempo finito T} ay.

Por contradigdo. Suponha que Ti.x < 00 e t/h%n |u(t)]|  nao é infinito. Assim,

max

existe uma sequéncia t;  Thax tal que ||u(t;)|| o < M < co. Agora vamos fixar

um ¢ satisfazendo .
22C6 7 [u(t)|If

(1=72-7)

<1 (3.23)
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Para o valor inicial u(t;), temos uma solugao v; de (3.1) definida em [0, §]. Colocando

u com v; conforme (iv) do Teorema 3.1.1 onde

() = { u(t), se t € [0, 1] (3.24)

U(t - tj)v set e [tjajj + 5]7

obtemos uma solugdo do problema (3.1) definida [0,¢; + §]. Assim, tomando j
suficientemente grande, segue que t;4+0 > Tiax. Assim, u é solugao em um intervalo

maior que o intervalo [0, Tyay]. Isto contradiz o fato de que u é solugdo maximal.

(vi) A Regularidade em L"(RY)

Finalmente, a regularidade em L" é provada da seguinte forma. Em vez de fa-

zer o uso do argumento de ponto fixo em E7p, consideramos o conjunto E =
L>=((0,T), Co(RN)) N L>((0,T), L™ (RY)) trabalhamos em

E, = {U €k ||U||Loo((o,T)xRN) < 2 [uol| g ||u||L°°((O,T),LT) <2 ||U0||Lr} (3.25)

equipado com a distancia de Ep. Estimando |[uP~'u|,, por [ulf~ |lul|,. no ar-

gumento do ponto fixo no item (ii), (a) e (b), obtém-se uma solu¢do no mesmo
intervalo [0,7]. Segue que u € C([0,T], L"(R")), concluindo assim, a regularidade
em L".

O

3.2 Existéncia Global

Nesta sec¢ao, obteremos uma solugao global de (3.1) sob a hipétese (3.28). Na

verdade obteremos uma classe mais geral de solugoes, isto é, u € C((0,00), Co(RY)).

Teorema 3.2.1 (Existéncia Global). Seja 0 < v < 1 e defina

4 — 2y
=1 .2
= T N oo (3.26)
‘ 1
Py = Max {;7177} € (0, 0] (3.27)

Sejam uy € Co(RY) e u € C([0, Trnaz), Co(RY)) uma solugdo correspondente de (3.1).

Entao se
P > D« (328)

e ug € L= (RN)( onde g5 € dado por (3.6)) com a norma ||uol| ... suficientemente pe-

quena, entao u existe globalmente.
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Observacao 3.2.2. Seque aqui uma observacdao a respeito do Teorema 3.2.1. A condi¢ao

p > py € equivalente a

N
sc > Thr A T T 3.29
1 (N—=2+~)* (3:29)
- 1, .
e a condi¢cao v > — € equivalente a
p
N(p-—1
Qsc > i_ P ) (3.30)
p
Assim, se deizarmos
N N(p-1)
= , 1 3.31
q max{(N_27)+ 4_% }> ( )

entao p > p, € equivalente a qs. > q. E neste caso apenas que ||[ugl| 1. < 1 implica a
ezxisténcia global.
Demonstracao. Seja g > 0 tal que

2—~v 1 N 1

s << — g>p 3.32
P L (3.32)

1
Sabendo que podemos escolher ¢ desta forma gracas a condicao p > —, temos, entao
Y

N(p—1)

q> 5 > Gses (3.33)
defina NN N
9 _
_ N N _e=r N (3.34)
2¢sc 29 p—1 2
Podemos verificar usando (3.28) e (3.32) a (3.34) que
1—9 Np-1)
> — <1l, ——-—= -1 =2. 3.35
B p_l,pﬁ , 2 +p-1DB+~ (3.35)
Consideremos o espago
Es = {u € L™((0,00), LY(R™)); t* |u(t)|| .o < 0, para todo t >0}, (3.36)
munido com a métrica
d(u,v) = sup t” ||u(t) — v(t)] 4 (3.37)
>0

é um espaco métrico completo, para todo u,v € Fs. Com ¢ > 0 suficientemente pequeno
a ser estimado mais adiante.

Dados u € Ej e ug € L%¢, definimos sobre Es o operador ¥ dado por

t s
U(u) = ePug + / / e =92 (s — o) P (0)dods, (3.38)
0 Jo

mostraremos que ¥ satisfaz as seguintes condigoes:



(i) V(Es) C Eg;
(ii) ¥ : Fs — Es é uma contracao.

(i) Seja u € Ej por (2.71), temos

O], <

< Ot (@) | o +

¢
—I—C'ltﬁ/ (t—s)_?(g_E)
0

t
= Ci lluoll . + Cit? / (i — 5~ ¥G-1)
0

t N(p
< 015/2+01t6/ (t—s) 2 (i

0

t
= 015/2+01t6/ (t—s) 2

< 015/2+01tﬂ5p// (t—s)

Note que

/ot /Os(t — )T

s—0) Yo Pdods =

logo, substituindo (3.40) em (3.39), temos

tﬁ H\I[(u>||Lq S C'1(5/2 + 0102035;) S 5,

para ¢ suficientemente pequeno.

Portanto, concluimos que ¥(FEs) C Es.

tP Hemu HLQ + 17 H/ / =92 (s — ¢) VP (0)dods

40

L4

/(s—a) TuP(o)do||  ds
0 Lb
3)/ (s — o) |uP (o).« dods
0 Ly
D [ s =) futo)l, dods
ST s —0) o Pdods
(3.39)

(/01(1 - a)—Wa—ﬁPda) X

t N(p—1)
></ ST (t — 5) 5 ds
0
¢ N(p—1)
Cz/ s1TVPP(E — )T W ds

pl)

Copt?—1=Pr= X

1
X (/ s (1 — 8)” S ds)
0

N(p—1)
0203t2_w_ﬁp_ gq = CZCBtilB?

(3.40)

(3.41)
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(i) Sejam u,v € Es. Temos que

P10 -l < O [ (=97 [ (5= 0 o) - (o), dods

0

t _Ne-1 [f _ _
< ClC(p)tﬁ/O (t—s) /0 (s =) (lu(@)lfa" + lo(o)7.") x
X |lu(e) —v(o)|| L, dods
< 20,0(p)t?6"d(u, v / / (t—s)" (s — o) "o Pdods
S 2010( )02031556]) lt Bd u U
(3.42)
Assim,
() = W), < O d(u,v), (3.43)
com C' = 2C1C,C3C(p), de modo que se § é suficientemente pequeno, temos
cort <1 (3.44)

e VU : Es — FEs, é portanto, uma contracao estrita. Assim ¥ tem um ponto fixo, o qual é

uma solugao global de (3.1). O
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