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RESUMO

Este trabalho de dissertacao foi elaborado com o objetivo de fornecer subsidios aos
professores de matematica, para melhorar o rendimento dos alunos do Ensino Médio do
colégio Y Bacanga do Governo do Estado do Maranhao, especificamente dos alunos do
3° ano, na disciplina de matematica, no assunto que se refere ao estudo dos nimeros
complexos. A ideia principal é utilizar o software Geogebra e utilizando os diversos
recursos que o software oferece facilitar o aprendizado dos alunos, assim como motivar
a sua participacao na sala de aula, fazendo referéncia de como a teoria dos nimeros
complexos é utilizada no estudo e andlise dos circuitos elétricos. Assim, apresenta-se
uma breve histéria do avanco da teoria dos nimeros complexos e a forma como a sua
estrutura foi concretizada, utilizando o Geogebra estudam-se as suas diferentes formas
de representacao e como sao efetuadas as suas operagoes, mostra-se como o assunto dos
nimeros complexos é utilizado no estudo dos circuitos elétricos, com énfase na corrente
alternada CA, resolvem-se alguns exercicios de aplicacao e por ultimo apresenta-se uma
nocao basica em relagdo a forma de estimar o consumo de energia elétrica em uma

residéncia.

Palavras-chave: Circuitos elétricos, Corrente alternada, Eletricidade, Geogebra,

Ntumeros complexos.

11



ABSTRACT

This dissertation was prepared in order to provide subsidies to mathematics teachers
to improve the performance of high scholl students of Y Bacanga college of the State of
Maranhao, specifically the students of three years in math discipline, subject refers to
the study of complex numbers. The main idea is to use the Geogebra software and using
the various features that the software offers facilitate student learning, and motivate their
participation in the classroom, making reference to the theory of complex numbers is
used in the study and analysis of electrical circuits. Thus, it presents a brief history of
advancing the theory of complex numbers and how the structure was completed, using the
Geogebra we study their different forms of representation and its operations are carried
out, it shows how subject of complex numbers are used in the study of electrical circuits
with emphasis on alternating current AC, solving practical exercises and finally it present a

basic concept regarding the way to estimate the power electric consumption in a residence.

Keyword: Electric circuits, Alternating current - CA | Electricity, Geogebra, Complex

numbers.
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Capitulo 1
Introducao

Apos leitura dos relatos de alguns historiadores, pode-se afirmar que a construcao do
conjunto dos numeros complexos passou por diversos obstaculos e demorou uma média
de 300 anos para ser concretizado, cujo resultado foi a consolidacao das teorias referentes
aos numeros complexos.

O conjunto dos nimeros complexos, estd presente no estudo de matérias importantes
como a geometria, a trigonometria e a algebra, sendo que sua aplicagao é determinante
para o desenvolvimento das diferentes formas de tecnologia, porém, atualmente em relagao
ao aprendizado deste conjunto numérico, nao se consegue um rendimento satisfatorio na
maior parte de alunos do terceiro ano do Ensino Médio Integral no colégio Y Bacanga,
fato confirmado no relatério anual de notas da secretaria do colégio em mencao.

Entao, para melhorar o rendimento dos alunos, fazendo que os mesmos dediquem
realmente maior tempo ao estudo, surge a idéia de fazer com que as aulas ministradas
levem novos elementos de interagao aos alunos, como a utilizagao do software geogebra e a
aplicagao do contetido dos ntimeros complexos para analisar circuitos elétricos de corrente
alternada, vale lembrar que o assunto da corrente alternada é muito utilizado e estudado
atualmente.

Assim, espera-se que uma vez colocado em pratica a metodologia do estudo proposto,
os alunos saibam distinguir a grande utilidade que proporciona o estudo dos numeros
complexos e assim o nivel de aprendizado dos alunos melhore em forma significativa, uma
outra consequéncia, sera o aumento da participagao dos alunos, inclusive diminuindo a
evasao escolar.

Ainda para incentivar a participacao e discutir mais sobre as variaveis envolvidas,
mostra-se uma forma simples de calcular o consumo de energia em uma residéncia, o
objetivo disto é sensibilizar aos alunos em relacao ao consumo de energia, colaborando
desta forma também, com a conservacao e preservacao do meio ambiente, assunto muito

discutido no mundo globalizado atual.



Introducao 2

1.1 Historia dos nimeros complexos

Antes de definir propriamente o contetido dos nimeros complexos muito interessante
aos olhos dos matematicos e estudiosos em geral, apresenta-se como ocorreu a compreensao
dos mesmos contada pelos historiadores.(ver [10])

O matematico Diofanto (275 d.C.) construiu um triangulo com uma corda onde tinha
feito 12 nds equidistantes, cujos lados mediam 3, 4 e 5 unidades. Evidentemente o
triangulo era retangulo e cumpria o teorema de Pitdgoras: 3% + 42 = 52,

Se é um triangulo retangulo é facil verificar que a sua area é 6 unidades quadradas.

Com a mesma corda tratou de construir outro triangulo retangulo de forma que sua

area fosse 7 unidades quadradas. (ver figura 1.1)

,f!"-'(.lol ISR (CCLE

Figura 1.1: Triangulo de Diofanto

Fonte:www.estudiando-matematicas.blogspot.com - adaptado

Ele pensou assim: um cateto mediria x, como a area devia ser 7, o outro cateto seria
%, pois, a area do triangulo A = %, ou seja: 7 = %, de onde a = %, que é o
valor do outro cateto mencionado. A hipotenusa deveria cumprir o teorema de Pitagoras
e como a soma de seus lados deveria ser 12, entao se teriam as equagoes:

o (B = e (1)

T

14
v — +h=12 2)
X
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Finalmente de (1) e (2) ter-se-ia:

62— 43z +84 = 0

Cuja solugao Diofanto escreveu como:

43 £ /167 -1
Tr =
12

Mas nao conhecia nenhum nimero que elevado ao quadrado fosse igual a —1, entao, o
problema nao tinha solugao. Este problema gerado por Diofanto demoraria séculos para

ser resolvido.

No século XVI Raffaele Bombelli foi um dos primeiros em acreditar que os nimeros
negativos tivessem raizes quadradas. Mas, foi o filésofo e matemaético italiano Geronimo
Cardano e seus contemporaneos, que comecaram a determinar solugoes de equagoes que
incluiam as raizes quadradas de nimeros negativos.

Por exemplo, Cardano sugiriu que o ntimero real 40 podia ser escrito como:

(54 v—15)(5 — v/—15)

Leonhard Euler, matemaético suico, em 1749 fez uma grande contribuicdo com as
investigagoes sobre o teorema fundamental da algebra, que naquele periodo foi bastante
desenvolvido, na sua pesquisa sobre as raizes imaginarias de uma equacao, ele mostru que
se a++/—1 é raiz de uma equacao, entdo o mesmo acontece com a —+/—1, ou seja, se uma
equacao tem uma raiz complexa, ela possui a forma 22 + kx + r, em seguida ele mostrou
que se uma equacao é de grau impar, entao ela possui pelo menos uma raiz real e que
uma equagao de grau par, ou nao possui raizes reais ou possui pares de tais raizes e por
tultimo ele demonstrou que todas as raizes nao reais sdo da forma a + by/—1.

Uma outra contribuicao de Euler foi em 1777, quando introduziu o moderno simbolo

i? para —1 e formulou a expressao

que relaciona cinco dos nimeros mais importantes em matematica (e, m,,0 e 1).

Caspar Wessel deu uma explicacao a raiz quadrada de —1. Para isso utilizou um
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triangulo isésceles ABC, situado sobre o eixo de coordenadas (ver figura 1.2)

Triangulo isOsceles

AB=AC

B o) C

Figura 1.2: Triangulo de Caspar Wessel
Fonte: Autor

Aplicando o teorema da altura: (ver [1])

(OA? =0C.OB = (1).(-1) = -1
Entao:

(©4) = V-1

Esta ideia também sugerida por Jean-Robert Argand foi utilizada mais tarde por Gauss
para dar uma interpretagao geométrica aos nimeros complexos, em sua tese doutoral de

1799, onde ele demonstra seu famoso Teorema Fundamental da /flgebm.

O grande trabalho de Gauss (ver fig 1.3) foi demonstrar que todo polinomio nao trivial

com coeficientes complexos, tem pelo menos uma raiz complexa diferente de zero.

Desta demonstracao, facilmente pode-se deduzir que todo polinémio complexo de grau

n tem exatamente n raizes, nao necesariamente todas distintas.

Logo, todo polinomio complexo de grau n pode-se escrever como produto de n fatores

lineares complexos.
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Figura 1.3: Johann Carl Friedrich Gauss (1777- 1855)

Fonte: www.famous.mathematicians.com

_ 272 + 4p3 3 — 27¢* + 4p°
A férmula Tartaglia-Cardano =z = i/;q + —ql(;; Loy \S/TQ - ql(—); s

utilizada para resolver equacgoes ciubicas com o conceito de nimeros complexos é

considerada uma das contribuigoes mais significativas a algebra desde o método de

completar quadrados, desenvolvido pelos babilonios.

Esta férmula aplicava-se a resolucio da equagao cibica da forma a2+ pr?+¢ =0 (ver

apéndice A)

A partir disso os matemdticos percebem a riqueza da estrutura do conjunto dos

nimeros complexos e suas diversas aplicagoes em diferentes ramos das ciéncias.

1.2 Introducao ao Geogebra

O GeoGebra é um aplicativo de matemaética dinamica que combina conceitos de
geometria e algebra em uma tnica GUI - interface gréfica do utilizador - (ver Figura
1.4). A interacao é feita geralmente através de um mouse ou um teclado, com os
quais o usudrio é capaz de selecionar simbolos e manipuléa-los de forma a obter algum

resultado pratico. Sua distribuicao é livre, nos termos da GNU General Public License,
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e é escrito em linguagem Java, o que lhe permite estar disponivel em varias plataformas.

(https://www.geogebra.org 2015)

e | €2 hittps!//v. geogebra.org/ £ - @0 ceotetna | ‘ 0 ve 8
Ge@GebrO Materisis  Downloads Comunidade  Ajuda

ElNe

’ ify il bt

Navegue pelos

GEOGEBRA

a E SOFTWARE DE MATEMATICA MULTIPLATAFORMA QUE DA
A TODOS A OPORTUNIDADE DE EXPERIMENTAR AS

PERCEPCOES EX'[RAORDINARIAS
QUE A MATEMATICA TORNA
POSSIVEL

®,65%

EETEER

Figura 1.4: Geogebra
Fonte: https://www.geogebra.org 2015

O programa permite realizar construgoes geométricas com a utilizagao de pontos,
retas, segmentos de reta, poligonos etc., assim como permite inserir fungoes e alterar
todos esses objetos dinamicamente, apds a construcao estar finalizada. Equacgoes e
coordenadas também podem ser diretamente inseridas. Portanto, o GeoGebra é capaz
de lidar com varidveis para nimeros, pontos, vetores, derivar e integrar funcoes e ainda
oferece comandos para encontrar raizes e pontos extremos de uma fungao. Com isto, o
programa reune as ferramentas tradicionais de geometria com outras mais adequadas a
algebra e ao calculo. Isto tem a vantagem didatica de representar, ao mesmo tempo e em
um unico ambiente visual, as caracteristicas geométricas e algébricas de um mesmo objeto.
A partir da versao 5.0 também é possivel trabalhar com geometria em trés dimensoes.
(https://www.geogebra.org 2015).

O programa do software Geogebra foi idealizado e desenvolvido por Markus
Hohenwarter para ser utilizado em ambiente de sala de aula mais propriamente para
educagao matemdatica nas escolas. Markus Hohenwarter iniciou o projeto em 2001 na
University of Salzburg e tem continuado o desenvolvimento na Florida Atlantic University.

O Geogebra pode ser distribuido livremente com a GNU (General Public License).
Sendo que o download pode ser efetuado a partir da Internet de forma a obter as

versoes mais recentes da aplicacao. O link para o download pode ser encontrado na
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pagina principal do software www.geogebra.org. Este software é escrito em Java e assim
estd disponivel em miultiplas plataformas, por ser um programa de cdédigo aberto, ha
colaboracao de programadores de todas as partes do mundo no intuito de melhorar
o seu desempenho e a facilidade de utilizacao no ensino da matemdtica nas escolas.

(https://www.geogebra.org 2015)

Entre alguns recursos do Geogebra temos: (ver Figura 1.5)

e Planilha de célculo.
e Animacao automatica via seletores.

e Ferramentas: compasso, inversao de um circulo, conicas, método dos quadrados

minimos.
e Transferéncia de dados para a planilha de calculo.
e Comandos para funcoes e graficos estatisticos.
e Matrizes.
e Numeros complexos.
e Camadas e cores dinamicas.
e Conversao da construgao para o formato PGF /TikZ.

e Diferentes idiomas.
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T GeoGebra =3 >
Arquivo Editar Exibir Opcbes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
I Descricbes Algébricas =
A AB >
L4 V-/i Arredondamento - C el gl %
¥ Janelade Algebra | . oo

Tamanho da Fonte
Idioma

Avangado

Gravar Configuracdes
Restaurar Gonfiguracio Padréo

E-1
J-a
R-Z
J
34
2
14
o
2l
-z

Entrada

English (US)

English (UK)

English (Australia)

Estonian / Eesti keel

Filiping

Finnish / Suomi
French / Francais
Galician / Galego
Georgian f Jsmesmesn gBs
German / Deutsch

German (Austria) / Deutsch (Osterreich)
Greek/ EMnviKG
Hebrew / nau
Hindi / 7@ fwir
Hungarian / Magyar
Icelandic / islenska

Indonesian / Bahasa Indonesia
Italian / Italiano

Figura 1.5:

Recursos do Geogebra
Fonte: https://www.geogebra.org 2015




Capitulo 2
O conjunto dos niimeros complexos

Antes de definir o conjunto dos niimeros complexos, brevemente recapitula-se o avango
da utilizacao do conjunto dos ntimeros, desde os naturais até os complexos.

Quando se aprende a contar utiliza-se os nimeros naturais, por isso quando se fala de
conjuntos numéricos inicia-se pelo conjunto dos nimeros naturais (N) e vai-se ampliando
em forma progressiva segundo necessidade.

O progresso acontece até chegar ao conjunto dos niimeros reias (R) e observa-se como
este ¢ insuficiente.

Os numeros naturais (N) sao: {0,1,2,3,..} (O 0 é considerado natural).

Os numeros inteiros aparecem quando se faz operacoes do tipo 1 — 2, que nao tem

sentido no conjunto dos nimeros naturais (N).

Os ndmeros inteiros (Z) sao: {...,—2, —1, 0, 1, 2,...}
, . . ) C 1
Os numeros racionais aparecem quando precisa-se fazer divisoes da forma 3

. . . D
Os nimeros racionais (Q) sao da forma = onde p € Z , g € (Z — 0).
. . . q 7/ . . . . .
Isto significa que qualquer quociente de numeros inteiros cujo denominador seja
diferente de zero é um numero racional, sendo que os nimeros racionais também podem
ser escritos na forma de nimeros decimais.
Os ntuimeros irracionais sao os numeros decimais que nao sao racionais. Estes ntimeros

aparecem quando se calcula raizes do tipo v/2, V3, . ..

Para distinguir os irracionais dos racionais basta escrever em forma decimal. Neste
caso os numeros com infinitas casas decimais e que nao sao peridédicos sao irracionais, e
os restantes (os que tém um numero finito de decimais) sdo racionais.(ver [3])

O conjunto formado pela uniao do conjunto dos racionais e dos irracionais se denomina

reais (R), mas, aparecem problemas do tipo \/—1, e para serem ressolvidos surge a
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necessidade de ampliar o conjunto dos nimeros reais, chegando assim ao conjunto dos

nimeros complexos que representa-se por C.

Os objetivos especificos do estudo dos niimeros complexos entre outros sao os seguintes:

(ver [14])

Compreender o conceito de nimeros complexos.
e Interpretar e representar um numero complexo na sua forma algébrica.

e Interpretar e representar geometricamente um ntimero complexo no plano de

argand-gauss.
e Compreender e utilizar o conceito de igualdade de ntimeros complexos.
e Realizar operagoes com os niimeros complexos.
e Compreender o conceito de médulo e argumento de um niimero complexo.
e Representar a forma trigonométrica de um ntmero complexo.

e Realizar operagoes com nimeros complexos na forma trigonometrica, assim

como interpretar geometricamente os resultados dessas operacoes.

e Compreender e aplicar os conceitos que envolvam ndmeros complexos,

relacionando-os a geometria.

e Utilizar os conceitos que envolvem numeros complexos na resolucao de

situacoes problemas.

2.1 Definicao de nimero complexo

Para efeito de estabelecer uma definicao formal para um ndmero complexo, é
importante conhecer as propriedades dos nimeros reais, tais como: As 4 propriedades
relacionadas a adicao, as 4 propriedades relacionadas a multiplicacao e a propriedade
distribuitiva.(ver [9])

Um nimero complexo z é definido por um par ordenado (a,b) de ntiimeros reais, ou

também como
2= a-+bi com ab €R; i?=-1

A letra i que acompanha o valor de b denomina-se Unidade Imagindria.

Os numeros complexos obedecem as seguintes propriedades:
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Se dois nimeros complexos (a,b) e (¢, d) sao iguais, entao (a = ¢) e (b = d)

A adigao e a multiplicagdo dos nimeros complexos (a, b) e (¢, d) estao definidas como:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd,bc + ad)

Pode-se pensar no nimero complexo z = a + bi, como o ponto (a,b) do plano, cujas
coordenadas sao a e b, ou também como o vetor 07 de origem na origem O e extremidade

no ponto (a,b) (ver fig. 2.1).

@ s
o
] oz b
A
Q @
a

Figura 2.1: Numero complexo z
Fonte: Autor

Observa-se que um ponto no plano é representado por um par ordenado, o qual é
indicado por (a,b), onde a é o 1° elemento e denomina-se abscisa, b é o 2° elemento e
denomina-se ordenada.

O ponto (a,b) é chamado de imagem do par ordenado.

De modo geral, sendo = e y dois niimeros racionais quaisquer, ter-se-a que (z,y) #
(y, z).

Para o caso particular do ponto (2,5), serd correto afirmar que (2,5) # (5, 2)

Os numeros que formam o par ordenado sao chamados de coordenadas cartesianas.

No ponto A(3,5), os nimeros 3 e 5 sao as coordenadas do ponto A.

Exemplo 2.1. Dado o ponto E(4,3), pede-se para localizd-lo no plano.

Para localizar o ponto E solicitado, utiliza-se o software geogebra, obedecendo a

seguinte sequéncia:

1. Tragamos uma perpendicular ao eixo x, passando pelo ponto (4,0)
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2. Tragamos uma perpendicular ao eixo y, passando pelo ponto (0, 3)

3. O encontro das perpendiculares determina o ponto procurado E.

O resultado se observa na fig 2.2:

4 E=(43)

Figura 2.2: Localizagao do ponto E no plano
Fonte: Autor

Para os pares ordenados (a,b) em que a,b € R, valem as operacoes e as propriedades
dos numeros reais:

Como um ndmero complexo esta representado por um par ordenado, entao, as
operagoes de adicao, multiplicacao e divisao de niimeros complexos estao bem definidas,
isto quer dizer que pode-se operar com os numeros complexos da mesma forma que com
os numeros reias, apenas com o cuidado de tomar i = —1.

No ntimero complexo z = a + bi, dependendo dos valores de a e b, determinam-se os

seguintes casos particulares:

Se b = 0, entao, o nimero complexo z = a + 0 7, é considerado como um ntumero real.

Se a = 0, entao, o numero complexo z = 0+ b i, é considerado como Imaginario puro:

Tecnicamente o 0 (zero) é considerado como sendo um nimero imaginério puro, sendo
que podemos considera-lo como o tinico niimero complexo que ¢é tanto real como imaginério

puro, isto é:
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2.2 Representacao algébrica de niimeros complexos

O numero complexo z = (a,b) com a e b € R, representa-se em forma algébrica pela
seguinte expressao:

z = a + bi, onde,

a é a parte real de z e

b é a parte imagindria de z.

Exemplo 2.2. Dados os niumeros compleros z1 = 1+ 3t e 2o = 5 — 2i, pede-se para

identificar as suas partes real e imagindria.

Neste caso tém-se dois niimeros complexos para serem identificados, entao, utilizando
a definicao da representagao algébrica de um numero complexo, a identificagao é feita
apenas por simples inspecao.

i) Para o caso em que z; = 1 + 3i, a sua parte real e a sua parte imaginaria sao:
Re(z1)=1 e Im(z)=3
ii) Para o caso em que z; = 5 —2i, a sua parte real e a sua parte imagindria sao:

Re(z) = 5 e Im(z)= -2

2.3 Representacao geométrica de nimeros comple-

XO0Ss

Em 1806, o matematico francés Jean-Robert Argand apresentou geometricamente os
numeros complexos como pontos do plano, hoje conhecido como plano de Argand- Gauss.

Existe uma relacao biunivoca entre os pontos do plano de Argand- Gauss e um nimero
complexo qualquer z = a + bi.

Dado o ntimero complexo z = 3 + 2i, o ponto P(3,2) é a imagem de z e a sua

representacao geométrica mostra-se na figura 2.3.
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Eixo jmaginario
2@

Eixo real

. . &
Olo 1 > 3

Figura 2.3: Representacao geométrica do niimero complexo z
Fonte: Autor

O numero complexo z = 3+2 4 pode-se associar ao vetor 2, com um dos seus extremos

dados na origem do plano e o outro extremo no ponto P.

Interpretacao geométrica:

Com base na figura 2.4, apresentam-se as interpretagoes seguintes:

Eixo Jmaginario
©

P

Eixo real
; . O
(@] a X

Figura 2.4: Interpretagao geométrica do niimero complexo z
Fonte: Autor

i) A distancia entre os pontos O e P, conforme o teorema de Pitagoras, calcula-se com

a expressao:

0P = 1* = a® + 1P

Esta distancia é conhecida com o nome de médulo do nimero complexo z = (a,b), e
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denota-se por | z | ou r, cuja defini¢do segue no item 2.4.

ii) O argumento # é a medida do angulo formado pelo semi eixo OX e OP, e é medido

no sentido anti-horario partindo do semi eixo OX.

Desta forma, utilizando as relacoes trigonométricas, tem-se:

a b
cos = — e senf = -
T r

2.4 Mobdulo, conjugado e igualdade de numeros

complexos

2.4.1 Mobdulo

Existem duas formas de abordar o médulo de um ntimero complexo, ambas apontando
para a mesma defini¢ao, que é o comprimento ou a distancia do afixo do nimero complexo
(ponto P) até a origem do sistema de coordenadas.

Assim, 0 médulo do nimero complexo z = (a,b) é o nimero real

|z |= r =+Va?+b?

Geometricamente como visto anteriormente no plano de Argand-Gauss, o médulo do
ntimero complexo z corresponde a distancia da origem O ao ponto P(a,b)

Na figura 2.5 a seguir, mostra-se o médulo do nimero complexo z.

Eixo if'naginério P
: 1z =r
b
Eixo real A
®
(@] a

Figura 2.5: Médulo do niimero complexo z
Fonte: Autor
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Sendo que a expressao | z | = va? + b? é utilizada para representar o médulo de um

nimero complexo z qualquer.

Como utilizamos um numero complexo qualquer, a expressao obtida é valida para
qualquer ntimero complexo dado.
Assim, o médulo de um nimero complexo pode ser calculado algebricamente pela

expressao | z | e também pela representacao geométrica.

Exemplo 2.3. Dado o nimero complexo z = 3 + 2i, pede-se para determinar o seu

maodulo.

Neste caso, determina-se o médulo do niimero complexo utilizando a expressao para

o médulo | z | = va? + b2, isto é:

|2 |=V32+ 22 =V32+22 =413

Também, pode-se determinar um conjunto de pontos no qual as distancias até um outro
ponto dado, sejam iguais a um determinado valor numérico, ou um valor r qualquer.
Assim, representa-se no plano de Argand-Gauss, o subconjunto A do conjunto dos

nimeros complexos, onde, A =| z |=r com z € C

Fornecendo o valor r para o médulo de z, com z € C, tem-se:

z=x4+y,comzreycR

|z = r
le+yi| = r
VETE = 1

I2+y2 — T2

Analisando a expressao, observa-se que se trata da equacao de uma circunferéncia com

seu centro no ponto (0,0) e com raio r. (ver figura 2.6)
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Eixo imaginario

c::c2—|—y =7
Raio=r

o 'Eixo real

Figura 2.6: Circunferéncia com centro no ponto O e raio r
Fonte: Autor

2.4.2 Conjugado

Dado o ntimero complexo z = a + b 7, define-se como o conjugado de z, o nimero
complexo Z=a — bi

Geometricamente o conjugado z de z é representado pelo seu simétrico relativamente
ao eixo OX.

No plano complexo e utilizando o geogebra mostra-se na figura 2.7 o conjugado do

numero complexo z.

Eixo impaginario zZ — (a, b)
u
1 b
. ' Eixo re::—ll
a
- \%
“ z = (a, —b)

Figura 2.7: Conjugado do niimero complexo
Fonte: Autor
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Uma relacao entre os conceitos de modulo e conjugado de um ntumero complexo

qualquer é obtido da seguinte forma:

(a+ bi)(a — bi)
a® + b

25

Isto é, o produto de um numero complexo z, pelo seu conjugado Z é igual ao quadrado

do seu moédulo.

Algumas propriedades importantes em relagdo ao conjugado de um nimero complexo

sao:

Demonstracgao:

Sejam z; =a—+bi e zg=c+di

Entao:

i)

(21 + 22)

(z1 + 29)
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ii)

(21 . ZQ) = ((l + bl) (C + dZ)
= ac+ adi + bet + bdi?
ac — bd) + (ad + be)i

(

(ac — bd) — (ad + bc)i

(ac — adi — bd — bei)
= (ac — adi + bdi® — bci)

(ac — adi — bei + bdi*)

(a — bi)(c— di)

(a+bi) - (c+ di)

(21'2’2) = 7122

2.4.3 Igualdade

Dados os ntiimeros complexos z; = (a,b) e 2z = (¢, d),
eles sao iguais, z; = 25 se, e somente se, a =c e b=4d
Exemplo 2.4. Dada a equacao 2z + z = 9 — 121, pede-se para determinar o valor do

numero complexo z.

Para determinar o valor de z, considere-se o ntimero complexo z = a + bi, nestas

condicoes tem-se:

224+2z = 9—12%
2(a+bi)+ (a+bi) = 9—12i
3a+3bi = 9—12i

Igualando as partes reais e imaginarias, tém-se:
3a=9, logo a=3
3b=—-12, logo b= —4

Finalmente z = 3 — 44
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2.5 Operacoes de numeros complexos

Dados os nimeros complexos
z1 = a+ b e 2z = c+ di, apresentam-se as operagoes de adig¢ao, subtracao,

multiplicagao e divisao com a solucao de exemplos simples para melhor entendimento.

2.5.1 Adicao

A adicao de dois nimeros complexos é representado por um vetor, cujas componentes
sao as somas das componentes dos vetores representativos. Isto significa que a adi¢ao é
representada geometricamente pela diagonal principal do paralelogramo construido sobre

os vetores dados.

Para somar dois ou mais niimeros complexos, soman-se as partes reais dos nimeros
complexos e as partes imaginarias dos mesmos.

Ou seja:

21+ 20 = (a + bi) + (c+ di)

214 23 = (a+ bi + ¢+ di)

2+ 2= (a+c)+ (b+d)i

Exemplo 2.5. Dados os niumeros complexros uw = 2+ 3t e v = 3 + 2, pede-se para

determinar o nimero complezo w que represente a soma de u + v, isto é: (w = u+ v).

Utilizando a definicao de adi¢ao de niimeros complexos, tem-se:
w=u+v

w = (24 3i) + (34 29)

w=(2+3)+(3+2)i

w =25+ 5%

Utilizando o software Geogebra determina-se a somas de u+ v e o resultado se mostra
na figura 2.8, sendo que o resultado é o mesmo que o determinado pela forma algébrica,

ousejaw=1u-+v=>5+4 dH.
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v=3+2i
u=2+ 3i
w=v+u=5+5i

a = 45°

Figura 2.8: Soma de ntimeros complexos
Fonte: Autor

Assim, utilizando o Geogebra podem ser resolvidos quaisquer exemplos envolvendo
soma de numeros complexos, como também podem ser resolvidos utilizando a forma

algébrica.

2.5.2 Subtracao

Dados os ntiimeros complexos u e v, apresenta-se a interpretacao geométrica (ver fig

2.9) da diferenga destes dois niimeros complexos, especificamente, v — w.

Eixo inmaginario
A

Eixo real

Figura 2.9: Diferenga de nimeros complexos
Fonte: Autor
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Na figura observa-se que:

O_zzl—f-x@:@, ou

AB = OB - 04

Entao, a diferenca dos ntimeros complexos v — u é igual ao nimero complexo w,

calculado em forma algébrica, ou seja:
wW=v—u ou W= A§

Exemplo 2.6. Dados os nimeros complexos w = 3+ 2i e v = 2+ 41, pede-se para

determinar o numero complexo w = u — v.
Utilizando a definicao da diferenga de dois nimeros complexos encontra-se:
w=u—v=(3+2)—(2+4)
Realizando as operacoes entre as partes reais e as partes imaginarias, tem-se:

w = (3—2)+ (2 — 4i)

w=1-—2

Finalmente, o resultado da diferenca dos nimeros complexos é w=u—v=1—2¢

Este mesmo resultado ¢ encontrado utilizando o software Geogebra (ver fig. 2.10)

Igi kKo imaginapio

Eixo real
3 a4

Figura 2.10: Diferenca dos ntimeros complexos u e v
Fonte: Autor



O conjunto dos niimeros complexos 23

2.5.3 Multiplicacao

Na operacao de multiplicacdo deve-se ter em conta que %2 = —1.

Dados os niimeros complexos z; e zo, a operagao de multiplicacao ocorre da seguinte
forma:

21 - 29 = (a4 bi) - (c+ di)

21 - 29 = (ac + adi + bei + bdi?)

Agrupando os termos semelhantes, obtém-se:

21 - 29 = (ac=bd) + (ad + be)i

Exemplo 2.7. Dados os numeros compleros z1 = 2+ 2i e zo = 1 + 21, pede-se para

determinar o produto zq - zo.

Utilizando a definicdo de multiplicacao de nimeros complexos, dado anteriormente e

subsstituindo os valores, encontra-se,

21020 = (24 2i)(1+ 20)

2z = [2)(1) - 2)2)]+[2)(2) + (2)@))
2oz = 2—4)+(4+2)i=-24+6i
2129 = —24061

Na fig 2.11 mostra-se o resultado da operagao de multiplicacao para z; - zo utilizando
o software geogebra, observa-se que o resultado coincide com o encontrado em forma

algébrica realizado anteriormente, ou seja: z; - 2o = —2 + 67

Eixolimaginario

Eixo real

Figura 2.11: Multiplicagao de niimeros complexos
Fonte: Autor
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Na entrada de dados do software Geogebra definem-se os niimeros complexos z; e 2o
e em seguida, se define o nimero complexo w, como sendo igual a 27 - 29, 0 resultado é o

mostrado na figura anterior.

Exemplo 2.8. Dados os niumeros compleros zo = 1+ 21 e z3 = 2 — 1, pede-se para

determinar o produto zo - 23.

Neste caso tem-se: zp - 23 = (1 + 2i)(2 — 9)
Realizando as operagoes algébricas indicadas, segue,
2923 = (1+2i)(2—1)

2= [(1)(2) = 2)(=1)] + [(1)(=1) + (2)(2)]

2o 23 =(24+2)+ (—1+4)i

zy + 23 = 4 + 3i, onde finalmente encontra-se:

2923 =4+ 3i

z

[\

2.5.4 Divisao

Para realizar a divisao de dois nimeros complexos utiliza-se o conceito de conjugado
de um numero complexo.

Como visto anteriormente, o conjugdo de z =a+bi, é zZ=a — bi

Assim, a operacao de divisao para numeros complexos é definida como:

Z1 Z1 - 29

2 Zo - Z9

2 (a+ bi) - (c — di)
2o (c+di)- (c—di)

Exemplo 2.9. Dados os nimeros compleros zy = 5+ 4i e zo = 1 + 21, pede-se para

. ~ |
determinar o resultado da operagao de divisao —.
22

Utilizando a definicao de divisao de numeros complexos, dado anteriormente e
substituindo os valores dos niimeros dados, encontra-se:

A 544 (544i)(1 - 20)

o 1+2 (14 2i)(1—2)

Para um melhor entendimento, os calculos do numerador e do denominador sao feitos
em forma separada.

Na multiplicagao dos numeradores:

(5+4i)(1—2i)=1[5-1—4(=2)]+[6(—2)+ 1.4]i = 13 —4i
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Na multiplicacao dos denominadores utiliza-se a expressao da diferénca de quadrados,

com i? = —1, de onde resulta:
z-Z=(a+bi)(a—bi)=a*+ b

Assim, (14 2i)(1 —2i)=12+2%2=5

Finlmente encontra-se:

2 (5+40)(1 - 2i)

o (1+20)(1— 20)

a 13— 4i
z9 B 5

Z1 13

—_ = — — =
Z9 5 5

z
Utilizando o software geogebra determina-se o resultado de ZL ¢ mostra-se na figura

2.12, cujo resultado é igual ao determinado em forma algébrica.

Eixo|limaginario

Z5

Eixo real

Zq

Z1

=z2

4

Figura 2.12: Divisao de niimeros complexos

Fonte: Autor

Para encontrar o resultado, na entrada de dados do software Geogebra definem-se os

nimeros complexos z; e 25 e em seguida, define-se o niimero complexo w, como sendo

. <1 . .
igual a —, o resultado é o mostrado na figura acima.

Z9
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2.5.5 Potenciacao

A operagao de potenciacao de um numero complexo, segue a mesma forma que
a multiplicacao de polindmios, apenas tendo cuidado para o fato das poténcias de ¢

obedecerem a sequéncia abaixo:

Exemplo 2.10. Dado o nimero complexo z = 2 — 2i , pede-se para determinar z°

Para determinar o valor de 2% utiliza-se as propriedades da poténcia, onde,

A = (2-20)°
[(2-2)? ]
[2%-2-2-(20) + (20)°
= [4-8i + 4i*]°
[4-8i +4(-1))?
[4-8i-4]?
[-8

i’
= 512

= 512(-)
25 = 512

Finalmente, o resultado é 2% = 512i.

Apoés andlise das operacoes realizadas com os numeros complexos, apresentam-se as

seguintes propriedades, muito utilizadas em diferentes areas de estudo.(ver [9]

Dados os nimeros complexos z, w e t, verifica-se:
a) z+ (w+t) = (z+w)+t (Associatividade da adi¢ao)
b) z4+ w =w+ z (Comutatividade da adi¢ao)

¢) 0+ z = z (Elemento neutro)
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d) 24 (—=z) =0 ( Elemento oposto)

e) z(wt) = (zw)t (Associatividade da multiplicagao)

f) zw = wz (Comutatividade da multiplicagao)

g) 1z = z (Elemento unidade)

h) 227! =1 (Elemento inverso) com z # 0

i) z(w +t) = zw + zt (Distributividade da multiplicagdo em relacao a adigao)

Estas propriedades estao demonstradas com maiores detalhes no apéndice B.

2.6 Forma trigonométrica de niimeros complexos

Sabe-se que todo nimero complexo possui forma geométrica igual a z = a + bi, onde,

a é conhecida como a parte real de z e b é conhecida como a parte imaginaria de z.

Da interpretagao geométrica dada em 2.3, os pontos do plano definem-se também em
funcao de suas coordenadas polares r e #, e todo nimero complexo z pode-se escrever na
forma: z = r(cosf + isend), onde,

r=|z| é omddulo de z (distancia da origen do plano complexo ao ponto P) e

0 é o argumento do nimero complexo z (angulo entre o eixo real 0% e op em sentido

anti-horério)

A expressao z = r(cos @ + isenf) é conhecida como a representagao trigonométrica ou

polar do nimero complexo z (ver figura 2.13)
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Eixo jmaginario P=— (v, b)

bl=r sen ©

Eixo real

O
X

T

a=rcos©

Figura 2.13: Representagao trigonométrica do nimero complexo z
Fonte: Autor

Da figura, tém-se:
a b

cos = — e senf = —, ou de outra forma:
r r

a b
cos = — = a=r.cosf e senf = — = b = r.senf
r r
Substituindo os valores de a e b no nimero complexo z = a + bi, e ordenando os
termos, encontra-se:

z=r cosf +rsenf i => z =r (cosf + i send).

Agora, substituindo o valor de # na expressao anterior pelo valor (6 4+ 2kw), onde k é
um numero inteiro positivo, obtém-se:
z = r(cos(f + 2km) + i sen(f + 2km)), aqui, os valores de (0 + 2k7) s@o os argumentos

que podem ser atribuidos ao nimero complexo z.

Para o produto de dois niimeros complexos na forma polar, tem-se:

Sejam os numeros complexos z = r(cos + isend) e w = s(cosp + isened) na sua forma
polar ou trigonométrica, entdo o produto (em forma polar) estd dado pela expressao.

2w = rs(cos(6 + ¢) + isen(d + ¢)), onde,

O modulo de zw é o produto dos modulos de z e w

O argumento de zw ¢é a soma dos argumentos de z e w

Exemplo 2.11. Dado o nimero complexo z = 3 + 3i, pede-se para determinar o seu

modulo e o seu argumento e representd-lo na forma trigonométrica.
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Utlizando as expressoes determinadas anteriormente, primeiro encontra-se o moédulo
de z e em seguida o argumento, isto é:
e lmr= VBT R = VI8 =33

Para o argumento, tem-se:

cosf =2 = 3 = 1
ro3v2 V2
senf) = 9 = 3 = L
o322
Observando que cos € = senf) = L, segue entao que, 6 = E, ou 0= T + 2km
V2 4 4

Assim, substituindo os valores de | z | e 0 encontra-se a forma trigonométrica de z

z= 3\/§(COS<%) +i sen(%)), ou também:

z = Sﬁ(cos(% + 2km) +i sen(% + 2km))

A forma trigonométrica é de grande utilidade em célculos envolvendo operacoes de

multiplicagao, potenciacao e radiciacao de niimeros complexos.

Apresetam-se duas importantes expressoes que sao consequéncias da andlise anterior

e cujas demonstracgoes sao faceis de fazer.

cos(z + g) = —sen(z)

sen(z + g) = cos(z)

Apresenta-se uma analise detalhada sobre o comportamento do produto de dois
nimeros complexos unitarios, isto é, cujos modulos sao iguais a 1.

Sabe-se que os numeros complexos unitarios, estao representados por pontos

localizados no circulo de raio igual a 1.
Assim, dado o nimero complexo unitario wy = (cosf; + isend;) e multiplicando w,

por i, encontra-se:

iw; = i(cosb + isend)
iw; = —senf; +icosb,

iw; = cos(f; + g) + isen(0; + g)
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Conclui-se que multiplicar um ntimero complexo unitario por ¢, significa efetuar no ponto

. , cL s ~ .. 7T .
w; localizado no circulo unitario, uma rotacao positiva de 5 radianos.
Seja we = cos By + isenfly um outro ponto no circulo unitario, entao:
wywe = wi(cos by + isendy)

W1Wy = Wy cos By + 1wisends

Observa-se que o vetor que representa wyws é a soma dos vetores perpendiculares

cos Bow; e i senfhw;

Tomando um sistema de coordenadas xOy cujo eixo Ox coincida com o vetor Owy,

obtém-se que o angulo de w; com wyws, € 5.

Conclui-se que multiplicar dois niimeros complexos unitarios wiwsy, geométricamente
significa dar a um deles uma rotacgao positiva de angulo igual ao angulo do outro niimero

complexo. (ver figura 2.14)

Figura 2.14: Trigonométrica do produto dos complexos w; e ws
Fonte: Autor
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Para o caso onde os ntimeros complexos sejam nao unitarios, tem-se:
21 =riwy e zg = rowy, com |wy |=|wy |=1
Entao para o produto dos ntimeros complexos z12o encontra-se:

2122 = T1Wi1TraWs

2122 = TMrwiws

Isto quer dizer que multiplicam-se primeiro os nimeros complexos unitarios wiwsy € o

resultado multiplica-se pelo valor 17

Utilizando o conceito de nimeros complexos, pode-se verificar também o teorema sobre
as féormulas de adicao da trigonometria dadas abaixo:
cos(z + y) = cosx cosy — senxseny

sen(z +y) =senzcosy + senycosz, com 0 <z <21 e 0 <y <2rw

Demonstragao:

Sejam os nimeros complexos w; € wy

w1 = cosT + isenxr €

Wy = CcOS Y + iseny

Considerando a interpretacao anterior, sobre o produto de dois niimeros complexos, o
produto wyws pode ser obtido do nimero complexo w; dando a ele uma rotagao positiva
igual ao angulo ¥, ou seja:

wywy = cos(z + y) + isen(z +y) (a)

Por outro lado, o produto de w; com w,, é:
wywe = (cosx + isenz)(cosy + iseny)

wiwy = (Cos T cos Yy — senxseny) + i(senx cos y + seny cos x) (b)

Igualando as partes reais e as partes imagindarias de (a) e (b), encontra-se:

cos(x +y) = cosxcosy — senrseny

sen(z +y) = senxcosy + seny cos T

Ficando demonstrado assim, o teorema sobre as férmulas de adicao de angulos da

trigonometria.
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Uma outra consequéncia da multiplicacao de nimeros complexos é a expressao

conhecida como féormula de De Moivre, cuja expressao é:
(cos x + isenx)™ = cos(nz) + isen(nx), com n positivo.

Isto significa que multiplicar o nimero complexo unitario w = cosz + isenx por si
proprio n vezes, equivale a dar ao niimero complexo n rotagoes sucessivas igual ao valor

do angulo x.

Observacao
Considerando o circulo unitario C' como um subconjunto C' = {z € C,| z |= 1} do
plano complexo, pode-se verificar a aplicacao.
E(x +y) = cos(z + y) + isen(z + y)
= (cosz + isenx)(cosy + iseny)
— () E(y)

Aqui, F é uma funcao complexa, que se comporta como uma exponencial. Foi o

matematico Euler que fez a seguinte definicao:

e = cosx + isenx



Capitulo 3

Relacao entre os niimeros complexos

e a eletricidade

O cientista alemao Hermann Von Helmholtz (1821-1894) foi o pioneiro na aplicagao
dos nimeros complexos a teoria de circuitos elétricos.

A aplicacdo dos nimeros complexos na andlise de circuitos elétricos de corrente
alternada foi disseminada nos Estados Unidos por Arthur Edwin Kennelly(1861-1939)
e Charles Steinmetz (1865-1923) com auxilio de Julius Berg (1871-1941).

Arthur Edwin Kennelly admitiu o termo Impedancia e o conceito de numeros
complexos para os componentes dos circuitos elétricos de corrente alternada e foi seguido
por Steinmetz. Desde entao, os nimeros complexos passaram a ser fundamentais no
desenvolvimento da Engenharia Elétrica, enquanto ramo cientifico (ver [11]).

Em circuitos elétricos de corrente alternada em residéncias, as grandezas elétricas sao

analisadas utilizando os niimeros complexos o que facilita muito os calculos.

A relacao V = R - I, estudada na Fisica do ensino médio cujas variaveis representam
as grandezas:

V. Tensao (volt)

R: Resisténcia do condutor (ohm)

I: Intensidade da corrente (Ampere), e que utilizam os nimeros reais, torna-se:
U=7-1

Onde:
U é diferenca de potencial (tensdo)
Z é a impedancia (resisténcia) e

I é a intensidade de corrente (variacao de cargas elétricas em fun¢ao do tempo)

33
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Em circuitos de corrente continua a resisténcia elétrica expressa o impedimento da
passagem da corrente elétrica, ja em circuitos de corrente alternada, além do efeito
resistivo, existem outros efeitos que influenciam na passagem de corrente no circuito, tais
como a indutancia gerada nos circuitos que contém bobinas, a capacitancia cuja variavel
aparece em circuitos que contém capacitores, entre outros dispositivos conhecidos como
filtros.

Na anélise de circuitos de corrente alternada utiliza-se a impedancia complexa, que usa
maiormente as propriedades da potenciacao dos nimeros complexos, isto, para facilitar e
simplificar a analise de problemas que envolvem tensoes e correntes, porque elas variam
senoidalmente. Na verdade o valor real tanto da tensao como da corrente correspondem

a parte real do nimero complexo.

O conceito de impedancia é a razao entre os valores complexos da tensao e da
intensidade de corrente cujo resultado também é um ndmero complexo, seu modulo é
igual a impedancia real e o argumento é igual a diferenca de fase entre a corrente e a

tensao, sendo que o valor do argumento (dngulo) pode ser positivo ou negativo.
A impedancia de um circuito possui trés componentes:

Zg: Componente resistiva da impedancia ou apenas resisténcia (R)
Zr: Componente indutiva da impedancia ou reatancia indutiva (X)

Zc: Componente capacitiva da impedéancia ou reatancia capacitiva (X¢)

Em circuitos de corrente alternada tem-se a grandeza denominada frequéncia, que

pode ser linear ou angular, a frequéncia linear é medida em (Hz), é representada por f

, . , . . , : rad,
e é igual ao nimero de ciclos por segundo; a frequéncia angular é medida em (—), é
s

representada pelo simbolo w e é igual a taxa de variacao da fase da corrente.

A relacao entre a frequéncia linear e a frequéncia angular é:

w=2rf

Para que nao houvesse confusao entre ¢, simbolo da corrente elétrica e ¢, unidade
imaginaria, a assosiacao americana de engenheiros acordou utilizar a letra j para
representar a unidade imaginaria 7, isto é, a expressao algébrica que representa o nimero

complexo a + b, passa a ser da forma a + bj.
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Além disso, adotaram a notacao:
| W | £0  para a forma trigonométrica | W | (cos € + jsenf) do nimero complexo W.

Ouseja: W = | W | (cosf+ jsend) = |W | £0

Para um melhor entendimento, apresenta-se um resumo das formas de representacao
de um numero complexo, em relagao as componentes das varidaveis que fazem parte do

estudo dos circuitos de corrente alternada:

Forma cartesiana: Fx + jEy
Forma trigonométrica ou polar : | E | (cosd + jsenf) = | E | £ 6

Forma Exponencial: e/

Todas estas formas representam um mesmo nimero complexo e partindo de qualquer
uma delas chega-se a outra, ou seja, pode-se realizar a transformacao da forma polar para

a forma cartesiana e vice-versa.

Na figura 3.1 apresenta-se o niimero complexo E':

i E
|[Eixo imaginario

|E

Ey

Eixo real
@—1

Figura 3.1: Formas de representacao de um nimero complexo
Fonte: Autor

Na figura, associam-se as trés componentes da poténcia elétrica, cujas denominacoes

sao as seguintes: (ver [10])

Ex — Parte Real = P (Poténcia ativa, é a que realiza trabalho)(eixo real z)
FEy — Parte imaginaria = ) (Poténcia reativa, é a poténcia consumida) (eixo

imaginario ¥)
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| E |— Médulo = S (Poténcia aparente, poténcia total fornecida pela fonte)

6 —s Angulo = (angulo de fase entre a tensdo e a corrente)

E
O angulo 6 ¢é a relagao entre as poténcias reativa e ativa, sendo que 6 = arctan E_y
x

3.1 Grandezas da corrente alternada

A corrente alternada, conhecida como CA ¢ a corrente elétrica cujo sentido varia ao
longo do tempo, ao contrario da corrente continua CC cujo sentido permanece constante
no tempo. A forma de onda usual em um circuito de poténcia com CA é senoidal por ser a
forma de transmissao de energia mais eficiente. A fonte da corrente alternada é composta

por fases e algumas vezes pelo fio neutro.(ver [1])

Dentre as muitas grandezas utilizadas no estudo da corrente alternada, serao descritas
as mais importantes, descrevendo em forma detalhada o seu comportameno e a forma

como elas sao calculadas utilizando os niimeros complexos.

3.1.1 Impedancia (2)

A impedancia é representada pelo nimero complexo Z = R + j.X,

ou na forma polar Z = p(cos + jsenl), com j?= —1, onde:

6 é o angulo (argumento) de defasagem entre a tensao aplicada e a corrente no circuito.
p € o modulo de Z.
R é a resisténcia e

X é a resultante das reatancias indutivas (X ) ou capacitivas (X¢) do circuito.

Para realizar calculos com a impedancia e com a corrente é necessario primeiro
transformar a sua representacao para a forma polar facilitando assim as operacoes de

multiplicagao e divisao.

Igual para realizar cédlculos com a tensao e com a impedancia também é necessario

verificar que a sua representacao seja a forma polar.

Observa-se que sendo conhecidos R e X ou X¢, facilmente determina-se o valor
de Z:
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Exemplo 3.1. Dados os valores de R = 5 Ohms e Xp = 10 Ohms, pede-se para

determinar o valor da impedancia.

Substituindo os valores de R e X em p e 6, tem-se:

p=+/R2+(X)?=+52+102 =25+ 100 = 11,18

X 1
0 = arctan fL = arctan 30 = arctan 2 = 63, 4°

Logo: Z =11,18 £ 63,4°

O valor da impedancia significa que a resisténcia equivalente do circuito é de 11,18 €2

e o angulo de 63,4° indica a defasagem entre as formas de onda da tensao e da corrente.

Sabendo que U = Z - I, pode-se multiplicar a impedancia pela corrente ou dividir a

tensao pela impedancia também.

3.1.2 Tensao (U) e corrente (I)

As grandezas elétricas tensao e corrente geralmente sao dadas na forma polar,
sendo necessario transforma-las para a forma cartesiana, quando seja necessario realizar

operagoes entre correntes, entre tensoes ou entre correntes e tensoes.

Exemplo 3.2. Dada a corrente I = 30 £ 45° Amperes, pede-se para representd-lo na sua

forma cartesiana.

Observa-se que a corrente neste caso esta escrita na forma polar, entao, para
trasnformé-la na forma cartesiana, utiliza-se as relagoes da forma trigonométrica dos
numeros complexos, ou seja, a corrente serd transformada para a forma complexa

cartesiana [ = I, + j1I,

Como o angulo 6 = 45° segue:

I, =30 cosf = 30 cos 45 =30 - 0,787 = 23,61 amperes (componente no eixo x)
I, = 30 senf = 30 sen 45 = 30 - 0,787 = 23,61 amperes (componente no eixo y)

I =30 £ 45° Amperes (forma polar)
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I =23,61 + 523,61 amperes (forma cartesiana da corrente)

Esta corrente pode somar-se com outras correntes, que também estejam na forma

cartesiana.

3.1.3 Poténcia ( P)

A poteéncia é representada pelo nimero complexo P = P + j @), ou

P = p(cosf + j senf)), com j? = —1, onde,

p = S é a poténcia total (poténcia aparente) fornecida pela fonte (a unidade é o
Volt-Ampere VA).

0 é o angulo de defasagem entre a tensao e a corrente.

P ¢é a poténcia real ou ativa, a que realiza trabalho (a unidade é o Watt).

() é a poténcia consumida por reatancias (indutivas, capacitivas ou outros dispositivos)
no armazenamento de energia magnética ou elétrica para o devido funcionamento do

sistema elétrico. (a unidade é o Volt-Ampere reativo - VAr).

O valor do cos @ (fator de poténcia) é importante na determinagao do aproveitamento

de energia que esta sendo gasta.
Como mencionado anteriormente, na corrente alternada existem trés poténcias:

A poténcia aparente (S5) é o médulo do vetor poténcia.
A poténcia ativa (P) é a componente real do vetor poténcia e

A poténcia reativa (Q)) é a componente imaginaria do vetor poténcia.

Na literatura técnica elétrica ou em manuais de fabricantes é comum encontrar somente
a poténcia ativa (Watts) e o cos @ para os motores elétricos, ja para os eletrodomésticos,
geralmente no manual esta especificado o consumo de energia mensal (kWh / més).
Estes valores sao aproximados, o valor real depende das condicoes de utlizacao do

eletrodoméstico considerado.

Na figura 3.2 mostra-se as especificacoes técnicas de uma geladeira da marca
Electrolux, onde observa-se que o valor de consumo de energia é de 43,6 kW h/ més, mas,
isto nao significa que a geladeira ligada durante um meés terd um consumo de 43,6 kWh,

e sim, como dito anteriormente o valor é apenas aproximado, sendo que o custo real



Relacao entre os niimeros complexos e a eletricidade 39

dependera das condigoes de utilizacao do eletrodoméstico.

Energia ictica) "™

Fabricante Electrolux do Bras SA
Marca & Electrolux
Tipo de degelo Automésico
Modelo /tenséo(V) DF36AM127V

Mais eficiente

[—.

B> ﬂ
e
__ D>
I (B
Menos eficiente

CONSUMO DE ENERGIA (kWh/més) 43 6
’

adotads no beste dima tropicall

Volumes: compartimento refrigerado (¢) 2470
compartimento do congelador (¢ ) 63,0
total do refrigerador () 3100
Temperatura do congelador (°C) -18
Capacidade de congelamento (kg/24h) 4.0
Tempo maximo de conservacio s/energia (h) 10

Ragulamanto: Especilon Para Uso da Etiquets Nacional do Conservacho de Erangia

Linha do Rairigeradones o Assemethads - RESPIO01.REF T
L des de lacho e recomend: de uso. leia o Manual
do aparetho.
. PROGRAMA DE COMBATE
‘_;:1}/' PROC E AD DESPERDICIO DE ENERGIA ELETRICA INMETRO

IMPORTANTE: A REMOGAO DESTA ETIQUETA ANTES DA VENDA ESTA
EM DESACORDO COM O CODIGO DE DEFESA DO CONSUMIDOR

Figura 3.2: Especificagao técnica de uma geladeira
Fonte: Autor

Alem do consumo de energia do eletrodoméstico (geladeira) observa-se também o
volume de materiais que podem ser armazenados para conservacao € o tempo maximo
que o equipamento consegue se manter sem energia. Estes dados sao muito importantes
para conseguir uma boa performance no funcionamento da geladeira.

Para o caso de motores elétricos, onde sao fornecidos a poténcia ativa P e o cosseno
do angulo, os dados nao correspondem nem a forma polar e nem a forma cartesiana e sim

a um hibrido das duas formas.
Para estes casos, como se tem a parte real da forma cartesiana e o coseno do angulo
da forma polar, o primeiro passo é encontrar a forma polar completa para P, isto é feito

utilizando a relacao P = S cos¥.

Para transformar da forma polar para a forma cartesiana utiliza-se a relagao:

P=5-cosf, dai S =

com 6 = arc cos (cost dado ).
cos 6
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Para achar @), utiliza-se a relacao ) = S - sen 0

Uma vez determinadas a forma polar e a forma cartesiana da poténcia P, podemos
soma-la com outra poténcia, dividi-la pela corrente para encontrar a tensao, entre outras

operagoes que servem para determinar as grandezas da corrente alternada CA.

Em corrente alternada CA, todas as grandezas sao representadas por numeros

complexos e associam-se a um vetor, assim:

Z —impedancia.

R —resisténcia.

X —reatancia.

V' —tensao.

I —corrente.

S —poténcia aparente.
P —poténcia ativa.

() —poténcia reativa, etc.

Destaca-se o fato que as grandezas R(Ohms) e P (Watts) sdo vetores com angulo igual
a zero (0°) e
X (Ohms) e @ (VAr) sao vetores com angulo # 0°

3.2 Aplicagcao dos nimeros complexos a circuitos de

corrente alternada

Para facilitar a analise de circuitos elétricos de corrente alternada CA, utiliza-se a
teoria dos nimeros complexos e suas propriedades, porque as operacoes realizadas entre
as grandezas da corrente alternada CA ficam bem simplificadas, principalmente porque
as equacoes diferenciais lineares, transformam-se facilmente em equacoes ordinarias, isto,
porque as grandezas como a tensao e a corrente, variam senoidalmente.

Para efeito de estudo apresentam-se neste trabalho, trés tipos de circuitos: Circuito
puramente resistivo, circuito puramente capacitivo e circuito puramente indutivo, porém,
na pratica é impossivel ter um circuito apenas com uma carateristica, sendo que todo
circuito em geral é uma combinacao de resisténcias, capacitores, indutores e outros

dispositivos, sendo que a analise é semelhante.
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3.2.1 Circuito puramente resistivo

Na figura 3.3 apresenta-se um circuito elétrico de corrente alternada puramente

resistivo.

ASY R

Figura 3.3: Circuito puramente resistivo
Fonte: Autor

Neste caso, o resistor estd submetido a uma fonte de corrente alternada, cuja forma é:

U = U,cos(wt +6), onde, w é a frequéncia angular e ¢ é a diferenca de fase entre a
voltagem e a corrente.

A intensidade da corrente (I) que flui através da resisténcia (R) é calculada utilizando

a relagao da lei de Ohm.
==
R
I= % cos(wt + 0)

I = Iy cos(wt + 9), onde:

U, ¢é o valor da amplitude da tensao.

1, é o valor da amplitude da corrente.

Para circuitos puramente resistivos a tensao e a corrente variam cossenoidalmente

durante o tempo e nao existe diferenca entre as fases, entao, a amplitude da corrente Iy,
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esta dada por:

Neste circuito a poténcia instantanea dissipada no resistor é dada por:

P=U-I

U2
P = EO cos®(wt + )

E o valor da poténcia média dissipada em um ou mais periodos completos é:

2
med —/ EO wt—i— (S)d

2
Pmed = 1%
2 R
Aqui T representa um periodo completo ou mais periodos, a poténcia média é diferente
de zero para qualquer valor w, ou seja, um resistor sempre vai dissipar a mesma poténcia
elétrica independente da frequéncia ainda que no circuito a tensao e a corrente variem no
tempo.
O modulo da impedancia do circuito estda dado pela razao entre o valor da amplitude

da tensao (u,) e o valor da amplitude da intensidade da corrente (1), isto é:

sendo que para este tipo de circuito a impedancia é simplesmente a resisténcia do

mesmao.

3.2.2 Circuito puramente capacitivo

Na figura 3.4 apresenta-se um circuito elétrico de corrente alternada puramente
capacitivo.
Neste circuito o capacitor estd submetido a uma fonte de corrente alternada, cuja

diferénca de potencial é da forma:

U ="U,cos(wt+9)
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(=]

--)u B ==

Figura 3.4: Circuito puramente capacitivo
Fonte: Autor

A carga acumulada no capacitor é ¢ = g, cos(wt + 9), onde
q = CU,

aqui g representa a quantidade de carga que atravessa o circuito em um determinado
intervalo de tempo cuja unidade é o Coulomb (¢) e C' representa a capacitancia do
capacitor, cuja unidade é o Farad (F)
A intensidade da corrente que flui no circuito, calcula-se utilizando a expressao,
_dq

I= i —wCUpsen(wt + 6)

I = Iycos(wt + 6 + g)

Neste circuito a tensao e a corrente variam no tempo e estao defasadas por um angulo
de 90° ou g rad. Em circuitos puramente capacitivos a corrente é adiantada em relacao a
tensao (Quer dizer que o pico de corrente ocorre antes do pico de tensao) e a sua amplitude
esta dada por Io = wCUj, a explicagao é a seguinte:

Quando o capacitor descarregado é ligado, a corrente é maxima e a tensao é minima
e a medida que o capacitor fica recebendo carga, a corrente diminui e a tensao aumenta,
apdés um intervalo de tempo suficientemente necesséario para o capacitor ficar totalmente

carregado a corrente é zero e a tensao ¢ maxima.
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Neste circuito a poténcia dissipada esta representada pela expressao:
P=U-1

P = —CU;(cos(wt + 6)(sen(wt + §)

E o valor da poténcia média dissipada em um ou mais periodos completos é:

1 /7
Pred = C’Ugf/ sen(wt + 0) cos(wt + J)dt
0

1 T
Prea = ECUg/ sen (2wt + 20)dt
0

Pmedzo

Neste circuito a poténcia média dissipada é sempre nula para qualquer valor de w. Ou
seja, um capacitor nao dissipa poténcia, ele armazena energia eletrostatica durante uma
parte do ciclo e a fornece durante a outra parte, de modo que o fluxo médio é nulo.

O médulo da impedancia do circuito é dada pela razao entre os valores maximos da

tensao (Up) e da corrente (Ip), ou seja:

7 =Xc
Uo
7 =22
Iy
1
7=
wC

Entao, a impedancia capacitiva X é inversamente proporcional a frequéncia da tensao

sendo que no limite da tensao a impedancia vai ao infinito, ou seja, nao ha corrente.
Realmente, na pratica, quando um capacitor ¢é ligado a uma fonte de tensao, ele se

carrega em forma rapida, até alcancar a tensao da fonte quando entao a corrente deixa

de circular.

3.2.3 Circuito puramente indutivo

Na figura 3.5 apresenta-se um circuito elétrico de corrente alternada puramente

indutivo.

Neste circuito de corrente alternada o indutor esta submetido a uma forca eletromotriz
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Figura 3.5: Circuito puramente indutivo
Fonte: Autor

da forma:

U = U, cos(wt + 6)

Neste caso, em qualquer instante, a queda de tensao no indutor é proporcional a razao
da variacao da corrente em funcao do tempo, assim, a diferenca de potencial estd dada

pela seguinte expressao,

dI
U=L"
dt

U = U, cos(wt + ¢),

onde L é a indutancia do circuito, cuja unidade é o Henry (H)

A intensidade da corrente que flui no circuito, calcula-se utilizando,

I= %/cos(wt—kc?)dt

I= %sen(wt +0)+C

IzIocos(thr(S—%)—l—C'

Aqui, a tensao e a corrente variam periodicamente no tempo e estao defasadas por
o 7T . . . . ,
um angulo de 90° ou 5 rad. Em circuitos puramente indutivos a corrente é atrasada em

relacao a tensao, a explicagao é a seguinte:
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Quando o indutor é ligado ao circuito é como se ocorre-se um curto-circuito e a corrente
tende a aumentar rapidamente (maxima taxa de variacdo) e aparece uma tensao nos
terminais do indutor de modo a impedir que a corrente estabeleca o equilibrio eletrostatico
no circuito, conforme o tempo passa, a forga eletromotriz da fonte faz com que a corrente
alcance em forma lenta um ponto de equilibrio e a tensao nos terminais do indutor seja
nula.

O pico de maxima tensao no indutor ocorre antes da maxima corrente, porque como
se sabe das explicagoes anteriores, a corrente esta atrasada em relagao a tensao.

A poténcia média dissipada no circuito puramente indutivo, também é nula para
qualquer valor de w, devido a que o indutor armazena energia magnética durante uma
parte do ciclo e fornece essa energia na outra parte do ciclo.

O modulo da impedancia do circuito é a razao entre Uy e Iy, ou seja:

Uo

Z:XL:_[_
0

Z =wlL

A impedancia neste circuito aumenta com a frequéncia. Um indutor real é composto
por muitas voltas de fios enrolados e possui além da indutancia, uma resisténcia. Na
pratica, toda indutancia vem sempre acompanhada de uma resisténcia, mas, atualmente
isto nao é mais verdadeiro, porque hoje existem materiais denominados supercondutores
que possuem resisténcia elétrica praticamente nula. Ou seja, uma bobina feita de um
material supercondutor converte a energia elétrica em energia magnética de forma muito
eficiente. Este principio é bastante aplicado em equipamentos de ressonancia magnética
nuclear, muito comun em hospitais utlizados para realizar digndsticos de resonancia

magnética em diferentes partes do corpo humano.

Uma outra aplicacao da impedancia e sobre a forma de como utilizar os alto-falantes

que podem implicar em ganhos ou perdas de poténcia em um amplificador.

Na notagao complexa a tensao U e a corrente [ sao representadas como segue,

Up = Upe™
I(t) = ]Oewt

Nas relagoes acima Uy e [y podem assumir valores complexos, lembrando que os valores
de U, e 1[I, representam o valor da amplitude da tensao e da corrente, denominados

também valores pico.
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Apresenta-se um quadro resumo com os valores encontrados para os trés circuitos

analisados:
\ Circuito \ Tensao real \ Amplitude \ Fase
Resistivo U=RI Uy = RI 60=0
it _ 4 _h __T
Capacitivo U= CdI Uy = —C =5
T
ndutivo U 7 Uy =wLl 0 5

Na pratica é dificl encontrar circuitos puramente resistivos, capacitivos ou indutivos,
¢ comum encontrar circuitos mistos e nao apenas com estas trés varidveis, senao também

com outros diferentes dispositivos denominados filtros.

Em circuitos reais onde estiverem presentes resisténcias, capacitores, indutores e outros
filtros, é necessario determinar o valor de X; — X¢, assim, segundo o valor encontrado,

ter-se-4 os seguintes casos:

i) Se X, — X¢ é positivo, significa que o circuito é mais indutivo, logo o angulo § é

positivo.

ii) Se X — X¢ é negativo, significa que o circuito é mais capacitivo, logo o angulo §

é negativo.

Exemplo 3.3. Uma fonte de tensao de uma residéncia cujo valor eficaz € 220 £ 0° Volts,
alimenta uma carga cuja impedancia ¢ Z =5+ 5 5 Ohms, pede-se para determinar a

corrente elétrica fornecida pela fonte.

Neste caso, para se obter a corrente elétrica I, utiliza-se a relagao
U
U=Z1 ou [ =—
Z
Para realizar esta operacao é preferivel ter U e Z na forma trigonométrica.

Como o valor da tensao é 220 Z0°, entao pode-se escrever assim:

U = 220£0° = 220(cos 0° + jsen0°)
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Agora, para obter a forma trigonométrica de Z, utiliza-se o valor de z dado, ou seja:

Z =54 57, e utilizando a definicao de médulo, encontra-se:

1Z| = V52 +52
| Z| = 5V2

e das relagoes trigonométricas, sabe-se que:

=t 5=
5v2 2

Observando os valores do seno e do cosseno do angulo @, tem-se 6 = 45°, e substituindo
os valores na expressao trigonométrica, encontra-se:
Z =5+ 5j = 5v2(cos 45° + jsend5°)

Assim, para determinar a corrente elétrica fornecida pela fonte, basta substituir os

valores de U e Z encontrados anteriormente, isto é:

U
I = —
A
220
I = ——=(cos(0° —45%) 4 jsen(0° — 45°
22 (cos(07 — 45°) + jsen (0" — 45°))
I = ﬁ(cos(—45°)—i— isen(—45°))
44 V2 V2
1= (%)
V2© 2 2
I = 22 j22

finalmente, a intensidade da corrente encontrada é:

[=22-22;

Uma das aplicacoes deste resultado é a utilizacao deste valor para poder escolher
as caracteristicas do disjuntor que sera instalado no circuito elétrico da uma residéncia
qualquer, pois, existem tabelas para escolha de disjuntores em funcao da intensidade da
corrente que sera utilizada, estas tabelas sao fornecidas pelos fabricantes de equipamentos,

como também, um disjuntor pode ser especificado por um engenheiro eletricista.

Exemplo 3.4. Dado um motor com poténcia P = 10.000 Watts e cos = 0,6, pede-se
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para determinar a poténcia aparente S e a poténcia reativa () do motor.

Para determinar os valores das variaveis solicitadas, utiliza-se as relacoes entre as

componentes da poténcia, que sao dadas por:

P 10.
== S = 10.000° _ 16.666 VA (Volt Ampere)

SZCOSG 0,6

0 = arc cos (cosfdado) = arc cos 0,6 = 53, 13°
Q) = S sen § = 16.666 - 0,7999 = 13.333 V Ar( Volt Ampere reativo )

Uma vez determinadas as variaveis S e () pode-se representar a poténcia na forma

polar ou cartesiana.

Forma polar, P = 16.666 £ 53, 13°.
Forma cartesiana P = 10.000 + j13.333
Na forma cartesiana podemos somar as duas poténcias e na forma polar podemos

achar a corrente dividindo a poténcia encontrada pela tensao da rede.

Definidas as variaveis: Tensao, corrente, impedancia e poténcia, define-se também a
variavel energia, do fato de saber que a poténcia é a relagao de energia em um intervalo

de tempo, ou seja:

E

P=—
At’

ou F = P - At, cuja unidade é o kWh.
Uma aplicacao interessante é a forma de calcular o consumo de energia elétrica em

uma residéncia.

Para isto utiliza-se a unidade KW h enunciada anteriormente que significa a quantidade
de energia consumida em uma determinada unidade de tempo, neste caso particular,

quantos kW sao consumidos no intervalo de uma hora.

Em Sao Luis - MA a CEMAR - Companhia de distribuicao de energia elétrica cobra
cerca de R$0,46 por kW h. Utilizando este valor e algumas informagoes técnicas sobre os
equipamentos ou eletrodomésticos utilizados pode-se fazer uma estimativa de custo mensal
em uma residéncia. Pode-se fazer estimativas para o consumo de qualquer dispositivo,

inclusive uma estimativa interessante é calcular quanto custa tomar um banho utilizando
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chuveiro elétrico em um intervalo de tempo determinado.

Exemplo 3.5. Determinar o custo médio de um banho com duracao de 30 minutos,

utilizando um chuveiro elétrico de poténcia igual a 4.500 Watts.

Para determinar o custo solicitado, primeiro coletam-se os dados e depois realizam-se

os calculos:

Poténcia do Chuveiro: 4.500W = 4, 5kW

Intervalo de tempo utilizado: At =30' = % = 0,5 hora.

Valor do kW h : R$ 0,46

Energia consumida pelo chuveiro: E =P -At=4,5- 0,5 = 2,25 kWh

Calculada a quantidade de energia consumida em kW h e conhecido o custo do kW h
pode-se determinar o custo do banho solicitado, isto é:
Custo = Quantidade de energia consumida kW h multiplicada pelo preco do kW h

cobrado pela concesiondaria de energia elétrica, neste caso a CEMAR.

Finalmente calcula-se o custo de um banho com duracao de 30 minutos.

O custo do banho serd igual a 2,25 - 0, 46, isto é, R$ 1,035.

Agora, se uma pessoa toma banho em média duas vezes por dia e na residéncia moram
3 pessoas, teria-se durante um mes de 30 dias o seguinte consumo de energia, apenas no
item banho.

Consumo de energia durante um més gasta por 3 pessoas = 1,035-2-30-3 = 186, 30 R$

Este valor é considerado alto, pelo fato do chuveiro ser um dispositivo apenas resistivo

e também pela duragdo do banho (30 minutos).

Finalmente apresenta-se uma tabela com os itens mais utilizados em uma residéncia,
para cada dispositivo é dada a sua poténcia, o intervalo de tempo utilizado por dia, a
quantidade de energia consumida diariamente, em seguida a energia gasta em um meés
e utilizando o custo médio em (R $) por kWh determina-se o custo total para cada

dispositivo e por ultimo determina-se o custo total mensal para a residéncia.
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Dispositivo Poténcia | Qtde | Uso | kWh | kWh Custo | Total
(kW) (h/ |/dia|/més| (RS$ /| (RS
dia) kWh)
Lampada 0,015 10 5 0,75 | 22,5 0,46 10,35
TV 0,2 1 8 1,6 48 0,46 22,08
Geladeira 0,25 1 6 1,5 45 0,46 20,70
Ar condicionado 2 1 3 6 180 0,46 82,80
Micro ondas 0,7 1 0,5 0,35 10,4 0,46 4,83
Liquificador 0,4 1 0,25 | 0,1 3 0,46 1,38
Sanduicheira 0,8 1 0,3 0,24 | 7,2 0,46 3,31
Maq lavar 0,6 1 4,5 2,7 10,8 0,46 4,96
Ferro elétrico 1,5 1 3 4.5 18 0,46 8,28
Chuveiro 2,5 1 0,5 1,25 | 37,5 0,46 17,25
Computador 0,1 1 4 0,4 12 0,46 5,52
Notebook 0,08 1 4 0,32 9.6 0,46 441
Celular 0,006 2 18 0,21 | 6,48 0,46 2,98
Secador cabelos 0,6 1 2 1,2 4,8 0,46 2,20
Aparelho de som 0,2 1 4 0,8 3,2 0,46 1,47
| Subtotais (986 [26 | [ 23,31 | 459,98 | 046 [ 192,55 |
| Custo total (R $ / més) 192,55 |

Em relacao aos valores apresentados na tabela, podem ser feitas algumas questoes

que podem elevar o interesse para o aprendizado da aplicacao da teoria dos nimeros

complexos no estudo da eletricidade, sendo que o objetivo principal deste trabalho ¢

aumentar a motivacao do aluno para o estudo da matematica e nada melhor que fazée-lo

com elementos que estao presentes no dia a dia e também com o lado economico.



Capitulo 4
Consideracoes Finais

O objetivo é divulgar este trabalho entre os docentes da disciplina de matematica,
assim, espera-se que o assunto dos numeros complexos tenha maior receptividade entre os
alunos do terceiro ano do segundo grau do colégio Y Bacanga e o docente de matematica
possa trabalhar o conceito de niimeros complexos assim como resolver exercicios em forma
ilustrativa utilizando o software Geogebra. E importante que o professor ministre uma
aula sobre os comandos basicos do Geogebra para os alunos, pois essa instrumentalizacao
sobre o software é importante para conhecer alguns comandos e assim dar um melhor
andamento no desenvolvimento das atividades com os nimeros complexos.

E importante também que o professor considere na sua explanacao a histéria dos
nimeros complexos a fim de motivar os alunos como o avanco da ciéncia é importante
e como hoje o avango tecnolégico depende em grande parte da estrutura dos numeros
complexos e como eles sao utilizados.

Em relagao a aplicao dos niimeros complexos o aprendizado dependera do envolvimento
da turma, pois além de motivacao necessita-se de conhecimentos béasicos dos envolvidos,
no caso de relacionar o assunto com o estudo da eletricidade sera facil porque o aluno
vai perceber o quanto a eletricidade serve para proporcionar conforto pessoal e familiar,
inclusive que o funcionamento de todo tipo de equipamento s6 é possivel gracas ao uso
da eletricidade.

Em relacao a utlizacao do software geogebra salienta-se que a transformagcao e o avanco
das tecnologias ocorre todos os dias sendo que a cada momento surgem novos softwares
em diferentes areas de estudo e também aumenta a quantidade de estudantes utilizando
as tecnologias disponiveis.

Finalmente destaca-se que professores bem preparados é fundamental para melhorar
o processo de aprendizado dos alunos e todos os docentes devem fazer a sua parte no que
diz respeito as diferentes formas de motivar aos alunos. E importante também que os

alunos saibam utilizar as tecnologias disponibilizadas pelas instituicoes de ensino e isto

52
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s6 podera ocorrer no trabalho em equipe formado pelos professores, alunos e pessoal de
apoio dos estabelecimentos de ensino.

Sugestoes para trabalhos futuros

A ideia original deste trabalho é realizar um acompanhamento sobre a evolucao do
aprendizado dos alunos do terceiro ano, no assunto dos nimeros complexos, para isto é
necessario a parceria com todos os professores de matematica, assim poderd se utilizar
as experiéncias de cada um para elaborar um relatorio anual dos resultados obtidos. Em
funcao dos resultados fazer um plano de acao de melhorias, sempre visando a otimizacao

do aprendizado dos alunos.
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Apeéendice A
Foéormula de Tartaglia - Cardano

Como mencionado no desenvolvimento da histéria dos ntimeros complexos no inicio
deste trabalho, mostra-se a forma como esta importantissima férmula foi utilizada para

dar solucao a uma equacao de terceiro grau da forma 2% + pz? + ¢ =0

E bom mencionar que esta formula nao da solugoes complexas da equacao dada, ela é

aplicada para determinar uma raiz real.

Seja a equacao cubica ou de terceiro grau

ar® +bx? 4+ cx +d =0 com a # 0,

fazendo r = m +y segue:
alm+y)>+bm+y)?+cim+y)+d=0

ay® + (3am + b)y* + (3am? + 2bm + ¢)y + am?® + bm? + em +d = 0

Fazendo agora: 3am = —b ou m = ;— com o objetivo de anular o termo de segundo
a
grau, tem-se:
—b —b

—b —b —b
3+ (Ba(=—)? + 2b(— — )3 4+ b(=)? —)+d=0
@+ (Ba(2) + () + ey +al( ) + B+ o) +

De onde encontra-se:
3ac-b? 203-9abc + 27a%d
Y+ =
3a 27a?
Observa-se que a equacao é da forma:

ay® + 0

v +py+q=0

Seja agora x = A + B, assim,
2® = (A+ B)?

o6



Formula de Tartaglia - Cardano

Resolvendo e ordenando, tem-se:

3= A*+3A’°B+ 3AB*+ B® = A%+ B3+ 3AB(A+ B)
13 = A3+ B® + 3ABz ou

23 —3ABx — (A*+ B3) =0

Por analogia pode-se afirmar que

3
3AB = —p ou A3B3 = —129—7 e

também A3 + B3 = —q
Assim A3 e B3 sao dois nimeros dos quais se conhece a sua soma e o seu produto.
3
p
Logo, A3(—q — A3) = ——

3
Ordenando, (A%)? + ¢qA3 — 22)—7 = 0 e utilizando a férmula de Bhaskara, obtém-se:

3
/ p
P —q =+ q274(§)
N 2

Ordenando os termos, encontra-se,

A3:_gi1lw
2 108

Pelo fato de ter os sinais + consideram-se os dois resultados obtidos, isto é:

i) Valor com sinal positivo:

A3—__q_|_ M
2 V 108

—q 27¢% + 4p®
B = —qg-[ 2 -2 P
i e T
B 4 2
N 2 108

Substituindo os valores de A e B em x, onde x = A+ B encontra-se,

sl —q | 27" +4p° | s[—q  [27¢° +4p°
T=—= 4+ e = —
2 108 2 108
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ii) Valor com sinal negativo:

A3_—_q_ M
D) 108

E como z = A + B segue:

5| —q 27¢° + 4p° 3] —q 27¢% + 4p°
r= =4 e | =~y
2 108 2 108

Observa-se que o resultado de x nao se altera, assim

3| —q 21¢° + 4p* s/ —q 27¢% 4 4p®
g=\l5 +t\ et A
2 108 2 108

Que ¢é conhecida como a férmula de Tartaglia - Cardano.

Para efeitos de melhor compreensao dos alunos do ensino médio, aconselha-se realizar

o calculo com exemplos numéricos.



Apeéendice B
Propriedades dos nimeros complexos

As propriedades dos nimeros complexos estao demonstradas em diferentes bibliogra-
fias, entre as mais didaticas (ver [9]). Neste trabalho apresentam-se as demonstragoes
com o objetivo de facilictar o entendimento do aluno.

Sejam os nimeros complexos z, w e t, as seguintes propriedades sao verificadas:
a) z+ (w+t) = (z+w) +t (Associatividade da adigao)
b) 24+ w =w+ z (Comutatividade da adicao)
¢) 0+ z = z (Elemento neutro)
d) 2+ (—=z) =0 ( Elemento oposto)
e) z(wt) = (zw)t (Associatividade da multiplicacao)
f) zw = wz (Comutatividade da multiplicagao)
g) 1z = z (Elemento unidade)
h) 227! =1 (Elemento inverso) com z # 0
i) z(w +t) = zw + zt (Distributividade da multiplicagdo em relacao a adigao)

Demostracgao:

Sejam os nimeros complexos

z = (z,y)
w = (a,b)
t = (cd)

a) z+ (w+1t) =(z+w)+t (Associatividade da adigao)

59
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Usando a propriedade da associatividade da adicao dos niimeros reais, tem-se:

z4+(w+t) = (z,y)+(atc, b+d)
= (x+(a+c), y+ (b+d))
= ((x+a)+ec (y+b)+d)
= (z+a, y+b) (¢, d)
2+ (w+t) = (z4+w)+

b) z+w =w+ 2z (Comutatividade da adigao)

Usando a propriedade da comutatividade da adicao dos ntimeros reias, tem-se:

y) + (a,
r+a,y+b

stw = (59)+(@h)
( )
= (a+z,b+y)

y)

b) + (=,

(a,
zt+w = w+z
c) 0+ z = z (Elemento neutro)

Usando a propriedade do elemento neutro dos ntimeros reias, tem-se:

O0+2 = (0,0)+ (z,9)
= (0+2z,0+vy)
= (2,y)

O+2 = =z

d) z+ (—2) =0 ( Elemento oposto)
Usando a propriedade do elemento oposto dos niimeros reias, tem-se:

24 (—2) =

z+(—2) = 0
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e) z(wt) = (zw)t (Associatividade da multiplicagao)

Usando a propriedade da associatividade da multiplicacao dos niimeros reias, tem-se:

2w = (z,9)(a,b)
2w = (xa+ b+ ya — yb)
2w = (xa—yb,xb+ ay)

wt = (a,b)(c,d)
wt = (ac+ ad+ bc — bd)
wt = (ac —bd,ad + bc)

Entao:
z(wt) = (z,y)(ac—bd,ad+ bec)
= (z(ac —bd)-y(ad + bc), x(ad + bc) + y(ac — bd)
= (xac—zbd—yad—ybc, xad + xbe + yac—ybd)
= (zac—ybc—xbd—yad, xbc + yac + xad — ybd)
= ((za—yb)c—(xb + ya)d, (xb+ ya)c + (ra—yb)d)
Zwt) = (zw)t

f) zw = wz (Comutatividade da multiplicagao)

Usando a propriedade da comutatividade da multiplicacao dos niimeros reias, tem-se:

2w = (7,9)(a,b)
2w = (xa—yb, xb+ ya)
2w = (az—by,ay + bx)

Zw = wz

g) 1z = z (Elemento unidade)
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Usando a propriedade do elemento unidade da multiplicacao dos niimeros reias, tem-se:

Lz = (1,0)(z,y)
lz = (lz—0y, ly + Ox)
lz = (lz,1y)

1z =

h) zz7! =1 (Elemento inverso) com z # 0

T —Y
x2+y2’x2+y2

Usando 27! = ( ), com z # 0 tem-se:

x -y
x2+y2’x2+y2>
- _ _
= Gl ) Ve ) o)
2?2 +y? —ay+yx
- <x2+y2’ 22 + 42
= (1,0)

2z =1

2zt = (z,y)(
X
x? 492

)

i) z(w +t) = zw + 2t (Distributividade da multiplica¢ao em relagao a adigao)

Usando a propriedade da distributividade da multiplicacao em relagao a adi¢ao de

nimeros reias, tem-se:

Hw+t) = (z,9)(ab) + (¢, d)] = (z,y)(a+ ¢, b+d)
(z(a+c)yb+d),z(b+d) +yla+c))
(xa + zc—yb—yd, xb + xd + ya + yc)
= ((za-—yb) + (zc-yd), (xb + ya) + (xd + yc))
(xa—yb, zb + ya) + (xc—yd, xd + yc)

(z,

y)(a,b) + (z,y)(c,d)

z(w+t) = zw+ 2t
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