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Resumo

Os primeiros estudos sobre vortices BPS no contexto da violagdo da simetria de Lorentz foram re-
alizadas no marco teérico do modelo padrao estendido (MPE). Especificamente, foram estudados
os efeitos da quebra de Lorentz sobre os vortices existentes na eletrodindmica de Maxwell-Higgs.
Também, foram estudadas a formacao de vértices em modelos (1+2)-dimensionais obtidos via
reducdo dimensional do setor Abeliano do MPE. Entre os diversos efeitos da quebra de Lorentz
podemos citar: controle da amplitude e largura do vértice, inversdo do campo magnético, fluxo
magnético quantizado com dependéncia explicita nos coeficientes da quebra de Lorentz, etc.
Nesta dissertacao estudamos a existéncia de vortices topoldgicos em um modelo de Maxwell-
Higgs cuja derivada covariante € modificada pela inclusdo de um termo CPT-impar, o qual quebra
a simetria de Lorentz devido a presenca de um campo de fundo vetorial. A interacio, que gera um
sistema de equacdes auto-duais de primeira ordem, inclui um potencial |¢|* € um acoplamento
derivativo |9;¢|*. A pesar das equagdes auto-duais serem bem diferentes daquelas do modelo de
Maxwell-Higgs, os vortices obtidos se comportam como aqueles de Aharonov-Nielsen-Olesen,
mas a escala de massa depende explicitamente do coeficiente que controla a quebra de Lorentz.

Palavras-chaves: Defeitos topoldgicos, violagdo das simetrias de Lorentz e CPT, vortices BPS.






Abstract

The first studies on Lorentz-violating BPS vortices were accomplished within the framework
of the Standard Model Extension (SME). Specifically, it was studied the effects of the Lorentz
violation in the vortex solutions presented in the Maxwell-Higgs electrodynamics. The formation
of vortices was also analyzed in (1 + 2)-dimensional models obtained by dimensional reduction of
the SME Abelian sector. Among the several effects of the Lorentz violation we can mention: the
control of both the amplitude as the width of the vortex, magnetic field reversion, magnetic flux
quantization with explicit dependence on the Lorentz-violating coefficients. In this dissertation
we study the existence of topological BPS voértices in a Maxwell-Higgs model in which the
covariant derivative is modified by the addition of a CPT-odd term, which breaks the CPT- and
Lorentz symmetry due to the presence of a vectorial background. The interaction generating a
set of self-dual or first-order equations includes a potential |¢|* and a derivative coupling |9;¢|".
Although the self-dual equations are very different of those belonging to the usual Maxwell-
Higgs model, the new vortex solutions behave just like the Aharonov-Nielsen-Olesen ones, but

the mass scale depends explicitly on the Lorentz-violating coefficient. Key-words: Topological

Defects, Lorentz and CPT symmetry violation, BPS vértices.
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Introducao

Um dos primeiros modelos envolvendo vértices de que se tem noticia talvez seja a
Teoria Cosmologica de Descartes na qual, ostensivamente, planetas eram varridos através do
espaco por uma linha de vortices gigante orientada perpendicularmente ao plano do sistema solar.
Essa teoria, a época, foi muito criticada por Newton, que afirmou: “A hipotese dos vortices é
pressionada com muitas dificuldades” [1]. Esse ponto de vista newtoniano prevaleceu, muito

embora a teoria de Descartes tivesse ganho um grande niimero de adeptos no continente europeu.

O conceito de vortice como estrutura estivel € usualmente encontrado em teorias fluido-
dinamicas dos escoamentos turbulentos, descrito dentro do ferramental da mecanica classica.
O vértice é formado quando uma determinada regido do fluido comeca a girar, de forma
estaciondria ou quase estaciondria, em torno de um eixo central geralmente reto, mas que pode
também ser curvo. Este tipo cldssico de vortice pode ser observado em liquidos, gases e plasmas,
constituindo os usuais turbilhdes em meios liquidos, e € o cerne de fendmenos meteoroldgicos
de intensidade, como as trombas d’dgua, os furagdes e tornados. Sao caracterizados por uma
grandeza denominada vorticidade, que reflete a rotacdo local de um dado ponto do fluido, do
ponto de vista que um observador que se locomove junto com o fluido. A vorticidade é dada
pelo rotacional da velocidade do fluido, w = V X u, ndo devendo este ser confundido com a
velocidade angular do fluido em torno do eixo de rotacdo. Experimentalmente, a vorticidade
pode ser observada através da insercdo de uma pequena bola rigida no fluido em movimento:
se a bola girar em torno do seu eixo, entdo a vorticidade € nao nula, apontando na direcao do
eixo de rotacdo da bola (regra da mao direita), e sendo sua magnitude proporcional a velocidade
angular da bola. Uma vez formados, os vortices podem permanecer parados ou se deslocar nos
meios fluidos, podendo torcer-se, deformar-se, e certamente interagir com outros vortices, 0 que
¢ uma temadtica de interesse nos diversos sistemas onde sdo observados. Outro ambiente tedrico
em que os vortices podem ser concebidos e estudados é o dominio das teorias eletromagnéticas.
Um modelo importante neste contexto, datando de 1867, é o modelo de vortices para atomos,
proposto pelo Sir William Thomson (Lord Kelvin) [2]. Segundo Thomson, esse modelo poderia
ser representado por estruturas nodosas em um fluido ideal. A topologia do né poderia ser

imutavel, correspondendo a imutabilidade quimica dos d&tomos.

A relevancia do vortices em sistema da Fisica da Matéria Condensada comecou a ser
estabelecida a partir da descoberta dos supercondutores tipo II, por Lev Shubnikov e Nikolay

Zavaritskii, e do talento de Abrikosov [3], que no ano de 1957 soube aplicar a teoria de transi¢do
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de fase de Ginzburg-Landau', aproveitando-se de algumas das ideias de Lars Onsager e Richard

Feynman sobre vortices quantizados em superfluidos, a descri¢do do novo fendmeno.

Abrikosov descreveu os supercondutores tipo Il em termos de duas fases supercondutoras,
a fase I, caracterizada pelo efeito Meisner, em que ndo hi qualquer penetragdo de campo
magnético, e a fase II, em que o campo magnético penetra no material de forma localizada, através
de pequenos filamentos de fluxo magnético, que correspondem a vortices eletromagnéticos, no
interior dos quais o material encontra-se na fase normal (ndo supercondutora). Abrikosov
observou ainda que a estrutura de distribui¢io dos filamentos € periddica mantendo a simetria de
uma rede quadrada, remetendo ao padrio de filamentos de vértices encontrado por Onsager [10]
e Feynman [11] ao estudar a distribui¢do de superfluidez em hélio II. Abrikosov ainda observou
que, quando tais filamentos estavam suficientemente separados, eles tornavam-se independentes
um do outro, podendo, entdo, serem estudados separadamente. Nesta situacdo, o problema
apresentava-se como tendo simetria cilindrica. Além disso, a topologia surge do fato que a
variedade (manifold) do vacuo € um circulo, desde que a fase do campo escalar seja arbitraria.
Os vortices, entdo, s existem na versdao bi-dimensional da teoria e sdo chamados de fluxo
de vértices magnéticos. Em trés dimensdes esses vortices estendem-se para dentro de tubos e

transportam o fluxo magnético através do supercondutor.

Sendo a teoria de Maxwell o protétipo das modernas teorias de campos do século XX, a
existéncia de vortices em sistemas eletromagnéticos veio a motivar o estudo destas estruturas
em sistemas descritos por teorias de campos. A investigacdo pioneira neste contexto coube a
Nielsen e Olesen [12], que demonstraram a existéncia de vortices estdveis no ambito da teoria
de Maxwell-Higgs. O trabalho de Nielsen e Olesen inspirou Schaposnik e de Vega a buscarem
uma soluc¢do exata para vortices (usando o modelo Higgs Abeliano) ao tomarem uma particular
relacdo entre as constantes de acoplamento [13]. Estudos posteriores demonstraram que vortices
existem como excitagdes estdveis, tipo solitons, de sistemas da Fisica da Matéria Condensada,
da Fisica de Particulas e Campos, e dos sistemas gravitacionais, onde algumas consideracoes

topoldgicas sao também relevantes para justificar sua estabilidade.

Vértices também foram estudados no contexto da eletrodindmica de Chern-Simons
(CS) [14] provendo a possibilidade de voértices eletricamente carregados [15—17]. Solucdes de
vortices, na presenca do termo de Chern-Simons com guebra espontdnea de simetria, também
foram consideradas por Jackiw, Lee e Weinberg satisfazendo um conjunto de equacdes auto-duais,
também conhecidas como equagdes de Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfield (BPS) [18-21].
Outros trabalhos incluem ainda o estudo de solucdes multi-vortices [22] e solugdes de vortices

com energia de ligacdo obtidas a partir do acoplamento do setor fermidnico ao campo de

I A teoria de Ginzburg-Landau [4, 5] é uma teoria fenomenoldgica que descreve supercondutores do tipo I

sem examinar suas propriedades microscépicas. Uma versdo da teoria Ginzburg-Landau foi derivada a partir
da teoria microscépica de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) [6-8] por Lev Gor’kov [9], mostrando que a
supercondutividade também surge em algum limite da teoria microscépica. A teoria também prevé a existéncia
de supercondutores do tipo II, porém nao os descreve.
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Maxwell-Chern-Simons (MCS) [23].

Uma generalizagao do modelo Higgs Abeliano foi primeiramente consideradas por Paul
e Khare na qual termos de CS foram gerados via quebra espontanea de simetria [24]. O modelo

Higgs Abeliano, generalizado por eles, era governado pela seguinte densidade lagrangiana

1 NS IR 1\
Lunag = =7 (1+ &) FuF" + 5 (D) (D) = ¢* (|¢|2 - 56—4) : (1)

onde
D'p = ¢+ ieA'p + ige"™ (0,A,) ¢/ |9, 2)

¢ a derivada covariante ndo minima e g ¢ uma constante de acoplamento. A andlise deste modelo
mostrou que dois vortices neutros de energia finita sdo gerados em cada setor topologicamente
ndo trivial, ao invés dos vortices carregados obtidos a partir do modelo Higgs Abeliano usual, no
qual o termo CS ¢ adicionado diretamente a lagrangiana [16,24]. Em uma outra proposta, Jatkar
e Khare mostraram que € possivel obter solucdes peculiares de vortices carregados (de energia
finita) na auséncia do termo de CS, em um modelo Higgs Abeliano com dois campos de Higgs
onde um deles € acoplado minimamente e outro ndo, correspondendo a uma generaliza¢do do

modelo proposto na eq. (1) [25].

Outro modelo no qual se levou em conta uma contribuicdo ndao-minima foi apresentado

por Torres ao propor uma generalizagdao do modelo Chern-Simons-Higgs Abeliano
Lycsua = Lyna + 28’1 "AL Py, 3)
com a derivada covariante dada por
Dp = | — ieAtp - iisﬂvavp &, 4)

onde, segundo Torres, g € interpretado como sendo momento magnético andmalo [26]. Tal
interpretagcdo foi inspirada no fato de que, em (1+2)-dimensdes, o acoplamento Pauli para
férmions pode ser escrito como Yoy F,, = 1/2&*yy,F,,, 0 que possibilita que o acoplamento
Pauli seja incorporado em uma derivada covariante generalizada, a qual pode ser usada sem
qualquer referéncia ao grau de liberdade do spin. Considerando uma relacdo especial entre
a massa CS e o acoplamento andmalo magnético, Torres encontrou voértices BPS carregados.
Em um outro trabalho, Ghosh mostrou que o modelo de Torres pode ser obtido como um caso
especial do modelo Maxwell-Chern-Simons-Higgs Abeliano generalizado, composto de uma
“funcdo dielétrica” multiplicada pelo termo de Maxwell e presente no acoplamento ndo minimo.
Além disso, ele também encontrou vortices carregados de energia minima, topoldgicos e ndo
topoldgicos, onde a lei de Gauss para esses vortices € de primeira ordem [27]. As investigacdes em
modelos providos de acoplamentos ndo minimos ainda foram feitas em modelos nio abelianos
envolvendo dois campos escalares (tripletos no espaco de isospin) [28] em teorias quadri-
fermidnicas acopladas a um campo de gauge Yang-Mills-Chern-Simons [29,30] e em modelos

de matéria condensada [31].
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A inclusdo de termos que violam a simetria de Lorentz (VSL) em teorias fisicas conheci-
das tem sido bastante considerada nos ultimos anos, proporcionando uma consequente extensao
do modelo padrdo usual. A mais ampla extensdo tedrica, congregando termos de violagao de
Lorentz em todos os setores do modelo padrao (MP), é denominada modelo padrao estendido
(MPE) [32-34]. Neste, os termos de violagdo advém da quebra espontdnea da simetria de
Lorentz ocorrida no contexto de teorias de cordas, gerando valores esperados no vicuo nao
nulos, de natureza tensorial, que se acoplam a todos os campos do modelo padrao [35-39]. As
investigacoes no ambito do MPE concentram-se principalmente no setor férmions [40-47], no

setor de gauge [48-56] incluindo também extensdes envolvendo a gravidade [57-60].

Efeitos da violagdo da simetria de Lorentz sobre defeitos topologicos também foram
investigados em cendrios distintos. Alguns trabalhos t€ém examinado o papel desempenhado pela
VSL sobre defeitos definidos no cendrio de sistemas escalares [61-64], revelando as propriedades
associadas e mostrando que ha preservacdo de estabilidade linear nas solu¢des. Um estudo mais
completo da topologia de defeitos, no contexto de teorias de campo dotados de um tensor de

quebra espontanea de simetria de Lorentz, foi realizado em Ref. [65].

Um estudo pioneiro de vortices com violagao da simetria de Lorentz foi primeiramente

analisado por Scarpelli et al. [66], partindo da seguinte densidade lagrangiana tipo Chern-Simons

| L, v«
L= = FnF" + 5 (D) (D) = 26" VA Fry + 0 9]+ A1 5)

dotada de um acoplamento minimo Dt¢ = "¢ + ieA*$, onde k € um parametro de massa e
v, € um quadri-vetor arbitrario que seleciona a direcdo privilegiada do espaco-tempo. Neste
trabalho, os autores investigaram configuracdes de vortices a partir das equagdes de segunda
ordem tomadas na regido assintdtica e, a partir do confronto com os resultados obtidos por
Carroll, Field e Jackiw [48], compreenderam que, uma vez que v, € escolhido para ser do tipo
espaco, a energia do sistema € limitada para baixo, o que atribuia ao vértice uma configuracao
estdvel. Contribui¢cdes, também enderecadas a configuragdes de vortices, também foram feitas
em cendrios ndo comutativos, no entanto, a violagao da simetria de Lorentz era obtida apenas

como um subproduto [67, 68].

Contudo, foi somente com Casana et al. que vortices estaveis, primeiramente descarrega-
dos [69] e, posteriormente, carregados [70] foram obtidos no contexto das violagdes das simetrias
de Lorentz e CPT-par em uma eletrodinamica Maxwell-Higgs Abeliana. No primeiro caso os
autores inicialmente investigaram o setor de gauge do modelo padrao estendido governado pela

seguinte densidade lagrangiana:

1 1 :
L1 =~ FuF" = Sk FpoF7 + (D) (D) = U (9)). (6)

onde
2

U(|¢|)—2(1_ )(

v - IgP) (7)



21

com s = tr (K,- j) e v fazendo o papel do valor esperado no vicuo do campo escalar. Neste caso,
verifica-se a existéncia de solu¢des BPS, regidos por equagdes andlogas ao modelo MHA. O
parametro que viola a simetria de Lorentz aparece como um elemento chave para a definicao
de uma constante efetiva de acoplamento elétrico e modifica a massa dos campos de Higgs.
Os perfis de vortice, gerados por métodos numéricos, revelam que o parametro de violacao de
Lorentz atua como um elemento capaz de controlar a extensdo radial do defeito (nucleo do
vortice) de um modo semelhante ao observado nas teorias campo k que geram estruturas do tipo

compactas.

Em seguida, a fim de se fazer uma descricao mais completa de um cenario de violagao
da simetria de Lorentz com solu¢des que suportam vortices, foram considerados, além do setor
de gauge, dois novos termos de violagdo de Lorentz e CPT-par do modelo, sendo a densidade

lagrangiana agora descrita por

Li =L+ (ko) (D) (Dyg) - U (D), (8)

onde, neste novo cendrio, o novo potencial € dado por

2.2 2 2
U = 50— (% - |¢|2) , ©)

com

1=\ G 1) ] 10

Na andlise deste modelo, os autores obtiveram as equagdes de movimento e avaliaram que o
potencial compativel com as solu¢des BPS seria de quarta ordem, implicando assim em dois
vacuos. Apds mostrarem que o parametro de violacdo de Lorentz induzia instabilidade de energia,
encontraram um potencial de auto-intera¢do dotado de apenas um vacuo que finalmente conduzia
as equagdes geravam vortices BPS descarregados e estdveis. Por fim, os autores demonstraram
que as solugdes assintdticas sao compativeis apenas com um ansatz de vértice modificado que

produz uma quantiza¢do fraciondria do fluxo magnético.

Esta dissertacdo de mestrado tem por objetivo investigar os efeitos de um acoplamento
nao-minimo envolvendo o campo escalar do setor de Higgs e um background de violagao
da simetria de Lorentz no setor CPT-impar, &,. Esse acoplamento envolve 4 componentes de
violac¢ao de Lorentz contidas no tensor, que compde a parte CPT-impar do setor de gauge do

MPE. Tal acoplamento ndo-minimo pode ser definido a partir da seguinte derivada covariante:
D, =0, —ieA, +iF &, (11)
que, inserida na densidade lagrangiana para o modelo Maxwell-Higgs, a saber
1 .
L==1FuF" +(D,0) (D'9) = U (4. (12)

conduz a uma eletrodinamica escalar modificada, a qual constitui nosso objeto de estudo.
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A fim de alcancarmos nosso objetivo, apresentamos no Capitulo 1 o método de Bogo-
mol’nyi, Prasad e Sommerfield (BPS) e veremos que o mesmo consiste em expressar a densidade
de energia como uma soma de termos quadraticos, um termo proporcional ao campo magnético e
uma derivada total. Os termos quadraticos quando nulos proverdo as equacdes BPS ou auto-duais
cujas solugdes serdo estdveis e energia total proporcional ao fluxo magnético. Tal situacdo é
possivel se condi¢des de contorno apropriadas sdo impostas sobre os campos, de tal modo que a

integral da derivada total € nula.

No Capitulo 2 faremos uma breve revisdao do Modelo Maxwell-Higgs, obtendo solugdes
para vortices BPS. No Capitulo 3 apresentaremos formalmente o modelo Maxwell-Higgs com
acoplamento ndao minimo que quebra as simetrias de Lorentz e CPT, onde objetivamos entender

os possiveis novos efeitos provido pelo campo de fundo &,.

Ao final, sumarizamos os resultados contidos neste trabalho e apresentamos nossas

conclusdes e perspectivas.
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1 O método de Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfeld (BPS)

Em 1976, Bogomol’nyi e Vainshtein publicaram um artigo [71] no qual discutiram
numericamente o problema da estabilidade de uma linha de vortices (também chamada corda).
Eles observaram que o decaimento da linha de vortices com circulacdo |n| > 2 € energeticamente
possivel, e classicamente instdvel, desde que a razao entre os quadrados das massas dos campos

escalar m; e vetorial m,, denotada por S, seja maior que a unidade, ou seja, 8 > 1.

Em um artigo posterior, também de 1976, ainda motivado pelo problema da estabilidade
de solucdes de campos cldssicos, Bogomol’'nyi [19] apresentou um método que o permitiu obter
analiticamente os valores das massas tanto das linhas de vortices com diferentes circulagdes para
B = 1, quanto para monopolos e dyons para § — 0. O método, que primeiramente foi apresentado
para solucdes cldssicas do tipo parede de dominio, consistia em escrever os termos da densidade
de energia na forma de quadrados perfeitos e, entdo, minimizar a energia impondo o cancelamento
dos termos quadraticos, o qual conduziu a equagdes diferenciais de primeira ordem, que, além de
serem mais facilmente resolvidas, também satisfazem as equacdes de Euler-Lagrange (equacdes
diferenciais de segunda ordem), sendo, portanto, solugdes legitimas do sistema. Os termos
ndo quadrdticos eram, entdo, integrados desde que os campos estivessem sujeitos a certas
condi¢des de contorno inerentes ao sistema. A energia minima resultante deste procedimento
ficou conhecida como limite de Bogomol’nyi. Ainda no mesmo artigo, Bogomol’nyi generalizou

o método na busca de solugdes estaveis para linhas de vértices, monop6los magnéticos e dyons.

Curiosamente, apds a publicacdo de seu trabalho, Bogomol’'nyi tomou conhecimento
da existéncia do artigo de Prasad e Sommerfield [20], publicado em 1975, na qual os autores
J4 haviam obtido pelo mesmo método solugdes de energia finita para monopdlos de ’t Hoof
e dyon de Julia-Zee para § — 0. Por essa razao, o método ficou conhecido como método de

Bogomol’nyi, Prasad e Sommerfield, ou simplesmente método BPS.

1.1 O método BPS aplicado a um campo escalar genérico (1+1)-

dimensional

A seguir, apresentaremos o método aplicado-o a um sistema (1+1)-dimensional composto
de um campo escalar real ¢ (¢, x) para algum potencial genérico que denotamos por V (¢). A

densidade lagrangiana para esse sistema € escrita na forma

1
L= 20,000 =V (p). (1.1)

A partir desta construimos a respectiva densidade hamiltoniana, a qual é dada por

1 {de\ 1 (dg\
ﬂ_E(E) +§(5) + V(). (1.2)
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Aplicando-se o principio variacional na eq. (1.1) ou na (1.2), encontramos a equacao de movi-

mento do sistema como sendo:
ov

0,0"p + % =0. (1.3)

Nota-se que as equacdes do tipo (1.3) fornecem tanto solu¢des dindmicas ¢ (x, f) quanto
estaciondrias ¢ (x). As solugdes dindmicas podem ser obtidas a partir das solugdes estacionarias
quando um boost de Lorentz na forma x — y (x — vf), comy~! = \/1——\/2, ¢ aplicada as solucdes
¢ (x). Assim, sem perda de generalidade, podemos trabalhar somente com as solucdes estaticas
de modo que o problema central se reduz a resolver a versao estaciondria da eq. (1.3), que agora

¢ escrita na forma
dp 9V
dx*  d¢’

Uma solucdo completa do problema ndo serd possivel se ndo estabelecermos sob quais condi¢des

(1.4)

assintoticas ¢ (x) deve ser comportar. Para tanto, convém escrevermos a energia estaciondria
do sistema, a qual é dada pela integral sobre todo espaco da densidade hamiltoniana, eq. (1.2),

como:

+00

3 1 (de ?
E_fli (a) +V(go)]dx. (1.5)

—00

Neste ponto, lembramos o que afirma Bogomol’nyi no primeiro pardgrafo da introducio
de seu artigo de 1976 [19]: “Uma condi¢do necessdria para a aplicabilidade de solugoes
das equacoes de campos cldssicos a construcdo de objetos estendidos a mecanica-qudntica
€ a estabilidade de tais solucoes sob pequenas pertubacdes”. Assim, exige-se que a energia
estaciondria do sistema deva ser finita, positiva e limitada inferiormente. Além disso, na regiao
em que x — *oo, a densidade de energia deve ser localizada, o que implica que para alguma
solug@o do campo ¢ (x — +00) = ¢y, devemos ter E (x — +o0) = Ey — 0. Posto isso, conclui-se,

a partir de (1.5), que as condic¢des assintdticas que buscamos devem ser validas para:

dy

-0
dxlg=g,

. Vip=¢y) — 0. (1.6)
De (1.6) inferimos que, para x — +o00, 0 campo ¢ (x) deve assumir valores constantes ¢y = ¢.

de tal forma que o potencial nessa regido deva ser nulo. Formalmente, escrevemos
¢ (x) = @, para x — +0o, (1.7)

que sdo, de fato, as condicdes de contorno do problema. No que diz respeito a essas condi¢des,
podem ocorrer dois casos. Primeiro: pode ocorrer de ¢, = ¢_, e neste caso dizemos que
a configuracdo de energia finita ¢ ndo topoldgica. Segundo: pode ocorrer de ¢, # ¢_ e a

configuracdo € dita topoldgica.

Agora, estabelecidas as condi¢des de contorno adequadas, pode-se resolver o problema

integrando a eq. (1.4), o que constitui o método tradicional. Contudo, Bogomol’nyi resolveu o
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problema por um método alternativo. Ele reescreveu a energia de modo a obter termos quadraticos

perfeitos. Seguindo este método a energia estaciondria da eq. (1.5) torna-se

E-= ;f(d‘p \/2V(<p) dx+f\/2V(go Y2 dx., (1.8)

—00

Nota-se que o segundo termo poderd ser facilmente integrado se o potencial V (¢) puder ser

€scrito como

aw
Vip) = (d ) >0, (1.9)
4
onde W (¢) € uma func¢do continua e diferencidvel. O uso das condicdes de contorno (1.7) conduz
a
d(p dW

—00
No que concerne ao primeiro termo, nota-se que este € definido positivo, implicando em contri-
bui¢cdes da energia em torno de W (¢,) — W (¢-). Desse modo, torna-se 6bvio que o minimo da

energia € atingida para fungdes ¢ (x) que satisfacam

dgo aw

=0. 1.11
dx a’(,o ( )

Portanto, a correspondente energia minima do sistema €
Enmin = Egps = £ [W (p;) = W(p)]. (1.12)

Do que foi apresentado, nota-se algumas peculiaridades:

1. Para se determinar a energia ndo € necessario conhecer a solucao explicita da eq. (1.11),
basta apenas que se conhec¢a que uma tal solucdo exista. Em outras palavras, para calcular-
mos as energias basta usarmos a funcao W (¢) por meio de seus limites assintéticos sem

que seja necessario conhecer as solucoes ¢ (x).

2. A equacdo (1.11) é uma equagdo de primeira ordem que satisfaz a equagdo de segunda

ordem (1.4) e, portanto, conduz a uma solugdo legitima do sistema.

3. Os estados, que sdo solucdes de (1.11), sdo aqueles que minimizam a energia na forma

(1.12) sendo estes denominados de estados BPS.
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2 Voértices BPS no modelo Maxwell-Higgs

Vértices sao estruturas planares, dotadas de simetria rotacional, livres de divergéncias
e dotadas de energia total finita. Estas estruturas sao obtidas por meio do tratamento numérico
das equacgdes de Euler-Lagrange. No entanto, vortices podem também ser obtidos a partir de
uma abordagem alternativa, mais simples e sofisticada, que prové solu¢des de minima energia
do modelo, a partir da resolu¢do de um conjunto de equagdes diferenciais de primeira ordem,
denominadas equa¢des BPS. Os vértices obtidos por este procedimento sdo denominados vortices
BPS. Além disso, tais solucdes sdo também solugdes das equagdes de Euler-Lagrange, sendo,

portanto, solu¢des legitimas da teoria [72].

Neste capitulo, apresentamos uma breve revisao sobre a obtengdo de vortices BPS a

partir de um modelo Maxwell-Higgs Abeliano.

2.1 O modelo Maxwell-Higgs

A densidade lagrangiana que define a eletrodinamica de Maxwell-Higgs é

1 *
L= =7 FuF" +(Dug) (D'¢) = U (I8, 2.1

onde F, = d,A, — 8,A, € o tensor do campo eletromagnético, D,¢ = 0,¢ — ieA,¢ € a derivada
covariante que acopla minimamente os campos de gauge A(x,) e escalar ¢(x,), e U (|¢]) € o
potencial, ainda a ser determinado, que descreve a auto-interagdo do campo escalar consigo

proprio.

Uma vez que o propésito € fazer uma descri¢ao de vortices, definimos o modelo em
um espaco-tempo 1 + 2 dimensional, cuja métrica cartesiana € dada por diag(g,,) = (+ — —),
onde os indices gregos u,v,... = 0, 1,2 rotulam as coordenadas espago-temporais, enquanto
que indices latinos i, j, ... = 1,2 referem-se somente as coordenadas espaciais. Aqui, € no que
se seguird, a menos que seja especificado o contrério, adota-se o sistema de unidades naturais
onde se faz ¢ = i = 1. Nesse sistema as dimensdes de massa (M), comprimento (L) e tempo
(T) estdo relacionadas por M = L' = T~!. A andlise dimensional mostra que a constante de
acoplamento, e, e os campos A(x,) e ¢(x,) tém dimensdes de M'/?, enquanto que o potencial
U (|¢)) (e a prépria densidade lagrangiana £) tem dimensdo de M>. Além disso, a densidade

lagrangiana € invariante de gauge e Lorentz.

As equagdes de movimento associadas ao modelo, advindas da equacdo de Euler-

Lagrange, sao

O,F" = elJ*, (2.2)
oU (o))

DD ==

, (2.3)
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onde
Ju=i|¢(Due) = 6" (Dug)] = i[6(0:0) — ¢ (9.0)] - 2eA, 1P, 2.4)
¢ a corrente conservada, ou seja, 0,J* = 0.

A lei de Gauss, obtida a partir eq. (2.2), é
(9,'(9,‘14() - (9,-14,- = —e.](), (25)

com

Jo = i(¢d - d¢) - 2eA0l9f . (2.6)

Desde que o cendrio se apresente no regime estaciondrio, nota-se que a condi¢do Ay = 0
satisfaz identicamente a lei de Gauss. A implementagdo da escolha de tal condi¢do implica
na obtencdo de solugdes que descrevem configuragdes de vortices puramente magnéticos.
Considerando-se que sejam essas as condi¢des, entdo, a lei de Ampere, que também advém da
eq. (2.2), apresenta-se na forma

€0;B = el 2.7)

onde o campo magnético B = ¢€;;0,A; € um pseudo-escalar e a componente espacial da densidade

de corrente €

Ji = i[¢ )" — 9" (0i)] — 2eA; gl . (2.8)
Similarmente, a equacdo do campo de Higgs € lida como

U (|¢1)
Y

2.2 A densidade de energia e o formalismo BPS

O potencial U (|¢|), que conduzird a solugdes do tipo vértice, pode ser obtido pela
minimizac¢do da densidade de energia do sistema. Para tal, devemos primeiramente determinar a

energia funcional via a densidade hamiltoniana candnica escrita na forma padrao
H =n"A, + msd + ﬂ;(ﬁ* - L, (2.10)

onde os momentos conjugados canonicos dos campos de gauge e Higgs, 7, 4 e 7, sdo dados
por
= —F%, 1y =(Do¢)", my=(Dog). (2.11)

Visto que H é um funcional dos momentos e dos campos, torna-se conveniente reescre-

vermos em termos dos momentos, tanto a densidade lagrangiana (2.1),

1 1
L= E(Fj)z + Irgl” — 532 —IDgl* = U (Igl) , (2.12)
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quanto a lei de Gauss (2.2),
9! = ie(pmy — ¢'m,), (2.13)

onde para isso usou-se myp = 0 e F;; = €;B. Assim, utilizando as eqs. (2.12) e (2.13) na eq. (2.10),
encontramos que a densidade hamiltoniana candnica do modelo € dada por

1 1 .
H = 5(yrj)2 + mgl* + EB2 +|Dppl” + U (19]) + 8 ,(Apr)). (2.14)

Integrando a densidade hamiltoniana no plano, encontramos que a hamiltoniana total do sistema

H = f d*x [%(nj)z + |yl + %BZ + Dl + U (|¢|)] ) (2.15)

Nota-se que a hamiltoniana total do sistema ndo depende explicitamente das coordenadas do
espaco-tempo, sendo, portanto, equivalente a energia total do sistema, ou seja, H = E. Desse
modo, desde que no regime estaciondrio Ay = 0, os momentos conjugados se anulam e resulta

que a energia estaciondria do sistema € dada por
2 (1 2
E= | dx EB + D" + U (|9 |- (2.16)

Agora, implementamos o método BPS, o qual consiste em escrevermos a energia como

soma de quadrados. Fazemos isso usando as seguintes identidades’

%Bz LU (g]) = %(B ¥ V20) + V2UB, 2.17)
IDdl® = ID.o + ie;; (Dig) (D), (2.18)

com
Di(b = D1¢ + iD2¢, (219)

onde se convenciona o sinal de (+) como sendo o do vértice (com vorticidade n > 0) e o sinal
de (—) como sendo o do anti-vértice (com vorticidade n < 0). Tomando-se o “rotacional” da eq.

(2.8), se pode mostrar que o tltimo termo na eq. (2.18) € dado por:

1
i€ (Dy#)* (D) = eB g + 5 EmiOm i (2.20)

Desse modo, ao substituirmos as expressoes (2.17), (2.19) e (2.20) na eq. (2.16), a energia

passa a ser escrita na forma
1 2 1
E= f d2x[§ (B V2U) +|D.¢f + V2UB = eB|¢f* + 59 (ej,.J,.)]. 2.21)

Note-se que, se condi¢des de contorno adequadas forem impostas sobre os campos, entao

a quadratura do dltimo termo do integrando da eq. (2.21) ndo contribuird para a energia total do

' No Apéndice A apresentamos em detalhes os célculos que conduzem a eq. (2.18)
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sistema, sendo, portanto, nula. Além do mais, conforme a prescricao de Bogomol’nyi [19], o
minimo da energia serd obtido se os termos que sao quadrados perfeitos forem também todos
nulos. A condi¢do de nulidade sobre estes termos conduz as equagdes BPS, as quais sdo equacoes

diferenciais de primeira ordem, dadas por

D.¢ =0, (2.22)
BF V2U = 0. (2.23)

A energia minima resultante, também denominada energia BPS do sistema, é entao

expressa como

Egps = + f d*x(V2U +el¢/’) B. (2.24)

Contudo, ainda resta resolver a integral no lado direito da eq. (2.24). Para tanto, escolhemos

apropriadamente o termo entre parénteses como sendo uma constante de modo tal que o potencial
U (1¢]) seja

62 2 2 2
U gD = 5 (v - 198) - (2.25)

Assim, a energia BPS resulta ser proporcional ao fluxo magnético, sendo escrita na forma
Egps = +ev’ fdsz = +e1’Dp. (2.26)
Uma vez fixado o potencial, pode-se reescrever as equacdes BPS (2.22) e (2.23) como
D¢ = FiD,¢, (2.27)

B==zxe(v’ - o). (2.28)

2.3 O ansatz de vortices axialmente simétricos

Uma vez que vortices sdo estruturas planares, dotadas de simetria rotacional, torna-se
conveniente fazermos o uso de coordenadas polares. Para tanto, introduziremos o ansatz de

solugdes estaticas e axialmente simétricas, dado por
, 1
¢(r,0) =vg(ne™, Ay(r)=-—Ila(-nl, A (6 =0, (2.29)
er

onde r e 4 sdo coordenadas polares e n representa a vorticidade caracteristica do vértice®. No que
diz a respeito a vorticidade, vale mencionar que este deve ser um inteiro ndo nulo, levando-nos
a concluir, como veremos mais adiante, que o fluxo magnético do vortice é quantizando. Tal
assercdao emerge do fato de que o campo de Higgs deve ser univocamente determinado, ou seja,

exigindo-se que o campo de Higgs seja periddico,

¢ (r,0) = ¢ (r,0 + 27). (2.30)

Esse ansatz € bastante similar ao que foi proposto por Abrikosov ao examinar a transformacgdo de fase em
supercondutores do tipo II [3].

2
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As fungdes g (r) e a (r) sdo adimensionais e regulares tanto na origem quanto no infinito,

satisfazendo as seguintes condi¢cdes de contorno

lri_r)lgg(r) =0, lri_r)%a(r) =n, (2.31)
}i_)rgg(r) =1, rli_)rga(r) =0. (2.32)

Utilizando o ansatz, o campo magnético, dado por B = €;;0;A j, pode ser escrito como
po Lo o o3

Por outro lado, se procedermos do mesmo com as equacdes BPS (2.27) e (2.28) estas serdo

expressas como

d
9 _ 98 (2.34)
dr r
l da ) N
——— = ey (1-¢*) =B (2.35)

Ja a densidade de energia BPS torna-se

2
Esps = B2 + 2 (%) . (2.36)

.
A partir da eq. (2.33), determina-se o fluxo magnético, que resulta em

2 1d 2
Dy = f dxB = f f ra’rd@(———a) ’m, (2.37)
erdr

onde, ap6s a quadratura, se utilizou as condicdes de contorno (2.31) e (2.32) para a funcdo a (r).

Nota-se entdo, que a energia dos estados BPS sdo proporcionais a vorticidade, sendo, portanto

Egps = 2mv* |n. (2.38)

2.4 Analise das condicoes de contorno

Antes de prosseguimos com a resolu¢do numérica das eqgs. (2.35) e (2.34), convém
verificarmos o comportamento assint6tico das condi¢des de contorno (2.31) e (2.32)emr — O e
r — oo. Para o comportamento assintético na origem, o método de séries de poténcias revela-se
adequado. A implementa¢do deste método pode ser feita propondo-se que as séries para a(r) e

g(r) sejam expressas na forma
a()=n-Y Arl. g)= G (2.39)
j=1 j=1

onde os primeiros termos (j = 0) concordam com as condi¢des (2.31). Substituindo (2.39) nas

(2.35) e (2.34), conseguimos expressar a série, cujo 0s primeiros termos, para n > 0, sdo

1 1 2.2 an
a(r):n—zezv2r2+§—e‘;il) P2

g(r)=(G)r - 162\/2 (G,) r'*? + 312e4v4 (G-, (2.41)

(2.40)
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Como se nota, para r — 0 todos os termos da série tendem a zero, exceto os primeiros, mostrando,

portanto, que as condi¢des de contorno sdo de fato compativeis com as equagdes BPS.

Agora, vejamos como se comportam as fungdes a(r) e g(r) para r — oo. Para tanto,
propde-se que as fungdes a(r) e g(r) assumam configuragdes aproximadas em torno das condi¢des

de contorno (2.32), as quais sao expressas como
a(r)=Ar), gr=1-G(r)), (2.42)

onde A (r) e G (r) s@o fungdes analiticas que satisfazem

limA (r) =0, lim G (r) = 0. (2.43)
Quando substituimos as eqs. (2.42) nas equagdes BPS (2.35) e (2.34), obtemos
A
G 40 _y, (2.44)
dr r
1dA
—— +2H°G(r) =0, (2.45)
rdr

onde foram consideradas somente as contribui¢des lineares (ou de primeira ordem). As eqs.

(2.44) e (2.45) podem ser desacopladas e resolvidas analiticamente e suas solu¢cdes mais gerais

sao
G(r)= \/;ev [C1K0 ( \/zevr) - Gyl ( \/zevr)] , (2.46)
A (r) = C3rK, (\/zevr) + Cyrl (\/Eevr) , (2.47)

onde 1y, 1, Ky e K; sdo funcdes de Bessel modificadas do primeiro e segundo tipo, respecti-
vamente, cuja ordem sao zero e um. O comportamento tipico dessas fungdes € mostrado na
Figura 1, onde se nota que, para r — oo, as fungdes [ e I; divergem enquanto as fungdes K, e
K, convergem a zero. A imposi¢do das condic¢des (2.43) nos conduz a escolha C, = C4 = 0, de
modo que, agora, G (r) e A (r) dependem apenas das funcoes K e K;. Como estamos lidando

com solugdes para r — oo, podemos considerar a expansao assintética dessas duas funcdes, que

K (\/Eevr) = Vo e e — Var_e B + 0 (r_%)
i S Ve v N20@ew VP ’
—\2evr —V2evr
K, (\/ievr) = Vor e + SALLE + O(r_%).
dev  +fr 28 (2ev)’ Vi3

Desse modo, as fungdes G (r) e A (r) podem ser lidas como

3 \/57.[ e—\ﬁevr 3
G(r)—CH/(Zev)3 7 +0(r?), (2.48)

A(r) = C; \/% eV \fr 1 0 (r-%), (2.49)

sao
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Figura 1 — Comportamento das fungdes Bessel modificadas do primeiro e segundo tipo de ordem zero e um. Por
simplicidade escolheu-se e = v = 1.

de onde finalmente concluimos que a(r) e g(r) sdo

2
a(r)=Cs —\/_ﬂ eV \F+ 0 (r_%) , (2.50)
4ev

\/§7T e 2evr S
g(r):l—Cq/(zev)3 7 +0(r?), (2.51)

onde simbolo ~ € lido como “assintoticamente igual a”. Vé-se entdo que, no infinito as con-

dicdes de contorno (2.32) sdo de fato corretas. Outro fato interessante € que o comportamento
apresentado na eqs. (2.48) € o mesmo encontrado nas solucdes de vortices de Abrikosov, Nielsen

e Olesen.

Por fim, vale mencionar que o argumento das fun¢des de Bessel modificadas do segundo
tipo, Ky e K, representa a escala de massa dos bosons no modelo de Maxwell-Higgs, que no no

limite de Bogomol’nyi é dada por

me =my = V2ev. (2.52)

2.5 Solucoes numéricas

Abaixo, constam solugdes obtidas via o tratamento numérico das equacgdes (2.35) e
(2.34), onde se levou em consideragdo as condi¢des de contorno (2.31) e (2.32). Os resultados
sdo apresentados para configuracdes BPS com vorticidade n =1 ,n =2, n=5en = 10. Por

simplicidade, utilizou-se e = v = 1.

O gréfico da Figura 2a mostra as solugdes obtidas para os perfis de g (r). Como se nota,

préximo da origem os perfis do Higgs sdo mais sdo mais estreitos para menores valores de n. Isto
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(b) Campo de gauge a(r).

(c) Campo magnético B(r). (d) Densidade de energia Epps .

Figura 2 - Solugdes numéricas para vortices no modelo Maxwell-Higgs. Por simplicidade escolheu-se e = v = 1.

implica, por exemplo, que para um r fixo g (r)tem maior intensidade paran = 1 do que em n = 2.
Além disso, os perfis convergem ao estado de viacuo da teoria mais lentamente para maiores

valores de n.

A Figura 2b mostra as solugdes para os perfis a (r). Os perfis de a (r), a exemplo dos
perfis de g (r), sdo mais estreitos para menores valores de n. Contudo, para algum r fixo, vemos

que a (r) tem intensidade maior para maiores valores de n.

Os perfis das solugdes para o campo magnético é mostrado na Figura 2c, onde se nota
que este alcanga o seu valor maximo (ev?) na origem, sendo este comportamento independente
do valor de n. O campo magnético € bem localizado, decaindo em intensidade e indo a zero a

medida que nos afastamos da origem. Para valores cada vez maiores de n, o campo magnético
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abarca uma 4rea maior, aumentando assim o fluxo magnético.

Por fim, no grafico da Figura 2d sdo apresentados os perfis das solu¢gdes da densidade de
energia. Vé-se que no caso em que n = 1, a densidade de energia apresenta um comportamento
distinto, onde atinge seu valor maximo ainda na origem, a partir do qual decresce até tornar-se
nula a2 medida que nos afastamos. Por outro lado, para solu¢des em que n > 1, a densidade de
energia apresenta um mesmo valor finito na origem, atingindo seu valor maximo em alguma
posi¢do r = ry (o valor de ry muda para cada n > 1), decaindo a zero a medida que nos
distanciamos do nucleo, tendo, portanto, a forma de um “anel”. A densidade de energia se alarga

a medida que n aumenta e a energia total é incrementada em multiplos do valor 272,
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3 Vortices BPS no modelo Maxwell-Higgs com acoplamento

nao minimo quebrando as simetrias de Lorentz e CPT

Na década de 1980, o termo topoldgico de Chern-Simons (CS) passou a desempenhar
papel importante nas teorias de gauge. Dentre os muitos trabalhos que versavam sobre o tema,
alguns mostraram que o termo CS pode ser induzido pelas teorias de gauge 4-dimensionais a
temperatura finita [73—75], tornando-se dominante a altas temperaturas. Esse fato levou os fisicos
indianos Paul e Khare (1987) a se perguntarem se haveria algum outro mecanismo que pudesse
gerar o termo CS. Em particular, os pesquisadores queriam saber se tal termo poderia ser gerado
pelo mecanismo de Higgs. Para alcancar esse objetivo eles propuseram uma generalizacao do
modelo Higgs abeliano [24] 1+2-dimensional na qual a densidade lagrangiana era dada por

1 o1 e\
L=-; (1+ &%) FuF™ + 3 1D,[" - ¢* (|¢>|2 - Ec_j) : (3.1)

onde a derivada covariante

Dp = ¢ + ieA'd + i=— " F, ¢, (3.2)

2¢|
¢, agora, dotada de um acoplamento nao-minimo entre o campo escalar e o tensor eletromagnético.
Paul e Khare, ndo apenas mostraram que o mecanismo de Higgs gerava o termo CS, como também
provia um termo de massa para o campo de gauge. Além disso, eles também mostraram que o
modelo admite vértices neutros de energia finita em cada setor topologicamente nao trivial, o
que contrasta com os vortices carregados obtidos no modelo de Chern-Simons-Higgs (CSH).
Eles ndo conseguiram entender porque tal diferenca ocorre. Apesar de serem neutros, os vortices

obtidos possuem tanto densidade de carga como campo elétrico nao nulos.

Em uma outra proposta, Torres (1992) considerou uma generalizacdo do modelo CSH
abeliano [26] bastante similar ao de Paul e Khare, exceto pela presenca de um termo CS. O

modelo proposto por Torres é dado pela seguinte densidade lagrangiana

1 K 1 2
L= 7FuF" + 2WAF,, + 5 D[ = VgD, (3.3)

onde a derivada covariante ndo-minima é

D = P — ieA'd — i%e‘”pFVpgb, (3.4)
e V (|¢|) um potencial da forma

V(D) = arlpl” + as ¢l" + ag |6]°.

O acoplamento nao-minimo de Torres foi motivado pelo fato de que o acoplamento Pauli para

férmions em (1+2)-dimensdes, escrito na forma Yo"y F,, = €Yy, F,,, pode ser incorporado
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em uma derivada covariante sem fazer qualquer referencia aos graus de liberdade do spin [76,77].
Neste tipo de acoplamento, a constante g € interpretada como um momento magnético andémalo.
Torres supds que o minimo da quebra espontianea de simetria para o potencial V (|¢|) € dado
por |¢| = v e implementou o mecanismo de quebra escrevendo o campo escalar na forma
¢ = (v +1) €. O mecanismo ndo apenas gera o termo de massa para o campo de gauge, como
também prové um termo tipo CS, tal como o modelo de Paul e Khare. Com este modelo, Torres
ainda obteve solu¢des de vortices carregados, ndo topoldgicos e de energia finita, tanto na

abordagem das equacdes de segunda ordem quanto no limite de Bogomol’nyi.

Uma generalizacao do modelo de Torres foi proposta por Ghosh (1994) no qual uma
funcdo dielétrica, G (|¢|), foi multiplicada pelo termo de Maxwell e pela contribui¢do ndo-minima
da derivada covariante [27]. Segundo Ghosh, a modifica¢do no termo cinético de Maxwell pode
ser visto como uma acao efetiva para um sistema descrito pela funcdo dielétrica G (|¢|), tal como
em modelos de soliton bag de quarks e glions [78-80] e em teorias supersimétricas com um
grupo compacto [81]. Por outro lado, no contexto de vortices, o acoplamento ndo-minimo é
interessante devido a existéncia de estados Bogomol’nyi para uma forma mais geral do potencial

escalar. O modelo estudado por Ghosh € definido pela seguinte densidade lagrangiana

2

L= —%G(Iqbl)F,wF‘” + ge”v"Avap + % V¢ —ieA'p - iiG(laﬁl) éPFppl =V (D). (3.5)

Ele mostrou que no limite de Bogomol’nyi, 0 modelo admite solucdes de vortices estaciondrios
carregados, de energia minima, tanto topolégicos quanto ndo topoldgicos, para uma certa classe
de funcodes dielétricas. Os vortices topolégicos de Ghosh possuem fluxo magnético, carga e
momento angular que nao sao necessariamente quantizados, muito embora a energia seja. De
outro modo, os vortices nao topoldgicos possuem energia, fluxo magnético, carga € momento
angular que sdo necessariamente nao quantizados. Ghosh ainda estudou o limite ndo relativistico

e obteve solucdes estdticas de solitons auto-duais.

Mais recentemente (2004), Chandelier et al. [31] estudaram dois modelo MCS acoplado
a um escalar massivo nao relativistico [31]. Os modelos foram classificados como tipo I e tipo
II. O modelo tipo I considerava um acoplamento minimo usual suplementado por um campo
magnético dependente de acoplamento tipo Zeeman. O modelo tipo II envolvia um acoplamento
niao-minimo no setor da matéria ndo relativistica. Esse modelo € regido pela seguinte acao

S = fd%[—iF Fo e e AE 4 it Dop— —— 1D — V (6l) — Ao

R 4 o 0p =5 1 0Jo]>

onde D, = d, —iA, — ikF, e Jyp > 0 € uma carga de fundo externa. Segundo os autores, a compo-
nente tipo-tempo do termo envolvendo « € interpretada como um acoplamento dipolo magnético
(acoplamento Zeeman), enquanto que a componente tipo espago gera uma acoplamento depen-
dente do campo elétrico. Essas interpretacdes sdao baseadas nas propostas de um acoplamento ndo
minimo vistas como alternativa nas descrigdes de objetivos anidnicos compostos [76,77, 82, 83].
Seguindo este modelo, os autores mostraram que vortices nao saturam no estado fundamental, a

menos que um potencial ndo linear seja introduzido.
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Como visto acima, modelos com acoplamento ndo-minimo tem sido discutidos no ambito
das teorias de gauge em (1 + 2)-dimensdes, ndo apenas no setor de férmions, onde o acoplamento
Pauli pode ser incorporado a uma derivada covariante generalizada. Acoplamentos ndo-minimos
também sao estudados no setor de bésons (campo escalar complexo), onde configuragcdes de
vortices com energia finita tem sido encontrados. Em todos os modelos estudados, o acoplamento
ndo-minimo € acompanhado do tensor dual €“*’F,,, ndo havendo, portanto, investigacOes acerca

dos efeitos de um possivel acoplamento nao-minimo dotado do tensor F,,, em vez do seu dual.

Ing)

Assim posto, nossa investigacao, consiste em explorar novas formas de acoplamentos
nao-minimos, no contexto da quebra das simetrias de Lorentz e CPT, e implementé-las no estudo

de novas configuracdes de vortices BPS, estdveis e de energia finita.

3.1 O modelo de Maxwell-Higgs com acoplamento nao minimo

O modelo Maxwell-Higgs dotado de um acoplamento ndo minimo quebrando a simetria

de Lorentz e de CPT € governado pela seguinte densidade lagrangiana:

1
L= =7FF" +(Duf) (0'9) = U (191.0,14). (3.6)

onde
D, = 0,0 — ieA,p +iF,,E°, 3.7

z

¢ uma derivada covariante ndo minima, & € um vetor, denominado campo de fundo, com
dimensdo de massa —1/2, responsavel pela violacdo da simetria de Lorentz e da simetria
CPT,; a interacdo U (|¢| , 0, |¢|) serd determinada explicitamente pelo formalismo BPS, a ser

desenvolvido nas préximas se¢des.

As equagdes de movimento do campo de gauge e do campo escalar, que emergem da
densidade lagrangiana (3.6), sd@o

OF" =eg"+0,& T -&T", (3.8)
ou ou

D#D”¢:aﬂm—%,

(3.9)

respectivamente. A densidade de corrente, J*, € definida por
J" = ilgp (D'¢)" — ¢ (D'P)] = i (p0'¢* — ¢"0'¢) — 2eA" |¢” + 2FE, ¢l . (3.10)

A conservacdo da densidade de corrente, d,J# = 0, € facilmente verificada aplicando d,, sobre a
eq. (3.8).

Desse modo, a eq. (3.8) pode ser reescrita como

0,F™ = eJH — £9, "
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Uma vez que estamos interessados em configuragcdes estaticas de vortices, devemos
escrever as equacOes de Maxwell do modelo no regime estacionario. Desse modo, a lei de Gauss

estaciondria € dada por
0:0iA0 + 0,90 = —eJo, (3.11)

com J estaciondrio dependendo explicitamente de Ay,
Jo = —2eAq|gI* +2£;(8;A0) I . (3.12)

onde se vé que a condicdo Ay = 0 satisfaz a lei de Gauss identicamente. Portanto, no regime
estaciondrio teremos solugdes eletricamente neutras. Diante dessa assertiva, a lei de Ampere

estaciondria apresenta-se na forma
EkjajB_fjajjk =eJx, (3.13)
onde J; estacionario € lido como

T = i (pOkp" — ¢*Og) — 2eA; |8 — 2€uéiBlol* . (3.14)

Por outro lado, a equagdo estacionaria do campo de Higgs torna-se

ou ou

8745* - ]W = (9](9]¢ - le(a]A])¢ - 2l€A](9]¢ - €2AjAj¢ - lEkak(a]B)(b

— 2iej&BOp — 2e€jétABo — (£;B)°¢. (3.15)

3.2 A densidade de energia e as equacoes BPS

A densidade de energia do modelo (3.6) € escrita na forma
1 1
&= 3 (Foo)* + Z(ij)z +1Dodl* + |Degl” + U + EF o T (3.16)

Ao se fazer uma ripida inspe¢@o na densidade de energia (3.16), percebe-se que esta serd definida
positiva quando &, = 0 e U > 0, ja que os quatro primeiros termos sao ndo negativos. Além
do mais, estamos buscando configuracdes que descrevam vortices, que sao estruturas estaticas.
Portanto, estamos interessados nos valores da energia para os quais o cendrio se apresente no
regime estaciondrio, onde, como j4 foi visto, vale a condi¢dao Ay = 0. Assim sendo, a densidade

de energia estaciondria do sistema é dada por

1
E = fdzx(sz + | D> + U|. (3.17)

Agora, tendo a energia estaciondria em maos, implementamos o método BPS com o

intuito de encontrar as equacdes BPS ou auto-duais e determinar a forma explicita da interacao
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U. Para esse propésito, fazemos o uso das seguintes identidades'

SB+U =2 (B V3U) + VAUB, (3.18)
1
1Dl = 1D.¢I> + eBlg|* + BE;0; ¢ + 0, (Ee,-kjk —&B |¢|2) : (3.19)

onde D. ¢ € definida como sendo
D, =D £iDs¢. (3.20)
Substituindo-se as expressoes (3.18) e (3.19) em (3.17), a energia torna-se
E= fdzx B (B= «/ﬁ)2 + 1D £ B(V2U + elgf +£,0; 1) + akyk] , (3.21)

onde definimos .
T = 56uJi - &B lpI* . (3.22)

Conforme a prescri¢ao de Bogomol’nyi [19], o minimo da energia serd atingido se os

termos quadréticos forem nulos, ou seja, devemos impor
B =+V2U. (3.24)

Essas representam as equacdes BPS do modelo de Maxwell-Higgs ndo-minimo. Usando ambas

as equacOes na eq. (3.21), obtemos a energia BPS do sistema
Epps = + f d*x [B(\/2U +elgl® +¢0; |¢|2) + aka] . (3.25)

Neste ponto, observamos que o integrando poderd ser expresso como uma soma composta do

campo magnético e de uma derivada total sempre que a interacdo U tiver a seguinte forma

1 2
U= (e —elgl” - £0;1¢P) . (3.26)
Com isto, a energia BPS torna-se
Epps = + f d’x|ev’B + 0, (3.27)

A integracao pode ser realizada, a escolha de condi¢des de contorno apropriadas (como
veremos na proxima secdo) garantem que a derivada total ndo contribui para a energia total,

entdo obtemos que
Egps = ev? f d*xB = +ev’®, (3.28)

a energia BPS € proporcional ao fluxo do campo magnético.

' No Apéndice A apresentamos em detalhes os célculos que conduzem a eq. (3.19)
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Por fim, tendo fixado a intera¢do, vemos que as equacdes BPS, (3.23) e (3.24), podem

ser escritas na forma
D¢ =0, (3.29)

B==x(ev’ - elg - £0;101). (3.30)

3.3 A projecao no ansatz de solugoes axialmente simétricas

Na secdo 2.3 introduzimos na eq. (2.29) o ansatz de soluc¢des axialmente simétricas para

configuracdes estaticas de vortices dadas por
inf 1
¢(rn0)=vg(ne™, Ag(r)=-—lar)-nl, A (rn0)=0

onde, como antes, n € um inteiro nao nulo.

As fungdes g (r) e a(r) sdo bem comportadas, satisfazendo as condi¢des de contorno
estabelecidas em (2.31) e (2.32)

lirr&g (r)=0, lin(}a (r)=n, (3.31)
limg(r)=1, hm a(r)= (3.32)

que sao apropriadas para prover configuracdes de energia finita. Mais adiante, na secao (3.4)

mostraremos explicitamente a compatibilidade destas com as equacdes BPS.

Usando o ansatz acima, a divergéncia da densidade de corrente estacionaria é

1
T = —2v2§e;8r(rg2B), (3.33)

a exigéncia de que seja conservada conduz a condicao adicional & = 0

Logo, a densidade de energia BPS (3.27), em coordenadas polares, é dada por
2 2 (48 2
SBPS =B +2v (— +§rgB) , (334)
r

sendo esta positiva definida para todos os valores do parametro de violagdo de Lorentz, &,.

Além do mais, notamos que o ultimo termo no integrando da eq. (3.27) pode ser expresso

como . .
(91' (Efjkjk - é‘:jB |¢|2) = Vz;ar (agZ) : (335)
e cuja integra¢do em todo o espaco, usando as condi¢des de contorno (3.31) e (3.32)

2r 00

1
f d*xd; (—ejkjk—g,3|¢|) v f f ;a, ag rdrde 2mv? f a, ag d (3.36)
0 0

0
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resulta nula. Este resultado confirma a assertiva da se¢do anterior, quando dissemos que sob

condig¢des de contorno apropriadas, a derivada total se anulava.
O fluxo magnético continua sendo dado como na eq. (2.37), @ = 27n/e, e, em vista
disso, a energia BPS (3.28) pode ainda ser escrita como
Egps = 2m* In]. (3.37)
Portanto, assim como no modelo MH minimo, a energia BPS € quantizada, sendo proporcional a
vorticidade n.

A projecdo das equacdes BPS (3.29) e (3.30) no ansatz fornece

a a

g = ig(— - fr—), (3.38)
r er

B =zxev’ (1 - g*) % 2v¢,8g'. (3.39)

Ambas as equacdes resolvem as equagdes de Euler-Lagrange do modelo (3.6) com a interagdo U
dada pela eq. (3.26). A fim de efetuar essa verificacio explicitamente, primeiro expressamos a

lei Ampere (3.13) em sua forma axialmente simétrica,

B+ 26028 (g ; §,B)], = _2e2g (‘;’ ; g,B), (3.40)

que apos o uso da eq. (3.38) pode ser integrada, tornado-se (3.39). Isto posto, verifica-se que a
eq. (3.38) resolve a lei de Ampere. Em seguida, projetamos no ansatz a equagdo do campo de
Higgs (3.15), que agora é dada por

0=g" (1 +2(&) vzgz) + & (1 +2(&)? vzgz) _ged (1 _ gz)
r r
2
- g(; + frB) + €2V2g(1 - gz) + 2({:—‘,)2 vzg (g’)2 (3.41)

Usando a segunda equacdo BPS (3.38), a eq. (3.41) pode ser escrita como
’ 2
0=g"+5 - g(g + §,B) T&5B+egBT £,gB
r r r
0= [g’ Fe (g + frB)] : (3.42)
r

que simplesmente € a derivada da eq. (3.38). Desta maneira, mostramos explicitamente que as

equacdes auto-duais resolvem as equagdes de movimento de Euler-Lagrange.

Antes de procedemos com a andlise numérica, expressamos as equacdes BPS na forma
adimensional. Para tanto, fazemos os redefini¢cdes de escala p — evr e 6 — Vvé,, 0s quais

conduzem a
gr) — g, B(r) — ev’B(p),
a(r) — a(p), Epps (1) — €2V453PS ),

onde o parametro J regera as contribui¢des da violagdao de Lorentz.
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As equacdes BPS adimensionais sdo entdo escritas como,

g = ig(g - 60—), (3.43)
PP
B(p) = —% = (1~ ¢°) ¥ 265g’. (3.44)

e a densidade de energia BPS adimensional € dada por

2
Esps (0) = B> + 2(‘%’ + 6gB) . (3.45)

3.4 A analise das condicoes de contorno

Iniciamos a discussao a respeito do comportamento das solucdes das eqs. (3.43) e (3.44)
quando p — 0. Como estamos em busca de solu¢des bem comportadas, expandimos os perfis
dos campos em série de poténcias em torno das condi¢des de contorno dadas pela eq. (3.31) e
(3.32),

8(p) = iGjp’} a(p) :n—iA,-pf, (3.46)
J=1 j=1
e apds substituirmos as séries acima nas eqs. (3.43)-(3.43), encontramos 0s seguintes primeiros
termos
g()=Gup" +G,0p"™" + .., (3.47)
ap)=n-— %pz + 2n2f: SOG4 (3.48)

onde se nota que ambas as expansdes confirmam as condig¢des de contorno impostas em (3.31).

Antes de estudar o comportamentos das solugdes que satisfazem as condi¢des de con-
torno (3.32), reescrevemos as equagdes BPS em uma forma conveniente, por meio da simples

substituicdo da eq. (3.43) na (3.44), e vice-versa, o que conduz a

(1 +26°¢) Z—i - i%g +og(1-¢). (3.49)
(1 +252g2)%j—[‘; =(1 —g2)+25‘%’2. (3.50)

Assim como foi feito para o caso Maxwell-Higgs usual, propde-se que as fungdes a(p) e g(p)

assumam configuragdes aproximadas em torno das condi¢des de contorno de tal modo que
alp)=A), gr=1-G(p), (3.51)
onde, como antes, A (p) e G (p) sdo fungdes analiticas que satisfazem

limA()=0, IlimG(p)=0. (3.52)
p—)oo

p%OO
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Substituindo as eqgs. (3.51) nas (3.49) e (3.50), e considerando somente as contribui¢cdes em

primeira ordem, encontramos

(267 +1) 4G AW | 256 (p) = 0, (3.53)
o p

M: 0. (3.54)

1dA
(26 +1)==— +2G (p) -2

p dp
Uma vez que buscamos perfis para os campos cujo comportamento para p — oo seja

similar aos de Abrikosov, Nielsen e Olesen, propomos que

G (p) ~ p—l/Ze—ﬁP,
Alp) ~ p2e .

que substituidos nas eqs. (3.53) e (3.54), prover um sistema de equacdes lineares que pode ser

resolvido de modo consistente se, e somente se, 8 € dado por

[ 2

onde se nota que a escala de massa do modelo Maxwell-Higgs com acoplamento minimo é

recuperada quando ¢ = 0, ou seja, quando o parametro de violacdo de Lorentz &, for nulo.

3.5 Solucoes Numéricas

As solugcdes numéricas das equagdes BPS adimensionais (3.43) e (3.44) sdo apresentadas
nos gréficos abaixo, que mostram o comportamento dos perfis dos campos de Higgs, gauge,
magnético e da densidade de energia BPS para vérios valores da vorticidade n e do parametro de

violagdo da simetria de Lorentz 6.

3.5.1 Graficos das solucoes obtidas paran=1e -1 <6< 1

O gréfico da Figura 3 compara o comportamento dos perfis do campo de Higgs para
n = 1 e varios valores de ¢. Perto da origem, observamos que para valores cada vez menores
de 6, com ¢ < 0, os perfis de g (o) tornam-se mais estreitos, quando comparados ao perfil do
modelo de Maxwell-Higgs. Isso implica, por exemplo, que o perfil de g (p) para 6 = —1 € mais
estreito do que para 6 = —0.25. Por outro lado, quando ¢ > 0, os perfis de g (o) sdo mais largos,

em relacdo ao do modelo de MH, conforme os valores de ¢ se incrementam.

De outro modo, longe da origem, os perfis em que |6| é cada vez maior, convergem
mais lentamente ao estado de vicuo, ao passo que para valores cada vez menores de |d| os
perfis convergem mais rapidamente, em concordancia com a escala de massa definida em (3.55).
Obviamente, todos os perfis de g (o) convergem ao estado de vacuo mais lentamente que o

correspondente do modelo de Maxwell-Higgs (6 = 0).
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Figura 3 - O perfil do campo de Higgs g(p) para n = 1. As linhas vermelhas representam as solugdes para § < 0, as
linhas negras (6 = 0) dao as solu¢des BPS para o modelo Maxwell-Higgs, e as linhas azuis para 6 > 0.

—5=0
——35=025
8=05
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6 8 10
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Figura 4 — O perfil do campo de gauge a(p) para n = 1. As linhas vermelhas representam as solugdes para 6 < 0, as
linhas pretas (6 = 0) ddo as solu¢des BPS para o modelo Maxwell-Higgs usual e as linhas azuis para
0> 0.

A Figura 4 mostra os perfis do potencial vetor a (p) paran = 1. Para 6 < 0, Figura 4a,
perto da origem, os perfis sao mais estreitos conforme |[6] — co. Contudo, a uma certa distancia
da origem, os perfis cruzam aquele do MH e ficam mais largos de acordo com o incremento dos
valores do |6|. Por outro lado, para 6 > 0, a Figura 4b mostra que perto da origem, os perfis quase
se sobrepdem aquele correspondente ao modelo de MH, mas a uma certa distancia da origem

estes ficam mais largos para valores crescentes de 6. Em ambos os casos, longe da origem, estes
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vao a zero segundo a escala de massa dada em (3.55). De modo similar ao comportamento
do perfil do campo de Higgs, os perfis de a (p) convergem a zero mais lentamente que o seu

correspondente no modelo de Maxwell-Higgs (6 = 0).

O grafico da Figura 5 apresenta os perfis do campo magnético B (p) paran = 1. Na
Figura 5a sdo mostrados os perfis para 6 < 0. Nota-se que na origem o campo magnético
apresenta sempre o valor finito ev?. A medida que nos afastamos da origem, percebe-se que
o parametro de violacdo de Lorentz influencia no campo magnético fazendo-o assumir uma
forma tipo anel. Quanto menor o valor de 9, mais intenso serd o maximo de B (p), sendo este
mais localizado nesta regido. Mas logo apds ter alcangado o valor méximo, comeca a decair
a medida que o raio p cresce, até atingir o valor nulo em p — oco. Contudo, os perfis sdo mais
largos se comparado aos do MH. O comportamento tipo anel contrasta os perfis tipo lump do

campo magnético no modelo de Maxwell-Higgs.

—35=0

——8=025
3=0.5

— -5=1
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Figura 5 — O perfil do campo magnético B(p) para n = 1. As linhas vermelhas representam as solugdes para ¢ < 0,
as linhas negras (6 = 0) ddo as solug¢des BPS para o modelo Maxwell-Higgs usual e as linhas azuis para
0 >0.

Na Figura 5b temos os perfis do campo magnético para 6 > 0. Os perfis sdo lumps

semelhantes ao de Maxwell-Higgs com o mesmo valor ev?

na origem. Podemos apreciar que
perto da origem o campo magnético possui intensidades menores que o campo de MH mas a certa
distancia da origem os perfis cruzam aquele do modelo MH e decai até atingir o valor nulo no
infinito. No entanto, o comprimento caracteristico de B (p) aumenta quanto maior for o valor de

¢, 1sso demonstra que o campo magnético € menos localizado que o modelo de Maxwell-Higgs.

A figura Figura 6 mostra os perfis da densidade de energia BPS paran = 1. A Figura 6a
ilustra os perfis para 6 < 0. A densidade de energia Egps assume valores finitos cada vez maiores

em p = 0 para valores de ¢ cada vez menores. Devido que os perfis ndo sdo mais largos que os do
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MH, neste intervalo de valores de 8, os vortices deste modelo sdo mais localizados e armazenam
mais energia que os seus similares do MH. Esse comportamento revela que quanto menor o valor

do parametro de quebra da simetria de Lorentz, mais localizada na origem serd a densidade de

energia BPS.
71"
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Figura 6 — O perfil da densidade de energia BPS Epps (p) para n = 1. As linhas vermelhas representam as solu¢des
para ¢ < 0, as linhas negras (6 = 0) ddo as solu¢des BPS para o modelo Maxwell-Higgs usual e as linhas
azuis para ¢ > 0.

Por outro lado, analisando a Figura 6b, a qual mostra o perfil da densidade energia Egpg
para 6 > 0, vemos que quanto maior for o valor de ¢, menor serd o valor de Egpg na origem até
atingir o valor ?v*. Contudo, ao nos afastamos um pouco da origem a energia comega a ter um
comportamento tipo anel, atingindo um valor maximo, apés isso decai até convergir ao valor
nulo em p — oo. Esse € um efeito novo devido a quebra da simetria de Lorentz, pois o perfil tipo

anel somente aparece no MH quando n > 1.

3.5.2 Graficos das solucoes obtidas para 6 = -0.5e n = 1,4, 10,20

Abaixo exibimos os gréficos dos perfis g (o), a (p), B(p) e Epps parad = —0.5en =
1,4, 10, 20. As linhas sélidas representam o comportamento dos perfis no modelo Maxwell-Higgs

minimo em cada um dos valores de n.

A Figura 7 mostra o comportamento dos perfis para o campo de Higgs e para o potencial
vetor em varios valores de n. No grafico da Figura 7a logo se nota que em todos os valores de
n os perfis do campo de Higgs sdo mais estreitos que aqueles do modelo MH. Outro fato que
chama a atenc¢do € a de que os perfis se apresentam mais largos conforme n assuma um valor
maior. Na Figura 7b temos o comportamento do perfil do potencial vetor. Como se observa a (p)

tem valor igual a n na origem O comportamento padrao do perfil do potencial vetor apresenta
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(a) g(p) varios valores de n. (b) a(p) para varios valores de n.

Figura 7 — Os perfis dos campos de Higgs g(p) e gauge a(p) para 6 = —0.5. As linhas s6lidas representam as
solugcdes BPS para o modelo Maxwell-Higgs usual

decaimento ao valor nulo em p — oco. O parimetro de quebra parece quase ndo influenciar no

comportamento de a (p), uma vez que as curvas sélidas e as pontilhadas quase se sobrepdem.

Na Figura 8a apresentamos os perfis do campo magnético. Vemos que para 6 < 0 e
todo valor de n, o comportamento de B (p) € afetado pela violacdo da simetria de Lorentz e se
apresenta bem distinto do observado no modelo minimo. Os perfis apresentam comportamento
tipo anel cujo valor maximo se localiza mais préximo da origem para valores menores de n.
Esse ¢ um efeito novo provido pela quebra de Lorentz, ja que no MH o campo magnético, para
n > 1, sempre apresenta uma regido de platd cuja largura se incrementa quando » aumenta.
Em comparac¢do com Maxwell-Higgs percebe-se que o campo magnético apresenta um largura

maior.

Na Figura 8b € apresentado o comportamento dos perfis da densidade de energia BPS
para 6 < O e alguns valores de n. Para n > 1, o perfis perto da origem tem comportamentos
andlogos e quando se afastam da origem formam anéis, similares aos do modelo minimo. Embora,
para n fixo, as amplitudes méximas dos anéis sejam maiores nas solu¢des nao minimas. Cabe
destacar que os maximos do modelo ndo-minimo sdo mais préximos da origem e a largura é

menor, quando comparada a seus equivalentes no modelo Maxwell-Higgs.

3.5.3 Graficos das solucoes obtidas parad =1en =1,4,10,20

Abaixo exibimos os graficos dos perfis g (p), a(p), B(p) e Egps parad = len =
1,4,10,20. As linhas sdlidas representam o comportamento dos perfis no modelo Maxwell-

Higgs minimo em cada um dos valores de n.

A Figura 9a mostra que os perfis do campo de Higgs do modelo ndo minimo em
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(a) B(p) vdrios valores de n. (b) Epps (p) para vdrios valores de n.

Figura 8 — Os perfis do campo magnético B(p) e da densidade de energia BPS Egps(p) para 6 = —0,5. A linha
sdlida representa as solucdes BPS para o modelo Maxwell-Higgs usual.

comparacao com o modelo Maxwell-Higgs, sdo mais largos em cada um dos valores de n.
Contudo, os perfis do campo de Higgs convergem mais lentamente ao estado de vicuo que os do
MH usual.

(a) g(p) varios valores de n. (b) a(p) para varios valores de n.

Figura 9 — O perfil dos campos de Higgs g(p) e gauge a(p) para 6 = 1. As linhas sélidas representam as solug¢des
BPS para o modelo Maxwell-Higgs minimo.

A Figura 9b apresenta o comportamento dos perfis do potencial vetor. Préximos da
origem, os perfis quase se sobrepdem aqueles do modelo Maxwell-Higgs, para cada um dos
valores de n. Conforme a distancia aumenta, ha uma regido onde as larguras primeiramente se

estreitam e depois se alargam, em relacdo aos perfis de MH. A regido onde os perfis ficam mais
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largos estd longe da origem e as intensidades sdo pequenas. Isso mostra que, embora os perfis

sejam muito parecidos, o parametro de quebra sempre influencia no comportamento de a (p).

(a) B(p) vdrios valores de n. (b) Epps (p) para vdrios valores de n.

Figura 10 - Os perfis do campo magnético B(p) e da densidade de energia BPS Epps (0) para 6 = 1. A linha sélida
representa as solugdes BPS para o modelo Maxwell-Higgs usual.

Na Figura 10a vemos os perfis do campo magnético para 6 = 1 fixo. Para n > 1, os perfis
de B(p) formam um platd que se mantém até um certo comprimento do raio p. Quanto maior o
valor de n, maior serd a largura do platd. Em comparagdo com o modelo Maxwell-Higgs, vemos

que o campo magnético possui uma largura maior para todos os valores de n.

A Figura 10b apresenta os perfis da densidade de energia BPS para 6 = 1 fixo. Para
n > 1, os perfis também formam anéis. Do mesmo modo que no modelo de Maxwell-Higgs,
apresentam valor finito na origem (exatamente igual a e*v*) e formam um platd entorno dele.
Entretanto, para cada valor de n, o tamanho do platé dos perfis ndo-minimos sdo um pouco
maiores; a amplitude méxima dos anéis € menor e ficam a uma distincia ligeiramente maior da

origem.
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Conclusoes e perspectivas

Nesta dissertacao foi realizado o estudo de vortices BPS, dentro da eletrodinamica de
Maxwell-Higgs modificada pela presenca de um acoplamento ndo minimo que viola tanto
a simetria CPT como a de Lorentz. Ainda no primeiro capitulo, apresentamos o método de
Bogomol’nyi, um formalismo que permite obter solu¢des de minima energia para a dinamica
dos campos. Estas solucdes, no regime estaciondrio, sao descritas por equagdes nao lineares de
primeira ordem, chamadas de equagdes BPS ou auto-duais. Neste caso as solugdes BPS também

satisfazem as equagdes de segunda ordem de Euler-Lagrange.

No segundo capitulo, a titulo de revisdo abordamos o estudo do modelo abeliano de
Maxwell-Higgs o qual é dotado de uma acoplamento minimo entre os campo de Higgs e gauge, e
sob influéncia de um potencial do tipo |#]*. Vimos que a lei de Gauss ¢é satisfeita trivialmente pelo
condicdo Ay = 0, implicando na obten¢do de solugdes tipo vortices sem carga elétrica. Solucdes
tipo vértice, sdo obtidas usando o ansatz proposto por Abrikosov e verificamos o comportamento
dos campos nas fronteiras. Aplicando o formalismo BPS, obtivemos a energia total dos vortices,
sendo esta quantizada e linearmente dependente da vorticidade n, caracterizando a topologia do

campo de gauge.

No terceiro capitulo, foi apresentado o modelo Maxwell-Higgs dotado de um acopla-
mento ndo-minimo que quebra as simetrias de Lorentz e de CPT. Procedemos de modo similar ao
caso do modelo de Maxwell-Higgs minimo para obter o potencial BPS. Contudo, o acoplamento
nao-minimo modifica as equag¢des BPS. Tais modificacdes ocorrem porque a auto-intera¢ao
do campo de Higgs é composta, além do potencial |¢|*, de um acoplamento derivativo. As
solucdes numéricas das equagdes BPS modificadas mostram que, em comparacao as solucoes
de Maxwell-Higgs, no nicleo do vértice, para todos os valores de n, os perfis do campo de
Higgs sdao mais estreitos quando ¢ torna-se mais negativo. Por outro lado, o comprimento do
perfis do campo de Higgs € incrementado quando os valores de 6 > 0 aumentam. Além disso,
os perfis do campo magnético, para § < 0 e para todos os valores de n, formam estruturas tipo
anéis. Por outro lado, para ¢ > 0, tais perfis, mantém um estrutura tipo lump para solugdes de

Maxwell-Higgs.

J4 a densidade de energia BPS, para 6 < 0 e n = 1, apresenta perfis do tipo ev? centrados
na origem, cuja a amplitude cresce em relagdo ao modelo de Maxwell-Higgs, sempre que 6
torna-se mais negativo. Por outro lado, para n > 1 os perfis sdo tipo anéis, mas a amplitude
maxima € maior e localizada a uma menor distancia da origem do que o modelo Maxwell-Higgs
minimo. Além do mais, para 6 > 0 e n = 1, os perfis da densidade de energia BPS formam
estruturas tipo anéis cuja amplitude na origem decresce em relacdo ao modelo minimo atingindo

um valor minimo e*v*, sempre que ¢ torna-se mais positiva.



54 Conclusoes

Tem-se como perspectiva que o modelo possa ser também estudado no contexto das
eletrodindmicas de Chern-Simons-Higgs, de Maxwell-Chern-Simons-Higgs ou de Born-Infeld.
Também, pretendemos estudar a influencia do acoplamento no minimo no contexto dos modelos
generalizados de MH, CSH e MCSH. Por outro lado, em (1+3)-dimensdes podemos investigar
as modifica¢cdes introduzidas por este acoplamento ndo-minimo na equacgdo de Dirac e suas
solucdes nos niveis ndo relativistico e relativistico. Um estudo também interessante seria estudar
as corregOes radiativas na eletrodindmica quantica devidas a este acoplamento ndo minimo, entre

outros.
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APENDICE A - Calculo de algumas identidades

A.1 Identidades do capitulo 2

Nesta secdo apresentamos o procedimento para encontrar a identidade da eq. (2.17).

Inicialmente definimos o “operador” D.¢ e escrevemos
D.¢p = D1¢p +iD,¢. (A.1)
O moddulo quadrado deste operador € dado por
ID.¢* = (D.§)" (D+§) = ID19I* + ID2gl* £ i[(D19)" (D29) — (D29)" (D19)] - (A.2)
E conveniente reescrevermos este resultado em termos da soma de indices latinos
D, = |D,g| + ie; (D) (D). (A3)

ondei,j=1,2¢e €, =—6; =+1. A fim de calcularmos o dltimo termo em (A.3), escrevermos a

densidade de corrente, eq. (2.8), na forma
Ji=il¢p(Dig)" - ¢" (Dig)], (A.4)
e, em seguida calculamos o seu “rotacional” (isto €, aplicamos €;;9;), resultando em
€idj)i = i€t (0,0) (D) + ¢ (9,Di0) — (9,8) (D) - 6" (9;Di0)]. (A.5)

Lembrando que D, = d, — ieA,, podemos mostrar que D;D;¢ = 0;D;¢ — ieA;D;¢ e, portanto,
vé-se que
(9]Dl¢ = DJDl(ﬁ + leA]D,¢ (A6)

Substituindo este tltimo resultado em (A.5), que apés alguma manipulagdo algébrica, nos conduz
a
€i0;); = € (i0;9 + eA;8) (D) +e;i (i0,00 + eA;0) (D) +iejpp (D;Digp) —iejs” D;Digp. (A7)
Agora, um olhar atento e um pouco de intui¢do nos permite notar que
i0j¢p+eAjp =iD;p, (A.8)
e assim, reescrevemos (A.7) como
€i0;J; = i€;i (D) (Dig)" — ie;i(D;0) (Digp) + i€y (D;Digp) — iejuep” D;Dig. (A.9)

Aproveitando-se do fato que os indices sdo mudos, podemos expressar (A.9) em uma forma mais

simples, dada por

eji(?jJi = 2i6j,’ (DJ¢) (D,¢)* +1i [¢ (fjl’Dle'(b)* - (]5* (Ej,’DjD,'(ﬁ)] . (AlO)
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O ultimo termo pode ser obtido se este for escrito explicitamente em termos de A; e ¢. Procedendo

assim, encontramos
Ej,’DjD,(ﬁ = €ji (aja,' - €2AjA,')¢ - l€B¢ - ieej,-A,@j(/) - ieel-inajqﬁ, (Al 1)

onde foi usado B = €;,0;A;. Note que os dois tltimos termos se cancelam, ja que €;; = —¢;;. Por

outro lado, o fator 9,0, — e’A jA; € simétrico. Como €;; € antissimétrico, entao
2 _
€ii(0,0: — ?A;A)) ¢ = 0. (A.12)

Desse modo, temos
EjiDjDi(b = —i€B¢.

Substituindo esse resultado em (A.10) obtemos
€i0,;J; = 2i€;; (D;¢) (D) — 2eBgl, (A.13)
que ainda pode ser escrito na forma
ie;i (D) (Dig)" = %ej,.ajji +eBloP. (A.14)
Retornando a eq. (A.3), encontramos finalmente que
D¢ = |Dyg|" + [—%eﬁa J;—eBlpl*]. (A.15)

ou ainda .
2
|D/¢| = |Di¢|2 + 56/16/.], +eB |(]5|2 . (A16)

A.2 Identidades do capitulo 3

Nesta se¢do, mostramos como obter a identidade da eq. (3.19). Para tanto, utilizando um

procedimento similar ao da sec¢do anterior, definimos o “operador” D.¢ e escrevemos
D.p = D¢ £ iDy¢. (A.17)
O modulo quadrado deste resulta em
1D.01" = D¢l + iei; (Dig)" (D;9). (A.18)

A fim de determinarmos o ultimo termo da eq. (A.18), tomamos o “rotacional” (derivada €;;0;)

sobre a densidade de corrente, eq. (3.14), na forma

Ji = il¢ (D) — ¢" (Di)], (A.19)

€ obtemos

*

€50 = iei[(0,0) (D) — (9:0) (D] + [0 (€:0,0:0) — 6" (€:0,Di8)].  (A20)
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Agora, de modo similar ao que foi feito na eq. (A.6), fazemos o uso da derivada covariante para
mostrar que

0;Dip = D;Digp + i (eA; + F &) Dig. (A.21)
Substituindo esse resultado em (A.20), encontramos

£

€i0,T; = 2ie;i (D;0) (D) +i[¢ (:D;Di¢) - 6" (€:D;Di9)|- (A.22)

Mais uma vez, a derivada covariante pode ser usada para que €;9D;D;¢ seja escrito explicitamente

em termos de ¢ e A;, conduzindo-nos entdo a
fjiDjZ)i‘P = —i€B¢ - iej,-aj (eikBé::k) ¢ + eji [3J8, + (eAj + Eleé:[) (eA,- + Eikak)] ¢
- i(eA,- + EikBé:k) ejiﬁjqﬁ — ifji (eAj + Elenf]) (91-¢, (A23)

de se usou F;; = ;B e B = €;0;A;. Aqui, observa-se que os dois ultimos termos sdo iguais
e, portanto, se cancelam'. J4 no termo central, nota-se que a expressdo entre colchetes, 9 i0; +
(eAj + ej,Bfl) (eA; + €xB&y), € simétrica, enquanto o simbolo de Levi-Civita, €j;, € antissimétrico.
E fato conhecido que o produto de um tensor antissimétrico por um simétrico resultado nulo.
Portanto, temos

€D, Di¢ = —ieBg + id; (BE;) . (A.24)

Substituindo essa ultima expressao na eq. (A.22), e apds reordenarmos os termos, obtemos
. . 1
i€;i(D;0) (D) = eBlgl” + 50T = ; (Be) Il (A.25)
O uso da identidade
9;(BE) 101" = 0;(£,B101) — £;B(9;10F). (A.26)
permite reescrevemos a expressao (A.25) na forma
. . 1
ie;i(D;0) (Dig)" = eBIgI” + £,B(0;16) + 9, (Eeﬁji -¢B |¢|2) : (A.27)
Por fim, ao substituimos (A.27) em (A.18), somos conduzidos a

1
1D = 1D.9F £ &B(9; 1) + eBIgf + 0, (Efjiji -¢B |¢|2) : (A.28)

que € de fato a mesma expressao da eq. (3.18).

' A igualdade é notada fazendo i — j e j — i no tGltimo termo i€ji (eA i+ eﬂB&) 0;¢. Essa é uma operagdo

permitida ja que os indices sdo mudos e estamos lidando com somas.
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Doutores: Rodolfo Alvan Casana Sifuentes - Orientador, Manoel Messias Ferreira
Junior (UFMA) e Van Sérgio da Silva Alves (UFPA). O discente apresentou sua
dissertagdo de mestrado sob o titulo “Vértices BPS na eletrodinamica de Maxwell-
Higgs com acoblérﬁento nao minimo violando as simetrias de CPT e de Lorentz”,
em forma de seminario, em sessao publica, tendo sido permitida a formulagdo de
perguntas tanto pela Banca Examinadora como por outras pessoas presentes. Em
seguida, a Banca Examinadora, sob a presidéncia do Orientador, reuniu-se para
deliberar e decidiu por unanimidade pela aprovacao da dissertagao, tendo, portanto, o
discente cumprido parte dos requisitos obrigatérios a obtencdo do grau de Mestre. O
Presidente da Banca Examinadora, para constar, lavrou a presente ata, que apoés lida e

aprovada sera assinada pelos membros da Banca. Sao Luis, 30 de setembro de 2014.
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Prof. Dr. Rodolfo Alvan Casana Sifuentes
Membros:

I Taswsd) 17 P

Prof. Dr. Manoel Messias Ferreira Junior

rgio da Silva Alves
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