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minha mae.
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Resumo

O Modelo Padrao Estendido (MPE) é um arcabougo teérico que considera a possibili-
dade de violacao de simetria de Lorentz no Modelo Padrao das interagoes elementares.
Na eletrodinamica, esta possibilidade ¢ representada pelo termo K,,ogF"* F B que vi-
ola a simetria de Lorentz sem violar a simetria CPT, e o termo &,,5,0*A*9° A", que
viola a simetria de Lorentz, juntamente com a simetria CPT. Estes termos extras sao
incluidos na lagrangena de Maxwell e, consequentemente, também alteram a equacao de
movimento dos campos. Neste trabalho consideramos a influéncia da violagao de Lorentz
no setor fotonico em processos de espalhamento de férmions, e~ + u=~ — e~ + u~ e
e~ +et — u~ + uT, considerando individualmente o setor CPT-impar e CPT-par em
suas componentes nao-birrefringentes. No primeiro momento, apresentamos uma revisao
de topicos de interesse, passando pela equacao de Dirac, propagador de Dirac, matriz
de espalhamento, regras de Feynman, truque de Casimir, finalizando com o cédlculo das
secoes de choque diferenciais para processos elementares. Em seguida, implementamos
as técnicas desenvolvidas para calcular o incremento a se¢ao de choque, oriundo da vi-
olagao de simetria de Lorentz no setor fotonico. Em nossos resultados, obtivemos como
cada componente de violacao de Lorentz altera a secao de choque. No caso CPT-par,
observamos que a contribuicao do termo k. ao processo e~ + et — p~ + put é de dificil
verificagdo, pois se confunde com as contribuig¢oes radioativas. Ja as contribuigoes ad-
vindas do vetor %, inserem uma dependéncia angular na secao de choque diferencial
do processo e~ + =~ — e~ + p~, mas nao contribui no processo e~ + et — pum + pt.

Os coeficientes paridade-par, (k. ), , implicam em contribuigdes relevantes em ambos os

ij
processos, e destacamos sua influéncia no processo de aniquilacao elétron-pésitron, onde
atuam como unicas componentes que contribuem de forma notavel. A contribuicao do se-
tor CPT-impar (termo de Carroll-Field-Jackiw) é comparativamente de menor relevéancia,
ja que as contribuicoes a secao de choque aparecem apenas em segunda ordem. Embora
tenhamos inicialmente desenvolvido um procedimento perturbativo para calcular as con-
tribuicoes dos parametros de quebra de Lorentz a secao de choque, também foi possivel

obter os propagadores de Feynman exatos tanto para o setor CPT-impar quanto para o

setor CPT-par. Tais expressoes podem ser usadas para recalcular as secoes de choque.



Palavras-chaves: Quebra de Lorentz, espalhamento de férmions, secao de choque diferen-

cial.



Abstract

The standard model extension is a theoretical framework which includes the possibility
of Lorentz symmetry violation in the Standard Model of elementary interactions. In
electrodynamics, this possibility is represented by the term, K WaﬁF“”Faﬁ , that violates
Lorentz symmetry without jeopardizing CPT symmetry, and the term e,,5,0*A*0° A,
which violates Lorentz and CPT symmetries. These additional terms are inserted in
the Maxwell Lagrangena and alter the field equations, as well. In this work we study
the influence of Lorentz violation in the photonic sector on fermion scattering processes,
regarding individually the CPT-odd and CPT-even coefficients. At first, we present a
review through some topics of great interest, as the Dirac equation, Dirac propagator,
scattering matrix, Feynman rules, Casimir trick, and the evaluation of the differential
cross sections. Next, we implemented the developed techniques to carry out the corrections
(to the cross sections) induced by the Lorentz-violating terms. Our results reveal as each
Lorentz-violating component changes the cross section. In the CPT-even case, we observed
that the contribution of the term k. to the process e™ + = — e~ 4 p~ is of difficult
detection once it can be disguised between the radioactive corrections. The contributions
coming from the vector s’ imply an angular dependence in the differential cross section
of the process e~ + u~ — e~ + p~, and do not contribute for the process e™ + et —

u~ + pt. The CPT-even coefficients, (k._).., lead to significant contributions in both

ij 0
cases. We highlight its influence in the pair electron-positron annihilation process, where
they act as the only components that imply sensitive contributions. The contribution
stemming from the CPT-odd sector, represented by the Carroll-Field-Jackiw term, is of
less relevance, since the contribute are second order ones. Although we have initially
developed a perturbative procedure for evaluating the cross section correction, it was also
possible to evaluate the exact propagators of the CPT-odd and CPT-even sectors in a

tensor closed form. Such tensor expressions may be used to rederive the cross section

corrections.

Keywords: Lorentz Break,scattering of fermions, differential cross sections.



Agradecimentos

Agradeco aos meus pais que sempre me deram a direcao certa, também agradeco
a minha namorada que foi e tem sido minha companheira nestes anos desta fase. Agradeco
aos amigos pela companhia nos papos e naquele chope para esfriar a cabeca. Agradeco ao
professores do grupo de teoria de campos pelo voto de confianga e ensinamentos impor-

tantes neste periodo de formacao. E a CAPES e FAPEMA pelo relevante apoio financeiro.



“Missao dada parceiro, é missao cumprida.”.
Tenente-Coronel Nascimento (Filme

TROPA DE ELITE 2)



Sumario

1 O Modelo Padrao Estendido

1.1 Introdugdo . . . . . . . . . .
1.2 Setor de gauge do Modelo Padrao Estendido . . . . . ... ... ... ...

1.3 As componentes nao birefrigentes setor CPT-par do MPE . . . . . . . . ..

Uma breve introducao da teoria diagramatica de Feynman
2.1 Introducao . . . . . . . ..
2.2 Os propagadores e amplitudes . . . . . . .. .. ... L.
2.3 Campoescalar. . . . . . . .
24 Aequacaode Dirac . . . . . . ...
2.4.1 A equacao de Dirac para a particula livre . . . . . . . . .. ... ..
2.5 Propagador de Feyman da equacao de Dirac . . . . . . .. ... ... ...
2.6 Solugao perturbativa da equagao de Dirac . . . . . . . .. ... ... ...
2.7 Matriz S, Amplitudes e Secao de Choque . . . . . . . . ... .. ... ...
2.8 Espalhamento de férmions . . . . . . . . ... ... L
2.9 Regradeouro . . . . . . . . ..

2.10 Regras de Feynman . . . . . . . . . .. ..o

Calculo da amplitude de espalhamento e secao de choque

3.1 A amplitude de Feynman para o espalhamento e™ + pu~ — e~ + u~
3.1.1 Truque de Casimir . . . . . . . . .. . .. ... ... ...
3.1.2  Secao de choque para o espalhamento e™ +p~ —e” +pu~ . . . ..

3.2 A amplitude de Feynman para o espalhamento elétron-poésitron gerando

muon e anti-MmuUONL . . . . . . ..

10

10

11

17

19

19

21

22

24

27

30

33

35

38

41

42

44

44



3.2.1 Secao de choque e” +et — = +put oL 50

3.2.2 Simetria Cruzada . . . . . . .. . ... . 51

4 Calculo de secao de choque na presenca de violagao de Lorentz 53
4.1 Amplitude de espalhamento e o propagador CPT-par . . . . . . .. .. .. 53
4.2 A amplitude Mary no espalhamento elétron-mion e~ +pu~ — e~ +pu~ . . 55

4.2.1 Contribuicoes paridade-impar a amplitude de espalhamento <|J\/[]2>int 56

4.2.2  Contribuicoes paridade-par a amplitude de espalhamento . . . . . . 59
4.3 A amplitude Mary no processo elétron-pésitron . . . . . . . .. .. .. .. 63
4.3.1 Contribuigao isotrépica do setor de paridade par . . . . . . . . . .. 64
4.3.2 Contribuicao anisotrépica do setor de paridade par . . . . . . . .. 64
4.4 Analise de resultados . . . . . . ..o 65

5 Calculo exato dos propagadores do campo de gauge do Modelo Padrao

Estendido 68
5.1 Propagador de gauge do setor CPT-par nao-birrefringente . . . . . . . .. 68
5.1.1 Relagoes de Dispersao . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 74

5.2 O propagador de gauge do setor CPT-impar . . . . . . .. ... ... ... 74
5.2.1 Relacoes de Dispersao . . . . . . . . .. ... ... ... 7

6 A influéncia do termo CPT-impar no espalhamento elétron-mion 78

6.0.2 A influéncia do termo CPT-impar no processo elétron-pdsitron mtion-

antimuon . . ... ... 86

7 Conclusao 88
8 Apéndice 91
8.1 Matrices v . . . . . . 91
8.2 Traco de matrizes gamma . . . . . . . . . ... 94
8.3 Apeéndice de spinores . . . . ... .. 95



Referéncias Bibliograficas

Referéncias Bibliograficas

97

98



10

1 O Modelo Padrao Estendido

1.1 Introducao

O denominado Modelo Padrao Estendido (MPE) é uma extensao do conhecido
Modelo Padrao (MP) das interagdes fundamentais, proposta por Colladay e Kostelecky
[1] por volta de 1996, que incopora termos de violagao da simetria de Lorentz (VSL) em
todos os setores de interacao do MP. No MPE, os termos de VSL sao originados de uma
quebra espontanea de simetria que ocorre em uma teoria subjacente definida em altissimas
energias (escala de energia de Planck). A possibilidade de violagao espontanea da simetria
de Lorentz na escala de energia de Planck foi demonstrada na literatura no final dos ano
80 [2]. O MPE ¢ a teoria resultante apés tal quebra, de modo que os coeficiente de VSL
sao termos tensoriais que se acoplam aos campos do MP. Estes coeficientes de violacao
sao valores esperados do vacuo de quantidades tensoriais originados da uma teoria mais

fundamental (definida na escala de Planck).

O MPE preserva a estrutura de gauge SU(3) x SU(2) x U(1) e a renormal-
izibilidade do Modelo Padrao. A teoria quantizada é hermitiana e renormalizavel, tendo
ainda outras caracteristicas como microcausalidade, positividade da energia e cancela-
mento de anomalias usuais. Dentro da estrutura do MPE, a equacao relativistica de
Dirac e a equagao nao-relativitica de Schoedinger sao obtidas, quando efetua-se os lim-
ites apropriados. Pode-se, também, extrair uma eletrodinamica quantica violadora de
Lorentz da teoria do MPE, envolvendo modificacoes tanto no setor fotonico como no se-
tor fermionico. E importante ressaltar que no contexto da MPE, a violagao de Lorentz
ocorre apenas no referencial da particula e que tal simetria nao é violada no referencial
do observador, isto é, a teoria é covariante sob rotagoes e translagoes do referencial in-
ercial do observador. Em nivel fundamental, a simetria de Lorentz permanece valida e
todas as interagoes permanecem invariantes sob transformacoes de Lorentz do observador.
Contudo, a invariancia de Lorentz do referencial das particulas é violada, isto é, ocorre
quebra da covariancia sob rotacoes e translagoes de uma particula localizada, conduzindo
as variagoes nas interagoes fisicas quando o movimento ou a orientagao de uma particula

muda com respeito ao campo de fundo.



1.2 Setor de gauge do Modelo Padrao Estendido 11

Atualmente, muitos fisicos tedricos tém explorado possiveis efeitos de violacao
de Lorentz em varios contextos da fisica da matéria condensada a cosmologia. Enquanto,
os fisicos experimentais tém procurado evidéncias de tal violagdo em experimentos de
alta precisao em sistemas de baixas energias nos maiores centros de fisica experimental
do mundo. Essa procura incessante tem motivado intimeros fisicos, que objetivam inexo-
ravelmente encontrar sinais significantes para uma nova fisica valida na escala de Planck.
De fato, é dificil precisar as pequenas corre¢oes devidas a violagao de Lorentz por causa
dos varios empecilhos tecnoldgicos atuais. Por outro lado, os sinais dessa quebra deverao
apontar novos caminhos para a Fisica além do MP e uma das possiveis candidatas para
descrever a fisica na escala de Planck, além da teoria das cordas, é a Gravitacao Quantica
em [oop, que tenta conciliar a TRG com a MQ e que se baseia na idéia de quantizar o

espaco-tempo.

1.2 Setor de gauge do Modelo Padrao Estendido

Nesta secao, apresentamos uma discussao sobre o setor de gauge do MPE, cuja

lagrangeana é dada abaixo:

1 1 1
L= =P Fpy = Seaupv® AMOTAY = 2K og P F = AV, (1.1)

J/ J/

TV Vv
CPT—impar CPT—par

onde (F'M = OFA” — 9V A*) é o tensor do campo eletromagnético, o segundo termo é o
termo de Carroll-Field-Jackiw (CFJ), o terceiro é o termo CPT-par do MPE, enquanto
JoAY representa o termo usual de interagdo do campo com as fontes. Vale destacar que

esta lagrangiana é invariante sob a transformacao de gauge U (1) do tipo A* — A% +0“A.

Podemos dizer que os estudos do setor de gauge do MPE iniciaram-se pelo
termo de Carroll-Field-Jackiw [3], 5,gap<pV5 A*Fr?_ onde o 4-vetor V” representa o ”back-
ground” violador de Lorentz, que tem dimensao de massa igual a +1. Este termo é
CPT-impar e paridade-impar. E interessante destacar que a magnitude deste parametro
de quebra é estritamente limitada por dados observacionais de birrefrigéncia de luz prove-
niente de sistemas astronomicos longinquos (Vﬁ < 10*336\/). Contudo, dada a elegancia
académica desta teoria, denominada de eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw [3], este
termo e suas implicacoes foram intensamente estudados na literatura, sendo examinado

em diversos aspectos e perspectivas. Esta eletrodinamica teve a sua consisténcia (causali-
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dade, estabilidade e unitariedade) analisada por Adam & Klinkharmer [4], sendo demon-
strada que a mesma é estavel, causal e unitaria somente quando o campo de fundo é
tipo-espago, V* = (0;v). Foi também muito discutida a controvérsia da geracao radiativa
do termo CFJ por integracoes nos férmions considerando-se a VSL no setor de Dirac,
questao de interesse académico discutida em diversos trabalhos na literatura [6]. Além
disto, foi demonstrada que esta eletrodinamica admite radiacao Cerenkov no vécuo [44],
foram calculadas solugoes cléssicas desta eletrodinamica [7, 8], e estudo desta teoria a

temperatura finita com célculo da distribuigao Planck modificada [9].

O setor de gauge do MPE é também composto pelo termo CPT-par da la-
grangiana (1.1), K,,,,F“F??, em que o coeficiente tensorial K,,,, é adimensional e

exibe as mesmas simetrias do tensor de Riemann, dadas abaixo:

Kaupgp = _Kuapgm KOth(p = _Kampm Kaup(p = Kptpaw (]-2>
Koa/pap + Kapgoz/ + Kmpup = Oa (13>

o que implica em 20 componentes independentes. Este tensor tem ainda um duplo trago
nulo

K, =0, (1.4)

o que resulta em 19 componentes indepedentes. Quando consideramos o termo CPT-
impar nulo, a equacao de Euler-Lagrange

oL oL
o4, %am,ay =" (1.5)

fornece a seguinte equagdo de movimento para a lagrageana (1.1):
0, F"* — K0, F,) = J°, (1.6)

que implica em equagoes de onda e equacoes de Maxwell modificadas, estudadas nas

Refs.[10],[11]. Em termos do 4-vetor potencial, encontramos:
OAY — 2K°29,0,A, = J. (1.7)

As propriedades do setor CPT-par do MPE foram primeiramente estudadas em 2001,
por Kostelecky e Mewes [12], em que analisaram as componentes birrefringentes (10) e
nao-birrefringentes (9) deste setor. Componentes birrefringentes sdo aquelas que deter-
minam birrefringéncia (rotagao no plano de polarizacao da luz ocasionada pelo fato dos
modos fisicos de polarizacao propagarem-se com diferentes velocidades de fase). Por-

tanto, a birrefringéncia esta associada a alteracoes na relagao de dispersao da teoria,
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embora se saiba que nem toda relagao de dispersao modificada produz o efeito. O
primeiro estudo detalhado relacionando violacao de Lorentz e birrefringéncia foi real-
izado por Carroll-Field-Jackiw [3], sendo esta uma referéncia obrigatéria para entender tal
questao. Como demonstrado nesta referéncia, o efeito de rotagao do plano de polarizacao
é proporcional a distancia percorrida pela luz. Analisando-se a luz advinda de galdxias
distantes, situadas a cerca de 10'° anos-luz da Terra, estes autores foram capazes de estab-
elecer uma fortissima limitacao na magnitude do coeficiente de violagao (Vﬁ < 10_33€V).
Procedimentos similares podem ser implementados para qualquer coeficiente de VSL que
produza birrefringéncia. Consequentemente, estes sao os coeficientes de violagao que sao
mais fortemente limitados. De fato, nas Refs. [12], [13] mostra-se que estes coeficientes
sao menores que 10727, Atualmente, sabemos queo estudo de birrefringéncia ¢ o mme-
canismo que leva a restrigoes mais severas nos coeficientes de violagao, sejam estes quais
forem. Depois dos trabalhos iniciais de Kostelecky e Mewes, o setor CPT-par passou a
ser mais estudado, tornando-se atualmente o centro das atengoes no que se concerne ao

setor fotonico do MPE.

Os autores Q. G. Bailey e V. A. Koslelecky analisaram as propriedades re-
sultantes da eletromagnetostatica advindas deste termo violador. Além disso, estudos
tedricos mostraram que este termo fornece contribuicoes positivas para a energia e pode

ser induzido radiativamente do setor fermionico do MPE.

No artigo pioneiro [12], Kostelecky e Mewes apresentaram uma prescri¢ao que
permite organizar os 19 termos do tensor W,,,, em quatro matrizes 3 x 3, de forma a
facilitar a sua manipulagao. Nesta prescrigao, o tensor Wy, é escrito em termos das

matrizes Kpg, Kkpg, KHE, KHB, aqui definidas como:

1 g
= §Kijkl€01]m€0kln, (18)

('L{'DB)Z'I - KOijkgojkla ("{DB)Z']' = - (KHE)J‘Z'- (19)

(HDE)ij = —2Kopj, (kus)™

As matrizes kpg, kgp congregam as componentes paridade-par, que sao 11 no total,
enquanto as matrizes Kkpg, kgr sao compostas pelas 8 componentes paridade-impar desta
teoria. Observe que as quatro matrizes possuem no total 19 elementos, como deveria ser.

Estas 4 matrizes podem ser escritas em termos de quatro outras matrizes 3 x 3 de traco
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nulo, que explicitam a paridade das suas componentes, estando dadas a seguir:

1 1
(/{e—i—)ij = E(I{DE + /{HB)ijy (ﬁe—)ij = 5 (/’fDE - /fHB)Z-j + GijKir, (110)
1 1
(FéoJr)ij = §(HDB + KHE)ij (:‘iof)ij = 5(/1,33 — KHE)ij, (1.11)
1 1
(K'tr) = _g(KDE)iZ = §(KDE)”" (1.12)

As matrizes (Key ), (Ke—), sdo paridade-par, enquanto (k,+) € (ko—) s@o paridade-impar.
O elemento (k) é um coeficiente paridade-par que representa o trago da matriz Kpg.
A defini¢ao (1.9) permite facilmente ver que a matriz (k,.) é anti-simétrica. Por outro
lado, a definicao (1.8) e as simetrias do tensor K,,,, permitem perceber que as matrizes
(Ket ), (Ke—), (Ko—) sao simétricas. A lagrangeana (1.1) pode ser escrita em funcao das

matrizes, Kpg, Kkpp € KgRB, COMO:

1 1
L= (E2 —B2) —|——E' (RDE)'E_gB' (RHB>’B+E'<KDB)'B—,OA0 +J 'A, (113)

2

N | —

ou em fungao das matrizes (Key), (Ke—), (Kot) € (Ko ), € do coeficiente (ky.) como:

1 1
£J = 5 [(1 + /{tr) ]'_—‘)2 — (1 - litr) B2j| + §E . (I{e_’_ + I{e_) . E
1
_§B (Ket — Re—) B4+ E - (Kor + ko) - B —pAg+j-A. (1.14)

Das 19 componentes CPT-par, 10 sao birrefringentes, pertencentes as matrizes k., e
Ko , € sdo extremamente limitadas (ao nivel de 1 parte em 10%?). Vide Refs. [12, 13,
14].  Em detalhes: das 11 componentes das matrizes ke, ke—, cinco sao limitadas por
birrefringéncia, restando 6 coeficientes nao-birrefringentes. Por outro lado, as matrizes
Ko— € Kor comportam oito elementos, dos quais cinco sao restritos por birrefringéncia,
restando 3 coeficientes chamados de nao-birrefringentes. Atualmente, uma boa parcela
dos estudos sobre o setor CPT-par é focalizada nas componentes nao-birrefringentes, na

tentativa de conseguir melhorar a limitacao da magnitude destes coeficientes.

Das Refs. [12, 13], observamos que a limitacao da birrefringéncia sobre x,_ é
dada na forma:

(FLDB — FJHE) S 10732, (115)

o que é compativel com kpg = kyp # 0, que implica em Kk, = 0 e K, # 0, como

proposto na Ref. [14]. Tomando as duas condigdes

(kpp) = — (kiE)" \ KDB = KHE, (1.16)
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juntas, obtemos que a matriz kpg = kyg € anti-simétrica, apresentando somente trés
elementos nao-nulos (elementos nao-birrefringentes). Vemos assim que a condi¢ao de
birrefringéncia (1.15) reduz o setor de paridade impar a apenas 3 componentes contidos
na matriz k... Em varias abordagens do setor de gauge CPT-par do MPE, estes sao os
unicos trés coeficientes considerados. Como exemplo, vide Refs.[10], [14], [15],[16], [17].
Esses trés coeficientes violadores de Lorentz podem ser expressos em termos de um vetor
k, cujas componentes sao

k}i = —Eijk (RDB)jk (117)

(HDB)Z-J- = —k;(3) 0 k(l) . (118)

A presente restricao ao setor paridade-impar é equivalente a considerar

(/fe-&-)jk = ("fe—)jk = ("'fo—)jlc = figr = 0, (Ko+)jk = (RDB>jk' (1.19)

Neste contexto, as equagoes de Maxwell modificadas sao escritas como

V-E+ k- (VxB) =p, (1.20)

V xB -0, (Bxk)—0,E+V x (Exk)=]j, (1.21)
V-B=0, (1.22)

V x E + §,B=0, (1.23)

e sao o ponto de partida para estudar as solucoes classicas desta eletrodinamica. Neste
caso, verifica-se que a densidade de carga p atuard como fonte nao apenas do campo
E, também serd do campo magnético (B), o mesmo valendo para a densidade de cor-
rente j , que atua como fonte tanto dos campo B e E. As solugoes estaciondarias desta
eletrodinamica para carga pontual e suas expansoes dipolares (para cargas espacialmentes
estendidas) estao calculadas na Ref. [10], onde sugeriu-se a realizagdo de um experimento

magnetostatico capaz de conduzir a um 6timo limite superior para o parametro de vi-

olacao, k¥ < 10716,

Atualmente, os coeficientes nao-birrefrigentes &/ sao limitados por experimen-
tos de cavidades de micro-onda [12], que impoem k7 < 107!2) e pela auséncia da ra-

diagao Cerenkov no vécuo para raios césmicos ultra-energéticos [18], que impoe k?/ <
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10717 — 107, Na Ref. [15], foi calculado o propagador da eletrodindmica representada
pela Lagrangeana (1.13), particularizada para o caso em que o tensor reduz-se ao vetor

k. Neste caso, obtivemos as seguintes relagoes de dispersao:

[p*> +2po (k- p)] =0, (1.24)
[p” +2po (k- p) — k’p* + (k- p)*] =0, (1.25)

que em primeira ordem recaem em:
pox = |p| F (k- p). (1.26)

Estas relagoes foram primeiramente deduzidas nas Refs. [15], [16], tendo sido recentemente
usada pelos autores da Ref. [17] para estabelecer o seguinte limite superior de k7 < 10714,

em experimentos usando o efeito ”edge-Compton effect”.

Além das trés componentes birefringentes contidas no setor paridade-impar,
ha 6 componentes nao birefringentes no setor paridade-par, contidas na matriz k._ e no

elemento ky,.. Este setor é parametrizado pela relagao

(’fe—)ij = (“DE)U + Gijhir, (1.27)
onde (k) = —%(KDE)/. Para as componentes anisotropicas paridade-par, e lembrando
que tomamos as matrizes kK, = k.. = 0, temos

1, oy 1 1 )
in(E -B )—|—§E'(/€e+)-E—§B-</€e+)-B—|—E-(K}O+)-B—pA0+J-A. (1.28)

As equagoes de movimento, escritas para o potencial escalar e potencial vetor, sao:

[(1 + Ker)OF — (L+ k) V2 = (Ken)” 0,0 | Ag — (Ke)” 0,0,47 = p,
(1.29)

(14 k)07 — (1 — ki) V2] A"+ 26,0, (V Ag)' — (#5e-)" B + € (k)" 8,8, = §,

(1.30)

que no regime estacionario sao reduzidas a:
(L4 1) V2 o+ () 0105] Ao = —p, (131)
(1 — k) V2] A® = €79 (1, )" 0,B, = —j". (1.32)

Estas equacoes revelam que no regime estacionario o setor elétrico e magnético sao de-

sacoplados, diferentemente do que ocorre com a eletrodinamica do setor paridade-impar
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que é totalmente acoplado (veja Ref. [10]). Aplicando o operador diferencial €,,;0, a Eq.

(1.32), obtemos a seguinte equagao diferencial para o campo magnético:
(0= )b = (5 )" ) V2 (e ) 005 B' = = (V % 5)" (1.33)

Sabemos que as equagoes de Maxwell homogéneas (V x E + 0,B = 0, V- B = 0) per-

manecem inalteradas, enquanto as homogéneas (Gauss e Ampere )sao alteradas para:

(14 ke )VE+ (k)7 0B = p,  (1.34)

—(1+ k)0 E + (1 = k) (V x B)' — €9 (k)" 8;B; — (Ko )" 9,E4=j". (1.35)
No regime estacionario, a iultima equacao reduz-se a
(1= k) (V % B) + € (k)" 9;B'=",

que sob a agao do operador rotacional (eq;0) fornece a mesma expressao da Eq. (1.33).
As solugoes destas equagdes foram obtidas na Ref.[11], onde também estao discutidas suas

principais propriedades.

1.3 As componentes nao birefrigentes setor CPT-par

do MPE

Como ja sabemos, a lagrangeana do setor de gauge CPT-par do eletromag-

netismo no contexto do MPE ¢ dada por:

1 1
L= F"Fu - ZKWQBF“”FQB — A", (1.36)

Uma maneira alternativa de representar o setor CPT-par apenas por suas componentes

nao-birrefringentes é a seguinte:

Kvp — (QA(SKW — g RN 4 PR gkp,i’ﬁ) ’ (1.37)

N | —

parametrizacdo esta encontrada na Ref. [19], onde k*” é uma matriz de trago nulo que
contém todas as componentes nao-birrefringentes do tensor K, e pode ser representada
por:

K = (K) P (1.38)

[0}
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O tensor K45 continua tendo as simetrias das Eqgs.(1.2-1.4). Expandindo o termo CPT-

par da lagrangeana (1.36) e usando as relagoes anteriores, obtemos:

1
K

1 o 1 .
1 W,O[ﬂFw/Fa/6 = —— (Iiij + gij:‘{oo) EZEJ—FFZQU]CKO]CEZBJ—— (/ioogij + Kij) BZB], (139)

2 2

Como visto anteriormente, os termos que surgem desta expansao sao usados para definir

as seguintes matrizes:

(kpp);; = — (Koogij + Kij) , (1.40)
(HDB)Z-J- = €0ijk/<0k, (1.41)
(HHB)ij = KooGij T Kij- (1.42)

Em termos destas matrizes, a relagao anterior fica:

1 v pa 1 i [j i 1 mn
— ZKwﬁFﬂ Fb — 3 (kpE);; E'E? + (kpB)y E'B' — 3 (k)™ By Bn. (1.43)
Ainda teremos as matrizes do setor de paridade par:
(’%e-i-)ij: 0 (1.44)
1

("@e—)ij: —Kij — gﬂoogz’j ) (1.45)

2
Rir— = Koo y (146)

3

e também as matrizes do setor de paridade-impar:
(K‘O+)z’j = "fOkEOz'jk, (1.47)
('%07)1']' = 0, (1.48)

Vemos que esta parametrizacao reproduz perfeitamente as componentes nao-birrefringentes
do tensor K*%. No Cap. IV, serd analisado como estas componentes nao-birrefringentes

alteram alguns processos elementares de espalhamento da QED.
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2 Uma breve introducao da teoria

diagramatica de Feynman

2.1 Introducao

Em fisica, muitas vezes estamos interessados em saber como uma particula
avanca num sentido cldssico ou, como evolui um determinado estado num sentido quantico[20].
Uma estratégia para isso ¢ dividir este processo em etapas e estudar cada etapa separada-
mente. Um exemplo classico seria o ilustrado na figura abaixo:

A

.B

Figura 2.1: 1 é o ponto de partida e 2 é o ponto de chegado. A e B sao possiveis destinos

intermediarios.

Estamos interessados em calcular a probabilidade P (1,2), que significa a pro-
babilidade de uma particula que esta inicialmente em 1 ser encontrada posteriormente em
2, onde sabemos: Py (1,2), a probabilidade de a particula inicialmente em 1 ser encontrada
em 2 sem passar por outro lugar antes; P (A), peso associado ao ponto A ou interagao
com o ponto A e etc. Com isso podemos considerar que, se em principio, a particula passa

no maximo por um lugar antes de chegar em 2 temos:
P(1,2) % Py (1,2) + Py (1, A) P (A) By (A.2) + By (LB) P (B) By (B,2)  (2.1)

Se quisermos, podemos ainda considerar a possibilidade de duas ou mais etapas ou de

mais interagoes. Nesta situagao a probabilidade P (1,2) é:
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P(1,2) = Py(1,2) + Py (1, A) P(A) Py (A,2) + Py (1, B) P (B) Py (B,2) +
Py (1, A) P (A) Py (A, A) P (A) Py (A, 1) + ... (2.2)
+Py (1, A) P (A) Py (A, B) P (B) Py(B,2) + ...

Isso pode ser transcrito na série de diagramas que observamos na figura (2.2):

2 2 2 2 2 2

Figura 2.2: P (1,2) na liguagem de diagramas.

podemos agora montar um diciondrio de significados:

Objeto | Diagrama Significado
2
P(1,2) *1 Probabilidade de propagacao de 1 até 2
n
Py(1,A) *m Probabilidade de propagacao de m até n
P(X) ¢ Probabilidade de interagao com X
Tabela 2.1:

Agora consideramos que P (1,2) = P(1,A) = P(A,2) = P(A,2) =ceque P(B) < I
P(1,2) =c+ AP (A)+ PP (A’ + .. =cx (1 +cP(A) + AP (A)?),  (23)

que é uma serie geométrica e podemos chegar ao resultado:

1

PO =Py

(2.4)

ou na linguagem dos diagramas:

b4 (h-(l@)-(l0)+)
Ve
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2.2 Os propagadores e amplitudes

Uma diferenga béasica entre a fisica classica e fisica quantica é que, na fisica
classica, se temos um processo como o representado pela Figura (2.1), para calcularmos

a probabilidade total, somamos todas as probabilidades intermediarias.
Pcléussica:P1+P2+P3-'- (25>

J4 em mecanica quantica, se temos uma amplitude M a probabilidade sera dada por

P = MM = |[M]| e o que somamos sao as amplitudes individuais de cada processo assim:

M =M; + My + Ms... (2.6)

Com isso temos:
MM = (M| 4 [Ma]” + [Ms|* + ... 4+ MEMy 4+ MEM; + MM, + .. (2.7)
Puantica = P1 + Po + P» + ... + termos de interéncia. (2.8)

Neste ponto podemos aproveitar para definir o significado do propagador da seguinte
forma: dado iG (z,2',t,t'), esta quantidade representa a amplitude de probabilidade de
uma particula colocada em x num instante ¢, ser detectada em z’'num instante posterior
t'. A quantidade i é colocada apenas por convencao. Esse propagador deve satisfazer a
condicao de ser 0 para t’ < t. Isso garante que o sistema s6 se propaga para o futuro. Em
sessoes posteriores iremos sobre esse assunto. De outra forma também podemos definir
um propagador assim: dado iG (¢, ¢/, t, '), esta quantidade representa a amplitude de
probabilidade de um sistema quantico preparado em um estado |¢) no instante ¢, ser
encontrado num estado [¢') em um tempo posterior ¢. Vejamos o seguinte exemplo:

Inicialmente temos o estado:
) = eT k) (2.9)
onde |k) representa um auto estado da energia. Se posteriormente tivermos,
'y = e~ Fwt |k (2.10)
encontramos:
ZG (w/)w’t/’t) — <w/‘ w> — eiEk/t’efiEkt <k/’ k> (211)

Se resolvermos contar o tempo a partir de ¢, entao:

iG ('t — 1) = (Y] ) = B0 (k| &) (2.12)
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Este propagador recebe o nome de propagador avancado. Para maiores detalhes sobre
classificagao de propagadores consulte a referencia|21]. Considerando que os auto vetores

sao normalizados, podemos definir para o caso em que k' = k:
iG (k,t —t) = e B Dg (¢ —¢) | (2.13)

onde
Oparat' —t <0

Ot —t)= ) (2.14)
1 caso contrario
Podemos passar para o espaco de Fourier:
iG (k,w) = / d(t' —t) !B =tg (1) _ ) gt =D (2.15)

onde o parametro ¢ é positivo e infinitidecimal. Esse parametro ¢ colocado para garantir

que o nosso propagador esteja bem definido.

1
i (B +ic+w)

iG (k,w) = / d(t' —t) Bttt =t) — _ (2.16)
0

1

G (k,w) = B tictw)

(2.17)

2.3 Campo escalar

Na década de 1920, os cientistas buscavam por uma equacao de onda. Uma
solucao encontrada para isso foi a equagao de Schrodinger, que no caso da particula livre

¢é usada a seguinte prescricao operatorial para encontra-la:

- 0
p— —iV, E —i—. 2.18
o —i¥, B—ir (218)
Assim, encontramos:

2
p R i

— FE S = ). 2.1
Ty =By, —5 -V =) (2.19)

Essa equacao se mostrou e mostra-se boa até hoje pelas razoes que veremos abaixo.

Primeiro multiplicamos pelo complexo conjugado de ):
1 2 * L0k
— — V" = ™. (2.20)
2m
Agora tomamos o complexo conjugado dessa expressao:

1 Y A
— SR = i, (2.21)
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e entao subtraimos as duas,
o 4 o = () (222)
2m 2m ' '
Apés alguma algebra:
LG (Voo — Vo) =~ (v (2.23)
2m ot ’
que esta na forma de uma equagao de continuidade, onde:
p =y, (2.24)
L . . 1 .
J=_ (ww* - w*w) - Im (ww*) , (2.25)
2m m
e p € positivo definindo. Com isso podemos fazer a seguinte interpretacao:
P = / pdPr = / prdi, (2.26)
v v

onde P é a probabilidade de encontrarmos a particula dentro do volume de integracao.
Agora, vamos tentar dar um passo além, tentar encontrar uma equagao de onda que seja

explicitamente relativistica. Para isso, usamos a mesma prescricao, apenas um pouco

modificada:
Py — 10, (2.27)
Com isso temos:
pup = m?, (2.28)
— 0,0"p = m?¢, (2.29)

que é a chamada equacgao de Klein-Gordon. Continuando, faremos a mesma verificacao

com a equagao de Schrodinger. Multiplicando pela forma complexo conjugada:

— 9,0"pp" = mPpy*, (2.30)
agora tomamos o complexo conjugado da expressao:

— 90" " = mPp*p, (2.31)

subtraindo as duas,

— 00" 0" + 0,0 = 0, (2.32)

Oy (pOH@™ — @™ 0"p) = 0, (2.33)
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que também esta na forma de uma equacao de continuidade:
JH = —i (" " — @ 0" @) = 2Im (0" ") . (2.34)

Neste caso, se resolvemos fazer uma interpretacao probabilistica de J°, encontramos a
seguinte dificuldade:
J? =2Im (pd°¢"), (2.35)

que nao é uma quantidade positiva definida como antes. Vejamos o caso das solugoes de

onda plana:

p =ne T, (2.36)
substituindo na equagao de Klein-Gordon:
— nd,o0" (e_ipl’:””) — nmZe P, (2.37)
P = m?, (2.39)
E = +v/m?+ p?, (2.39)

e JO fica:
J =2Im (p8°¢*) = 2F In|?. (2.40)

Devido a essa problematica, a equacao de Klein-Gordon foi deixada de lado por um tempo,

voltando posteriormente numa interpretagao de campo.

2.4 A equacao de Dirac

Continuando a busca por uma equacao de onda relativistica, sabia-se que era
necessaria uma equacao de primeira ordem no tempo. Para isso, foi feita a seguinte
proposta:

(P"pu = m?) o = (8%Pa +m) (VD5 —m) ¢, (241)
('pu —m?) o = (B%Par’ps — m (B% — ) pa — m*) . (2.42)
Nao devemos ter termos de primeira ordem em m. Como conseqiiéncia disso, devemos

ter: 3% = ~* Continuando temos:

(7*9"paps —m?) . (2.43)

Poderiamos propor o seguinte:

%97 = g, (2.44)
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e testar. Devemos ter:

7yt = 0. (2.45)

Se escolhéssemos 7° = 0 anularfamos a componente ¢ e se escolhéssemos +* = 0 anu-
larfamos as componentes g%, ou seja, a métrica nao poderia ser construida dessa forma.
Um préximo passo ¢ elevar essas variaveis ao patamar de matrizes. Como de modo geral,

matrizes nao sao comutantes e a métrica é simétrica, uma tentativa poderia ser:
7Y+ 400 = 297, (2.46)

Se usamos isso na expressao (2.43):

(v*v’paps — m?) ¢, (2.47)

1
(5 (v*7 +799*) paps — m2) ©, (2.48)
(9% paps — m?) o = (p°ps — m?) o, (2.49)

temos recuperada a equagao de Klein-Gordon. Entao, em vez de resolvermos esta equagao

de segunda ordem, resolvemos esta de primeira ordem:

(Y'pu —m)yp =0 — (i7"9, —m)p = 0, (2.50)

que é a chamada equacao de Dirac e 1 é o spinor de Dirac. As matrizes gamma sao num

total de quatro matrizes quadradas de ordem 4. Em nossa convencgao, sao definidas assim:

10 0 0 0 0 01

0 01 0 O L 0O 0 10
7= — , (2.51)

00 -1 0 0 -1 0 0

00 0 -1 -1 0 0 0

0 00 — 0O 01 O

) 0 0 ¢ O 5 0 0 0 —1
= , = (2.52)

0 2 0 O -1 00 O

— 0 0 0 0O 1.0 O

Ou de forma mais compacta:
1 0 0 o

V= 7= o | (2.53)
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onde ¢° sao as matrizes de Pauli. Também podemos neste caso verificar a existéncia de

uma corrente conservada. Para isto, partimos de (2.50)

iy O — map = 0. (2.54)
Agora, tomamos o adjunto hermetiano da expressao:
— i (1) (") = mut =0, (2.55)
As matrizes gamma satisfazem a expressao (veja apéndice):
(v)F = 409", (2.56)
de modo que a eq.(2.55) é escrita como:
— i (0u07) Y°9"7° — myTy%9° = 0, (2.57)

onde usamos (7°)? = 1. Aqui definimos o espinor conjugado:

=Pl (2.58)
Com isso, temos:
— i (9,9) ¥9° — mapry® = 0. (2.59)
Logo:
— i () Y —myp = 0. (2.60)

Esta é a chamada equagdo de Dirac adjunta. Multiplicandoa eq. (2.54) por v pela
esquerda e a eq. (2.60) por ¢ pela direita, temos:

O — iy = 0, @2.61)
i (0u8) A — mi = 0 (2.62)

Subtraindo as duas, resulta:
Oy (V") =0, (2.63)
onde temos a corrente de Dirac (corrente associadas as particulas de spin-1/2) é dada por:
JH = iyt (2.64)

A componente J° dessa vez pode ser interpretada com uma densidade de probabilidade

sem problemas, ja que é positivo-definida:

I =090 =y = (v ) = |1l + [l + s + [l

(2.65)
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2.4.1 A equacao de Dirac para a particula livre

Agora buscamos solugoes de onda plana para a equagao de Dirac. Para isso,

vamos propor que a solucao tem essa forma:

) = e P Ty, (2.66)
onde:

wu=n| " |. (2.67)

Substituindo na equacao de Dirac :
(v —m)u =0, (2.68)

E—-m —-o-p
b LA 0. (2.69)
op —FE—-m X

Estamos interessados em solucoes nao triviais da equacao de Dirac. Para isso devemos

ter:
E—m —0op
det =0, (2.70)
op —FE-—m
— (B> —m?) + p)* =0. (2.71)

Aqui foi usado que (& - p)* = |p]>. Continuando:

E = +y\/m? + |p°. (2.72)

Embora tenhamos resolvido a problematica da probabilidade negativa, as energias neg-
ativas ainda estao presentes no modelo. Mais a frente vamos ver como contornar esta

situagao. Seguindo adiante:

=0. (2.73)
g-pp—(FE+m)x
Aqui podemos fazer duas escolhas:
g-p

R 2.74

g - py
=— - | 2.75
X (E+m) (2.75)
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Sendo (2.74) adequada a energias negativas e (2.75) adequada a energias positivas. Com

isso ficamos:

Ypso = ne o f ; (2.76)
o-py
(E+m)
F-pX
@/JE<0 — ne~P'n (B—m) . (277)
X

Aqui voltamos a questao da energia negativa. Um problema de uma teoria com energia

negativa é que as particulas, preferencialmente, estariam nestes estados de energia. Para
resolver esse problema, Dirac postulou o que ficou conhecido como mar de Dirac, onde se
tinha todos os estados de energia negativa ja ocupados, e se fosse dado energia suficiente
para um elétron num estado de energia negativa, ele seria encontrado com energia positiva
e a lacuna deixada nos estados de energia negativa seria interpretado com um pdsitron
de energia positiva. Embora fosse razoavel o argumento de Dirac, ele se baseava no
principio de exclusao de Pauli que é valido para férmions, mas nao para bodsons, logo
fracassando no caso de bdésons. Tempos depois, foi dada uma nova interpretagao para os
estados de energia negativa, onde se tinha um elétron de energia negativa viajando para
o passado seria equivalente a um pdsitron com energia positiva viajando para o futuro.

Esse enunciado ficou conhecido como argumento de Stiickelberg-Feynman. E com isso

ficamos:
Elétron:
Y = ne P f,Dﬁ (2.78)
-pp
(E+m)
Pésitron:
‘ F-pX
Y = ne®'on [ ETm | (2.79)
X
Onde 1 para o pésitron continua satisfazendo:
i O, —map, = 0. (2.80)
Na teoria de Dirac o operador de spin é redefinido da seguinte forma:
S=- (2.81)
2\ o0 ¢
Também definimos o operador helicidade:
.5 1(d & 0
=g L= 7 . (2.82)
Pl 2 0 &=

i
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Se escolhemos escrever ¢ e x em termos dos auto vetores de S temos:

S.s) = %51, (2.83)
ngQ = _%SQ7 (2.84)
Y = a181 + as 83, (2.85)
X = b181 + basa, (2.86)

as solugoes ainda podem ser subclassificadas em:

Elétron:
. S1 . S9
—pH —imht
Y = ayne " n o +agne " L (2.87)
F-Ps1 F-Psa
(E+m) (E+m)
Ny - J Ny - J
U1 )2
Positron:
Gps1 D)
. E —iml E
P = byne®' e | ETm ) popemiptan [ EEm) (2.88)
S1 S2
~ TV N TV -
U1 )2
Onde temos
Elétron:
. S1 .
ikt _ipht
Wy = ne P o =ne P Ty, (2.89)
F-ps1
(E+m)
. S9 .
—aph —imht
gy = ne P T o = ne """ ruy. (2.90)
3-psa
(E+m)
Pésitrons:
G-ps1
- = -
Py = ne® T [ EEm N eintTig )t (2.91)
S1
G-ps2
- = -
Py = ne®' T [ B g iteg?, (2.92)
52

Nao é muito dificil ver que esses estados nao correspondem a auto-estados de spin, a nao
ser no referencial de repouso da particula. Entao fazemos as classificagoes: a solugao (2.89)
representa uma particula (antiparticula) de energia positiva (negativa) e que, em seu refer-
encial de repouso, possui projegao do spin sobre o eixo z 1/2. A solugao (2.90)representa

uma particula (antiparticula) de energia positiva (negativa) e que, em seu referencial de
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repouso, possui projegao do spin sobre o eixo z —1/2. A soluc¢ao (2.91)representa uma
particula (antiparticula) de energia negativa (positiva) e que, em seu referencial de re-
pouso, possui proje¢ao do spin sobre o eixo z 1/2. A solugao (2.92) representa uma
particula de energia negativa e que, em seu referencial de repouso, possui projecao do
spin sobre o eixo z —1/2. Embora essas solugoes carreguem algumas complicagoes fora

do referencial da particula, elas sao interpretaveis e formam um conjunto completo de

solugoes:
Ortogonalidade:
v = 2mdy;, v'v? = —2mdy;, (2.93)
além de:
(ui)T W= (v )T v = 2E5,, (2.94)
e completeza:
Z u'w! = ytp, + m, Z V') = Atp, —m. (2.95)

A constante de normalizacao n vai ser escolhida tal que:

O (2.96)
2F (2m)
Isso garante que:
[ ) i = = )5, (297)
Também temos:
/d%( <)y E>0 — g, (2.98)

2.5 Propagador de Feyman da equacao de Dirac
Uma solucao geral da equagao de Dirac pode ser escrita assim:

Z/d3pA @) 750 ( +Z/d3pB P v (x) . (2.99)

Multiplicando pela direita por 1/1E>0 (x )T.

W @)1 ) = 3 [PV @) el )+ S [ a5 v @) 0 o),
(2.100)
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integrando em

[ 7 @E @) v (@) - Z [Em@e (7)o oy

agora integrando em p e fazendo o somatério:

[ @7 @E @) v @) = A (7). (2102)

apenas mudando alguns rotulos:

A = [ E7 050 @) o). (2.103)

De forma semelhante podemos mostrar que:

B; (p) = /di"*’ (WP (@) (o). (2.104)

Substituindo em (2.99):

w<x>=/d3f'<zfd3ﬁwf;0< JUE W) 3T (@) 5 o >> 2y ().
(2.105)
Aqui definimos:

ZK .ZU CC Z/d3ﬁ¢E>0 E>0 +Z/d3ﬁl/}E<0 E<O (I') (2106)

E com isso:

o (x) =i / BTK (2,2) 1 (7). (2.107)
Porém, foi observado por Feynman, que K (x,z’) permitia que um elétron de energia
positiva tivesse energia negativa posteriormente, o que ia contra o postulado de Dirac de
que todos os estados de energia negativa estariam ocupados. Para resolver isso, Feynman
propos retirar do passado os termos de energia positiva e, do futuro, os termos de energia

negativa. Assim temos:

$ 1" /d3—»ZwE>O 77Z}E>O( )Q(t—t / Z¢E<O ¢E<0< )Q(t —t)
(2.108)
que é o propagador relativistico da teria de Dirac.O sinal negativo estda adequado a es-

tatistica de férmions. Ainda podemos usar as relagoes de completeza para simplificar o

resultado

i .09 = [ zwm )o@y ot - t)- [ & Zwm JUES ()0 —1).
(2.109)
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Este objeto nao é explicitamente covariante, mas é possivel mostrar que este objeto

satisfaz seguinte equacao diferencial
(i7*0s —m) K (z,2") =0 (x — o). (2.110)

Usando o método de transformada de Fourier

B—m) K =1, (2.111)
~ ﬁ-}- m
K= (2.112)
1 o
K= /d4p 1f+ M gmiv(e=s), (2.113)
(27?) pT—m
5 | d o pO’EZ, (2.114)

onde I (po,7) = (p+m) e =) ¢ B = y/m? + |p]°. A integral em popossui dois pélos,
um em F e outro em —FE. Um procedimento que pode ser utilizado para realizar essa
integral e o de deslocar os pélos de suas posicoes originais subtraindo uma quantidade ie
e os polos passam a ser E —ic e —FE + ie. Isso é representado pelo chamado contorno de

Feynman onde o contorno é feito no sentido anti-horario caso xy < x, e no sentido horario

( " Etie | \% <
> D>
| j .
. >
\ E-ie o7

Figura 2.3: contorno de Feynman

caso xo > xj.

/.
Para x¢ < x:

o I I(—E+1
/ dpp—tP0P) o LB TiED) (2.115)
oo PE—(E —ig) —2(E —ie)
ja para xy > x|,
o 1 I(F—1
/ dpy—-P0:P) o= _om B ZiED) (2.116)
—x  pt—(E —ig) 2 (F —ig)
Podemos reunir os dois resultados em um s6 utilizando a fun¢ao degrau depois de fazermos
lim:
e—0
i I (E,p) i / 1 (—E,p)
K=— d? 20 (g — xp) — Pp——"0 (xf — x0) 2.117
(271')3 / 92 (E) ( 0 0) (27?)3 p 2 (E) ( 0 0) ( )
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Na segunda integral fazemos a transformacao p — —p

. 1 3_’I(E,ﬁ) _ L 3—»1(_E7_ﬁ) I —
iK = (2ﬂ)3/dp 5E 6 (xo — ) + @) /d P 0(xy—x0). (2.118)

E facil ver que I (—E, —p) = — (p — m) @) entao

. 1 \p+m) _ma / 1 P — M) ip(z—a' /
ZK:W/dgp%e p( )e(xo—xo)—w/d?’p%ep( )0(3:0_1'0>
(2.119)

2.6 Solucao perturbativa da equacao de Dirac

Ja vimos em sessao anterior a solugao da equacao de Dirac para particula livre.
Agora vamos estudar como lidar com a presenga de um potencial externo do ponto de
vista perturbativo. Um potencial externo ¢ inserido na equagao de Dirac via acoplamento
minimo, ou seja:

Oy — D, =0,+1ieA,, (2.120)
Isso nos leva a equacao de Dirac com campo eletromagnético externo,
(v Dy —m) ¢ =0, (2.121)
(iv" (0, +1ieA,) —m)y (z, A) = 0. (2.122)
Por analogia, o propagador deve satisfazer

(iv*Dy —m) K (z,2',A) = d(x—2a'), (2.123)

(1700 —m) K (z,2', A(x)) = 0(x—2a')+ey*Ay (2) K (z,2', A(x)). (2.124)
Desenvolvendo um pouco mais a Eq.(2.122), temos
O (w, A(x)) = myp (x, A(2)) = ey Ay (2) ¥ (2, A(x)) . (2.125)
Usando agora o método de fungao de Green, podemos escrever a solugao como
Uz, Az)) =9 (x,0)+ /d4x’eK (z,2',0) YA, ()¢ (2, A(a)), (2.126)
e também o propagador na forma
K (z,2 A(x)) = /d%”K (z,2",0) [0 (2" — 2') + ey* A, (2") K2", o', A (2")[2.127)

K (z,2',A(x)) = K(z,2',0)+ e/d4x"K (x,2",0)v* Ay (2") K (2", 2!, A (2(21128)
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Podemos entao, de forma iterativa, substituir a Eq. (2.128) novamente na Eq. (2.128),

de modo que teriamos, em primeira iteracao:
K (z,2 A(x))= K (x,2',0) + e/d4x”K (x,2",0)v* A, (") K (2", 2',0) +
+e? / d*2"d*2" K (x,2",0) 7 Aq (27) K (2", 2" ,0) y* Ay (") K (2", 2, A (2)) .
(2.129)
Apos a n-ésima iteracao, encontramos:

K (z,2 A(x))= K (x,2',0) + e/d%”K (x, 2", 0) A"K (2", 2',0) +
+e2/d4x"d4x"’K (x, 2" 0) A"K (2", 2",0) A" K (2" 2!, A") +
+e"/d4x”d4x”’...K(9§,x”,0) A'K (2", 2",0) A K (2", 2',0). (2.130)

Em termos de diagramas de Feynman, o primeiro termo da série é descrito por (2.128):

tempo“ tempo“

z! T

a) posigéo b)

>

posicao

Figura 2.4: Diagrama (a): representa um elétron propagando-se livremente de z’ até x,
se (t > t'). Diagrama (b): representa um pésitron propagando-se livremente de z até 2/,

se (t>1).

J& o segundo termo da integral é representado pelos diagramas representados na figura

(2.5):
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tempo“ tempo“
z !/
T
1/
T
m//
7’ x
a) posig&io b) posigéo
tempo] tempo“
x//
/\\ x’\\// T
/ T
T s
c) posigéo d) posig&{o

Figura 2.5: Diagrama (a): representa um elétron que se propagava a partir de 2’ é es-
palhado por um potencial as proximidades de z” e volta a se propagar livremente em x
se (t > 1" > t'). Diagrama (b): representa um pdsitron que se propagava a partir de x é
espalhado por um potencial as proximidades de x” e volta a se propagar livremente em
x'se (t' >t > t); Diagrama (c): representa um elétron que se propagava a partir de x’é
e um positron que se propagava a partir de = se aniquilam em x” (t” >t A t’) . Diagrama
(d): representa a criagao de par em x” de um elétron se propagando para x e um pdsitron

se propagando para x’.

2.7 Matriz S, Amplitudes e Secao de Choque

Vamos calcular a matriz S que representa a amplitude do seguinte processo:
um elétron inicialmente livre (representado pelo estado ¢; em um passado distante, t —
—o0) ser espalhado por um potencial A, e ser encontrado livre em um futuro distante em

um outro estado - ¢y.

o5 ()" () d°F, (2.131)

To—00

Sif = lim
0
onde ¢y () representa o estado final de elétron livre (pds-espalhamento) e 1; (x) um

estado que evoluiu a partir do estado ¢; (z). Os estados ¢; e ¢y sdo dados obviamente

como ondas planas,
o5 () = nye Pt (57). (2.132)

enquanto o estado 1; é:

i (1, A) = @i () + e / d*2' K (z,2',0) Ay (2, A), (2.133)
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o que leva (S;¢) - amplitude de espalhamento entre os estados ¢; e ¢ - & forma:

Sy = lim oy (:L‘)T i (x) d*% + e lim //d3 d4x'<p K(:U,x',O) Al (o, A
TY—00 29—00
(2.134)

Sendo as fungoes de onda ortonomalizadas, decorre

Siy = 6° (pf — pi) bs,s; + € lim //d3fd4$'gof (2)' K (@, 2") Al (!, A') . (2.135)

To—00

Neste caso
iK () = [ & ZwE>° ) W), (2.136)

entao

i [ @ @) K o) = [ @ Z [ @7 (or@l otz @) 50 @), @)

i [ P @) K (@) = 0575 (@), (2.138)
[ #or () K @0) = ~igs (@),
Sif = 6 (py — pi) bs,s; — i€ / d*r' g (2) Ay (2!, AT, (2.139)
para i # f
iSif =e / d*a'pp (2') Al (2!, A . (2.140)

Num formalismo de primeira ordem podemos aproximar a onda incidente v; (z', A") por
@i ().
iSip=e / d'rpp (v) Ap; () . (2.141)

Em um gauge fixo temos que

(Dg,w - (1 - %) auay) A = ], (2.142)

Usando o método de funcao de Green, o 4-potencial é escrito na forma
A¥ () = / 42 DP (2, 2') jo () (2.143)

onde a equagao diferencial satisfeita pela fung¢ao de Green é:

(Dgw, — <1 — Z> 9,0 ) D (z,2") = 696 (z — ). (2.144)

Usando o método de transformacao de Fourier

(—ngw + (1 — %) qpqu) Dre = 5¢, (2.145)
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1 -
<—q2@,w — q2ZQW) DF = 0% 4+ Qf, (2.146)

onde usamos os projetores transversal (0,,) e longitudinal (€2, ), definidos como:

@/.Ll/ - gﬂl/_q#qy/q27 (2147>
qudv
= ;—2. (2.148)

Entre estes projetores, valem as seguintes propriedades de contracao tensorial

QLo | Qua
O, | 02 ] 0
Q| 0 | Qo

Tabela 2.2: algebra dos projetores

Para inverter esta expressao vamos propor que:

DH = @M 4 O, (2.149)
com isso
1
(—qQGW — q2ZQW) (@O"* + Q) = OF + QY (2.150)
2N\« 2 1 a [ o
—aq°©; —bg ZQV =0, + 1. (2.151)

O que nos indica que a = —1/¢* e b = —(/q¢* entao:
DFY = —1/¢?0r — (/g QHe. (2.152)

Usando a transformacao inversa:

D, (x,2") = /d4qD“o‘eiq“(“xi‘). (2.153)

1
(2m)"*
Com isso

iSif =e / / d*zd'z' o (v) y*"p; (x) Dy, (z,27) 3% (7)) . (2.154)

Aqui nomeamos o termo j¥ = e@y (x) y*p; (x) que é a corrente de transigao.

iy = [ [ ddsse @) Dy (w.) 7 (). (2.155)
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2.8 Espalhamento de férmions

Agora vamos estudar o processo de espalhamento de férmions. De acordo com
a Eq. (2.155), precisamos da corrente fermionica, j¥ (2') , para efetuar o calculo. Embora
nao saibamos a principio nada sobre essa corrente, para a matriz S nao ha diferenca entre
o férmion espalhado e o férmion que produziu o potencial. Se, por exemplo, temos um
elétron espalhado por um potencial produzido por um muon ou se temos um muon que
foi espalhado por um potencial produzido pelo elétron, a matriz S deverd ser a mesma

nestes dois casos. Assim, podemos dizer que:
37 (&) = Jty (&) = ey () i (2) (2.156)
iS = //d%d%’jé‘e) () Dy (2, 2") i,y (&) - (2.157)
As correntes de transicao sao dadas por:
g = ey (@) i () . (2.158)
Explicitando as solugoes de onda plana,
G = nn/e PP (5 R | (2.159)

onde j* (p,p') = eu®t (§) v"u* (p) é a corrente de transicdo no espaco dos momentos.

Substituindo as expressoes (2.159) e (2.153) na Eq. (2.157)

d4 -~ o / ; / /
ZS — N//]'u (]717]71) (/ ﬁDuyez(m—pl—Q)xez(Q-‘rpg—pQ)x ) ju (ﬁ27]72> d4xd4x/ (2160)

Aqui, N = nininsnl engloba as normalizac¢oes. Integrando em = e 2’ e depois em ¢

i =N (2r)" j* (71, 5,) D" (B2, 75) 8* (01 — 1y + 2 — 1) (2.161)

O termo 6% garante a conservacao da energia-momento neste processo. Agora definiremos

o elemento M :

M = j* (1, 7)) Dy d” (P2, 1) (2.162)
ou de forma explicita
M = at () y'u™ (51) D™ () v (a) (2.163)

que ¢ as vezes chamada de amplitude de Feynman ou apenas amplitude invariante ja que

¢é resultado de uma contracao tensorial.

iS = nnynhny (2m)* 6% (p1 — Pl + pa — Pl) M. (2.164)
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Como sabemos os elementos da matriz S nos dao as amplitudes associadas a transigao
de estados separados por um longo intervalo de tempo. A probabilidade de esse processo

ocorrer serd dada por |S|%.
S2_ / / 2 8 54 ’ 7\ 2 M2
|S|” = (nfmnyng)” (2m)° (8% (pr — py +p2 — 1))~ (M. (2.165)

A funcao delta tem a seguinte propriedade:

f(x)d(x) = f(0)d(z), (2.166)
logo:
(6% (pr — Py + po — P3))° = 64 (0) 6* (pr — 1y + po — ) - (2.167)
Sabemos também que:
§* (p) = ! v / e PP Tt (2.168)
(2r) vir—oo | 19
entao:
54 (0) = (21)4V1£100Tv (2.169)

Considerando, por enquanto, o sistema confinado num intervalo de tempo finito 7" e dentro

de um volume finito V, ficamos com:
S|? = (nhnynhng)? (21) TV (p1 — Py + pa — py) M. (2.170)

As fungoes de onda devem ser normalizadas dentro deste volume V, isto leva a redefini¢ao

das constantes de normalizacao:

n = . 2.171
VT 24T
Continuando com a &lgebra
|S‘2 ! / 2 4 4 / / 2
= (niningne)” (2m)" VO™ (p1 — pi + p2 — py) |IM]”. (2.172)

A expressao dada por (2.172) é a probabilidade de transigdo por unidade de tempo de

interacao ou taxa de probabilidade de transicao

Ell
A= 2.1
A = (Whninhns)® (2m) VEt (pr — Py + pa — 1) IM?, (2.174)

e também a taxa de transicao por unidade de volume

W = (Wfmmhna)® (2m)' 8 (b1 — p + pa — p) IM. (2.175)
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O ndmero de estados com momento p dentro de um volume d3p é dado por dn =
Vdp/ (2r)®. Como temos duas particulas o nimero de estados com o elétron tendo

momento dentro de d*p; e o mtion dentro de d>p}, serd a combinacao dos resultados.

d3—* d3—»
N = V? s (2.176)
(2m)* (27)
Um diferencial de secao de choque vai ser dado por:
dNW
do = ——, (2.177)
| Jinc| /V/
onde
The = 20 (51 — p2) 70y 0™ (51 — ) (2.178)
Jie =17 ( s (sgiﬁ’*) ) by ’ 7 - (2.179)
" 0 —1 —' 0 s
i — 2 SI&ﬁRO'i T 4 > 51
Jine =1 ( s 810 s (2.180)
(E4+m)
4 n* -
Jine = Erm) (Gpro" + 0'dPR) 51 (2.181)
, 2n? .
Jine = msislplg (2.182)
i _ Pr _ Vi
Sine = =< 2.183
mc EV V ( )
Usando (2.183), (2.176), (2.175) e (2.171):
1 4 ¢4 2 AP d’py
do = ————(2m) ¢ — Py + D2 —py) M 2.184
1B, B Joe 07 O ot ) S S ey B

Ainda podemos escrever levando em conta que os feixes incidentes devem ser colineares:

EyEy log| = \/(p1 - p2)? — m2M?, (2.185)

com 1isso:

o)t B3y >3p!
(2r) 8 (pr — py + pa — ph) M - :

do = / e 3
4\/(]91 - p2)? — m2M2 2F; (2m)° 2E% (27)

(2.186)
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2.9 Regra de ouro

A algumas vezes chamada regra de ouro nos da uma forma geral para calcu-

larmos a se¢ao de choque diferencial para um caso mais geral de espalhamento do tipo:
142 —-3+4+5+...+n, (2.187)
e a formula é:

om)* S By
: )2 6 (pr+p2 =3 —pi— oo — ) IMP ]| ooy, (2.188)
4\/(p1 . p2> — m2M2 X

3
i—3 2Ez (271')
onde neste caso S representa um fator estatistico (1/5!) para cada grupo de particulas

do =

idénticas. Para o caso de duas particulas e escolhendo o centro de massa para os calculos
onde p; = (E1,p) e po = (Ey, —p) sdo respectivamente os momentos iniciais das particulas
e py = (E],p,) e py = (E}, phy) os momentos finais(ao final, as particulas ndo precizam ser
do mesmo tipo). Neste caso (py - p2)> — m2M? = (E; + E,)* |p]*.

o — (27r)4
4(Ey + E) |p]

3p, 3,
2B (27)° 2B (27)°
(2.189)
Integrando em p}, obtemos as relacoes —p, = §, = 7 , B} = \/m2+|f|°e E, =

VM2 + |7

do =

0 (B + By — By — Ey) 8 (7, + ) IM?

—

‘2 d3p ]
4| Ej) (2m)°

(2m)*
4 (Ey + EB») |pl

§(Ey+ Ey— E, — E})|M (2.190)

Chamamos a ten¢ao para um fato de que do = [ dod®pl, onde optamos por manter o
mesmo simbolo. Continuando:

(2n)" 2 [P d '] d€2

do = 6 (Ey + Ey — E] — E)) M : 2.191
4(E, + Ey) |p] A A E} (2m)° (2.191)
Aqui fazemos uma mudanca de variavel
B+ By = \/m2 + |7 + /M2 + [P, (2.192)
d(By+ By _ |7 d]F]
E{ + E) ELE]
com isso
(2m)" |7 oy a2 4B+ Ey) dS)
do = 0(Ey+ Ey — By — Ey) M : 2.193
T A T AT
Integrando em (FE| + Eb)
d -~
7 _ 7 M2 (2.194)

dY - (87)° (Br + Bz)’ [p]
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2.10 Regras de Feynman

Embora nosso resultado para secao seja valida para qualquer tipo de espal-
hamento, nossa amplitude M esta particularizada para o caso de espalhamento de férmions.
Para um espalhamento Compton, por exemplo, as pecas que compoem a amplitude sao
outras. E possivel montar a amplitude M usando um conjunto de regras conhecidas como
regras de Feynman. Os processos da QED sao representados por diagramas de Feynman.
De posse destes diagramas, montamos a amplitude de espalhamento. Vejamos como fun-

clona:

1. Escreva todos os momentos externos (py, pa, ...) , internos (¢, ga...) ,€ 0s spins (1, sa...).

Utilize setas para determinar se as particulas estao chegando ou saindo.

2. As linhas externas contribuem com os seguintes fatores:

Elétron Elétron  chegando
( ) u
Elétron saindo
( ) u

Pésitron Pésitron  chegando
(/ ):
Pésitron saindo
(/ ) v

Foton Foton chegando

(rrrr ):et
Féton saindo (J"H ):

*

ek

3. Os vértices contribuem com:
TRYs
19e7"
em nosso sistema de unidades g. = e.

4. As linhas internas contribuem com ¢ K, caso sejam elétrons ou pésitrons, e com ¢ DH”

caso sejam fotons.
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Para garantir a conservacao do quadri-momento, a cada vértice devemos adicionar

uma func¢ao delta de Dirac do tipo:

(27m)* 6% (kg + ko + k3)

Integre sobre todos os momentos internos e escreva para cada um deles um fator:

dq
(2m)"

O que restar estard multiplicado por um fator (27) % (py + p2 — ...pn), O restante

serda —iM.
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3 Calculo da amplitude de espalhamento e

secao de choque

Neste capitulo, usaremos as regras de Feynman para escrever e calcular a am-
plitude de espalhamento e secao de choque de dois processos elementares bastante con-
hecidos na literatura, o espalhamento elétron-muion, e~ +pu~ — e~ +p~, e o espalhamento
elétron-pésitron resultando em mion e anti-muon, e~ +et — p~ + ™. Deste modo, neste
capitulo estaremos revisando alguns desenvolvimentos facilmente encontrados nas Refs.

[22],[23],[24],[21],25],26],[27], [28].

3.1 A amplitude de Feynman para o espalhamento
e +pu —e +u

O diagrama associado ao processo é o seguinte:

e (p’sy) H(p's?)

Figura 3.1: Diagrama de espalhamento elétron-muon a nivel de arvore.

Usando as regras de Feyman, escrevemos a amplitude do espalhamento como:

R1 R1 R1 R1
/ / ~ '/ , N
T ; © S1 ; 7 S'2 ; v S2
[ gt T oD (a1 P (i )
R2 R3 R2 R4 R2 R3 R2
4 ¢4 / 4 ¢4 / d4q
x (2m)70" (pr —p'y — q)(2m)°6" (p2 — Py + qz(%yl (3.1)
R R5 ——
R6

Integrando no momento interno, obtemos ¢ = p; — p} = ph—po, e amplitude resulta igual
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a:

— igZu’t (p}) v"u™ (p1) Dy (q) @2 (ph) 70 (p2) (21)" 6* (p2 — ph+ 11 — 1)) (3.2)

Usando a regra (7), encontramos

M = g2u’t (py) v"u™ (p1) Dy (q) T2 (ph) /0™ (p2) - (3.3)

Na pratica, ¢ comum estudarmos processos onde as particulas nao possuem polarizacao
determinada. Neste caso, a se¢ao de choque vai ser:

do B
dQ  (87)? (E1+E2

? (IM[*), (3.4)

onde

(v Z > M (3.5)

81 52 51 82

¢ uma média sobre os spins iniciais e uma soma sobre os spins finais do sistema, ou seja,
como os estados de polarizacao de spin sao desconhecidos, todas as possibilidades sao

consideradas.

3.1.1 Truque de Casimir

O truque de Casimir consiste em um procedimento para calcular a quantidade
<|M|2> sem calcular cada amplitude individualmente. Vejamos como funciona. Sabemos

que |M[* = MM*, de modo que primeiro calculamos M*

M = g2 [ () v u™ (p1)] Das (@) [ (5) 770" (pa)] (3.6)
onde
a () 7" ()] = @ ) () (5 0) ' = 7 ()2 () 2wt () (3.7
[ ) o ()] =@ ()7t (). (3.5)
Usando a Eq. (3.8) na Eq. (3.6), temos:

M* = g2 (p1) v*u (p}) Dag (9)" 0% (p2) v7u™ (ph) . (3.9)

Lembrando que M estd dado pela Eq. (3.3), escrevemos

M| = g2 Duu (@) Dag ()" @ (py) v"u™ (p1) @ (ph) ¥"u™? (p2) %
X 4t (pr) 7 ut (p)) @ (o) 7 u (ph) - (3.10)
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Reorganizando
IM|* = gDy (q) Dag (@)* [ﬂs/l (P) Y (pr) @ (pr) 7w (ph) | X
x [ () 70 (po) 0 (p2) 7w (1)) (3.11)
Aqui usaremos a seguinte relacao,
a'Mb = tr (Mba') (3.12)
o que nos leva a
IM|* = 92D, (q) Dug (q)* tr (’Y“Usl (p1) @ (p1) y*u™ (p) w* (p/1>) x
xtr (7 u (pa) 7 (p2) 2wt (ph) 7 (8))) (3.13)

Uma vez escrita a amplitude quadratica, |J\/[|2 , podemos encontrar a amplitude quadratica

média tomando-se a soma (média) sobre os estados de spin, ou seja:

(VM) = 30Dy (@) Das (@) 32 3t (30 (pr) w0 (po) vt () % 01 )

51,52 s!,sh,

xtr (77w (p2) @ (pa) y"us (ph) 0% (9)) ) (3.14)

Considerando-se as somas nos spins e implementando a relacao de completeza, resulta:

(V) = 362 Dy (0) Das (a) tr (5 (r + )5 (6 + )

xtr (v (po + M)A (s + M)) , (3.15)

o que pode ser escrito simplificadamente como

(M) = 362 Dy (0) Das (@) 2417, (3.16)

onde definimos:
LM = tr (v (P +m)* () +m)), (3.17)
MY = tr (v (o + M) " (g + M)) . (3.18)

Para estas expressoes, valem as seguintes propriedades:
v =1, MY = MP, (3.19)

LF (pr, py) = L (pl, ;1) , M7 (pa, ) = MP (phy, p2), (3.20)
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q. " =0, qM" =0, (3.21)

onde g, = p1, — p,- O termo D, (q) Do (q)" vem da Eq. (2.152), ou seja:

Dy (9) Dag (@)" = (=1/4*0ps — ¢/ 0* ) (—1/6*Cup — (/0*Qus) - (3.22)

Dadas as propriedades (3.21), percebemos que o termo €2, = ¢,¢,/¢* nao ird contribuir
& amplitude de espalhamento, enquanto 0, = ¢,, — ., /¢ contribuird apenas com g, .

Efetivamente, teremos
4

Ge a v
<‘M|2> = 4_q49/wgaﬁL'u M ﬂ- (323)

Isso é equivalente a escolhermos o parametro de gauge ¢ = 1, mas também mostra que a

secao de choque nao depende da escolha de gauge. Continuando os céalculos:

4
ge 167
(1M = T M (3.24)

3.1.2 Secao de choque para o espalhamento e™ + = — e + pu~

Usando as regras de traco, estabelecidas no Apéndice, podemos mostrar que

LM = AP + pipS + g"* (m® — py - ph)], (3.25)

M = Alpph? + phph + g (M = pa - )], (3.26)
Deste modo, a contragao presente na Eq. (3.24) é dada por:

L Mya= 32[(p1 - p2) (h - 2) + (pr - ph) (P2 - 1) — m® (p2 - ph) — M (py - p}) + 2m* M?).

(3.27)
Em um choque eléastico, vale a conservacao do 4-momento total:
p1+p2 = py +ph, (3.28)
que também pode ser escrito como:
pL—Py = ph—po, (3.29)
pr—1ph = p)—po (3.30)
Quadrando cada uma dessas expressoes, obtemos as relagoes:
PL-pa = Pi-Da (3.31)
piopy = p2-ph, (3.32)

pL-py—m® = py-ph— M (3.33)
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Com estes resultados, temos:
LM Mo = 32[(pr - o)+ (p2 - )= (M7 +m?) (p1 - 1) +m® (M* +m?)]. (3.34)

Para calcularmos a se¢ao de choque, é preciso escolher um referencial. Escolhemos o
referencial do centro de massa, onde p; = (E1,p), po = (Eq, —p), p} = (F1,0) e phy =

(Ey, —p'), e a condicao |p] = |p'| garante a conservagao da energia. Com isso:

pLope = plophy=EEy+|p, (3.35)
pLopy = po-p, = E\Ey+|p)° cost, (3.36)
pL-p, = m?+2|psin?(0/2), (3.37)
pa-py, = M?+2[p*sin®(0/2), (3.38)

¢ = —4|p*sin?(0/2). (3.39)

Substituindo estes resultados na Eq. (3.34), temos

0
LFM,,0 = 32 (2m2M2 +2 (M? + 2E, B> + m?) cos® (5) > + (cos®6 + 3) \p|4) )

(3.40)
e também:
. 0 (cos?d + 3)
M2 _ ge 2M2 M2 2EE 2 2 (_) 2 4)
(D) = s (w0 (07 280+ ) o () o+ Sy
(3.41)

0 que nos leva a expressao geral para a secao de choque no CM:

do  gi B+ By~
2 (87)*|pl"sin* (6/2)

0 20
<mQ.M2 + (M2 + 2E1Es + m2) cos? <§> ]p|2 + M@ﬁ) .

(3.42)
Esta contracao pode ser particularizada para o limite ndo-relativistico, m > |p],
4
e 2772 21942 2
MPY= —2  (m*M*>+ (M +m cos” (0/2)), 3.43
do ge
(12 + |91 cos? (6/2)) (3.44)

dQ  64n2 51" sin’ (6/2)
onde p =mM/ (m + M) é a massa reduzida. Se ainda considerarmos M >> m, a massa
reduzida vai para . — m, e recuperamos a se¢ao de choque de Mott:

do ge

a0 Gt st gy s 072): (3.45)
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Por 1ultimo, se desprezarmos o termo |ﬂ2 (m > |]5]2) , encontramos a segao de choque

classica de Rutherford:
do ge
dQ  6472m? |0]" sin* (0/2)

Podemos também tomar o limite ultra-relativistico, em que |p] > M. Neste caso, a

(3.46)

amplitude média quadratica reduz-se a

(IM[?) = #6(9/2) (4+ (1 + cos6)?), (3.47)

e a se¢ao de choque é:

do 1 ge
dQY  (87)28|p[*sin (0/2)

(4+ (1+cos6)?). (3.48)

Mostramos assim como obter a se¢ao de choque do espalhamento elétron-muon
(para feixe nao polarizado), partindo-se das regras de Feynman, usando-se o truque de

Casimir, e o propagador de Feynman para o campo de gauge.

3.2 A amplitude de Feynman para o espalhamento

elétron-poésitron gerando muon e anti-muon

O processo de espalhamento elétron-pésitron, e~ + et — u~ + pt, é representado (em

mais baixa ordem) pelo diagrama da Fig. (3.2).

Figura 3.2: Processo de espalhamento elétron-pésitron a nivel de arvore (”tree-level).

A amplitude de espalhamento para este processo é montada usando-se as regras

Feynman, obtendo-se:

M = g20™ (p2) ¥"u™ (p1) Dy (@) @ (9)) 7 0 (ph) (3.49)
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onde desta vez ¢ = p; + p2. Ainda temos:
IMI* = 92 Das ()" Dy (@) tr [7"u® (p1) @ (p1) 720 (p2) 0 (p2)] ¥
xtr |70 (ph) 0% (p) 7wt () @ (91)] (3.50)

Novamente, estamos interessados no caso nao polarizado, o que nos leva a considerar uma

soma sobre os spins dos estados iniciais e finais. Fazendo-se isto, obtemos

() = gfﬁw (@) Dag ()" L M7, (3.51)
(IM]*) = 49—;1L“QMW, (3.52)
onde desta vez
L = tr (9" (P +m) v (ha —m)), (3.53)
M =t (7 + M) AP (¢ — M)) . (3.54)

Estes tensores tém as mesmas propriedades das expressoes (3.19), (3.20) e (3.21), o que

nos leva novamente a Eq. (3.24).

3.2.1 Secao de choque ¢~ +e™ — u~ +put

Desta vez, as regras de trago nos levam a:

LF = alphps + phps — g™ (m® + p1 - p2)], (3.55)

MM = A[ph"p* + phrph® — ' (M? + ply - )], (3.56)
e a contragao:

L My = 32{(1?1 +15) (2 PY) + (1 - 1h) (P2 Py) + MZ (pr - p2) +m® (P - ph) + 2m2M2}
(3.57)
Se escolhemos o referencial do centro de massa, p; = (E,p), po = (E, —p), p} = (E,p') e

Py = (E,—7"), onde |p]° = |'|> + M? — m?, temos:
p1-pe = 2E* —m?
P -py = 2E*— M?,

(3.58)

(3.59)

pi-py = p2-py=E>+[pl|p| cos, (3.60)
Pr-pp = pl'p3:E2—|ﬂ|ﬁ|0059a ( )
(3.62)

¢ = 4E%
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Com isso:

LF* My = 64[E* + (M? + m®) E* + (E* — (M? +m®) E> + M*m®) cos®6].  (3.63)
Montamos assim a seguinte amplitude quadratica média:

(IMP) = 2[5+ (M2 ) 2+ (B = (M? + ) B + M) cos?0). (3.64)

Se temos M > |p'|, a amplitude quadratica média ¢ lida como

2 4 m?
(M) = g (2 + W) , (3.65)
enquanto a secao de choque reduz-se a:
do g\’ 17 m?
— =] = (2+-—5). 3.66
e) (167TM) FRGRNTE (3.66)
Se consideramos ainda M > m, a se¢ao de choque passa a valer
do _o( o \'IP| 0 (3.67)
— =2———) — —0. )
ds? 16mM /) M

Tomando agora o limite ultra-relativistico na expressao, decorre
<|M|2> =g, (1+cos®0), (3.68)

e a secao de choque fica

do ge ’ 2
— = e 1 . .
70 (167r ’m) (1 + cos®6) (3.69)

3.2.2 Simetria Cruzada

A tabela (3.1) nos mostra um comparativo entre os processos e~ +u~ — e~ +pu~

ee  +et —pu +put.

E facil ver que a transformagao (p},p2) < (—p2, —p}) leva a amplitude de um processo
ao outro’. Isso significa que um elétron (pésitron) saindo (chegando) em um vértice se
transforma em um pésitron (elétron) chegando (saindo) se invertemos o sinal do quadri-

momento da particula.

!Cada tensor ganha um sinal de negativo, mas um cancela o outro.
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e+ u —e +pu e +et —pu 4+ put
LE =tr (3" (pr+m)y* (Ppy +m)) | D" =tr (" (pr + m)7* (fo — m))
MY =tr (v (o + M)y* (py + M)) | MY = tr (v (py — M)~" (§y + M))

q=p1—p) q = p1+pe

= —P2tp) = pi+ph

Tabela 3.1:
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4 Calculo de secao de choque na presenca de
violacao de Lorentz

Neste capitulo, iremos retomar os calculos de espalhamento do capitulo precedente, agora
no contexto do arcabougo do Modelo Padrao Estendido, no qual sao alterados tanto o
setor de gauge quanto o setor fermionico. Consideramos neste trabalho, porém, termos de
violagao de Lorentz apenas no setor fotonico, que implicarao em modificacoes no propa-
gador do féton. Mais especificamente, iremos considerar a presenca dos termos CPT-pares

no propagador de Feynman, mantendo o setor fermionico inalterado.

4.1 Amplitude de espalhamento e o propagador CPT-

par

Um passo inicial para calcular a se¢ao de choque do espalhamento de férmions,
é aplicar as regras de Feynman, que sao mantidas inalteradas se o setor fermionico nao
¢ afetado pela violagao da simetria de Lorentz. Neste caso, resta basicamente determi-
nar como os termos de violagao do setor de gauge alteram o propagador de Feynman.
O propagador de Feynman do setor de gauge CPT-par do Modelo Padrao Estendido foi
calculado numa forma matricial na Ref. [15], onde foram também encontradas relagoes de
dispersao, e realizado a andlise de consisténcia (estabilidade, causalidade, unitariedade)
desta eletrodinamica. Um propagador na forma matricial nao é adequadamente funcional
para realizar célculos de espalhamento que envolvem diversas contragoes tensoriais. Por
este motivo, adotaremos um procedimento de calculo que conduza a um propagador em
primeira ordem nos coeficientes de violagao, sendo os termos de ordem superior despreza-

dos.

Um dos pontos de partida para obtencao do propagador de gauge do setor
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CPT-par é a equacao do 4-potencial, escrita como:

(Dg,w — (1 — %) 9,0, + 2K,wmaﬁaa) A =], (4.1)

que também pode ser lida no espago dos momentos,
2 1 B a )\ mHpo @
—q gul/ + 11— Z QMQV - 2K,u61/ozq q DLV = 51/' (42)

Esta equagao difere da usual, Eq. (2.142), apenas pelo termo S, = —2K Hﬁ,,aqﬂqo‘, que
pode ser tratado como uma perturbacao devido a conhecida pequenez dos coeficientes de
violagao de Lorentz. O cédlculo do propagador é equivalente a inverter uma matriz. Uma

férmula til para calcularmos DY é a seguinte:
O'=z'-Zz'Bz'+7z'Bz'Bz7' — ... (4.3)

onde O = Z + B, com Z possuindo inversa e B adequado a convergéncia da série. Neste
caso, Z representa o operador da Eq. (2.142), sem termo de violac¢ao de Lorentz, enquanto
B representa o termo de violacao da simetria de Lorentz, ou seja, S,,,. O propagador Dﬁ?‘/

pode ser escrito em termos da seguinte expansao:
iD= iD" + D" (iSp,) iD* + iD" (iSp,) iDX (iSys) iD — ... (4.4)

Em termos de diagramas, o processo de espalhamento na presenca do termo de violacao

de Lorentz pode ser representado como:

Figura 4.1: Diagrama do processo de espalhamento na presenca de termo adicional de

violagao da simetria de Lorentz no setor de gauge representado pelo simbolo x

Aqui, o stmbolo X estd associado ao termo 1S, = —2iK ugyaqﬁqa e nos fornece
uma regra de Feynman adicional, considerando o propagador (4.4) apenas em primeira
ordem. Esse termo extra presente no propagador pode ser traduzido como uma nova
amplitude nos diagramas de espalhamento. O processo agora em primeira ordem fica da

seguinte forma:
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>/vv< r >uw-\<+ >nxn<

Figura 4.2: Diagramas que contribuem para o processo de espalhamento a “tree-

level” considerando o termo de violagao de Lorentz.

que corresponde ao propagador em primeira ordem:
Dfl"/ — DM D#ﬁszmqﬁqa[}av_

Isso significa que, além da amplitude usual, teremos mais uma associada a violagao de

Lorentz. A amplitude serd entao:
M = Musual + MALV7 (45>

onde a amplitude Mapy estd associada ao diagrama extra. Como ja sabemos, para o
calculo da secao de choque do espalhamento nao-polarizado precisamos de <|M|2> , que

serd dada por:

<|M|2> = <|M|2>usual + <MusualM*ALV + MALVMiSU&l)interferéncia + <|MALV|2> ) (46)

Como sabemos, em nossos calculos, estamos considerando a influéncia da violacao de
Lorentz apenas em primeira ordem. Logo, consideramos insignificante o termo <]MALV\2>,
que contribui em segunda ordem. Porém, devemos tratar com cuidado o termo de inter-
feréncia,

<|M|2>im, = <Musua1M*ALV + MALVMTlsual) (4-7)

interferéncia *

4.2 A amplitude May no espalhamento elétron-miion
e +pu —e +u

Usando as regras de Feynman usuais, considerando o diagrama adicional, pode-

mos montar a amplitude Mapy:

— iMawy = @ (p}) iger™u™ (p1) iDyus (q) 151 Day, (q) @ (9) igen"w™ (p2),  (4.8)
que pode ser simplificado a forma:

2
v, 82

e _s s _s!
Mary = prld V() U (p1) 2K s ¢ @2 (ph) v ut (pa) - (4.9)
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Tomando o complexo conjugado

2
* Je _s s’ —s v, st
A = ju” (p1) V"™t (P)) 2K 150 Q"0 (p2) 7" 0™ (ph) (4.10)

podemos calcular o primeiro termo de interferéncia:

4
* e s —s a, s —s"
MusualMAL\/ - _EzguuKoaxﬁ(quqétr (,}/Mu ! (pl) u’t (Pl) Tu ! (pll) ut <p/1)> X

xtr (17 () 0% (p2) 70t () % (8)) ) (4.11)

Implementando o truque de Casismir para realizar a soma sobre os estados de spin, temos:

2 ;1 (6% 14
<MusualM*ALV> = _q_%g,uuKaxBéquéLu MYP. (4'12>

O segundo termo de interferéncia é o complexo conjugado do primeiro. E facil entao ver

que: \
(MusuaMary) = (MiguaMary) = _%2guvKaxﬁ5qxq6LuaMyﬂ- (4.13)
Com isso, temos: \
<’M‘2>int - _%guvKaxﬂéqxqéLmMyﬁ- (4.14)
Usando a parametrizagao (1.37), concluimos que:
Koxpsqa’ = % (Gaphrs@*a” = Fxp@ o — Kaxdpa + Kapdsd’) - (4.15)

Das propriedades de L*® e M"3, sabemos que os termos Kx89%Ga € Kayqsq* nao con-
tribuirao, ja que g, LM = qgM v6 = 0. A amplitudade quadratica é entdo escrita como:
2 2g§ X 0 v 2raqnsvB
<\M\ >int = —? (/fxgq ¢° L, M"" + kopq” Ly M ) ) (4.16)

Continuando, podemos expandir este resultado em termos das componentes do tensor

(IM]?)

int

24 ' ‘
_ _%[%oo (6°¢° L, M + PLEM™) + kgi(*LIM"" + 2¢°¢' L g, M*”

+q* L, M™) + t5 (¢'¢’ L, M"7 + ¢*Li, M™)]. (4.17)

4.2.1 Contribuicoes paridade-impar a amplitude de espalhamento

(PeF),,

Para estudar o efeito das componentes de paridade-impar, vamos considerar

nulas as componentes nao-birrefringentes paridade-par (kg9 = k;; = 0). Além disso,
vamos usar a parametrizacao k; = —ko;, 0 que reduz a amplitude (4.17) a forma:
2g% : , 4g%
(M), = q—‘(ik; (LuoM"™ + L" Myo) + q% kig'q® LM M. (4.18)
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Para continuar, devemos definir um referencial para calcular as contragoes tensoriais en-
volvidas. Assim como realizado no para o caso usual (sem violagdo de Lorentz), vamos

escolher o referencial do centro de massa. Neste referencial, vale:

p1 = (E17]5>7 P2 = (E27 _ﬁja pll = (E17ﬁ)7 pl2 = (E27 _ﬁ>7 (419>

onde |p] = |p'| para garantir a conservagao da energia. Com isso:

piope = pyph=EE+|p, (4.20)
provy = pa-py = EBy+|pf cos (6), (4.21)
piopy = m®+2[p sin?(0/2), (4.22)
pa-py = M?+2|p"sin® (0/2), (4.23)
¢ = —4|p*sin®(0/2). (4.24)
Ainda precisamos de
Gk o= |f 12‘ cos (6) (4.25)
L =
- - -k
7oE = mE | ) (4.26)
P |k
onde
Pk o . .
—— = (sin (@) sin (0x) cos () cos (px) + sin () sin (0x) sin () sin (@) + cos (6) cos (0x)) .
Pk

(4.27)

Os angulos apresentados na expressao anterior estao ilustrados na Fig.(4.3).

Figura 4.3: Sistema de coordenadas adotado com p alinhado ao eixo z
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Neste referencial ¢° = 0, o que simplifica um pouco o resultado:

2g4 | o -
(IMP), = 29 (k;Log M + kyLig MY + K LigM® + k9 Li; M™) . (4.28)
1! q

De (3.25) e (3.26), podemos tirar:

Loy = 4 (ploplm + Phopio + (m2 —h pll)) =8 (m2 + |ﬁ|2 cos” (9/2)) ’

w W
_ O
N N N~

(
Ly = 4 (plz‘pll(] + plip1o + Gio (m2 — D Pll)) =4 (p; +p}) En, (
Lij = 4(pp; + pip; — 29 P sin® (0/2)) , (4.
MY = 8(]\/[2—1—]]7\20082 (0/2)), M* =—4(p' +p") Es, (
M7 =4 (p'p”? +p'p — g72 |p]” sin? (6/2)) (4.33)
Usando os termos acima apresentados, escrevemos:
<|3\/[|2>int = —3—516{41@- (m*+ 171? cos? (0/2)) (p" +p") Eat
—2k; (pi + p) Ev (p'p” + p'p’ — g2 |p)*sin® (0/2)) +
—4k' (p; + p) Ex (M? + p1° cos? (6/2)) +

+2k7 (pip;» + pipj — 2gij |]312 sin? (9/2)) (pi + p'i) Eg}, (4.34)

cuja simplificagao leva a:

3297 /i ; /j
(M), = _?ge (0" + ") ki[(P’p; — pjp?) (B1 — Es) + 2M*Ey — 2m*E»)],  (4.35)
4|1 Lo
MP) = G k‘ 0+ P E N (B~ B 1 sin? (0/2) — mPE, + MPE
(0= ey |09 g ) (B~ B0 072 = 05

(4.36)

O incremento dado a secao de choque é:

(da) 19! K] 101, 21,0, ¢)
Q) sy (87)° (Br + o)’ |’ sin* (§)

0
((E2 — Ey)|p)? sin? (§> —m?E, + M2E1> .
(4.37)
A quantidade I (8, i, 0, ) = cos (6) + 7 - k/ |p] ’E‘ controla a anisotropia associada a

violagao de Lorentz. Podemos analisar alguns casos particulares, tais como:
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Dx
0 z T %w
" 0| 2cos? (%) 2 cos? (%) 2 cos? (%) 2 cos? (%)
% | sin (0) cos (¢) | sin (6)sin (¢) | —sin (#) cos (¢) | —sin (€)sin (¢)
7w | —2cos? (g) —2 cos? (g) —2 cos? (g) —2 cos? (g)
1

Ainda podemos estudar os limites da expressao (4.37). O limite ndo-relativistico ¢ definido
quando m, M > |p]. Neste regime, temos:
494 k| 1(0 0,0) (M —m)
do Je ks Pk, Y, @ ( 9 9 (0) )
— = sin® ( = | + Mm | . 4.38
() o~ TF s e (7 .

Se consideramos agora M > m, temos o limite de Mott, para o qual a secao de choque

do 1! [F| 10 00.0.0) (12, 10
(E) ALV - (8m) |pl” sin* (6/2) (pﬁ o <§) " m) | )

o 2
E se ainda impomos m > |p]”, encontramos:

vale:

(do‘) B 493 E’I(ka@k707¢)
) ary (87)*m? ] sin’ (5)

2

(4.40)

Também podemos considerar o limite ultra-relativistico, no qual vale:

493 E [(ekﬂpk)e?@p)
(d—a) - L ‘ . (M? —m?) — 0 (4.41)
d¥) Ay (87)"4[p] sin® (6/2)

Vemos que o setor de paridade impar introduz uma dependéncia na secao de choque

também com relagao ao angulo ¢, o que nao é presente na teoria usual.

4.2.2 Contribuicoes paridade-par a amplitude de espalhamento

Partindo da eq.(4.17), e tomando os coeficientes de paridade-impar como nulos,

temos:

2¢% (3
<’M’2>ALV - qg66 {5 (Ktr) (qoqoLﬁvMVﬁ + qugMVO) +

1 i, v 7 vj
- ((Fce)ij + 59 (fw)) (¢'d’ Lo, M’ + ¢ L,M ])}- (4.42)
O resultado para este setor pode ainda ser subdividido em duas partes: a parte isotropica
representada pelo termo k., € a anisotropica, representada pela matriz x._. Continuando

nossa metodologia, vamos primeiro considerar a contribuicao isotrépica.
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Contribuicao da componente isotropica

Considerando k._ nulo, o setor de paridadade-par é representado apenas pela

componente k.. A sua contribuicao a amplitude é dada por:

2 293 3 0 v 2 ov
<’M‘ >ir1t = - q6 5 (Kjtr) (q QOL@/M +q LOI/M ) +

1 4 .
_5 </§tr> (qzqiLﬁVMﬁy + q2Li1/Mw) } (443)

Para continuarmos, devemos definir um referencial para as contragoes. Assim como foi
feito para o caso usual, vamos escolher o referencial do centro de massa. Neste referencial,

vale ¢° = 0, e também ¢*> = ¢'g;, o que simplifica um pouco nosso problema,levando a:

2¢% (3 1 .
<VM|2>im = —%{5 (Kur) (" Loy M™) — 3 (ktr) (* Ly M + ¢* Ly, M™) } (4.44)

Usando L;, M = Lg, M®" — L, M*, resulta:

2g4 44*
<|M|2>int = %KWLBVM/BV - q-ie Iit'r'LOVMOV7 (445)
MPY) = M 49e 1o 4.4
<| ’ >int - 8Kt7"<| ’ >usual o ?Kjtr v0 : ( : 6)

Precisamos agora desenvolver o termo L,oM"°. Para isso vamos usar o ferramental ja

desenvolvido antes:

Ll,()MVO - LO(]MOO + LioMiO, (447)
LoM" = 64 (m?+ [p]* cos® (0/2)) (M? + |p]” cos? (0/2))
—16 (pip" + pip" + pip’ + pip") ErEa. (4.48)
Lancando mao das defini¢oes (4.19), obtemos:
L,oM" =64 (m*M? + (m® — E\Ey + M?) 1% cos? (8/2) + |p]* cos® (0/2)).  (4.49)

Substituindo esta ultima expressao na Eq.(4.46), encontramos:

1642 A
M) = =8kl M) s + =y et 4(/2
<| | >1nt l{t <| | >usual |]5‘|4Sin4 (H/Q)I{t (|]7| Cos ( / )
+ (m? — By By + M?) |p*cos® (0/2) + m2M?) (4.50)

e a secao de choque assume a forma:

do do 1694/%7« A ,
= Srerl g - < Pl cos® (0/2) +
<d9)m t (dﬂ) S (Er + B PlpTsm (072) 7 o 1)

+ (m? — By By + M?) |p*cos® (0/2) + m2M?) . (4.51)
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Tomando o limite ndo-relativistico:

do do gt , ,
= Sl g — 16k, p + [p]“cos” (/2
(dQ)ALV t <dQ>uSualNR ! 647r2|]7|48in4 (0/2) <M 7 (6/2)

3mM 2 o
- (m—i——M)Qm cos (6/2)) : (4.52)

O incremento dado a sessao de choque nao-relativistica é:

d d 3kergimM cos? (/2
) ()
dQ ALV dQ usualNR 47T2 |m S (6/2) (m + M)

Se consideramos M >> m, encontramos:

do > ( do )
- — _8/4;” R (454)
< dQ ALV d usualMott
Considerando ainda m > |p]*, resulta:
do ) ( do )
- = 8Ky | — (4.55)
( ds2 ALV df usualRuterford
E agora consideramos o limite ultra-relativistico:
do do eKtr 4
— = 8Ky | — — = cos™ (0/2), 4.56
(dQ) ALV ' (dQ> usualUR 167T2 ’p 2 Sin4 (9/2) ( / ) ( )
do do Gk 82Kty 4
- = 8ky | — + = — ° 14 cos™ (0/2)) .
(dQ) sy (dQ)usualUR 1672[p)*sin* (6/2)  12872["sin" (6/2) ( ©/2)

(4.57)

Lembrando o resultado (3.48), esta expressao simplifica-se a forma:

do 94'%151‘
— = = i 4.58

Observamos que o termo ky,. continua mantendo a dependencia da secao de

choque com relagao ao angulo # o que pode tornar dificil sua verificacao.

Contribuicao das componentes anisotrépicas

Vamos agora trabalhar com a contribuicao anisotrépica. Para isso vamos zerar

o termo k4., de modo que:

24 . ) .
(M), = q—gﬁ (ke-)y; (' Loy M¥® + ¢ LiM7) (4.59)

4 P (%) 4
go [ (Fe)y d'a . 2 o
(M) = (8(]—5) Lo M* + T (Ke—)y; LM (4.60)
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Considerando que ¢' = (p* — p"), o termo (k._), i q'¢’ pode ser desenvolvido como:
('%e—)ij qiqj :('%e—)ij pzp] -2 (Ke—)ij pip/j + (/{e—)ij p/ip/j' (461)

Para calcular o produto L{ M"', partimos das expressoes

L, = 4(puwp)y +ppl + 6, (m* —pi-ph)), (4.62)
MY = 4 (phph’ + pb"ph + g7 (m® —p1- 1Y) (4.63)

€ escrevemnmos:
LM = 16{ (prop + Phopl + 6 (m* = p1- ) (995" + 15°p% + 6% (m* —pr - ) +

+(pupl? + Pupl + 0 (m® —pi-ph)) (5P’ + phtph + g™ (m* —py - p’l)04}64)
Simplificando e agrupando termos:
LM = 16{ (pip” — B E2) (0P +0'P’) + (o™ + 2 (m* — p1 - p)) — E1E2) (p'p7 + p"p)

+g7 (m? = py ,pfl)Q}. (4.65)

Fazendo a contragao desta expressao com (k._),., temos:

ij )

(Ke—)ij LiMyi: 16 (pkpk - E1E2) <("{€—)ij p,ip,j + (He—)ij plp]>

—32 (2pkp* + prp™ + E1By) (Fem )y p'p". (4.66)
Com este resultado, decorre:
4 4
i.7 9e 1Y 32ge
<|M|2>im - (He—)z’jpp] (2(]6 L,LtaMu + 7 (pkpk - ElEz)) +

i, 1] gg Lo 6493 k 1k
- (’%—)ijpp ELWM + ? (2pkp +pep + E1E2)

15, 15 gg « 3293 k
+ (I{e_)ijp p] 2q6 LMO[MM + q4 (pkp — ElEQ) . (467)
2 7,15 3293 k 1k
(IMIP),, = —2(Ke-);; P'p p (pep® + pp™ + 2E1By) ) +

+<(’fe—)z‘j p/ip/j —2 (“e—>z’j pip/j + (’%6—)1']' pzp]> X (4.68)

4 4

Ye o | 920
X <2—q6LWM“ + 4 (prp” — EIEQ)). (4.69)

Esta amplitude pode ser colocada em forma mais compacta:

4qi (/{e—)i‘ q; 32 4
iy, = S (a2 )
<pi (Ke-)s; p§‘> 12842

Z p (171 cos® (0/2) — ErEs) . (4.70)

+
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E a secao de choque:
do (Qi (’fe—)z‘j Qj> do (qZ' (’fe—)ij qj) 9
A A A A T (177 + BB +
ds int q ds2 usual (87T> (E1+E2) q4
128 (pi (ke )y ) g
(8m)* (E1 + Ea)* ¢

(191 cos® (0/2) — E\E») (4.71)
Fazendo o limite nao relativistico:
<dg> , (qi (Ke—)ij CIj) (dg> (qz- (Ke—)ij %) mM+
dQ ALV B q2 dQ usualNR (87T)2 (m + M)Q q4
128 (pz- (Ko )y p}) gemM
(87)* (m + M)* ¢*

(4.72)

Se consideramos M > m

do (q%' (“e—>z‘j qi) do
e I A A (4.73)
ds2 ALV q dQ usualMott

: . 2
Ou ainda se considerarmos m > [p]".

d_o' _ <Qi (’fe—)z‘j %’) d_o'
SR A (4.74)
dQ ALV q ds usualRuterford

E o limite ultra-relativistico:

do (0 (e )y 0) /a0 (6 (e )yas) 128 (pike ) o
(E) ALV - 2T <m>usual - (87)2 2q* - (87)2 4q* S072).

(4.75)
Neste caso, notamos que o termo k. introduz modificagoes que também levam em con-

sideracao dependéncia com relacao ao angulo ¢. Esta dependéncia estd implicita nas

contragoes ¢; (He—)ij qj € Pi (“e—)ij p;.

4.3 A amplitude Mary no processo elétron-pésitron

No que concerne ao processo e~ + et — p~ + ', a simetria cruzada nos
permite comegar o célculo a partir da Eq. (4.17). Se a partir deste ponto, escolhemos

o referencial do centro de massa, temos que ¢' = 0 e ¢*> = ¢2. Com isso, a amplitude ¢

reduzida a:
4
<‘M|2>int - _%{500 (LBVMVﬁ + LBMVO) + Koi (LBMW + L,i/MVO) +

gy (LAY } (4.76)
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Para mostrar que o setor de paridade-impar nao contribui neste processo, basta observar

as componentes temporais do tensor L7:
LY = 4(pSpio+p2pao — (M +p1-p2)) = 4 (2E% — 2E%) =0, (4.77)
L) = 4(pdpij + pipe;) = 4(Ep; — Ep;) = 0. (4.78)

Sabendo que vale o mesmo para as componentes temporais de M*?, a amplitude simplifica-

se a forma:
(M), = _2qge {moo (Lo M"P) + k5 (L}, MVJ)}

ou ainda,

2¢% (1 . S
(M), = ﬁ{?wcwwMW—aMW0+—wem«aM%}'

Considerando que desta vez Lg, M vB = L;,M"*, decorre:

2 . .
(Y, = =2 Ly L M7 — (s, ), (1 2079) b
q

4.3.1 Contribuicao isotrépica do setor de paridade par

Primeiro analisaremos o termo isotropico do setor de paridade-par. Para isso,

vamos zerar o termo k._, o que reduz a amplitude quadratica a:
29,
(M), = o =2 kg Lgy MYP, (4.79)
que pode ser também expressa em termos do resultado usual:

(M%), = —8rer (IMI) (4.80)

usual ’

o mesmo valendo também para a secao de choque:

do do
= — Sk | o . 4.81
(dQ)ALV . <dQ>usual ( )

da mesma forma que antes, o termo ky., nao altera a dependécia angular da

secao de choque e desta desta vez dando apenas um incremento de forma multiplicativa.

4.3.2 Contribuicao anisotréopica do setor de paridade par

Continuando, vamos calcular a contribuicao anisotrépica do setor de paridade

par. Para isso, desta vez vamos anular o termo k.. Temos:

<’M| >1nt 2(]& ( e—)ij (Lf/MVj) . (4.82)
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Precisamos da contracao L) M*’, desenvolvida a seguir:
Ly, M"™ =16 (paup} + props — 0, (m* +p1 - p2)) (057047 + pi7py’ — g7 (M* + iy - 1))
(4.83)
LMY = 16{ (p20p + proph — 86 (m* + p1 - p2)) (057017 + P 7P — ¢ (M? + ) - py)) +
+(parp’ + puply — 0 (m* + p1 - po)) (phFpl? + piFph — gM (M? + pf - p'z)94}84)
Simplificando:
LMY = 64 (pep™p'p” + p'p E* + E*p"'p7) + 1697 (m® + p1 - p2) (M* + p) - phy) .
(4.85)
Realizando a contragao com (k,-),; , resulta:
(H‘ef)ij Lri/MVj =64 (pkplk ('Lief)ij p'p? + (K'ef>ij PP E* + E* ("%ef)ij p/ip/j> . (4.86)
Com isso a amplitude quadratica é dada por:

5| cos (0) (Ke_ ). p'p” Ko ). p'p) Ko ). il
<’M’2>lnt:8g4 <_|]51 |p| ()( )z]pp +< )'L]pp] +( ),Upp >

. i = = (4.87)

E a secao de choque:

(da) 260y [ 1Pl cos (6) (k)i p'p”
ALV (

+ (K )y D'P’ + (Ko )y 07

9 8r)” B4 | E?
(4.88)

Se fazemos o limite nao relativistico M > [p/|:

do\  _ 20¢ 17 o i
(d_Q) Ay (87) MA/(MZ —m2) <<“€‘)ia‘pp7 + (he-)y PP > (4.89)
Se consideramos ainda M > m,
do 29: 11| P .-

(d_Q) ALV - (8%)2 M5 <(He—>ijpp7 + (“e—)ij Y Pl‘]> —0 (4.90)

Ou ainda o limite ultra relativistico:

do 24! i i i i
(d_Q> ALV N W (_ cos (9) (K’E—)ijp P+ (Ke—)ijpp] + (/fe—),-jp p > (4.91)

4.4 Analise de resultados

Nas sessoes anteriores, calculamos o incremento oriundo do setor CPT-par do Modelo

Padrao Estendido nos processos de espalhamento e aniquilagao envolvendo elétrons e
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miions, e suas anti-particulas. No que se refere aos termos de paridade-impar (), vemos
que hé uma contribui¢ao com dependéncia angular com relagao ao angulo ¢ na secao de
choque do espalhamento elétron-mton; por outro lado, estes coeficientes nao contribuem
a secao de choque do processo de aniquilagao. O termo de paridade-par anisotrépico,
(Ke—); ;» contribui acrescentando também dependéncia com relagao ao angulo ¢ em am-
bos os processos. J& o termo de paridade-par (isotrépico) nao implica em nenhuma de-

pendéncia angular nova.

Embora nao sejam o foco de nosso trabalho as correcoes radioativas, é impor-
tante ressaltar que as suas correcoes podem chegar ate 10% das sec¢oes de choque calculada

a "tree-level’na QED. Em geral, tais corre¢oes tém a seguinte forma:

d d
(ﬁ) corrigida B (é) baixa ordem (1 + fatores de COI‘I‘QC?%O) <492>

Isso torna evidente que nao podemos simplesmente acrescentar os incrementos advindos da
violagao de Lorentz as se¢oes de choque usuais (de mais baixa ordem), pois as primeiras
correcoes radioativas serao mais relevantes em virtude da pequenez dos coeficientes de
violagao. Isto insere uma dificuldade na analise dos resultados, principalmente no que
se refere a intencao de usar estas correcoes para estabelecer limites superiores sobre os

parametros de violacao.

Especifificamente, no caso paridade-par isotrépico surge uma dificuldade adi-
cional, uma vez que a correcao obtida é uma fracao da secao de choque usual, sendo
neste caso mais dificil distingui-las das correcoes radioativas. Nos outros casos, temos
que as correcoes aparecem acompanhadas de uma dependéncia angular que nao pode ser
explicada pelas correcoes radioativas. Deste modo, as anisotropias induzidas a secao de
choque podem ser tomadas como um fator de diferenciacao das correcoes radiativas. Uma
formula mais geral poderia entao considerar também violagao de Lorentz nos diagramas
usuais de maior ordem na QED usual. Podemos ilustrar isso no caso da aniquilacao de

par através da figura (4.4):
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M = + +

1.1

1
2 21 22
+z + E + h
3 3.1 3.2

Figura 4.4: violacao de Lorentz em diagramas de ordem maior.

A contribuicao de violagao de Lorentz vem, em primeira ordem no parametro
de quebra, da interferéncia entre os digramas modificados e os diagramas usuais. Nao
¢ muito dificil perceber que a contribuicao dominante de violagao de Lorentz estd na

interferéncia entre os dois primeiros diagramas, o que justifica nossos calculos.
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5 Calculo exato dos propagadores do campo

de gauge do Modelo Padrao Estendido

Neste capitulo, iremos apresentar o calculo exato dos propagadores da eletrodinamica do
Modelo Padrao Estendido, tanto para o setor CPT-par quanto para o setor CPT-impar.
O procedimento de caculo de ambos propagadores é baseado na existéncia de uma algebra
fechada de projetores, definidos em cima dos coeficientes de vioagao de Lorentz de cada

setor.

5.1 Propagador de gauge do setor CPT-par nao-birre-

fringente

Devido a auséncia de uma expressao tensorial fechada para o propagador de gauge do setor
CPT-par do MPE, usamos até o presente momento uma expansao (em primeira ordem
nos coeficientes de violagao) para este propagador. Esta abordagem deveu-se ao fato
de termos inicialmente em maos apenas uma expressao matricial para o propagador de
gauge do setor CPT-par, calculada para as componentes nao-birefringentes de paridade-
impar, e isotropica de paridade-par na Ref.[15]. Neste trabalho, foi também analisada
a consisténcia desta teoria no que se refere aos aspectos de estabilidade, causalidade,
e unitariedade, revelando que o setor paridade-impar é estavel, nao-causal e unitario,
enquanto o setor paridade-par isotrépico € estavel, causal e unitario apenas para um
intervalo limitado dos valores do coeficiente k., 0 < Ky, < 1. O célculo foi realizado numa
forma matricial devido, certamente, a impossibilidade de obter-se uma algebra fechada

de projetores capaz de assegurar o calculo do propagador numa forma tensorial exata.

No presente Capitulo, iremos mostrar que o uso da prescricao do tensor Kp
para as componentes nao-birrefringentes do setor CPT-par, apresentada na Eq.(1.37),
possibilita a realizacao do célculo do propagador numa forma tensorial fechada. Os de-

senvolvimentos aqui apresentados encontram-se publicados na Ref. [46].

Para calcular este propagador de gauge em uma tensorial exata, usaremos a
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prescrigao (1.37). Comegamos a escrever a Lagrangiana em sua forma quadrética
1 v
L= §AMD Ay, (5.1)

com D" sendo um operador tensorial de segunda ordem definido com

1
D" = Og" + (E — 1) oro” — S, (5.2)
onde g" = (+,— — —) é o tensor métrico, e S* é o operador simétrico de viola¢ao de
Lorentz
SH = 2 (K )" 9,05 = SUM. (5.3)

O propagador de Feynman do campo de gauge é o definido como
(0T(Au () Ay ()] 0) = 1A (z —y), (5.4)
onde A, é o operador tensorial que satifaz a relagao:
D" N, (x —y) = 61,6 (x - y). (5.5)

Podemos calcular o propagador de gauge no calibre de Feynman, £ = 1, o que simplifica

os calculos. Neste calibre, temos
O" =[Oyt — SH. (5.6)
Com a prescricao contida na Ref. (1.37), o S* operador torna-se
G [gmkup _ g g g g)\pkué} 8,0s. (5.7)

Na representagao de Fourier, temos

dp —ip-(x— dp —ip-(x—
6(x—y):/ 7r4€ P y), Ag,,(x—y):/ . Ag, (p)e P ( y), (5.8)

com

O = —(p2g™ + 5™, (5.9)
SA = 9 (KF))\Vappl/pév (5.10)
ON — — [p’\pykl'p — PP+ sk — g’\pp(;p,,kyﬁ] 7 (5.11)

de modo que

ON = —p?g™ + p p, kP — P2k + pPpsk™ — gMpsp k. (5.12)
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Para inverter este operador tensor, é preciso resolver a relacao tensorial
AN A A
OYA3=109%. (5.13)
Para isso, usamos a parametrizagao geral para um tensor simétrico de traco nulo,
A Lo A Ly
BV = SOV UV = 297U V), (5.14)

onde U*, V? sao dois quadri-vetores arbitrarios que contém os coeficientes de violacao de
Lorentz. Esta prescricao, garante, obviamente, a propriedade de trago nulo (k)‘)\ = 0) ,
conforme o esperado. A principio, esta prescicao é geral, nao havendo nenhuma restricao

aos 4-vetores U, V*. Além disso, vale:

3 1
kOO =Lk" = ZUOVO + Z_l(U . V), (515)
B = LUV V) £ S U ), (5.10
. T
(kpe)" = =S (U'V + V) + 269(U°V° + U - V). (5.17)

Comparando a Eq. (5.17) com a Eq. (1.27), notamos que
Jjk 1 iv/j 177 1 07,0
(Ke )" = _i(U VI+ UV, Ky = §(U VP4+U-V). (5.18)

Lembrando que a matriz x._ é de trago nulo, devemos impor U-V = 0, o que simplesmente
implica

Ky = UOV0/2. (5.19)
Ap6s estas defini¢oes preliminares, voltamos para ao célculo do propagador. Substituindo

a parametrizacao (5.14) em Eq.(5.12), temos:

oY = — {pQ (1 - %U-V> + (p-U)(p-V)} g - % U-V)pp’ + %(p-U) (V> +p*V?)

+=(p- V) (U +pU”) - %ZF ([O*vr+Urv?). (5:20)

N | —

Para resolver a Eq. (5.13), precisamos primeiro encontrar uma algebra fechada dos oper-

adores tensoriais (projetores), composta pelos seguintes projectores:
Op: Wy UpViss UsVy, 2oUss pUp, PoVis, 25V, VY, U, (5.21)

onde

@,uzz =G9uw — Wuw, Wu = p,upl//p27 (5'22>
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—(p-U)Vps/p?

©,8 Wpa U,Vs UsV,
g)\p @g p)‘pﬁ/pQ U/\V/g Uﬁv)\
UMV, U,V
er CH 0 B g
—(p-U)p*V/p* | —(p-V)p Us/p?
W 0 P ps/p? (p- U)p*Vs/p? (p- V) Us/p?
A
P Vg+
al (V - ) pps/p? (V-p)pps/p® | (U-V)p*Vs V2prUs
—(V-p)p ps/p
PV’ 0 Vg (p-U) VsV (p-V) UgV?*
A
p Us
n (p- U)p ps /v (v U)p*ps/? Up*Vs (U - V)P Us
—(p-U)p ps/p
pPU 0 Urpg (p-U) VU (p-V) UsU*
Py’ 0 Pps (p-U)p*Vs (p-V)p*Us
UV,
uve i , | -V Ups/p* | (U- VUV V2UNU;
—(p-V)Ups/p
U,V
Uey o (p- UV ps/p? UV, (U - V) UsV>

Tabela 5.1: Algebra dos projectores.

sao os projetores transversais e longitudinais. Desta forma, propoe-se para o propagador

a forma geral:

ng (p) = (CL1 @pg + az wyp + agUpVg + a4Ung + as ppUg + aﬁpﬁUp + a7ppV5 + agpg‘/:o

com os coeficientes a; sendo fungdes (do momentum e dos quadri-vetore U,,V,) a serem

+a9UﬁUp + a10V5%),

(5.23)

determinados. A algebra fechada dos projetores é explicitamente mostrada na Tabela I e

na Tabela II.

Ao realizar todas as contragoes tensoriais englobadas na expressao (5.13), obtemos um

sistema de dez equagoes para os dez coeficientes a;, a saber:

al-p*—(p-V)(p-U)] =1,

al = 2n(V - U)] = b+ oo VIO + b (p- UV =0,
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PpUs psU,p PpVi psVp
g)\p p)\Uﬁ pﬁU)\ p)\v,@ p,ﬁ’v)\
oY 0 PeU” 0 PV
—(p- U)p*ps/p? —(p-V)p*ps/p?

W p*Us (p- U)p*ps/p? Vs (p- V)P ps/p?
PV (p-V)prUs pps(U-V) P V(p-V) PV
PV VAU (p- U)Vpg PV Vs (p- V)V ps
pU? | (U -p)p*Us U*p*ps (p-U)pVs (U -V)p*pg
prU* | pPUPUs (p-U)U*ps PPUMNVj (p-V)Ups
P’ | p*p*Us (p-U)p*ps Vs (- V) ps
UrVe | (p-V)U MU (U -V)Upg (p- VUM V2Upg
Urv>r | (p-U)V U U*VApg (p-UVVH | (U-V)psV?

Tabela 5.2: Algebra dos projectores.

UB Up Vﬁvp
gAp Ug U>‘ Vg V)‘
UsU> 1%

oV
—(p-U)p*Us/p* | —(p- V)p*Vs/p?

W (p- U)p*Us/p* (p-V)p*Vs/p?

p Ve (U - V)pUs VAV

v (U -p)VUs (- V)V V5
pUP U?prUg (U -V)p* Vs
pPU> (p-U)UzU (p- VUV,
P (p- U)p*Us (p-V)p*Vs
UMV | (U V)UUN V20U

ey UV, (U-V)VAV

Tabela 5.3: Algebra dos projectores.
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[a%(p U) + C%AQ(p V) —gp” + l%(p -U)V? =0,
ay(p- V) = e+ dg(p- UV + 5 (- V)U?) =0,
—agp? + el — 50 U)o~ V)] — LV~ (p- V)] =0,
—a%p2+j%(p-U)2—j%p2U2—[dp2+d%(p~U)(p-V)]=0,
ax(p- V)~ = F3(0-V)p-U) + hip- V)~ hgpV? =0,
a5 (p-U) + flp- U — f5?U° — i (p-U)(p- V) — b =0,
C[%(P‘U)Q—%PzUz]—ZPQ—l%(p-U)(p-V):O,
di5(p- V) = 39V i — i (0 U)p-V) = 0.
As solucoes deste sistema sao:
a; = — ! a—a{N} (5.24)
PO+ D) T T R |
22 + L(p. Vv .U
ty =y — _% {p P> + Qg@) )(p )]1 | (5.25)
2(p-V U)(p-V)2=L(p-U)V2p?
a5:a6:%{p (- V)+ (@ )Eé(p)) 2(p-U) p]’ (5.26)
- U p? U2 (p- V) = 102(p - V2
a7:a8:%{(p -+ (p )ngzp) ) — U@ )p]’ (5.27)
onde o elemento no denominador é
4 V2U? p2 2772 2772
X(p)= p' (1= =)+ Tl -U)p-V)+ @ V)T + (- U)V] (5.29)

Com estes resultados, o propagador gauge esta devidamente escrito como
)

p? = 502U - V) +(p-U)(p- V)] K (p)

+ E(p)(U,Vs +UsV,) + G(p)(poUs + ppU,) + H(p)(ppVs + psVp) +

FIP)USU, + Lp)ViV,} (5.30)

{X(P)O,s + N(p)wys

(017(A, () A (9))] 0) = =

com os seguintes coeficientes:
1 1
Glp) =5l VIp* + (- U)p-V)* = 5(p- U)p*V7), (5.31)

Hp) = 5[0 U + (o= V) U) = (- V)PU?, (532)
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p2

Fp) = ~L 450V, 1) = @ V-0 VP, J0) = 0 - U))

(5.33)
1
2
+ (- UPPVE+(p-U)p- VYU +(p-V)(p- UV, (5.34)

Np) = 2L J4m[1 -

4 U - V)= (- U)p-VPUV* + (p- V)p’U?

com U2 =U-U=UU" V2=V -V =V,V~

Levando em conta a expressao (5.14), uma observagao importante é que os
produtos UglU,, VsV,,U,Vs sao termos de primeira ordem nos coeficientes de Lorentz-
violacdo da matriz k*?. Notamos que nossos resultados apresentam termos até em terceira
ordem nos coeficientes da matriz k. E ainda importante mencionar que este propagador
é simétrico sob permutacao de indices (ﬁpg = Eﬁp) e sob a permuta U «— V | como era

esperado.

5.1.1 Relagoes de Dispersao

Como sabemos, as relagoes de dispersao sao extraindas dos pélos do propagador. Fica

registrado que as relacoes de dispercao sao:

py=p"—2po(k-Pp), (5.35)

para o setor de paridade impa e:
po = IPIV(1— k) /(1+ ke) (5.36)
P = P°—P-ke ‘P (5.37)

sao as relacoes do setor de pararidade par.

5.2 O propagador de gauge do setor CPT-impar
O setor CPT-impar do MPE ¢ descrito pela seguinte lagrangenana:

1 1
L=~ Fos P = cpops VAT — J, A%, (5.38)

onde VP é o 4-vetor fixo responséavel pelo violacdo de Lorentz, inserido no termo de

Carroll-Field-Jackiw [3]. Com este termo, a equacao de movimento do campo de gauge
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assume a forma:

(Dg,w - (1 - %) 0,0, + ewaﬂwaﬂ) A=, (5.39)

A solucao para esta equacao pode ser encontrada pelo método de Green, ou seja,
1 anf KV v
Ogue — | 1 — Z 0u0k + Eurapv®0d” | G™ =0} (5.40)
No espaco dos momentos, esta equacao é escrita como
2 1 . a, B kv v
—q Guk + | 1- Z dudx — eurapl (¢ DLV = 5;;7 (541>
e também em termos dos operadores projetores ja definidos antes:
2 2 1 a4 v v
—q @;m —dq ZQ;m + S;m DLV = @u + Q/u (542>

onde desta vez

S = —isumgvaqﬁ.

Podemos tentar, assim como no caso CPT-par, compor uma algebra fechada com os

projetores O, €1, S.x. Para isso, devemos investigar as seguintes contragoes tensoriais:

RV e - _KVQ - _VQ v
0,5 = (g,m — ’:]2 ) (—@5 Bvaq@) = —ig,, BUQQg =5, (5.43)
e 5™ = (%) (—ie™*Pvag5) = 0, (5.44)
q
SuS™ = ((v . q)2 — v2q2) o, + (v- q)2 Qn+37, (5.45)

onde usamos a relagao:
— Emvape™ ™’ = (006167 — (52(5(‘15’5‘ + (55(53(5’5 — 806X65 + 6X8285 — 6X8203) (5.46)
e definimos um novo projetor (simétrico):
5= ¢, — (v q) (¢"v + q”) - (5.47)

Y = @'t — (v q) (¢ + ¢"v”). (5.48)

Esta nova pega nao pode ser escrita em termos das outras que ja tinhamos, o que mostra
que nossa algebra nao estava fechada. Podemos agora verificar se obtemos uma algebra

fechada incluindo a presenca do operador X7 verificando as seguintes contragoes:

0, S =XV + (v-q)° QU (5.49)
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Gpﬁ Qpﬁ Spﬂ Eﬂﬁ
~| e % 5 7,
e o} 0 S5 Sh+ (veg)? )
QN 0 Q3 0 —(v-q)? Qj
2 2 2 A
A A ((U ' q) —vq ) @ﬂ
S Sﬁ 0 ) R 0
202 — (v - 2 A
A S 4 (v q)’ Q3 | —(v- q) Qj 0 (4 (v-ay) %3

+(v-q)? RE Y

Tabela 5.4: Algebra dos projectores da eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw.

QX = — (v - q)° 8 (5.50)
S S =0, (5.51)
SunS™ = (0 = (v-q)?) 4 + (v q)* VP, (5.52)

Podemos agrupar estes resultados na Tabela:

Concluimos assim que, acrescentando X ao nosso conjunto de operadores,

temos uma algebra fechada. Propomos entao a seguinte forma para
ﬁzl{/ = a®"™" + bQ" 4 S 4 dX", (5.53)
onde a, b, ¢, d sao coeficientes a serem determinados. Com isso:

1
(_q2@;m - q2_

¢

Usando a algebra de operadores contida na Tabela , obtemos:

Qe + SW> (a®™ + QU™ + cS™ +dE") = O, + Q. (5.54)

o, +Q, = (—q2a@/‘; +c(v-q)? - cv2q2) o)+
1 1
+ (—q2d(v -q)” - q%z + q2dz (v-q)* +c(v- Q)2> o
+ (—¢’c+a) S; (=¢*d +¢) 2.

Esta equacao tensorial nos leva a um sistema de quatro equagoes e quatro icognitas:
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—Pa+c(v-q) — =1, (5.55)
1 1
~d(v-9)° — bz + Pz (v-) He(v-g)= 1 (5.56)
—¢*c+a=0, (5.57)
—¢*d + c= 0, (5.58)
cuja solucao é:
2 2
q ¢ (v-9)
o« = -Loo=-5-B0 (5.59)
1 1
c = oz (5.60)

onde H = (q4 — (v~ q)2 + vqu) . Com estes resultados, o propagador assume a forma:

2 2
N —q KV C (U ) q) KU 1 KV 1 KV
Dy = e - (q—2 o ) e i (5.61)

que é o propagador exato associado ao termo CPT-impar de nosso modelo. Este propa-
gador foi aqui calculado para uma escolha covariante de gauge, diferindo do propagador
da Ref.[4], que refere-se a uma escolha de gauge axial. Difere também do propagador da
Ref.[5], calculado para a eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw na presenca do setor de
Higss e do termo massivo de Proca. Apesar de diferir dos propagadores das referéncias
precedentes, uma analise da consisténcia baseada nesta expressao ira revelar que os mes-
mos resultados concernentes a consisténcia da eletrodinamica de Carroll-Field-Jackiw,
que é dotada de problemas de instabilidade de energia e causalidade para um background
do tipo-tempo, comportando-se como uma teoria consistente (estdavel, causal e unitaria),

entretanto, para o caso de um background tipo-espago (vide Refs.[4],[5]).

5.2.1 Relacoes de Dispersao

Aqui, vemos que dos polos do propador, retiramos duas relagoes de dispersao:.
¢ =0, (5.62)

que é ordinaria, e:

¢" — (v-q)* + 0% (5.63)

que ¢é extraordinaria:
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6 A influéncia do termo CPT-impar no
espalhamento elétron-muon

Neste capitulo, iremos discutir a influéncia do termo de Carroll-Field-Jackiw no espal-

hamento de férmions, mais precisamente no caso de um espalhamento elétron-muon.

O ponto de partida é o propagador (5.61), com o qual poderemos calcular
amplitudes de espalhamento e se¢oes de choque. Sabendo-se que a magnitude do termo
de Carroll-Field-Jackiw é fortemente limitada por testes de birrefringéncia, podemos re-
stringir nossos calculos usando uma versao do propagador em primeira ordem em v, de-

sprezando os termos em ordem mais alta, ou seja:

a4 1 v C
Dy = —=0" ==

ow — Lgm, (6.1)
q q q

4

onde também expandinmos o denominador, B! = (¢* — (v - q)° + 02q2)71. No que con-
cerne ao céalculo de amplitude de espalhamento, sabemos que o projetor longitudinal nao

contribui, de modo que efetivamente temos:

N4 1 % 1 KV

Isto pode ser traduzido em um novo diagrama (em primeira ordem em v) onde o termo
e estd associado a 1Sy, = 5umgv°‘q5 , 0 que nos da a contribuicao extra advinda do termo

de Carroll-Field-Jackiw.
>/\/\< ~ >m¢-v<+ >¢rx<

Figura 6.1: Representacao dois dois diagramas a "tree-level”’que contribuem no espal-

hamento.

A amplitude total serd entao a soma das amplitudes associadas a cada um

destes diagramas,

M = Musual + MALV7 (63)

onde a amplitude Mary estd associada ao diagrama extra. A amplitude quadratica \M\2
sera dada por:

M2 = M+ M+ My, (6.4)

int
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2 . . ) A - :
onde |M]; , estd associado aos termos de interferéncia entre os dois diagramas. Seguindo
nossa metodologia, vamos concentrar nossos esfor¢os no termo de interferéncia, que contém

a contribuicao em primeira ordem no parametro de violacao deLorentz:

<‘M|2> = <MzsualMALV> + <Mzsua1MALV>* ) (65>

int

De maneira genérica, podemos escrever as amplitudes em primeira ordem da seguinte

forma:

1 .

Musual - _?g,ul/]ﬁ)j@)a (66)
1 o

May = —gsaﬂj(l)]g)y (6.7)

e j* = ga® (p')y*uss (p) ou g20° (p) ¥*u* (p1) dependendo do processo.O primeiro

termo de interferéncia é:

. 1 a (o \* B [ \*
MusualMALV = EQ#VSQ,&](I) (]ﬁ)) -]?2) (j 2)) ’ (68>

cuja média sobre os estados de spin é dada por:

. 1 o [ \* B
(M guaMary) = $9uu5aﬂ <J(1) (Jﬁ)) I () > (6.9)

Usando os resultados do truque de Casimir, resulta:
4

<MzsualMALV> = 4g_;3guusaﬁLuaMVﬁ- (610)

O segundo termo de interferéncia é simplesmente o complexo conjugado do primeiro, ou
seja, ,

MussaMiry) = = 4 G San M = = (VM) (6.11)
visto que S,p ¢ puramente imagindrio. Conseqiientemente, vemos que o termo de inter-

feréncia anula-se:

(M%), = 0. (6.12)
para o caso de espalhamentos nao-polarizados. Dado que o termo de interferéncia,
definido em primeira ordem, é nulo, resta calcular a contribuicao em segunda ordem a
amplitude quadratica, dada pela contribuicao, <|MALV\2> , usando as regras de Feynman.
precisamos entao do propagador em segunda ordem:

KV 1 (U ) q)2 v2 KV C (U ) q)2 KV 1 KV 1 KV
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ou

- 1 1 1
Dzl‘j/’ ~ __2@K/l/ o C QK/V o _SK/V' . _6

O = Z = 5= G (000 ) 0+ (v ) 2 2]

Da tabela (5.4) de algebra dos operadores, sabemos que 5,,,S™ = ((U ) — U2q2) O +

(v- q)2 0, + 3. Isto sugere que, em segunda ordem, o propagador ¢ equivalente a:
DD — DY (S30) D + D (S30) D™ (S,6) D,

que € a expansao perturbativa do propagador de Carroll-Field-Jackiw em torno do propa-
gador usual. E esperado que esta série convirja para o propagador exato quando consid-
eramos os termos adicionais. Podemos entao propor que termos de ordem maior pode ser

incrementados na amplitude através da insercao de outros diagramas do tipo:

Figura 6.2: Representagao do processo como uma soma pertubativa de diagramas com

insercoes que representam o termo de violacao de Lorentz.

A amplitude Mapy esta associada a contribuicao do diagrama adi-
cional da Fig.(6.1). Usando as regras de Feynman, podemos montar a amplitude quadratica

advinda da amplitude (6.7) como:
2 1 o \*F 8 \*
Marv|” = —Eswsaﬁ](l) (](1)) J(2) (](2)) (6.14)
uma vez que S,g ¢ puramente imagindrio. Tomando a soma sobre os spins, decorre:
2 ge
(IMarv|™) = —T;S#VSQBLWMV@ (6.15)
Escrevendo agora explicitamente o termo S,
2 ge s
<|MAL\/| > — rgsguyewgaﬁxévequxq LuonVB7 (6.16)

que fornece uma das contribuicoes em segunda ordem no parametro de violacao de Lorentz.
Se estamos considerando as contribui¢oes em segunda ordem no parametro de quebra,

entao devemos também considerar o seguinte diagrama:
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>M<

Figura 6.3:

O termo de interferéncia entre este diagrama e o diagrama usual nos da a
outra contribuicao de segunda ordem. A interferéncia entre este diagrama e o diagrama
de primeira ordem no parametro de quebra sera de terceira ordem e por isso nao sera
considerada, assim como a amplitude quadratica que serda de quarta ordem. Usando as

regras de Feymam montamos a amplitude associada a este ultimo diagrama:

— iMaryoao = U (p}) igey u’ (p1) ibuﬁ (iS’go‘) i[)ax (iSX‘S) iDs, i (py) gy’ u (p2)

(6.17)
Mavamo = 5 SiuSEih it (6.18)
O primeiro termo de interferéncia sera:
Marz0M s = 5005 ST (70) 3 ()’ (6.19)
E ainda: \
(Marv220M ) = 5000y SEL M. (6.20)

O segundo termo de interferéncia é simplesmente o complexo conjugado do primeiro que

desta vez é real. E por ultimo, temos:

<|M|2> = <|MALV|2> + 2 (MarveaoMiguar) » (6.21)

int
2 ge 0 $ 0 )
<|M| >int = 4—;8 (6,1”9@6055,(51) GV = 2G0pEunboE sV 47 VNG ) LHeMYB, (6.22)
Uma relacao 1til é a que coloca o produto de Levi-Civitas em termos de um determinante:

g,ua g#ﬁ gHX gué

e Yy 9y 9us
Euvbp€apxs = — : X . (623)

Yoo 905 Y9ox Yos

ggpa g(pﬂ g@X ggpé
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Usando-a, temos:
g,ua gp,ﬂ ng gué
4
D I N CT
q 90 Y03 Yoy Yos
ggpa g(pﬁ g@X ggo(s
62 guy gux g,u5
4
+20as v Grox o VgtoXg® | L M8 (6.24)
0 900 Y90y Yos
5; ggpu g‘PX g<p5
Apoés alguma dlgebra, obtemos:
Ipo Gup  Vu o 55 G Vu e
4 4
Iva v Uy 4, Gwv Uk 4y ansv
(M), = 15 ’ + 20as LM
4q v, vz VP w-gq vt o, v wegq
Qo 45 V- q ¢ " q v-q ¢
(6.25)

Implementando as relagoes ¢, L** = 0,q,M** = 0, nos determinantes, cada termo gy

contraido L** ou M"? vai a zero, ou
Ipo Gup  Vu

(), = L5 | = |
int 4(]8 2

V, Vg U

0 0 wv-

(5Z G Yy 0
4 RV Uh} qK/
g _ g
K 2
vt ov, vt v-q
¢ 0 v-q¢ ¢
+0"

seja:
0 o
0 4
+ 29aﬁ
v-q v~
q¢ 4 q"

P

v, v wv-q| —4
0 v-q ¢

G Uy 0

G Ve e || T
0 v-q ¢

G Uy 0
kv Uk 4 L‘LLaMVﬂ
v, v2 wv-q
0 v-q ¢
(6.26)
G Yy 0
v, v wv-q
0 v-q ¢
G Uy 0
g’ﬂ/ ’UH qfi (627)
v, v v-q
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5; Y Yy 0
G Yy G Y, O
4 90 Ve G
=l v, 2 wv-qg|—4| v, v v-q
vt ov, v wegq
) 0 v-q ¢ 0 v-q ¢
¢ 0 wv-q ¢
G Uy 0 G Uy 0
+l v, v veq|—1| 9@ v-g ¢ |- (6.28)
0 v-q ¢ v, v wv-q
Simplificando:
62 G Uy 0
9w Uy 0
4 90 U G
= — v 1)2 v-q (629)
2 12
vt v, v v-q
, 0 v-qg ¢
" 0 v-q ¢
Continuando, trocaremos  por v no primeiro determinante:
gy,a gy,u Uy, 0 0
2 ge 960 90 Up 0 T
<|M‘ >int:468 - —20ap || v, v w-q LHe M8
q v, v, v wv-q
0 v-q¢ ¢
0 0 wv-q ¢

(6.30)

Usando mais uma vez a regra de Cramer para o determinante da matriz 4 x 4, temos:

9s, Vg 0 G Uy 0 9 U, 0

det =gua || v, v wveq| —9sa| v, v* v-q|+tval gy vy 0. (631)

0 v-q ¢ 0 v-q¢ gq 0 v-q g

Usando este resultado e simplificando:

A 9s, Vg 0 G Uy 0
2 ge
<|M| >int = _4_q8 Gua || v, v2 veq ||t 9p Vg 0 ||+
0 v-q ¢ 0 v-q ¢
G Uy 0
tgas | v, v* w-q| | LM (6.32)
0 v-q ¢

Continuando com a regra de Cramer, temos:

9s, Vg 0
gua v, ’02 v-q - guagﬁz/ (U2q2 - (U : q)Q) - g,uavuv,@q27 (633>
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Vall 9 Vg 0 || = @’ (905 — 950) - (6.34)
0 v-q ¢
9w U 0
Jop || v, v’ v-q || = JapYuw (v*¢” — (v- q)2) - gagvyv#f, (6.35)
0 v-q ¢

Substituindo estes resultados e explorando as simetrias dos tensores L*“ e M"?, obtemos:

o (e P\ gt s (g P )
ey = (%) Emmarz s (22002 (o)

q* q?
4 4

49 Je_y 0, LFMS (6.36)

Ge aqngvB
+46V1)5LM +

Precisamos agora das contracoes:

Ly = s(2mt—p-pl). (6.37)
ME = (M2 —py-p}). (6.39)
e das expressoes:
vgl”? = 4(2(v-pr) (v-p)) +0* (m® —pi ), (6.39)
v gM™? = 4 (2(v-ps) (v ph) + 07 (M* —py - ph)) . (6.40)

Usando esses resultados, obtemos a contribui¢ao do termo de Carroll-Field-Jackiw a am-

plitude quadratica média:

(M), = 16((”) —f)g—ﬁ(zmtpl-pa <2M2—p2-p;>+(<”q” ——) (M) +

g @) ¢

+ge8 (2m® —p1-p1) (2= p2) (v 1) + 0% (M? = p2 - 1)) +
+ge8 (2M° = p2 1) (2(v-p1) (v p) + 0% (m* = p1-ph)). (6.41)

E a secao de choque fica:

do
<d_Q)ALV - (87T) (E1 + E») 2 <| >1Ht' (6.42)

Devemos agora definir um referencial para avaliar as contracoes. Assim como foi feito

para o caso usual, vamos escolher o referencial do centro de massa.
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Figura 6.4:

Neste referencial, vale p; = (Ey5), p» = (Bs,—P) = (En,) e py =

(Ey, —p') , onde |p] = |p'| para garantir a conservagao da energia. Com isso:

pLopr = piopy=EE+|p, (6.43)
pi-phy = p2-p) = BB+ |p] cos, (6.44)
pop, = mP42|p sin?(0/2), (6.45)
pa-phy = M*+2[p"sin?(6/2), (6.46)
¢ = —4|p"sin? (0/2) . (6.47)
Ainda precisamos de:
p-v = |pl|d]cos(0,), (6.48)
— —
o A — p v
7o = (22, (6.49)
121 |]
onde
p-u

= (sin () sin (6,) cos (¢) cos (y,) + sin (0) sin (6,) sin () sin (¢,) + cos (0) cos (6,)) .
(6.50)

Pl

=l
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Neste referencial, ¢° = 0, o que simplifica um pouco o resultado a forma:

(V)= (ﬁ (cos(%)— (gﬁ))+) WQS;Q @72 P i
15 sﬁ@))ﬁ{*(mg Hy (=00~ (7)) “’2> )
X <m2 —2 (|p sin ) <M2 2 |p] sin (g))2> +— (m? = 2|p”sin? (6/2)) x

(@) (mﬂ () - |]T1| s’ 0/2)) +

— |91 |9] (M? — 2|51 sin? (8/2)) x H
(- 09) (- (Fr)) - wcem)} s

6.0.2 A influéncia do termo CPT-impar no processo elétron-

positron muion-antimuon

Como ja foi visto em capitulos anteriores, é possivel passar do processo e+u —
e+ p para e+ et — p+ ptfazendo a transformagao (pl, pa) <= (—p2, —p}). Isso nos poupa

de termos todo o trabalho novamente. Podemos retomar deste ponto:

2 _ (U'Q)Q_U_Q Je ra B (U'Q)2_U_2 2
<‘M’ >int - ( >4qLM ( ¢ q2> <‘M’>+

q* q?
gl gs
= + 4q6vl,v sLOM o v LF M), (6.52)

onde os objetos L, M e q estao no contexto do processo de aniquilacao. Precisamos das

contracoes:
LY = —8(2m” +pi-pa), (6.53)
MS = —8(2M*+p)-ph). (6.54)
E também precisamos de
0,0, L' = 4(2(v-p1) (v-pa) —v* (m® +p1-p2)), (6.55)
VU, M'Y = 4 (2 (v-p)) (v-py) —v? (]\/[2 + 7} p’z)) ) (6.56)

Se escolhemos o referencial do centro de massa, temos p; = (F,p), po = (E,—p),p} =

(B,7) e ph = (E,—7'), onde |p]* = |§'|> + M? — m?
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prope = 2B —m? (6.57)
pl-py, = 2E*— M2 (6.58)
pi-py = p2-ph=E*+|p]|p| cosb, (6.59)
pi-py = pu-ph=E2—|pl|p| cosb, (6.60)
¢ = 4E? (6.61)
Com isso:

LY = =8 (m® +2E?%), M2 = —8 (M* +2E?). (6.62)
v, LM = 8 (|0 E* - (5-p)?), (6.63)

N2
v, v, M =8 (|77|2E2 - (U-p’) ) : (6.64)

Neste referencial, ¢ = 0 o que simplifica um pouco o resultado. A amplitude fica:

()= T8 (1 257) (32 26%) + I vy (069
gg 2 2 —12 2 — _; 2 g;l 2 2 — 2 M2 2
ol (m? 4 2B?) ([P B = (5-0) ) - 2 (101 B2 — (7)) (M + 2B2).

Estes resultados mostram que estd contribuicao realmente aparecera apartir

de segunda ordem no parametro de violagao de Lorentz.
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7 Conclusao

Neste trabalho, fazemos uma investigacao acerca da influéncia da violacao de simetria
de Lorentz no setor de gauge e também sobre alguns processos de espalhamento de
férmions, abordando como a ciolagao desta simetria pode modificar alguns processos
da Eletrodinamica Quantica (QED). Neste contexto, a peca chave da investigagdo é o
propagador do foton modificado pelos termos de violacao de Lorentz tomado em meio
as regras usuais de Feynman para calculo de processos fundamentais da Eletrodinamica
Quantica, uma vez que o setor fermionico da teoria é considerado sem modifcagao. A
teoria necessaria para o calculo da secao de choque, assim como dos propagadores, é de-
senvolvida em capitulos iniciais. Apresentamos primeiramente a equagao de Dirac, onde
sao definidos os spinores, as normalizagoes e relacoes de completeza. Passamos pelo célculo
do propagador relativistico da teoria de Dirac, e chegamos na matriz de espalhamento -
matriz S. Ilustramos o procedimento de calculo do propagador de gauge usual, e também
definimos algumas quantidades, como as correntes de transi¢ao fermionicas no espaco dos
momentos e também as amplitudes de Feynman. De posse destes conceitos, chegamos a
secao de choque para um caso particular. Em seguida, apresentamos a Regra de Ouro,
que nos permite montar secoes de choque de espalhamento mais gerais. Em seguida,
apresentamos as regras de Feynman, com as quais torna-se possivel montar a amplitudes
de espalhamento a partir dos diagramas de Feynman, de maneira rapida e eficiente. Em
seguida, mostramos como os propagadores e regras de Feynman conduzem eficazmente
as segoes de choque de processos conhecidos da literatura, como e~ + =~ — e~ + pu~
e e +e" — 4+u~ + pt. Estes cdlculos sao feitos, considerando que o feixe inicial é
nao polarizado onde utilizamos o truque de Casimir, que é uma ferramenta matematica

desenvolvida para este fim.

No Cap. IV, iniciamos os céalculos de secao de choque de processos da QED no
contexto do Modelo Padrao Estendido, tendo por objetivo especifico obter as contribuigoes
dos coeficiente de violagao de Lorentz a amplitude de espalhamento quadratica média e
a secao de choque dos processos mencionados. No caso do setor CPT-par, a principio,
usamos uma expansao perturbativa do propagador em torno do propagador de Feynman

da teoria usual (sem violacao de Lorentz), dado a inexisténcia de uma expressao tensorial
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fechada para o propagador no momento destes desenvolvimentos. Por razoes conhecidas,
consideramos apenas as componentes nao birrefringentes do setor paridade-par, contidas
no tensor k", ja parametrizado em termos apenas destas componentes. A violagao
de Lorentz é considerada através da insercao de diagramas adicionais e os termos de
interferéncia entre estes diagramas (termos cruzados na amplitude quadrética <|M|2>int)
sao usados para o calculo das correcoes na secao de choque. Assim como antes, 0S processos
sao considerados nao polarizados, e mais uma vez, fazemos uso do truque de Casimir para
fazer a soma sobre os estados de spin. Como consideramos a violagao de Lorentz apenas
no setor dos fétons e estamos estudando espalhamento de férmions, nao precisamos alterar
a regra de Ouro, que ¢ utilizada ao final para montarmos a se¢ao de choque. O primeiro
calculo realizado foi o do processo e~ + u~ — e~ + p~, e em seguinda abordamos o
processo €~ + et — +u~ + pt, porém explorando a simetria cruzada que permite passar

2 . .~ o
de <]M| > de um processo a outro através de uma redefinicao das variaveis dinamicas

(quadri-momentos).

Nossos resultados mostraram que o setor CPT-par, representado pelas compo-
nentes paridade-impar, x*, pela componente isotrépica de paridade-par, ky,, e pelas com-

ponentes anisotrépicas de paridade-par, (k._),;, revelaram que no processo e~ + pu~ —

ij?
e~ 4+ i, que as componentes do 3-vetor k introduzem uma dependéncia angular em torno
da direcao do feixe incidente, em forma de anisotropia. O mesmo ocorre para os termos
(Ke—); o que introduzem uma anisotropia ainda mais complexa, na forma de termos do
tipo (/?ae_)z.j p'p”, e outros semelhantes. J& o termo isotrépico, k.., apenas reforca a de-
pendéncia angular entre a direcao do feixe incidente e a dire¢ao da particula espalhada.
No caso do processo e~ + e™ — u~ + pt, verificamos que o termo k mnéo contribuiré.
Isso parece que vai contra a simetria cruzada, mas é importante lembrar que em certo
momento escolhemos o referencial do centro de massa, que nao corresponde ao mesmo
referencial nos dois processos. Desta vez a anisotropia fica por conta apenas dos coefi-

cientes (F._), ; » enquanto o termo ky, continua apenas reforgando a dependéncia angular,

e desta vez de uma forma ainda mais simples.

No caso do setor CPT- impar, representado pelo termo de Carroll-Field-Jackiw,
usamos o mesmo procedimento de antes, porém, desta vez, sem maiores dificuldades.
O primeiro ponto é o calculo do propagador de Feynman exato, que se torna possivel
adicionando-se o termo X} = *v"v, — (v q) (¢"v, + q,v”) & dlgebra dos projetores. O

propagador pode entao, ser calculado em sua forma exata. As contribuicoes do setor CPT-
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impar a amplitude quadréatica média e secao de choque foram explicitamente calculadas,
sendo observadas que sé aparecem contribui¢oes em segunda ordem no parametro de que-
bra. Isto aconteceu porque no processo nao-polarizado, a interferéncia entre o diagrama
usual e o modificado se cancela. Desta forma, estas mostram-se bem menos relevantes que
as contribuicoes advindas do setor CPT-par, responsavel pelas contribui¢oes dominantes

de violacao de Lorentz no espalhamento nao-polarizado.

Continuando as atividades deste trabalho, usamos a seguinte parametrizacao,
KM = 1/2(UVP+UPV?) —1/4¢g*(U - V'), para um cdlculo exato do propagador de Feyn-
man das componentes nao birrefringentes do setor CPT-par, em termos dos quadrivetores
U> e V?. De posse deste propagador, poderemos recalcular as secds de choque derivadas
no Cap. IV de forma mais rapida e direta, assim como realizar novos desenvolvimentos

envolvendo espalhamento de férmions.

Uma possivel perspectiva de averiguacao é o estudo dos processos: e~ + A —
e~ + A (efeito Compton), e~ +e™ = A+ A A+ X — e~ + e (aniquilagdo de pares e seu
inverso). Apesar desses calculos, necessario encontrar uma base de polarizagao coerente
com as modificagoes impostas pela violacao de Lorentz e também introduzir as corregoes
necessarias na regra de ouro devida a alteracao na expressao da velocidade de grupo dos

f6tons neste contexto.

Recentemente, encontramos na literatura alguns artigos que discutem espal-
hamento de férmions na presenga de nao-comutatividade [47]. Tais referéncias usam
resultados experimentais de secao de choque para estabelecer escalas nos parametros de
nao-comutatividade. Acreditamos que seja possivel usar tais dados experimentais para

estabelecer limites superiores nos parametros de violacao da simetria de Lorentz.



8 Apéndice

8.1 Matrices 7y

91

Agora devemos determinar a ordem dessas matrizes e para isso vamos fazer

algumas investigagoes. Comegamos por (2.46)
7+ Ay =297,

Para indices iguais

Y0 +9%9° =20 — (19)° =1,

VY Y =2" = (V) = -1,
ou seja

(7 = g™
E facil ver que podemos escrever v = 4999+, cujo traco ¢
tr (72) =1tr (Wofyoyi) .
Usando a relacao de anticomutacao
tr(v') = —tr (1"4°),

e usando a regra ciclica do tracgo

tr (72) = —tr (’yoyoyi) = —1{r (71) ,

tr (’yz) = 0.
De modo semelhante podemos fazer

tr (7°) = —tr (v'9'1°) = tr (v'7%") = tr (') ,

Entao as matrizes gamma devem ter traco nulo.

tr (v*) = 0.

(8.1)

(8.7)

(8.8)

(8.9)

(8.10)

(8.11)

(8.12)
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Dada a equacao de Dirac

(19"0, — m)p =0, (8.13)
V000 = myp — i - Vib. (8.14)

Multiplicando a direita por 7°
i0py) = my*p — iy - Vi, (8.15)

agora fazemos a prescricao operacional inversa
Hy = (my° ++°7 - p) ¥, (8.16)
e temos o hamiltoniano de Dirac
H=my"+~%.p. (8.17)
O hamiltoniano deve ser hermetiano, logo:
H =m ()" + @) (+°)- 5= H, (8.18)

Assumindo que p’ comuta com ~°.

7 = ("7, (8.19)
@' (+°)" =17, (8.20)
A =23, (8.21)
M= -7 (8.22)

Podemos juntar (8.19) e (8.21) em uma relagao sé
()" =707 (8.23)

Unicidade do conjunto. Se temos um conjundo de matrizes v que satisfazem a relagao
de comutagao (8.1) e montamos um novo conjunto de matrizes a partir delas da seguinte
forma:

ot =+ Ff (8.24)

Verificamos

{a*,a"} = {17, 7/X} F{F) (8.25)

{a*, 0"} = 29XFJ'F” (8.26)
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{a*, "} = 2F MEY (8.27)

Se F' representa uma transformagao e Lorentz, por exemplo,
{a*, a”} = 2¢" (8.28)

O que mostra que esse conjunto de matrizes nao é inico. Determinando uma representacao

para as matrizes gamma. Se diagonalizamos ~°

D'y°D =+ (8.29)
D' (v°)* D = (v°)? (8.30)
1= () (8.31)
Com isso
+£1 0 0
" 0 £1 - 0
v = L (8.32)
0 0 +1

Sé podemos ter 1 ou —1 na diagonal principal j& que 7° é hermetiana. Alem disso devemos
ter uma matriz de ordem par para que tenhamos traco nulo. Uma primeira proposta para
a ordem da matriz é 2 mas em ordem 2 nao vamos conseguir um conjundo de 4 matrizes
independente. Continuando vamos para quatro. Como o conjunto nao é inico, escolhemos

~’como sendo uma matriz diagonal da seguinte forma:
70 = (8.33)

Onde subentendi-se as matrizes identidade. A forma das outras matrizes deve ser:

: At Bl
v = ' ' (8.34)
-B* —A
Onde A’ é antihermetiana e B? para garantir que ~* seja antihermetiana. Agora verifi-

camos a relacao de comutacao com °:

. 1o A B A B 10
Py + 0 = N o =0 (8.35)
0 -1 B A B A 0 -1
A B A B
+ ~0 (8.36)
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Daf temos que A = 0. Por enquanto ficamos com

| 0 B
v = , (8.37)
~B' 0

Agora verificamos a proxima relagao de comutacao

o 0 B 0 B 0 B 0 B ’
Y+ = | | + | | = —20%
-B* 0 -B 0 -B7 0 -B* 0
(8.38)
. [-BB 0 ~BIB 0 )
Yy + k= N ] =207 (8.39)
0 —BB? 0 —BB*
Entao
BB 4+ BB = 261 (8.40)
A escolha natural é escolher B* = o°.
8.2 Traco de matrizes gamma
E requerido que o trago de ¥* seja nulo.
tr (%) =0 (8.41)

e o trago de qualquer produto de quantidade impar de matrizes gamma também ¢ nulo.ja
o trago do produto de duas matrices gamma pode ser calculando diretamente da relacao

de anti-comutacao:
tr (v9") + tr (v*9") = 2¢""tr (1) (8.42)

usando a regra ciclica do traco:

tr (y"") = 49" (8.43)

Para quatro matrices a relacao sera:

tr(y"9"9°9%) = 4(g"g*" — g"*g"" + 9""9"*) (8.44)

Outras identidades
Yy =4 (8.45)
VY = —29" (8.46)

VYA = 49" (8.47)
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Y Py, = — 2Py (8.48)
VA= g+ g = g+ (8.49)

onde
Y =i’y = (1] (1) (8.50)

usando as relagoes anteriores, podemos calcular explicitamente as expressoes 3.25 e 3.26:

L' =tr (4" (v'pu +m)v* (v°pls +m)) (8.51)

LF = tr (4" pryy g + mat Y P g + maty pua® + m?yta®) (8.52)
usando que o tranco de quantidades impares de matrizes gamma ¢é nulo:

LM = pyyp)gtr (7“7”70‘75) + mPtr (yH%) (8.53)

e por ultimo ficamos com:

LM = 4 (php)® + pyps + g" (m® — p1 - ph)) (8.54)

8.3 Apéndice de spinores

Ortogonalidade
o ; 1 0 S;
—q _ + ST&'ﬁ 0 §j _ + sz(?ﬁ ) J
' = ( s; Erm) )’7 ey = ( S; Erm) 0 1 55, (855)
(E+m) B (E+m)
o - S (352 s,
o= (o )| e | e
= (E+m)
2 2
E E2 2
il = sls; (1 - Lz = sls; (E+ m)2 - m2 (8.57)
(E+m) (E4+m)” (E+m)
. 2Em + 2m? 1
i = ss; Lﬂ; — 2msls; | ——— (8.58)
(E+m) (£ +m)
Aqui escolhemos sls; = (E +m) 8
'’ = 2md;, (8.59)
O mesmo vale para:
. Gps; . Gps;
ol = (g )t ) = (i ) | (8.00)

Sj Sj
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2 2
vl = ss; L —1) =—sls; [1- LQ (8.61)
(E+m) (E+4m)
v'v) = —2mé;; (8.62)
Completeza
. s .
7 _ v t $,0p 0
Z u'w! = Z oy ( s T ) v (863)
irj 0] (E+m)
T T_3p
ini 5i85 TS5 Etm)
Z u = Z 5755 Gps; 5,07 (8.64)
1,] 0] (E+m) ~ (E+m) (E+m)
Temos
Z SZ'S} =(E+m)l (8.65)
1,J
. E+m E+m
> u'w = ( ) ~ ) T (8.66)
i.j (E+m (E+m —(E+m) (E—fm) (Efm)
(E+4+m —ap
Z wi = ) P (8.67)
_ ]
(E4+m)
(E+m) —ap
Z ' = ( P (8.68)
_E?’-m?
(E+m)
o —a
> ww = (& ) P =E—J5+m (8.69)
i —(E—m)
Z ' = Atp, +m = Z u'w = p+m (8.70)
i,J ,J
Onde introduzimos a notagao de Feynman v*a, = ¢. Ainda podemos fazer
(g??i) top 0
_ m S0P i
Z“’]—Z <m Sj)”y (8.71)
©,] S;
) <§&ﬁ> o)
+m +m +m) "7
Z v UJ Z sis;&'ﬁ 1 (872>
|p] 2
o —7
S v = | b (8.73)
i\ oy —(E+m)
E—m —ap
( P (8.74)

E V') =
1,J
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> vt =4pg — 5 —m ="p, —m (8.75)

12

Ainda podemos acrescentar

2
Nt .+ sle Sj _ ot i
(u')' u ( S| e ) ( oy sls;j | 1+ Et+m) (8.76)
(E4m)
(ui)T w = (E+m)|1+ ﬂQ dij (8.77)
(E+m)
2 2 2
it (£ +m) EZ—m 3
(u) ol = 2E5;, (8.79)
t t (g{?j) \17\2 1
7 J 8,0P T m _ .
(v')'v ( Ty S ) N B tm) + 1] sls; (8.80)
(v) '’ = 2E8;, (8.81)
Para a norma do spinor
(W5 | i) = Inf* / dze™ e (ul (p)) e (p) = 50 () —p) 6y (3.82)
(5 i) = Inf? (u' ()" (p) e/ Pre " / droe VT = 6 () —p) oy (3.83)
(W | ) = Inf* (u' () @7 (p) € Z et (2m) 6% (pf — p) = 6° (p —p) 0y (8.84)
2[n|> E2m)° 8% (p — p) 6iy = 6> () — p) 6y (8.85)
1

n= (8.86)

2F (27)°
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