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Resumo

Nesta dissertacao é realizado um estudo de colisoes de defeitos topologicos em modelos de
campos escalares reais de natureza integravel e nao-integravel, em (1 + 1) dimensées. Como
teoria integravel, estuda-se o modelo sine-Gordon; como teorias nao-integraveis estuda-se os
modelos ¢*, duplo sine-Gordon e ¢° O estudo de colisdes é realizado através da solucao
numérica da equacao de movimento. Para tanto, as solugoes topologicas para cada modelo
sao primeiramente encontradas por meio do formalismo de Bolgomol’'nyi-Prasad-Sommerfeld
(BPS). Os resultados sao explicados qualitativamente através de um mecanismo de troca de
energia que envolve os modos normais de vibracao das solucoes kinks. Tal mecanismo elucida
a grande diferenca na dinamica de modelos integréveis e nao-integraveis. Também ¢é realizado
um estudo de colisoes de kinks em uma semi linha, com condicao de contorno de Neumann,

para os modelo ¢* e ¢® . Os resultados mostram uma variedade de novos comportamentos que

nao sao observados em colisoes kink-antikink no espaco ilimitado.

Palavras chave: Defeitos topologicos, kinks, Modelos integraveis, Modelos nao-integraveis.



Abstract

In this dissertation is performed a study of collisions of topological defects in both integrable and
non-integrable models of (14 1) dimensional scalar real fields. As integrable theory it is studied
the sine-Gordon model; as non-integrable theories it is studied the ¢*, double sine-Gordon
and ¢% models. The research of collision is make through numerical solution of the motion
equation. For this purpose, first are obtained the topological solutions for each model by using
the Bolgomol’'nyi-Prasad-Sommerfeld (BPS) formalism. We explained the results analytically
through of a exchange energy mechanism, which is associated to the normal vibrational modes
of kinks solutions. This mechanism explains the large difference between dynamics of the
integrable and non-integrable models. It is also carried out a study of kinks collision for both
¢* and ¢° on a half line with a Neumann boundary condition. The results show a variety of

new features which do not observed for kink-antikink collisions on full line.

Key-words: Topological defects, kinks, integrable models, non-integrable models
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Capitulo 1

Introducao

O principio de minima acao, proposto por William Hamilton, é aquele que, dos principios e
leis da fisica, melhor sintetiza o comportamento da natureza. Em suma este principio nos diz
que, dentre todos os caminhos possiveis para que um fendmeno aconteca, a natureza escolherd
aquele pelo qual uma certa quantidade, denominada a¢do, sera extrema [1]. Seguindo esse prin-
cipio, na teoria cléssica de campos, quando se considera a menor acao possivel, pode-se, em
certas teorias, obter solucoes de minima energia. Por essa razao o estudo de campos escalares
tem sido muito util para descricao de diversos fendomenos naturais, nos quais entende-se que a
natureza utiliza uma quantidade minima de energia. Tém-se como exemplo, a coloracao de al-
guns seres vivos, tais como algumas espécies de flores e as zebras; fenémenos da termodinamica,
como transicoes de fase e a magnetizacao de materiais ferromagnéticos que também podem ser
descritos através de uma teoria de campo escalar adequada.

Nesta Dissertacao, nossa atencao estara voltada para teorias de campos escalares que admi-
tem quebra espontanea da simetria [2], gerando uma configuracio topologica. E esse tipo de
solugdo que ao longo dos anos tem sido utilizada para uma variedade de estudos [3,4].

Outro conceito importante no estudo de uma teoria fisica é o conceito de quebra espontanea
de simetria. Uma quebra espontanea de simetria ocorre quando um sistema fisico tem a possi-
bilidade de escolher entre dois ou mais estados que sao indiferentes para ele, ou seja, ambos sao
igualmente satisfatorios. Por fins didaticos, vamos ilustrar uma situagao de quebra espontanea
de simetria. Para isso considere uma situacao comum ao jogo que é popularmente conhecido
como: jogo da velha. Nesse jogo o objetivo é fazer uma linha, coluna ou diagonal com o mesmo

simbolo. Considere entao a configuracao da figura 1.1a, e que proximo jogador é o que esta
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usando o simbolo @. Existe uma simetria entre em relacao as escolhas indicadas pelas coorde-
nadas la e 3¢, ja que cada uma dessas duas possibilidades deixari @ com as mesmas chances
de vencer, as figuras 1.1b e 1.1c¢ representam tais situagoes. No entanto, apos escolher la ou
3c a simetria inicial ja nao existe, ou seja, ela foi espontaneamente (naturalmente) quebrada,
dependendo da escolha do jogador A, uma nova simetria podera se estabelecer. Na fisica tam-
bém ocorre algo semelhante, pois a quebra de uma simetria inicial também pode levar a uma
simetria residual, isto acontece, por exemplo, em teorias inicialmente simétricas por um grupo

SO (n), com n > 2, cuja simetria residual é o grupo SO (n — 1) [2].

a b c a b c a b c
1 . 1 . il .
? A ’ A ’ A A
3 3 . 3 .

(a) (b) (c)

Figura 1.1: Exemplo cotidiano de quebra esponténea de simetria. a) Os pontos la, 3a e 3¢ sdo
indiferentes diante da estratégia do simbolo @, b) uma vez escolhido o ponto 3¢, a configuracao
mudara para 1.1c.

Uma solugao topologica é aquela que, em (1 + 1) dimensoes, faz uma interpolacao entre dois
estados de minima energia, em um cenario com mais dimensoes, a interpolagao acontece entre
conjuntos de estados de minima energia. A regido do potencial que permite a interpolacao de
uma solucao topologica é chamada, neste trabalho, de setor topolégico. Dependendo da forma
do potencial, podem existir um ou mais setores topolégicos que podem ser equivalentes ou nao.
Por exemplo, o modelo ¢* possui um setor topologico, que é a tnica regido de interpolacao
possivel; o potencial do modelo ¢® possui dois setores topolégicos, sendo o ponto ¢ = 0 comum
a ambos os setores; o modelo sine-Gordon possui infinitos setores topologicos, no entanto,
todos sao equivalentes entre si. Para uma solugao topologica, a densidade de energia ¢ bem
comportada e localizada em alguma regiao finita do espago. Um campo com tal configuracao de
energia é chamado de séliton topologico, ou simplesmente de sdliton [5]. Na natureza pode-se
considerar, por exemplo, uma flor com duas cores, sendo que cada cor representa um estado
fundamental de minima energia. Assim, em uma dada regidao da flor, ela apresentard uma
interpolagao de uma cor para outra, gerando um defeito topolégico na regiao de interpolacao.

O estudo de colisoes de defeitos é relevante por ser um estudo da dinamica de um modelo,
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através da interacao entre os solitons. Por exemplo, em uma teoria de campos relativistica
as equagoes dinamicas sao determinadas unicamente por uma generalizacao relativistica da
equacao de Euler-Lagrange para campos estaticos, nesse caso, um boost de Lorentz é aplicado
a solucao estatica, dessa forma, o soliton pode se mover com uma velocidade arbitraria, menor
que a velocidade da luz. A natureza da colisao pode ou nao ser dissipativa, contudo, se tem
mostrado que em quase todos os casos, solitons podem se comportar como particulas [5].

A seguir, apresentamos a divisao estrutural deste trabalho.

Esta dissertacao, em grande parte, consiste de uma revisao sobre colisoes de defeitos topo-
l6gicos nos seguintes modelos de campos escalares: sine-Gordon, A¢*, sine-Gordon duplo e ¢°.
A relevancia deste estudo é assegurada pelas diversas investigacoes, acerca de tais modelos,
descritas na literatura da segunda metade do século XX [6].

O capitulo 2, apresenta uma revisdo para campos escalares reais em (14 1) dimensdes. Neste
capitulo sao apresentadas as defini¢oes que serao tteis no decorrer deste trabalho, dando énfase
as solugoes conhecidas como estados BPS. O capitulo é finalizado com o estudo da estabilidade
destas solucgoes.

No capitulo 3 é feita uma revisao onde se apresenta as principais caracteristicas dos mo-
delos integraveis. Especificamente na secao 3.1 estuda-se o mais relevante dentre os modelos
integraveis: o modelo sine-Gordon, na ocasiao sao obtidas as solugoes estaticas para a equacao
de movimento deste modelo, e ap6s a analise de estabilidade dessas solucoes, apresentam-se as
possiveis solucoes de estados ligados. Na parte final deste capitulo é apresentado o resultado
da colisao entre um kink e um antikink.

O capitulo 4 é uma revisao dos principais resultados da literatura cientifica no que se refere ao
estudo de colisoes de defeitos em modelos nao-integraveis. O capitulo se inicia com o estudo do
modelo \¢?*, sdo obtidas as solucdes estaticas, kink e antikink, para a equacao de movimento e
entao, como passo seguinte, é feita a andlise de estabilidade através pequenas pertubacoes para
estas solucoes, obtendo uma equacao de Schrodinger para o campo perturbado. Percebe-se que
o estudo das possiveis solugoes de estado ligado, bem como solucoes de estado de espalhamento,
da equacao de Schrédinger, é fundamental para a compreensao da dinadmica do campo. Em
seguida apresenta-se o comportamento do campo nas colisoes kink-antikink para o modelo \¢?,
ricos padroes na dinamica do sistema kink-antikink sao observados, tais comportamento ja

sao bem conhecidos na literatura cientifica [3,4,7-10]. Dentre eles Apresenta-se as estruturas
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conhecidas como janelas de two-bounces, que vem sendo alvo de diversos estudos desde a década
de 1970 [11]. Apresentamos também o aspecto fractal das janelas de two-bounces, que abre
caminho para o conhecimento das janelas de multi-bounces presentes em teorias nao-integraveis.
A explicacao para os fendmenos observados é feitas através do mecanismo de troca de energia,
responsavel por explicar o surgimento das “janelas de multi-bounces” presentes em colisoes de
modelos nao-integraveis. Na secdo 4.2, é feito um estudo de revisao acerca do modelo sine-
Gordon duplo, tal modelo, dependendo de um parametro 7, pode ou nao admitir natureza nao-
integravel, por isso, nesta dissertacao 7, ¢ escolhido de forma a garantir a natureza nao-integravel
do modelo, mais especificamente as simulagio sdo feitas para n < —1/1 . Este modelo tem sua
relevancia garantida por suas diversas aplicagoes em fisica da Matéria Condensada [6,12,13].
Na secao 4.3 é feita uma revisao sobre os resultados de colisdes entre kinks' para o modelo ¢S,
um contra-exemplo do mecanismo de troca de energia, proposto por D. Campbell em 1983, é
apresentado, uma vez que fenomenos de ressonancia sao observados mesmo na auséncia de um
modo interno de vibragao por parte das solugoes kinks do modelo [14].

O capitulo 5 apresenta, em forma de revisao, um estudo recente [15] sobre colisoes de kinks
no modelo \¢*, neste estudo, admite-se uma condicao de contorno de Neumann em z = 0, desta
forma o espago é limitado, tornando-se uma linha semi-infinita em (1 + 1) dimensoes. Falando
de forma mais objetiva, neste cenario o kink ou antikink se desloca a partir de uma certa posicao
—x9 < 0, indo em direcao barreira com contorno apropriado em x = 0. Analisa-se o efeito do
contorno sobre a estrutura de janelas de two-bounce, além do que, novos comportamentos, dos
quais até entao nao se tinha relato cientifico, sao apresentados.

A contribuicdo desta dissertacdo é apresentada na secao 5.3, onde estuda-se a colisao de
kinks do modelo ¢° na linha semi-infinita com condicdo de contorno de Neumann em z = 0,
onde a derivada do campo deve ser igual a um campo H . A motivacdo para tal estudo é
verificar se os fendmenos observados no modelo da secao 5.1 ainda sao observados em um
cenario de maior nao-linearidade, que é o caso do modelo ¢°, além da verificacdo de possiveis
novos comportamentos. Nossas simulacoes sao feitas no setor topolégico que compreende os
minimos do potencial ¢,,;, = 0 € ¢ = 1, nesse setor as solucoes sao aceitaveis somente
quando H > 0. As colisoes realizadas mostram que os novos fendémenos observados no modelo

da secdao 5.1 também acontecem no cenario do modelo ¢® com contorno, no entanto neste a

!Neste trabalho, usamos o termo kinks para se referir & uma configuracao kink-antikink.
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velocidade critica de escape tem um comportamento diferente. E importante ressaltar que ja
existem na literatura, trabalhos sobre colisao de kinks em um espago limitado, citamos como
exemplo, os trabalhos envolvendo a colisao de kinks com impurezas, no modelo sine-Gordon e
Mg, conforme [16,17].

O capitulo 6, apresenta as principais conclusoes deste trabalho. O apéndice A, apresenta
o método numerico utilizado neste trabalho. O apendice B uma revisao da deducao da forca

estatica entre antikink-kink e antikink-fronteira para o modelo A¢* e também para o modelo

¢°.



Capitulo 2

Campo Escalar Real

Campos escalares sdo apropriados para descrever sistemas fisicos com infinitos graus de
liberdade, ou seja, um sistema fisico continuo [18]. O formalismo mais adequado para descrever
um sistema fisico continuo é o lagrangeano, felizmente existe uma grande semelhanca entre
o formalismo lagrangeano de sistemas discretos e continuos, por isso, um leitor que ja esteja
familiarizado com tal formalismo para sistemas discretos, nao encontrara dificuldades no estudo
de sistemas continuos.

A seguir, estuda-se o formalismo lagrangeano para um campo escalar real em (1 4 1) di-
mensoes. Apesar de sua simplicidade, o campo escalar unidimensional tem sido amplamente
utilizado na literatura cientifica, pois muitos sistemas fisicos tridimensionais mantém suas ca-
racteristicas quando analisados em uma dimensao espacial, por exemplo, as paredes de dominios

existentes em materiais ferromagnéticos [19].

2.1 Formulacao Lagrangeana

A fisica de um campo escalar real em (141) dimensoes é descrita pela densidade Lagrangeana

L= 50,60% —V (9), 2.)

onde p = 0,1 e ¢ = ¢(x,t). O termo cinético da densidade Lagrangeana (2.1) é descrito
pelo quadrado de uma taxa de variacdo, o segundo termo da densidade lagrangeana, V (¢), é

denominado de potencial. E o potencial que determina o rumo particular cada teoria fisica.
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Por definicao, a acao é dada por

S = /d2x£(¢, D). (2.2)

Nas expressoes acima e no restante deste trabalho utiliza-se o sistema de unidades h = ¢ = 1.

Como proximo passo a ser seguido, em uma analogia com a mecanica analitica, deve-se
procurar obter as equacgoes de movimento para o campo ¢. Na mecanica analitica, quando
a lagrangeana depende apenas das coordenadas generalizadas e suas respectivas derivadas, ao
minimizar a varicao da acao obtém-se a equacao de Euler-Lagrange. Como a Lagrangeana
(2.1) depende apenas do campo ¢ e de sua derivada, a aplicacao do principio de Hamilton
0S = 0 [2, 18] deve conduzir a equagdo de Euler-Lagrange (equagdo de movimento) para o

campo ¢. Esta declaracao é confirmada através do seguinte desenvolvimento matematico:

_ [ e [9C oL _
55_/dx[8¢5¢+a(8u¢)5(au¢) 0, (2.3)

sendo que 0 (9,¢) = 0, (0¢).

oL oL oL
% (535™) = 4a3,5™ * sEH" 24

Substituindo (2.4) em (2.3), podemos escrever a varia¢ao da a¢ao como

oL oL

Como ¢ é arbitrario [2], temos que

oL oL
5, ——_ = _, 2.5
"3 0,0) 96 (2:5)

Como esperado, a utilizacao do principio de minima acao nos conduziu a equacao de Euler-
Lagrange para o campo ¢. Agora, a substituicao da Lagrangeana na equacao de Euler-Lagrange,
resulta na equagao de movimento para o campo escalar ¢ (x,t).

av

00"+ 55 =0, (2.6)
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Se a métrica ¢ tal que 9y = 9° = & e 9 = —9' = —L a equagdo (2.6) se torna
2 0P¢ dV

Consideremos agora, transformacoes na variavel interna do campo, ou seja, translacoes na

seguinte forma para ¢ (z*):

¢ (2") = ¢ (a") = ¢ (a¥ + ") = 6L = "9, L.
O teorema de Noether para translagoes nos leva a seguinte equagao de conservacao [2, 18]

oL
a/,L Waﬂb - g,uz/ﬁ =0,

onde a quantidade entre colchetes é o tensor de energia momento

oL
T'u,/ = W&,Qﬁ - guyﬁ. (28)

T,, é uma matriz com quatro elementos em (14 1) dimensoes. Os elementos da diagonal

principal sao identificados como & =Ty, sendo a densidade de energia e p = T7; sendo a pressao

120].

(%) FV(9) (29)

<£)2 —V (¢) (2.10)

O momento, por sua vez, é [5]

B:—/m@. (2.11)

Até aqui, o campo escalar foi considerado em sua forma mais geral, apresentando dependén-
cia em relacao ao espaco e ao tempo. Um caso de particular interesse é considerar que o campo
¢ nao apresente mudancas com o passar do tempo, isto é, quando o campo é considerado esté-
tico. Por exemplo, solitions, que sao objeto de estudo neste trabalho, tém como caracteristica

fundamental uma forma estavel e localizada, tal forma pode ser descrita por um campo estatico
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¢ = ¢ (x). A substitui¢do de um campo estatico ¢ (z) na equagao de movimento (2.7) resulta

N

——+ d¢ = 0. (2.12)

As solugdes da equagao (2.12) sdo conhecidas como solugoes estdticas. A densidade de energia

e pressao para solucoes estaticas sao

£= (%)2 LV (9) (2.13)
=2 (2) v 214

respectivamente. A energia do campo estatico é entao obtida por integracao da densidade de

energia (2.13).

E:/_Zé'dx
p- [ [ (%) +vio

2.2 Método de Bolgomol’nyi

da. (2.15)

Em 1976 E.B. Bolgomol'nyi publicou um método que permite encontrar a energia minima
do campo [21]. Esse método consiste em um truque de completar quadrados na expressao da
energia (2.15). O método de Bolgomol'nyi tem sido expresso atualmente em termo da funcao

denominada superpotencial W (¢), que se relaciona com V (¢) da seguinte forma

Vo) =g (%)2. (2.16)

Logo, V (¢) pode ser expresso em termos de W (¢), quando V (¢) for positivo em toda sua

extensao. A energia em termos do superpotencial fica

o3 7] (8) () ] e
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Agora, completa-se o quadrado da seguinte forma

1 [fde dé dW
E‘E/_oo ( d¢) ﬂ%%]d“”

|1 (do 2 dw
E‘/_m 2 (7 %) i_]‘”

do )
E— VY g w
/—oo ( e ) 6(—o0)

O termo da integral é positivo, entao se anularmos esse termo, teremos certeza que a energia

(2.17)

encontrada é a energia minima. Essa certamente é uma das vantagens que se tem com a

expressao (2.17). A anula¢ao do termo na integral em (2.17) conduz a seguinte condigao:

do dW (o)
— =4 ) 2.18
dz do (2.18)
Esta ¢ uma equacao de primeira ordem para o campo ¢. Podemos escrevé-la em termos do

potencial da seguinte forma:

dp
- = +V2V. (2.19)

E assim a busca pela energia minima nos fez encontrar equacgoes de primeira ordem, enquanto
na abordagem usual (2.12), as equagoes sao de segunda ordem. O formalismo desenvolvido
a partir de W (¢) em (2.16), resultando nas equacoes (2.18) e (2.19) é o formalismo BPS
(Bolgomol’'nyi, Prasad, Sommerfield) [21,22]. As solucoes da equagao de primeira ordem (2.18)
também sao conhecidas como estados BPS.

Substituindo (2.18) em (2.17) encontramos a energia minima do campo.

Epin = W[~ = [W (¢ (00)) = W (¢ (=00)) | (220)

A expressao (2.20) é um importante resultado, pois mostra que é possivel conhecer energia
do campo antes mesmo de conhecer sua solucao de forma explicita, conhecendo apenas seu
comportamento assintético. Devido a isso, diz-se que E,,;, = AW é um invariante topologico,
pois s6 depende dos valores de W nas fronteiras.

Ha ainda na literatura, um outro método que também resulta em equacgoes de primeira
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ordem; tal método foi proposto por Schaposnik e Vega [23|. Dessa vez se chega as equagoes
de primeira ordem (para vortices em 142 dimensoes) considerando a conservagio do tensor de
energia momento. No entanto, o método de Schaposnik apesar de resultar nas mesmas equacoes

de primeira ordem do método de Bolgomol'nyi , ndo nos garante que a energia é minima.

2.3 Analise perturbativa das solucoes estaticas

Sabemos pelo principio de Hamilton [1, 18], que fenomenos fisicos naturais, acontecem por
um caminho de energia minima. Por isso, nesta dissertacao estaremos lidando com solucoes
de minima energia que sejam estaveis. Ja mostramos através da equagao (2.20) que os estados
BPS sao solugoes com minima energia. Nesta secao analisamos a estabilidade dessas solucoes,
seguindo os passos de [20].

Iniciamos adicionando pequenas pertubacgoes 7 (z,t) a solucdo estéatica ¢, (x)

Op (7,1) = ¢s (x) + 1 (2,1) . (2.21)

A seguir substituimos ¢, (z,t) na equagao de movimento e, ja que |1 (z,t)| < |¢ (z)| em (2.21),
podemos considerar somente termos lineares em 7 (x,t). Dessa forma, obtemos a seguinte

igualdade:

Py _ & 2V(9)
o2 012 d¢?

n=0. (2.22)
=05

Como a solugao estatica depende somente de x, podemos assumir que a pertubacao tenha a

forma

1, t) = 3 () (223)

Apo6s substituir (2.23) na equacao (2.22), obtemos a seguinte equagao do tipo Schrodinger

Huy (x) = wing (x), (2.24)
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onde o operador Hamiltoniano tem a seguinte forma

~ d?
H = —w + ‘/sch (.15) 5 (225)
e onde
d*V (¢)
= — . 2.2
Vi (@) = =55 | (2.26)

Adiante nos referimos a Ve, (x) como potencial de Schrodinger ou potencial de pertubagoes.

Assim como na Mecéanica Quantica, V., (x) admite dois tipo de solugdes: solugdes de estados
ligados e estados de espalhamento. As fungoes de onda de estados ligados sao caracterizadas
por serem bem localizadas em uma regiao finita do espaco, essa condicao faz com que no
infinito, tais solugoes tendam a zero. Se a energia da particula aumenta de modo a ser maior
que o potencial Vi, (), dizemos que chegamos no espectro continuo de solugbes, na faixa
de energias do espectro continuo, as autofuncoes sao ondas planas, e portanto nao sao bem
localizadas |24, 25].

A estabilidade das solugoes estaticas exige autovalores positivos em (2.24) . Ou seja, teremos
solucoes estaveis sempre que w,% > 0 em (2.24), pois se w,% < 0, a forma de n(x,t) mudaria
consideravelmente, e isto indicaria uma solucbes nao estavel. A autofuncdo obtida quando
w? = 0 & conhecida como modo zero, ou modo translacional. E importante destacar que
independente da forma explicita do potencial V (¢) a equagao de Schrodinger sempre admite
uma solugao para o modo zero [26]. Para provar a existéncia do modo zero, diferenciamos (2.12)

em relagdo a x em ¢ = ¢, (x). O resultado é

3¢ d (dV (¢)\ do _0
{_@+%( i )ﬁ]m |

dx

&2 [(do PV (¢) do B

{_dIQ ( > T g d“"L:bs -
@ PV (9)

[—@ 7o

] ¢, (x) =0, (2.27)
=05

que é exatamente (2.24) para wy = 0. Vemos também que a autofungao de modo translacional
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e () o Ci;is (2.28)

Em termos do formalismo BPS (2.16) o Hamiltoniano (2.25) se torna

. 2

H = ——— + [Wi, + Wy W]

e (2.29)

A vantagem desta descricao é que podemos agora escrever H através do produto de operadores
H=2515,, (2.30)
desde que

G _ _ d ot _ d
S:t——ﬂ:twgﬁd) € Si_ﬂj:w(ﬁ(ﬁ
¢=¢s(z) p=¢s ()

)

e assim, em termos dos estados BPS escrevemos (2.24) como

SLSmy (x) = wimk (x) . (2.31)

Com isso podemos mostrar que o espectro de autovalores de H é positivo. Fazemos isso escre-

vendo (2.24) em sua base de autoestados [24,27]

<77k|ﬁ|77k> = <77k\w13|77k>-

(il S8 e ) = o)
Aplicando uma relacao de completeza A = >, |n;) (| entre os operadores, obtemos que
) R 2
I

e dessa forma mostramos que H tem um espectro de autovalores positivos e, como consequéncia

podemos dizer que as solugoes de estado BPS sao estaveis.
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Finalizamos esta se¢ao, observando que o modo zero em (2.30) satisfaz a seguinte igualdade

dno ()

dl’ = :l:W¢¢770 (l’) 3 (233)

Separando as variaveis e integrando, encontramos que o modo zero para solu¢oes BPS pode

ser escrito como

no () = A% L (2.34)

A constante A ¢ determinada pela condigdao de normalizagao' de ny (z). Lembrando da

relagdo (2.18), vemos que esse resultado esta em perfeito acordo com (2.28).

'A condigao de normalizagdo adotada neste trabalho é: [ f* () f (z)dz = 1, onde f* (z) é o complexo
conjugado da funcdo f (z).



Capitulo 3

Modelos Integraveis

Na ambito da mecanica classica, um sistema Hamiltoniano completamente integravel, di-
mensionalmente finito com 2n graus de liberdade, tem n constantes de movimento. Em teorias
de campos escalares, uma condicao necessaria para um sistema ser completamente integravel
se deve a existéncia de um nimero infinito de constantes de movimento [28], isto é, um niimero
infinito de grandezas fisicas conservadas. A natureza conservativa desses sistemas pode ser
notada ao se estudar os processos de colisoes. De fato, um comportamento comum em sistemas
integraveis, é que apos a colisao o soliton sofre apenas uma mudanca de fase, e o centro de
massa do sistema nao perde energia; a colisao é elastica. A solucao da equagao KdV e solitons
no modelo sine-Gordon sao exemplos de modelos que exibem essa caracteristica peculiar aos
modelos integraveis [5]. A seguir, apresentamos uma revisao sobre o modelo sine-Gordon, uma

teoria completamente integravel muito estudada no século XX.

3.1 Modelo Sine-Gordon (SG)

Em 1970, Rubinstein modificou o termo de massa da equagdo 3 (¢7 — ¢2 — m?¢*) = 0 por
uma fungao periodica de ¢ com periodo de 2r. Em seguida, encontrou 2m? (1 — cos ¢) como
sendo a forma mais simples que se reduz & m?¢?, quando ¢ é pequeno, se tornando entdao a
equagao de Klein-Gordon para o limite de pequenas amplitudes [29]. A seguir, sao apresentadas
importantes caracteristicas deste modelo, que ficou conhecido como sine-Gordon. Este modelo é
o mais estudado entre os modelos integraveis, a razao para isto é, principalmente, sua aplicacao

em varias de areas da fisica, como, fisica de particulas, 6tica nao-linear, deslocamento de cristais

15
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Figura 3.1: Potencial, modelo sine-Gordon

e ferromagnetismo [30].

O modelo sine-Gordon em (1 + 1) dimensoes é descrito pela seguinte Lagrangeana (m = 1).

C— % 606 — (1 — cos ), (3.1)

assim, o potencial é

V(¢) = (1 —cos o). (3.2)

Vemos pela figura 3.1 que o modelo sine-Gordon é invariante sobre ¢ — ¢ + 27n, com n
sendo inteiro positivo. Os minimos do potencial, em termos de n, sao dados por ¢, = 27n. A
equacao de movimento para o modelo sine-Gordon é

Po 0%

Esta equacao foi usada por Frenkel e Kontorova para estudar a propagacao de um slip em uma
cadeia de atomos elasticamente ligados, colados sobre uma outra cadeia de atomos similares

[31,32]. A aplicacao do formalismo de primeira para este modelo, resulta na seguinte expressao:

% =+/2(1 —cos¢).
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Integrando ambos os termos, obtemos

/%:i/ﬂdﬂ

Usando a substituicao t = tan ( ) podemos escrever que

/m /\/55111 o f/lﬁf;Hﬂ V2Int. (3.4)

Dessa forma encontramos que
r = *Intan (%) ,

e assim, obtemos a solucao estatica como sendo

¢s (r) = 4arctan (e”) . (3.5)

Esta é a solucao kink do modelo sine-Gordon, que interpola entre os minimos 0 e 27. A solucao
antikink, que interpola entre 27 e 0 pode ser obtida pela permutacio z — —z!, em razao
da simetria Z do potencial. O kink (antikink) é um defeito de carater topologico, pois ele
interpola entre dois diferente estados de minima energia do sistema. O superpotencial W (¢)

do modelo é dado por

W = +4cos (%¢> | (3.6)

Entao, utilizando (2.20), vemos que a energia da solugao estatica (3.5) é: E = Egpg = 8.
Conforme demonstrado em [33], sempre que existir uma solugao estatica, do tipo (3.5), pode-
se obter uma solucao de onda viajante associada a solucao estatica. Em sintese, a solucao de
onda viajante é obtida pela aplicacao de um boost de Lorentz. Tal precedimento resulta em um
kink (ou antikink) cujo centro de massa viaja a partir de uma posi¢do xy, com uma velocidade

0 < |v| < 1. Matematicamente, o kink viajante é expresso por

¢x [Z (z,20,v,1)] = 4arctan (¢”), (3.7)

onde Z (x,x9,v,t) = v (x —xo — vt), v = /vi=s? é o fator de contracdao de Lorentz e z( é a

LA solugao ¢z (z) = —¢x () € um antikink que interpola entre os minimos de potencial 0 e —27
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posi¢ao do centro de massa do kink. Como visto adiante, a solugao viajante (3.7) é utilizada
na colisao de kinks para o modelo sine-GGordon.
Agora, o objetivo é realizar uma anélise perturbativa da solugao estatica (3.5). Isto é feito

considerando pequenas pertubacoes, em torno da solucao estatica, na seguinte forma:

gbpert. = gbs (l’) + eiwt,',} (ZL‘) : (38)

Conforme pode-se verificar, a parte real de (3.8) é equivalente ao campo perturbado (2.21).
Entdo, ap6s substituir ¢,.,+ na equagdo de movimento e linearizar com respeito a 7 (), obtém-

se a equacao:

d2
—% + cos (4 arctan (¢%)) 7 (z) = w’n (z) . (3.9)
x
Percebemos que esta é a equacao (2.24) para o modelo sine-Gordon. Comparando percebe-se

ainda que

Vien () = cos (4 arctan (e7)) . (3.10)

A equagdo (3.9) somente possui solucdo de estado ligado para w = wy = 0. Como mencionado
na secao 2.3, a solucao relacionada a essa auto energia é conhecida como "modo zero” ou "modo
de translacao” do kink. Entao, apds a analise pertubativa da solucao estética, para o modelo
sine-Gordon, conclui-se o kink deste modelo possui apenas um modo de translagao associado
a auto-energia wy = 0. Por resolugao direta da equagao (3.9), encontra-se o "modo zero” como

sendo

no () = %C’lsech (x), (3.11)

a constante de normalizacdo é C; = /2. Por outro lado, também pode-se obter este resul-
tado lembrando que, uma vez conhecida a solucao BPS de um modelo, ndo é mais necessario
resolver a equagao (3.9), diretamente, para obter a solu¢cdo modo zero 1y (x), pois basta fazer
uso da expressao (2.34) para encontrar 7o (z) de forma mais pratica. Verifiquemos entio, a

praticidade de (2.34) para o modelo sine-Gordon. Usando a solugdo BPS ¢, = 4 arctan (e”) e o
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superpotencial W = —4 cos (%gb) na expressao (2.34), obtém-se que:

no () = 2Asin (2 arctan (%)) . (3.12)

Normalizando, tém-se A = \/% . Assim, ap0s encontradas as constantes de normalizacao , esta
verificado que os dois métodos, de fato, nos conduzem a mesma solucao, sendo, no entanto, a

expressao (2.34) mais prética para o caso de solugdes BPS. O modo zero normalizado é :

no (z) = Lsech (x). (3.13)

V2
A figura 3.2 ilustra o potencial de pertubagoes, Vs, (z) , juntamente com a autofungio associada
ao modo de translacao. Observe que, como ja descrevemos, a autofuncao é bem localizada, se
anulando em quaisquer dos infinitos x = +o00. O estudo referente aos estados ligados para o
potencial de pertubacao tem papel de destaque na explicacao do comportamento observado em
colisdes de defeitos. A nao-existéncia de outra solucao de estado ligado, além do modo zero,
para a equacao (3.9), implica que ndo deve existir interagoes (fenémenos de ressonancia) entre
um kink e um antikink, que venham a colidir um com o outro. No Capitulo (4), sdo apresentados
exemplos de interacoes entre kink-antikink, quando o modelo possui além do modo zero, um

2

outro modo, chamado de modo vibracional ou ainda ” internal shape mode ”.

[— Vo) ==, (0]

Figura 3.2: Potencial Vg, () e a autofungdo do modo zero ng ()

Agora, diante do resultados analiticos obtido, a colisao de kinks no modelo sine-Gordon pode

ser realizada. Para realizar esta colisao calculamos numericamente a evolucao da equacao de
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movimento (3.3). Como esta é uma equagao diferencial parcial de segunda ordem, precisaremos
ao menos de duas condigoes iniciais para que a solucao se torne possivel. Essas condicoes sao
obtidas a partir da configuracao inicial, conforme descrevemos a seguir.

Como configuragao inicial, considera-se um kink (3.7) que interpola entre os minimos 0 e
27 localizado em uma posicao —xg, com xy > 0, se deslocando com velocidade v; > 0, e um
antikink correspondente na posicao xg se deslocando com velocidade —v;. Estas condigoes sao

matematicamente expressas por:

¢ (x,t =0) = ok [Z (x,—x0,v;,0)] + ¢ [~ Z (x, x0, —v;,0)] — 27, (3.14)

ou seja,

¢ (x,t) = 4arctan {exp [y (z + x¢)]} + 4arctan {exp [y (—z + x¢)]} — 27.

Esta condicao representa o perfil inicial espacial, que pode ser observado na figura (3.3) em dois
possiveis momentos t1 e to, com t; > t9, para que possamos perceber de que forma ambos kink
e antikink se aproximam um do outro. A outra condicao inicial é dada pela derivada temporal

de (3.14) no instante t = 0, isto é:

b (2,0) = d [Z (x, —x0,v5,0)] + dx [~ Z (, 9, —v;, 0)] (3.15)
T T T T T T _tl

2r E—
=
-

0 . . . . .

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

X

Figura 3.3: Perfil inicial estatico kink-antikink para o modelo sine-Gordon.
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Utilizamos um método de diferengas finitas com aproximacao de 4* ordem (veja o apéndice
A.1), a propagagiao no dominio do tempo é realizada através do método de Runge-Kutta de 4*
ordem.

A figura 3.4 ilustra ¢ (x,t) quando v; = 0.2. Vemos que no modelo sine-Gordon os kinks se
aproximam até um ponto de encontro, onde ocorre uma colisao eléstica, no entanto, o kink e o
antikink que retornam apos a colisao mudam para um outro estado de vacuo do potencial, ou
seja, inicialmente tanto kink como antikink interpolam entre os vacuos do potencial ¢, = 0 e
¢, = 21, apds a colisao, ambos passam a interpolar entre os vacuos ¢, = 0 e ¢, = —2m. Tal
mudanca é mais claramente ilustrada na figura 3.4b, que mostra a evolugao do perfil inicial em

xr = 0, e também pela figura 3.4c, que é uma “fatia” de 3.4a para o tempo t = 180.

¢ (z,1)

6(0.1)

(2, 180)

-8

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 i -50 -25 0 25 50
t x

(b) (c)

Figura 3.4: Colisao kink com antikink no modelo sine-Gordon. v;,; = 0.2. a) Malha 3D da evolugao espago-
temporal do perfil: verde representa o vacuo ¢, = 0, amarelo ¢, = 27 e azul ¢, = —27. b) recorte de a) em
x = 0. c) recorte de a) em ¢ = 180, mostrando que apds a colisdo o perfil interpola entre 0 e —27.
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O fato de a colisao no Modelo sine-Gordon ser elastica esta diretamente relacionado & au-
séncia de um modo vibracional (shape mode) na solucdo da equacao de pertubagoes (3.9). Em
uma colisdo, solitons podem perder energia em forma de radiacao?, este ndo é o caso do modelo

SG, pois observamos pelas figuras 3.4b e 3.4¢ a auséncia de qualquer radiacao.

2Nao se trata de radiacdo eletromagnética. Sao ondas planas de pequenas amplitudes através das quais o
centro de massa do sistema perde energia.



Capitulo 4

Modelos Nao-Integraveis

4.1 Modelo \¢*

A partir da metade dos anos 70 do século XX, em virtude do aprimoramento dos sistemas
computacionais algébricos e também devido ao desenvolvimento do método de espalhamento
inverso', comecou-se a estudar com mais atencao as propriedades dos chamados modelos nao-
integraveis, uma vez que estes nao apresentam solucao analitica exata, necessitando de métodos
numeéricos para o estudo de suas dinamicas. Dentre esses modelos, sem davida, o que mais tem
se destacado é a teoria do potencial A¢*. Isto se deve a rica dinAmica presente neste modelo.
Nesta secao, é feita uma descricao desse modelo utilizando os conceitos de campos classicos,
estudados no capitulo 2 desta dissertacao. Logo em seguida, estuda-se colisoes kink-antikink
para outros dois modelos e apresenta-se, como revisao, alguns efeitos interessantes observados
na literatura cientifica, acerca de tais modelos.

A descrigao em (1 + 1) dimensdes da teoria ¢t é feita pela seguinte lagrangeana.

sendo o potencial [9]
A (m? ?
Vi) =7 (mT - ¢2> : (4.1)

Assim o Hamiltoniano do sistema é:

'Method of Inverse Scattering Problem - MISP

23
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o1 (3 () 45+

E a equacao de Fuler-Lagrange é

0? 0?
(29) - (29) o360,

24

(4.2)

A solucao da equagao (4.2) é desenvolvida em termos das constante m e A, no entanto, é

importante enfatizar que tais constantes devem ser escolhidas de forma que o potencial apresente

quebra espontéanea de simetria e que a energia seja limitada inferiormente [2]. Se estabelecemos

a relacio m = V/)\, entdo basta escolher A > 0 para que a teoria apresente quebra espontinea

de simetria, sendo a energia do sistema limitada inferiormente. A figura 4.1 mostra o grafico

do potencial (4.1) para A\ = 2.

Figura 4.1: Potencial A¢* para A =2 e m = /2

Como abordado no capitulo 2, ¢ util apresentar a funcao superpotencial, que esta vinculada

ao potencial por W, = £4/2V (¢), uma vez que esta conduz a solugbes estaticas de energia

minima através da expressao (2.20). Para o potencial (4.1), temos que W (¢) é expresso por

LN LY

(4.3)
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As solugoes estaticas, sao entdo obtidas por (2.18), resultando nas seguintes equacoes de pri-

meira ordem

dop [ m> X,
SN "

A solucao para o sinal “+” é dada por

ox (x) = % tanh (%) . (4.5)

A solugao ¢k (z) é conhecida como kink do potencial \¢?, a solugao para o sinal “—" da
equagao (4.4) é obtida pela permutacao © — —x, e é conhecida como antikink, sendo denotada
por ¢ (z). Novamente, a solu¢do viajante é obtida pela aplicacdo de um boost de Lorentz, ou

seja

O (z,0;,t) = % tanh (7% (x — vit)) : (4.6)

O potencial ( fig. 4.1) apresenta dois minimos degenerados ¢+ = :I:%, que sao os vacuos da
teoria. Considerando pequenas pertubagoes em torno do vacuo ¢ = ¢4 + x (z,t), na equacao

de movimento (4.2) e considerando apenas termos lineares em x, tém-se a seguinte equagao

Xt — Xaz + 2m?y = 0. (4.7)

As solugdes no espectro continuo da equagao (4.7) sdo ondas planas, cuja relagao de dispersdo
¢ dada por w? = k? + 2m?. Isso significa que pertubacoes em torno do vacuo da teoria corres-
pondem a particulas de massa u = mv/2 |6]. Agora observa-se o que acontece quando pequenas

pertubacoes sao adicionadas & solucao do kink. Tal situagao é descrita pela expressao

gb(l‘,t) = oK (ZE) +€($7t) ) (48)

com g = 0 em ¢ e €] < |dx|. Substituindo a solugéo ligeiramente perturbada, (4.8), na
equagao de movimento (4.2) e linearizando com respeito a 7, obtém-se:
0?¢ 0%

Fr R m?¢ 4+ 3m? tanh? (%x) =0, (4.9)
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e substituindo & (z,t) = e (), obtém-se

0*n 2002 [ _ (2 2
o2 3m~sech <Ex) n=(w’—2m?)n (4.10)

Novamente, esta é uma equacao estacionaria de Schrédinger, pois pode ser escrita na forma

0%n
Ve (2) 1 = WP,
52 n () n
Nesse caso o potencial de Schrodinger é novamente obtido pela derivada segunda do potencial
com ¢ = ¢k, isto é,
d*v mx
Vien () = ) = 2m? — 3m?sech® <—> : (4.11)
P lomouc V2
A busca por solugoes de estados ligados para esse potencial, nos leva a uma situagao diferente
da observada para o modelo sG na secao 3.1. Nesse caso existem duas solugoes no espectro

discreto (solugoes de estados ligados) de Vi.,. As auto energias com as respectivas auto funcao

Sao:

e Para wy =0

o Para w? = (3m?)

= (2 (2 ) (22 19

Assim, a soluc¢ao da equagao (4.9) para w; fica

§(z,t) = e ™y (2).

A solugao (4.12) é o modo de translacio, ja a solu¢do (4.13) é o modo oscilatorio do kink, que
é conhecido na literatura como “internal shape mode” |4,34]. O conhecimento acerca dessas
solucoes ¢ fundamental para o entendimento dos ricos e diversos comportamentos presentes em
colisdo de kinks na teoria ¢*. Para w? > 2m? a equagio (4.10) admite solugoes do espectro
continuo. As solugoes do espectro continuo foram obtidas na referéncia [9].

Passamos agora ao estudo de colisdo entre kinks no modelo ¢*. A colisao kink-antikink

nesse modelo apresentou padroes intrigantes, primeiramente observados em estudo numeérico,
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realizado por Ablowitz, Kruskal e Ladik [11]. O primeiro passo para estudo de colisoes de kinks
topologicos é a definicao do perfil inicial, conforme ja visto no capitulo anterior. Em nossos

estudos, percebemos que o perfil inicial precisa satisfazer as seguintes condigoes:

1. Ser formado pela soma das solugoes estiticas de minima energia, ou seja, solucao da

equacao de primeira ordem.

2. O perfil inicial precisa ir em x = 400 para um mesmo valor de minimo do potencial. A

regiao média do perfil deve ir para um minimo adjacente do potencial.

A definicao do perfil, é de fundamental importancia, pois é ele que determina em que sentido da
energia potencial a colisao esta acontecendo, uma vez que, a regiao central do perfil especifica o
minimo inicial, enquanto que os pontos limites determinam a energia potencial adjacente para
a qual o sistema se movera. Por exemplo, se no modelo ¢* o ponto médio do perfil se encontra
no minimo ¢,,;,, = 1, os pontos limites x = 00 devem esta no minimo ¢,,,;,, = —1. Nesse caso,
o estado final da colisao tendem a se estabelecer, a menos que estejamos no espectro continuo,
no minimo de potencial ¢,,;,, = —1. Como o potencial ¢* apresenta simetria Z,, na pratica
nao se notarad mudancas em relacao a ordem inversa do perfil inicial. Isto implica que podemos
fazer uma colisdo do tipo kink com antikink (o que indica que o kink parte de uma posigao
—x9 < 0 e o antikink parte uma posi¢do xo > 0) ou uma colisdo do tipo antikink com kink
que, em ambos os casos, teremos os mesmo resultados, devido a simetria Z, do potencial. No
entanto, como veremos na se¢ao 4.3, para o potencial ¢%, que possui trés minimos, a escolha do
perfil é fundamental para os resultados da colisao.

Neste trabalho, realiza-se uma colisao tipo kink-antikink, conforme esquematizado abaixo.

-20 -15 -10 -5 0

Figura 4.2: Perfil estatico para uma colisao do tipo kink-antikink
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A partir de agora consideramos A = 2 e m = /2. A primeira condicio inicial ¢ dada pelo

perfil:

qb(:(:,(]) = ¢K (I’ +$0,UZ',0) - ¢K (x — Zo, _Uiao) - 17

a outra condicao inicial é dada por

gﬁ(m, 0) = éK (x + zo,v;,0) — gz.SK (x — xg, —v;,0) .

Essas condigoes sao utilizadas para resolver a equagao de movimento (4.2) numericamente.
Para tal, novamente faz-se uso do método de diferencas finitas de 4* ordem para o calculo da
solugao em z e do método Runge-Kutta de 4* ordem, para o calculo da fungiao temporal.
Agora passaremos a andlise, em carater de revisao, da colisao no modelo ¢*. Em geral, o
comportamento final obtido em colisoes de solitons depende da velocidade inicial v;. Ocorre
que, em modelos nao-integraveis, como o ¢*, essa dependéncia ¢ ainda mais acentuada. Ja no
primeiro estudo numérico do ¢*, realizado por Martin Kruskal, Mark Ablowitz e Joel Ladik
(AKL) [11] foram observadas caracteristicas intrigantes - a “ponta do iceberg”, por assim dizer.

Quando encontraram comportamento até entao inédito; eles escreveram:

“Finalmente, observamos que (2¢)’ (a teoria ¢*)” apresenta um fenémeno que nao foi notado
por nds em nenhum outro cdlculo, também ndao foi notado por Kudryavtsev. Conforme v;
diminui para v; = 0.3, vy diminui 0.135. Em v; = 0.25, um estado oscilatdrio é observado.
No entanto, conforme v; diminui para 0.2 o estado oscilatorio volta a emitir ondas em uma
pequena regiao em torno de v; = 0.2. Na verdade em v; = 0.2, vy é encontrada sendo 0.155 ,
que € mator do que a vy observada quando v; = 0.3/ Um pouco abaizo de v; = 0.2 um estado
oscilatorio torna a aparecer. Subsequentes redugoes de v; também resultam em forma de onda
oscilatoria. O motivo da notdvel * ressondncia ’ entre essas ondas interagentes nao-periodicas

e a radiacao, ainda nao sao completamente entendidos ” Estudos posteriores mostraram que a

“ressonancia” observada por (AKL) é na verdade apenas uma, de uma sequéncia de ressonancias,

e a explicacao para o surgimento de tais “ressonancias” foi proposta Campbell, Schonfeld e

Wingate (CSW ) na referéncia [3].
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Figura 4.3: a) Colisdo kink-antikink para v; = 0.25. tendo como estado final um bion. b)
centro de massa do campo escalar ¢ (z = 0,t) em z = 0 em fungao do tempo com v; = 0.18,
mostrando o aspecto cadtico do bion.

Agora, apresentamos as principais caracteristicas notadas nas colisoes kink-antikink:

Na colisao de kinks em modelos nao-integraveis nem sempre teremos como resultado final,
dois kinks se propagando. Para algumas velocidades iniciais v;, apdés a colisao, os kinks se
ligam um ao outro, formando um estado oscilatoério muito duradouro, pois apés formado esse
estado tende a decair muito lentamente em radiagao. Esse estado é conhecido na literatura
como bion. Esse ¢ o comportamento ao qual (AKL) mostraram ter encontrado em v; = 0.25 e
em velocidades abaixo de 0.2. A figura 4.3a, apresenta o resultado da colisao para v; = 0.25,
é possivel perceber como os kinks ficam presos um ao outro por um longo tempo. Os autores
da referéncia [4] mostraram que o bion é caotico. A figurad.3b é o resultado da colisao para
v; = 0.18, onde ver-se o centro de massa ¢ (0,t) do estado bion em funcao do tempo, através

dessa figura podemos ter no¢ao do aspecto cadtico que é comum a um estado bion.

Dependendo da velocidade inicial, outro fendmeno muito interessante ocorre. Apos colidirem
uma primeira vez, o kinks se afastam um do outro e em um tempo posterior tornam a colidir
pela segunda vez, depois dessa segunda colisao os kinks se separam definitivamente refletindo
ao outro. Esse fendmeno é conhecido como two-bounce. A figura 4.4a mostra a evolucao da
colisao kink-antikink para v; = 0.2, na figura 4.4b vemos a mesma colisao na “linha” do centro
de massa, ou seja, um recorte da figura 4.4a em x = 0. Em graficos desse tipo a colisao é
caracterizada, por um pico de minimo, por isso em v; = 0.2 vemos dois picos de minimo. Outra

caracteristica observada, é que existe, no caso da figura 4.4b, apenas uma pequena oscilacao



CAPITULO 4. MODELOS NAO-INTEGRAVEIS 30
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Figura 4.4: a) Colisao kink-antikink para v; = 0.2, resultando em two-bounce. b) centro de
massa do campo escalar ¢ (r = 0,¢) em x = 0 em fung¢ao do tempo com v; = 0.2.

¢(0.1)
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Figura 4.5: a) Evolucao do campo escalar ¢(z,t) com v; = 0.36, mostrando uma colisao do tipo
one-bounce. b) recorte do campo ¢ (z = 0,¢) em z = 0 em fun¢io do tempo para v; = 0.36. A
colisao é caracterizada pelo pico de minimo.

entre os dois picos de minimos. Essa observacao nao deve ser menosprezada pois, como se pode
ver adiante, as oscilacoes entre os dois picos minimos podem nos dar informacao para explicar o

comportamento two-bounce, assim como se tornara util para classificar os tipos de two-bounces.

Finalmente, observa-se que se a velocidade inicial é maior que uma certa velocidade critica
Ver, €ntao o kink ira colidir uma tnica vez (one-bounce) escapando para o infinito logo apds a

colisdo. A velocidade critica no modelo ¢* foi estimada numericamente como sendo v, = 0.2598.

One-bounces, two-bounces e o estado bion sdo os principais (ndo tnicos) fenémenos observa-

dos em colisdes de kinks no modelo ¢*. A explicacdo para todos esses cenérios utiliza o conceito
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de troca de energia entre o modo translacional, dado por (4.12), e o modo vibracional (shape
mode), dado por (4.13), que é uma solucdo localizada que pode armazenar energia proximo ao
centro do kink. Na primeira colisao, o modo translacional ira perder parte da energia para o
modo vibracional, onde essa energia ficard armazenada. O estado final de bion ocorre em baixas
velocidades porque durante a colisao ha tempo suficiente para que haja um um fluxo de energia
considerével do modo translacional para o modo vibracional. Dessa forma, o modo translacional
fica com pouca energia, e assim o kink nao consegue escapar para o infinito formando assim o
estado oscilatorio, que inicialmente pode ter grandes amplitudes, mas que depois de um longo
tempo ird decair, devido a lenta perda de energia por radiacao.

Para one-bounces a situagao é contraria. O modo translacional tem energia relativamente
alta, e no momento da colisao, nao hé tempo suficiente para transferéncia de energia entre o
modo de translacao e o vibracional. Dessa forma, o kink tem a energia do seu modo de translacao
praticamente inalterada, o que possibilita que ele escape para o infinito. No contexto do modelo
¢*, altas energias existem para v; > v, = 0.2598.

Uma situagao nova acontece no caso de two-bounces. O kink se move inicialmente com
certa velocidade v; < v.., quando acontece a primeira colisao, o modo translacional perde
certa quantidade de energia para o modo vibracional. No entanto, essa quantidade nao ¢ tao
grande, como no caso de formacao do bion. Assim, continuando com uma quantidade de energia
consideravel no modo translacional, o kink consegue se afastar a uma certa distancia, mas nao a
ponto de escapar para o infinito. Depois de certo tempo T}, acontece uma segunda colisao. Na
segunda colisao ocorre nova transferéncia de energia entre os modos de translacao e vibracional,
sO que dessa vez no sentido contrario, de modo que, a energia que estava armazenada no modo
vibracional retorna para o modo translacional e, dessa forma depois da segunda colisao o kink
finalmente consegue escapar para o infinito.

O fendmeno de two-bounce nao ocorre somente quando a velocidade é exatamente v; = 0.2,
ocorre também para qualquer velocidade em uma regiao em torno v; = 0.2, de forma mais
especifica, a regido em torno de v; = 0.2 é: 0.192575 < v; < 0.203425, conforme [4]. Isso
significa que para qualquer v;, que estiver nesse intervalo, o kink ird colidir duas vezes, com
uma pequena oscilacido entre as colisoes ( veja fig.(4.4b)). Estudos posteriores ao trabalho
de (AKL) mostraram, com localiza¢do mais precisa, ainda mais faixas de velocidades onde

ocorrem two-bounces [3,4,10]. Essas faixas de velocidades iniciais, onde o kink escapa para o
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Figura 4.6: a) v; = 0.226, two-bounce que pertence a segunda janela; n = 2, b) v; = 0.2386
two-bounce na terceira janela; n = 3

infinito apds colidir duas vezes, ficaram conhecidas na literatura como “janelas” de two-bounces
(two-bounce windows).

Atualmente se tem conhecimento sobre a existéncia de um grande numero de janelas de
two-bounces, que estao localizadas entre v; = 0.192575 e a velocidade critica v, = 0.2598. A
classificacao dessas janelas é feita pelo nimero de pequenas oscilagoes n que existem entre os
dois picos de minimo. Por exemplo, podemos ver pela figura 4.4b n = 1 (existe um pequeno
minimo entre os dois grandes minimos), assim v; = 0.2 pertence a primeira janela. Na figura
4.6a mostramos uma colisdo para v; = 0.226 que pertence a segunda janela (dois pequenos
minimos), e na figura 4.6b mostramos uma colisdo na terceira janela de two-bounce. E possivel
que notar que a cada janela o nimero de oscilacoes entre os picos de minimos é acrescentado

por um.

A explicacao dos fendmenos descritos acima, foi proposta por David Campbell et al. na refe-
réncia [3], ficando conhecida como Mecanismo de troca de energia. Com base no Mecanismo de
troca de energia, os autores (CSW) apresentaram uma teoria de carater semi-fenomenologico,
ou seja, eles nao apresentaram um desenvolvimento analitico para suas conclusdes, mas através
dos dados de suas simulagdes postularam que fendmenos de ressonancia (two-bounces) aconte-

cem quando uma certa condicao é satisfeita. Essa condicao foi apresentada como sendo:

wlTlg = 2mn + (57 (414)
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onde w; é a frequéncia do modo vibracional (4.13), T12 é 0 tempo entre a primeira e a segunda
colisdo, n é o nimero da janela de two-bounce e, § é uma constante de fase. Se esta explicacao
estd correta, temos que o modo vibracional é aniquilado quando a condicao (4.14) é satisfeita, e
assim o modo de translacao tem sua energia restaurada, e é isso que permite que o kink escape,
apos a segunda colisdo. Dito de forma mais objetiva: two-bounces ocorrem somente quando a
condi¢ao (4.14) € satisfeita. A fim de verificar a validade da condigdo (4.14) para os nossos
dados, observamos os resultados que obtivemos para as nove primeiras janelas de two-bounces.
Na figura (4.7a) mostramos os nove pontos (em vermelho) que correspondem ao centro de cada
uma das janelas e, o eixo vertical que indica tempo entre a primeira e segunda colisdo. A linha
solida é obtida por ajuste de linear. O slop da linha solida foi encontrado igual a 3.727, este
valor é bem proximo do esperado %’I = 27 ~ 3.63%. Desta forma atestamos a validade do

V3
mecanismo de troca de energia.

Outra expressao de carater semi-fenomenologico, apresentada em [3,34], é uma relacao do
tempo entre as duas colisoes (T12) com as velocidades iniciais no centro da n-ésima janela de

two-bounce e a velocidade critica v... Essa relacao é dada por:

2

A constante « é obtida “experimentalmente” através da relagao semi-fenomenologica Tis (v) =

2

_1
2 —v?)"2 proposta por (CWS), v,, é a velocidade no centro da n-ésima janela de two-bounce.

a(v
Além de fornecer uma previsao de velocidade inicial para o centro de uma dada janela, a equacao
(4.15) nos faz perceber que deve existir um niamero relativamente grande de janelas a medida
que vamos nos aproximamos da velocidade critica v... De fato, simulagoes feitas com maior
precisao verificaram a existéncia de 35 novas janelas de two-bounce [7], verificou-se também
que elas ficam cada vez mais préoximas a medida que nos aproximamos de v.,., sendo cada vez
mais estreitas (a referéncia |34 estima que para n grande, a largura da janela decai com 1/n?)

. A figura 4.7b é bem didatica para ilustrar essas tendéncias, essa figura mostra o ntimero de

colisdes (Nb) para cada velocidade inicial v; na faixa 0.18 < v; < 0.28. O grafico é limitado

2Em seu trabalho, Campbell utiliza a constante m = 1; assim, em seu trabalho w; = 1/3/2, resultando em
um slop de i—’lr = 5.2. Em nossas simulacdes, estamos considerando m = /2, e por isso w; = /3.
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Figura 4.7: a) Numero da janela n acrescido por 2 versus Ti b) Niamero de bounces (Nb)
versus velocidade inicial
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ao caso de duas colisoes e dessa forma as janelas de two-bounces ficam perfeitamente ilustra-
das [35, 36]. E possivel perceber que as janelas de two-bounces ficam cada vez mais estreitas a
medida que nos aproximamos da velocidade critica v, assim a vizinhanca de v, ¢ uma regiao
com grande densidade de janelas de two-bounces.

Seguindo esse roteiro, o trabalho de Peter Aninos e seus colaboradores [23] obteve destaque.
Eles observaram que a descricao dos fenomenos de ressonancia observados até entao é mais
complexo, pois nao depende somente de colisdes tipo two-bounces. Ao analisar a regiao entre
duas janelas de two-bounces, eles perceberam que essa regiao nao é formada somente por estado
de bion existindo também nessa regiao as chamadas n-bounces com n > 3, as quais também nos
referimos como multi-bounces. Por exemplo, observaram regioes de janelas three bounces, nas
quais o kink escapa para o infinito ap6s uma terceira colisao. O mais interessante foi perceber
que as de janelas de multi-bounces estao ordenadas de forma bastante regular, formando uma
estrutura fractal, da seguinte forma: A toda vizinhanca de uma janela de two-bounces estao
associadas uma série de janelas de three-bounces; a toda vizinhanca de uma janela de three-
bounces estao associadas uma série de janelas de four-bounces, e assim por diante. Podemos
entao perceber que: janelas de (n+1)-bounces sio encontradas na vizinhanga de uma janela de
n-bounces. A figura 4.8a mostra as janelas de three-bounces estao localizadas nas vizinhancas
das janelas de two-bounces. Quando aplicamos um zoom na regiao em vermelho da figura
4.8a obtemos entao uma figura muito semelhante a anterior, sendo que agora podemos ver as
janelas de 4-bounces na vizinhancas de janelas de 3-bounces. Estudos posteriores mostraram
que a estrutura hierarquica da janelas de multi-bounces seria perfeitamente fractal somente na
auséncia de radiagao [6].

Passaremos agora ao estudo de outros modelos de carater nao-integravel, veremos que as
caracteristicas descritas para o modelo ¢* sio mantidas pela natureza nao-integravel desses

modelos.
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Figura 4.8: a) Janelas de 3-bounces na vizinhanga das janelas de 2-bounces. b) Zoom da regido
em vermelho de a), mostra a vizinhanca da segunda janela de two-bounces. E possivel ver as
janelas de four-bounces nas proximidades das janelas de three-bounces.

4.2 Duplo Sine-Gordon

Outra teoria de carater nao integravel é o Duplo sine-Gordon (DsG). Este foi usado, no
final do século XX como modelo para muitos sistemas fisicos, como por exemplo, a dinamica
do spin de um superfluido *He na fase B [6,37, 38|, algumas caracteristicas da propagagao de

pulsos oOticos ultracurtos em um meio degenerado [39], excitagdes nao-lineares em uma cadeia
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compressivel de dipolos XY sob condigbes de acoplamento piezoelétrico [40], macro-moléculas,
dentre outras aplicacoes, conforme [6,38]. O estudo mais completo acerca desse modelo é
encontrado na referéncia [12], que apresenta o resultado do estudo de colisées kink-antikink
para diferentes setores topologicos do potencial. Uma motivacao para tal estudo pode ter sido
a comparacao entre os fenomenos de ressonancia ja observados em colisoes do tipo kink com
antikink no modelo ¢*.

O Modelo Duplo sine-Gordon é expresso pela seguinte densidade lagrangeana.
1 /do\> 1 [do\>
£=3 (a) e (d_> ~Vie.
Onde o potencial V (¢) tem a seguinte forma

4
1+ |4n)|

(7] cos ¢ — cos ?) . (4.16)

V(6)= .

E portanto, o campo ¢ (z,t) satisfaz a seguinte equagdo de movimento

D¢ 0% 2 , _(o\]
52 " 92 + [y [2nsm¢ — sin <§)} =0, (4.17)

onde 1 é um parametro que pode assumir qualquer valor real, ou seja, —oco < 7 < oco. A

variacao do parametro n faz com que o potencial diferentes estruturas no que se refere aos
setores topologicos. E importante destacar os dois casos limites para 7: quando 7 — +00 o
potencial V (¢) se reduz a um potencial sine-Gordon para o campo ¢, enquanto que quando
n — 0 o potencial se reduz a um sine-Gordon para a variavel ¢/2. Note-se também que V (¢)
é periodico por 47. O comportamento de V' (¢) pode ser adequadamente separado em quatro

regioes, sobre as quais comentamos a seguir.
.~ . _l
e Regiao I: n < —3

— Nesta regiao (veja 4.9), o potencial tem trés setores setores de minimos, que podem
ser considerados como setores topologicos, no entanto, os setores [—4mw + ¢g, —¢o| e
|do, 47 — @), Po = 2arccos (1/4n), sdo equivalentes, pois sao simétricos em relagao
a ¢ = 0. Assim, é preciso estudar apenas um desses setores. Se descartamos o
setor |[—4m + ¢g, —¢o|, restard entdo o intervalo |—¢g, 47|, que possui dois setores

topologicos. Por exemplo, no caso especifico em que n = —1/2, o intervalo a ser



CAPITULO 4. MODELOS NAO-INTEGRAVEIS 38

considerado serd |—4m/3, 47|, nesse intervalo existirao dois setores topologicos, ao
invés dos trés iniciais. Esses dois setores apresentam estados degenerados de minima
energia, porém, como eles sao separados por barreiras de potencial nao-equivalentes,
devem existir dois tipos de solugbes kink-antikink. Da mesma forma que [12] neste
trabalho, essas diferentes solugoes sao denominadas: large kink, solucao relativa ao

setor [—ao, ¢o|; small kink, solucdo relativa ao setor [¢g, 4™ — o).

0 Large Kink

—47 —27

2m 47

Figura 4.9: V (¢) paran = —1.0

e Regido II: —3 <7 <0eRegidoIll: 0 <n <}

— Em ambas as regioes 1T e I1T (figuras 4.10a e 4.10b respectivamente) o potencial possui
carater periodico mais notavel, apresentando apenas um tipo de minimo, sendo este
separado por maximos equivalentes. Assim, nessas regioes o potencial se aproxima
do modelo sine-Gordon, sendo perfeitamente integravel na regido IT (—3 < 7 < 0).
Aregiao IIT (0 < n < 411 ) se diferencia do modelo sine-Gordon por apresentar um
estado vibracional, dessa forma os kinks nao passam um pelo outro como no modelo
sG (veja fig. 3.4), todavia nessa regido também nao sdo observadas janelas de two-
bounces; o fendmeno observado nessa regiao é o que chamamos de quasi-ressondncias.
Quasi-ressonancias sao caracterizadas pelo longo tempo entre a segunda e terceira
colisao (T»3) entre os kinks, por esta razao, regioes de quasi-ressonincia se asseme-
lham a regides de two-bounces e, dessa forma ambos os fendmenos parecem ter a

mesma natureza, a saber: o mecanismo de troca de energia; no caso de uma quasi-
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ressonancia, a energia que retorna para o modo translacional, apés a segunda colisao

nao é suficiente para que o kink escape para o infinito.

Figura 4.10: V (¢) para a) n = —0.2, b) n = 40.2

e Regiao IV:n > }L

— Na regiao n > 0 (figura 4.11) torna-se mais adequado expressar o potencial com
o auxilio da seguinte substituicao n = isinhQR [13]. Apesar de nessa regiao o
potencial apresentar dois tipos de minimos locais, devemos observar que eles sao
nao-degenerados, a menos que 17 — oo. Nessa regiao um modo vibracional também
estd presente e, o inicio do espectro continuo é fixo em w = 1, qualquer que seja
on > 0. A diferenga aqui, é que a medida que aumentamos o valor de R (nessa
regiao R > In (1 + \/5)) as janelas de quasi-ressonancia vao dando lugar as janelas

de two-bounces propriamente ditas.

Figura 4.11: V (¢) para n = +1.0
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A seguir, apresentamos um estudo de colisoes, em cardter de revisao da literatura cientifica,

1

somente para o setor n < —3. Os outros setores sao analisados na referéncia [12]| e, em

particular, o trabalho [13] investiga colisées kink-antikink para n > 0.

4.2.1 Colisoes kink-antikink para n = —

DN |—

Como ja visto neste trabalho, as solucoes tipo kink sao estaveis e interpolam entre dois
minimos adjacentes de energia. Para n < —1/4 o potencial possui duas possibilidades para se
obter solu¢oes tipo kink. Ou seja, tém-se duas solucoes estaticas para a equagao (4.17). Umas

destas solucoes, de acordo com a referéncia [12], é expressa por:

dn| —1 dn| —1
Gsm () =27 (2n + 1) £ 4 arctan {1 / le:ﬁtanh [ %x] } : (4.18)

Da mesma forma que na referéncia [12], esta solu¢ao é aqui denominada: small kink. A solucao

small kink interpola entre os minimos de potencial ¢g e 47 — ¢g, onde ¢y = 2 arccos (ﬁ) A

energia desta solucao é dada por

g - (26 N"[e_ L ATl
T\ nl + 4 2

A outra solucao é denominada large kink, sendo expressa da seguinte forma:

4 1 dn| —1
b1y () = 4mn + 4 arctan 4] + tanh 141 x (4.19)
[4n] =1 16 n|

Esta solugao interpola entre —¢g e ¢pe tem energia

16 [0 g
Elg == (—> |:? + 167]2 - 1:| .

[l +4[n|?
Como de costume, os sinais (+) e (—) em (4.18) e (4.19) correspondem as solugoes de kink e

antikink respectivamente.

Agora passaremos a investigar o processo de colisao entre kinks em um potencial como o

mostrado na figura 4.9. Novamente, é importante estudar o potencial de pertubacoes Vi, (),
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3n /—

Figura 4.12: n = —1. a) small kink b) large kink

pois ja temos visto, nos capitulos anteriores, quao valiosas informacoes sobre a dinamica da
colisao ele pode nos fornecer. A equacdo de Schrédinger para o potencial duplo sine-Gordon

fica:

_Px(x) [477 cos ¢ — cos &

O 1+ 4|1 ] » X () = wx (z). (4.20)

Essa equacao admite solugoes para w = 0, para ambos large e small kinks. O espectro de

solugdes continuas para n < —3 tem inicio em [12)]

Weont (n) - ‘4|ZI7;‘1 n < —1/4 .

Além modo translacional (solugdo para w = 0) ha também neste setor a presenca de um modo
vibracional (shape mode), mas apenas para a solu¢ao small kink, solucdo large kink nao possui
um modo vibracional. Dessa forma, nao deve existir fen6menos de ressonancia em colisoes
envolvendo large kinks. Realizamos simulacoes da colisao entre small kinks ¢, (x). Para
tanto, aplicamos um boost de Lorentz & solucao estatica, obtendo assim uma solucao viajante
Gsm (T,1) = Psm (Z), com Z = ~(x — xyg — vt), sendo v o fator de contragdo de Lorentz . A
colisdo consiste na solu¢do numérica da equagdo (4.17) com as seguintes condiges iniciais:

4

¢ (x) = ¢ (2,0) = domn (@ + 20, =03, 0) + G (¥ = 0,01, 0) = o, (4.21)
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¢($) = ¢(.Z', O) = és?n (iE + Zo, — Ui, 0) + ésm (m — Zo, Vi, O) .

A notagdo ¢g, (v) indica um small antikink. As condi¢des iniciais mostram que neste caso
a colisao serd na ordem antikink-kink. o que indica que o antikink viaja da esquerda para a
direita com velocidade v; > 0, estando seu centro de massa inicialmente em uma posicao —xy,
enquanto que o kink viaja da direita para esquerda com uma velocidade v; < 0 . O parametro
de separacao foi escolhido sendo xg = 25, de forma que inicialmente ambos kinks-antikink estao
com seus centro de massa muito distante um do outro.

Simulamos colisoes small kink-antikink na faixa de velocidade 0.28 < v; < 0.35. O resultado
estd em acordo com o obtido no trabalho original [12], e como esperado, verificou-se que colisdes
de small kinks do potencial duplo sine-Gordon, apresentam fendomenos de ressonancia de mesma

natureza daqueles observados em colisoes kink-antikink, do potencial ¢*.

A figura 4.13 apresenta o comportamento do nimero de colisdo para cada velocidade na
faixa de velocidade simulada. Através desta figura torna-se bastante claro que as janelas de
ressonancia também estdao presentes em colisoes do modelo duplo sine-Gordon. Janelas de
three bounces também sdo observadas, e assim como no modelo ¢?, elas estdao localizadas nas
vizinhancas das janelas de two-bounces. Desta forma fica evidente que o mecanismo de troca
de energia, proposto por (CSW) é também satisfatorio para a anélise colisdes neste modelo. A
existéncia de multi-bounces também se deve a troca de energia entre o modo de translacao e
o modo vibracional (shape mode). Concluimos esta se¢ao apresentando a colisio de um small
kink com seu respectivo antikink para uma alta velocidade inicial, v; = 0.92 com n = —1.0. O
resultado que obtido ja havia sido previsto em publicacoes anteriores; para altas velocidades a
colisao de um par de small kinks decai em um estado final como um par de large kinks. Esse

fenomeno é observado na figura 4.14.

Na proxima secdo, estuda-se o modelo ¢%, outro potencial de auto interacio do tipo polino-

mial. Este por sua vez é o potencial polinomial mais préoximo do potencial ¢*.
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Np
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Uj

(a)
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0.3429
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0.3429 0.343

Vi
(b)
Figura 4.13: Colisoes de kinks no modelo DsG com n = —1/2: a) Namero de bounces versus

v; b) Janelas de three-bounces na vizinhanga de uma janela de two-bounce
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X - -100 150

Figura 4.14: n = —1.0. Em alta velocidades, um par de small kinks decai em um par de large
kinks.

4.3 Modelo ¢°

O modelo ¢° é outro importante modelo de natureza nao-integravel. Esse modelo se diferen-
cia do modelo ¢* por possuir um minimo a mais, tendo como consequéncia direta que o modelo
possui um outro setor topologico. Entre os potenciais polinomiais de auto interacao, o ¢° é o
mais proximo do ¢*, por esse motivo, uma das motivacoes para se estudar tal modelo é compa-
racao direta com o modelo ¢*. Em particular, verifica-se se os fenémenos observados em colisoes
kink-antikink do modelo ¢* também sdo em um contexto de maior nao-linearidade. Por isso,
o estudo desse potencial é perfeitamente justificavel, primeiramente por que vem permitindo,
principalmente no contexto de colisdes, explicacoes mais gerais para os fendémenos observados
tanto no modelo ¢*, como no modelo duplo sine-Gordon [14,41].

Passaremos entao a descricao analitica do modelo. Em suma, sao seguidos os mesmos pro-
cedimentos ja adotados nas segoes anteriores. O modelo ¢° é descrito, em (1 + 1) dimensoes

pela densidade lagrangeana.

() () v
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sendo o potencial dado por

1

Vi(9) = 50" (¢° - 1)”. (4.23)

A figura 4.15 mostra a energia potencial para cada valor do campo ¢ (z). A equacio de
movimento é obtida de forma usual, por Euler-Lagrange (2.7), tornando-se nesse caso igual

a

Figura 4.15: Potencial do modelo ¢°

02¢ 0% 9 2
— - —1)"+2¢° (¢* — 1) = 0. 4.24
PP (1) 2 (¢ - 1) (422)
Fazendo uso do formalismo de primeira ordem, estudado no capitulo 2, pode-se obter solucoes
estaticas da equagao (4.24). Antes, vemos que uma funcdo superpotencial W (¢) que satisfaz a
condi¢ao (2.16), tém a seguinte forma no modelo ¢°
¢* ¢

W (¢9) TR (4.25)

As solugoes de estado BPS sdo obtidas utilizando a relagao (2.18). Logo, para o modelo ¢° as

equacoes de primeira ordem sao:

oy (¢ _ ¢3) , (4.26)
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O sinal superior “+”, apresenta as seguintes solugoes topologicas

b, () = \/% (1 + tanh (z)) P(o,-1) (z) = —\/% (1 + tanh (z)) , (4.27)
e o sinal inferior “—" de (4.26), resulta nas seguintes solugdes topologicas
$0) () = \/% (1 + tanh (—z)) $-10) () = —\/% (1 + tanh (—z)) - (4.28)

Os indices indicam o setor de interpolacao do kink (antikink), uma vez que o modelo ¢°® possui
dois setores topologicos: o setor de interpolagao entre os minimos ¢, = —1 € Gpin = 0, este
é o caso do kink ¢(_1) (z) e do antikink ¢ 1) (x); o outro setor é a interpolacdo entre os
minimos i = 0 € Pmin = 1, que é o caso do kink ¢ 1) (x) e do antikink ¢y (). A energia
de cada uma das solugbes (4.27) e (4.28) é obtida por utilizagdo da equacao (2.20), sendo, em
ambos os casos, igual a E,,;, = 1/4.

Uma vez que o modelo possui dois setores topolégicos, com o minimo ¢,,;, = 0 em comum,
nos ¢é suficiente realizar colisoes de kinks criados em apenas um desses setores. Nesta dissertacao,
é feita revisao de [14] e portanto estudaremos o espalhamento entre kink-antikink que interpolam
entre 0s minimos ¢pin, = 0 € Ppin = 1, OU seja, usaremos as solucdes ¢, () € P ().
Resultados equivalentes sao obtidos quando realizamos colisdes no setor que interpola entre
Gmin = 0 € pin = —1 [41].

No setor que vamos analisar, existem duas configuracoes de perfil inicial possiveis. Sao elas:
e Par (0,1)+ (1,0) ou KK
drr = b0,1) (T + o) + d0) (v — x0) — 1, (4.29)

onde xy > 0. Esta configuracao indica uma colisao do tipo kink-antikink. Estando inicialmente

centro do kink em uma posicao x = —xg € 0 antikink em uma posicao r = x.
e Par (1,0)+ (0,1) ou KK
Prx = a0 (T + x0) + P(0,1) (7 — T0) (4.30)

esta configuracao indica uma colisao do tipo antikink-kink, com o antikink em x = —xg e o kink

em r = xg.
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A analise do setor perturbativo, como ja foi comentado, nos leva a identificacdo de possiveis

solucoes de estados ligados. O potencial de Schrodinger do modelo é:

O modo zero do modelo é obtido através da expressao (2.34), sendo igual a

o () = A (¢ (2) — 65 () , (4.32)

onde ¢4 denota quaisquer uma das solugoes estaticas (4.27), (4.28). As solugoes do espectro
continuo sdo expressas em termos de fun¢des hipergeométricas, conforme [42].

O modelo ¢°, apresenta uma situacdo inédita até entdo, para modelos de natureza nio-
integravel. Quando substituimos ¢, na equacao (4.31) qualquer uma das solugoes estaticas
P(1,0), D0,1), P0,-1)0U P(—1), tém-se que o potencial V., (¢s) nao possui solucdo de estado
ligado, além da solugao usual; modo zero. Dito de forma mais clara: Os kinks do potencial
#%, individualmente, ndao possuem modo vibracional interno. Na figura 4.16 mostramos como
exemplo, o potencial de pertubacao V., () para a solucao estatica ¢, = ¢(1,0) (z). Observando
os resultados de colisdes no modelo ¢* e duplo sine-Gordon, nés esperamos que as estruturas de
ressonancia, tais como a faixa de janelas de two-bounces nao sejam observadas em colisoes de
kinks do modelo ¢°. No entanto, o estudo numérico realizado primeiramente por P. Dorey et al.
[14], mostrou um comportamento completamente diferente em relagdo ao esperado. Primeiro,
os autores perceberam que a colisdo com o par (0,1) + (1,0) ndo possui nenhuma estrutura
de ressonancia, sendo que para velocidades v; < v, &~ 0.289, o par kink-antikink sempre fica
armadilhado um ao outro, enquanto que para velocidade v; > v, o par (0,1) + (1,0) decai
em um par (0,—1) + (—1,0), ou seja o par tem o estado final no outro setor topoldgico. Este
fen6meno pode ser observado na figura 4.17. Observe que esse fenomeno é semelhante aquele
observado em altas velocidade do modelo duplo sine-Gordon (veja fig. 4.14). Comparando os
resultados, ver-se que este comportamento nao causa surpresa, pois é o tipo de comportamento
esperado por um modelo que nao possui um shape mode.

Por sua vez, um comportamento inesperado foi observado nas colisoes envolvendo o par
(1,0) + (0,1). Neste caso, uma rica estrutura de ressonancia, estrutura de janelas de multi-

bounces, foi observada. A estrutura termina na velocidade critica de escape v, =~ 0.0457, a
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partir da qual os kinks sempre se separam para o infinito ap6s a primeira colisao; abaixo de v,
o comportamento se assemelha ao apresentado no modelo ¢*. A figura resume os fend6menos
observados 4.18 mostrando o tempo entre a primeira (preto), segunda (vermelho) e terceira
colisao (verde); as janelas de two-bounces estdo localizadas nas velocidades iniciais para as

quais o tempo entre a segunda e terceira colisao divergem.

Vsch(¢( l,O))

Figura 4.16: Potencial de pertubacao V., para um individual antikink ¢q o ()

b (z,1)

Figura 4.17: Acima de uma velocidade critica v, o par K K decai em um K K no setor topologico
(07 - 1)

A situacao descrita acima, tornou-se um contra-exemplo em relacdo ao conhecimento de

colisoes em modelos nao-integraveis. Mesmo na auséncia de um shape mode foi obtido um
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comportamento semelhante ao modelo do ¢?, ou seja, mesmo na auséncia de um shape mode,
para os kinks do ¢%, a energia cinética foi de alguma forma armazenada. Os resultados obtidos
pelos autores de [14] sao consistentes com a existéncia de um mecanismo de troca de energia,
porém neste mecanismo é essencial que exista uma solucao shape mode. Dessa forma, eles
foram levados a propor a existéncia de tal mecanismo com uma abordagem diferente daquela
fora proposta por (CSW). Sabe-se que no modelo ¢*, os resultados observados independem da
ordem inicial da colisdo, que pode ser KK ou KK: isso é perfeitamente compreensivel dado
que Vi, no ¢, (eq. 4.11) tem invariancia por z — —x. No entanto, como o potencial (4.31)
nao apresenta essa invariancia, o resultado no modelo ¢ depende da escolha da ordem inicial
da colisdo, que pode ser KK ou KK . Por essa razio ao invés de substituir ¢, em (4.31)
por solucoes individuais, os autores da nova abordagem substituiram ¢, por cada uma das
configuragoes (0,1) + (1,0) (eq.4.29) ou (1,0) 4+ (0,1) (eq. (4.30)), procurando dessa forma,
solucoes de estados ligados para as configuracoes iniciais, e ndo para as solucoes individuais de
kink ou antikink. A figura 4.19a mostra V.., para o par na configuracio inicial KK, ver-se que
existem dois minimos com uma grande barreira entre eles. Ja a figura 4.19b, mostra V., para
o par na ordem K K. Neste caso, também existem dois minimos, separados por uma barreira,
todavia, neste caso a barreira é bem menor que o valor assintotico de Vi, (z), o que torna

possivel a existéncia estado ligados.

800
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(=)
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200 f= =

0 1 1 1 1 1 1 1
0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.0

(%

Figura 4.18: Tempo entre a primeira (linha preta) , segunda (linha vermelha) e terceira (linha
verde) colisdo para (1,0) + (0,1). Para janelas de two-bounces, o tempo para a terceira colisao
diverge.



CAPITULO 4. MODELOS NAO-INTEGRAVEIS 50

Os autores de [14], mostraram que o potencial de Schrédinger para a configuragao (4.30)
(Vien (0 )) realmente possui solugoes de estados ligado, além de possuir um modo zero, desde
que o parametro de separagao seja relativamente grande (xy > 4). O mesmo estudo para
Vien (0 ), mostra que essa configuracdo tém apenas o modo zero. A nova caracteristica
observada no modelo ¢° é que: embora nio exista um modo vibracional para os kinks de
forma individual, a energia cinética pode ser armazenada no estados vibracionais originados
pela configuragao inicial (1,0)+ (0, 1). Desta forma é possivel explicar o surgimento das janelas

de multi-bounces, através da condigao de ressonéncia de Campbell, (4.14).

N
L

Vi — — (XI,O) + (0. 1]
(a) (b)

Figura 4.19: Potencial de perturbacdo (linha solida) e configuragdes iniciais (linha tracejada)
para os pares ordenados: a) (0,1) + (1,0) e b) (1,0) + (0,1).

—— Vo, —— (0.1) + (1.0)

Esse resultados, mostram que a anélise da equacao de Schrodinger para o perfil inicial tem
carater mais amplo que a anélise para o defeito topologico individual. Todavia nao temos certeza
ainda, se podemos generalizar esta afirmagao. Entao, para melhor compreensao dos fenémenos
observados no espalhamento de kinks ¢ mais seguro que se realize o estudo da equagao de
Schrodinger para ambos kinks e configuracao inicial. O modelo ¢* apresenta para as suas
configuragoes iniciais as mesmas solugoes de estado ligado, que seus kinks individualmente
apresentam, por esta razao a explicacao do mecanismo de troca de energia em termos do modo

vibracional do kink individual nao apresenta problemas, no modelo ¢*.



Capitulo 5

Espalhamento em Barreiras de Contorno

Este capitulo apresenta o estudo sobre colisoes de kinks em um contexto diferentes em
relaciao aos capitulos anteriores. Estuda-se o espalhamento! de um kink ou antikink na linha
semi-infinita —oo < x < 0. Na literatura cientifica, ja existem trabalhos que envolvem o
espalhamento de kinks em linha semi-infinita; citamos como exemplo, o estudo da interacao de
kinks com impurezas realizados para ambos os modelos sine-Gordon e ¢* [16,17] . O modelo
¢*, em linha semi-infinita, ¢ o ponto de partida para este estudo. Para tanto, os resultados
da primeira se¢do sao obtidos através do estudo [15], que é a nossa principal referéncia para
o estudo realizado neste capitulo. Na segunda parte deste capitulo, apresentamos o trabalho
que temos desenvolvido para o modelo ¢° restrito a linha semi-infinita. A limitacao do espaco
pode ser feita por uma condi¢ao de contorno adequada [43]. Em ambos os modelos ¢* e ¢°, a

restricao do espago é feita por uma condicdao de Neumann em x = 0.

5.1 Modelo \¢*

Esta secao, fazemos uma revisao do trabalho [15]. No entanto, temos o objetivo de fornecer
uma abordagem mais clara, por isso, apresentamos alguns calculos que nao sao apresentados

na referéncia original.

I'No contexto deste trabalho, “espalhamento” ¢ sinénimo de “colisdo”.

51
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5.1.1 Solucoes e condicoes de contorno

Consideremos o modelo ¢*, descrito pela seguinte densidade lagrangeana

- ()3

A fungao superpotencial para este modelo é: W (¢) = ¢ — %ngS. Entao as equacoes de primeira

ordem 2.18 sao dadas por:

do 2
%:1(1—@. (5.2)

Agora o objetivo é encontrar solugbes para a equagao (5.2) de forma que tais solucoes satisfagam

a seguinte condicao de Neumann

¢

| =8 (5.3)

=0

Para o sinal 47, as possiveis solucoes sao:

¢1 = tanh (x — Xo), ¢ = tanh (z 4+ X;), ¢ = coth (z — X;), ¢4 = coth (z+ X) -
(5.4)

Y

E para o sinal ”—", as possiveis solucoes sao:

¢1 = —tanh (z — X), I —tanh (z + Xy), ¢3 = —coth(z —X;), ¢4 = —coth(z+ X;) -

(5.5)
Usamos a notagao (51 (x), com i = 1..4, com o objetivo de manter a mesma notagao da referéncia
[15], note-se que ¢; (z) = —¢; () . Ja que essas solucoes devem satisfazer a condicao (5.3), os
parametros Xy e X; podem ser obtidos como funcao de H. Por exemplo, Xy e X7 sao obtidos,

em termo das solucoes ¢, e ¢3 respectivamente, da seguinte forma:

d (tanh (—Xj))
dx

= H = X, (H) = arccosh <;> : (5.6)

VIH]|
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da mesma forma, para ¢

1
X (H)=arcsinh | — | . 7
(H) <m> (5.7)

As solugoes (5.4) e (5.5) devem ser entendidas, durante a colisao, como um tipo de "barreira
de fronteira”, pois tais solu¢oes permanecem fixas durante a colisao e garantem a condicao
de Neumann em z = 0. A figura (5.1) mostra o comportamento das solugbes ¢; (x) quando

H =1/2. O comportamento de Xy e X; em funcao de H é mostrado na figura 5.2.

2 T T T ] T
i /
151 2 / .
Re 'I
1 L oem e e
05F —_—1 '/, i
. @2 K¢
8 —_—3 ‘
S of -
o O feeees b R
—Fronteira ’
0.5 7 h
1 Cmmmm - e
15F 4 i
1
") 1 1 1 :' 1
-8 6 4 -2 0 2 4
x
Figura 5.1: Solucoes Estaticas, H = %
5 1.50
4 1.251
3 N
Xo X
21 0.75
1,
0.50
6 0.‘25 0.‘50 04‘75 { 6 215 é 715 lb
H H

Figura 5.2: Xy e X; em funcao de H
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5.1.2 Energia na Fronteira

As solugoes estaticas (5.4) e (5.5) sdo estado BPS, desta forma a energia dessas solugoes pode
ser calculada através do método de Bolgomol'nyi, a expressao (2.17), no entanto, o intervalo de
integracao deve ser mudado para —oo < x < 0. A existéncia da condigao de Neumann (5.3) em
x = 0 também contribui para a energia da solucao, essa contribuicao ¢ expressa pela adicao do
termo de energia —H¢ (0, ). Esse termo lembra o acoplamento spin - campo magnético [24,25],
por isso, H pode ser interpretado como um “tipo de campo magnético”. Com essas consideracao,

a energia das solucoes é dada por:

1 [ (dp_dW?

A energia das solugoes "barreira-fronteira” é obtida seguindo-se a seguinte rotina:

0

—H$(0,1). (5.8)

—0o0

fazendo x = 0, dessa forma, a dependéncia

e Usa-se o primeiro termo de (5.8) % = i%

da solucao, em relacao ao campo H, é encontrada nesse ponto.

e A energia minima é entao calculada usando o terceiro e quarto termos de (5.8).

ja vimos, para o potencial ¢* temos que % =1 — ¢? e assim podemos escrever que
dg
=4 (1 — ¢? 5.9
=t -¢) (5.9)
e
0 1 0
+W | =+ <¢ — §¢3) ‘ , (5.10)

escolhendo o sinal superior de forma simultanea em (5.9) e (5.10), temos:

_de
cbx—%—(l ¢°). (5.11)

A condi¢do acima ¢ satisfeita tanto por ¢; (z) como por ¢, (z), uma vez que, - (tanh (z)) =
1 — tanh?(z). Agora deve-se observar como se comporta ¢ (z) e ¢y (z) em x = 0. Isto é feito

utilizando-se a equacao (5.11), ou seja,
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de: (0) 2
=1- 0).
i # (0)
Agora a condigao de contorno %éo) = H ¢ utilizada, e assim, obtém-se a seguinte igualdade
H=1-¢2(0) = ¢, (0) =+V1 - H. (5.12)

Esta equagdo apresenta dois comportamento possiveis para ¢ (0). Para escolher o sinal correta-
mente em (5.12), deve-se observar que a medida que H — 1, Xy (H) — 07 e consequentemente
a solucgao ¢ (0) = tanh (—X,) se aproxima de 0™, por essa razao o sinal correto a ser escolhido

em (5.12) ¢ o sinal “—”. Com essa escolha, a solucao, ¢, (0), fica .

¢1(0)=—v1-H. (5.13)

Fazendo o mesmo precedimento para ¢, (x), encontramos que

$2(0) =£V1—H. (5.14)

Novamente, deve-se escolher o sinal corretamente. Nesse caso, quando H — 1, Xy — 0% ¢ em

consequéncia a solugao ¢ (0) = tanh (+Xy) — 07 . Assim, o sinal correto é “+”.

$2(0) =v1-—H. (5.15)

Agora, uma vez obtidos ¢ (0) e ¢ (0), é possivel calcular a energia destas solu¢oes. Como essas
solugbes satisfazem o sinal superior em (5.8) o sinal superior também é escolhido no terceiro

termo desta equagao . Assim a energia minima para a solugao ¢; (z) é:

0

Blod = (o1-30t) | ~Hoi 00,

— 00

Blo] = (610 = 301 0)) = 01 (-o) + 30k (-oc) = Hor 0.0). (610

Lembrando que ¢; (—o0) = —1 e que ¢4 (0,t) = ¢1 (0) = —+/1 — H, o que implica

E[p] = (—ﬁ+ % (1— H)3> +1-— % —~ H(—V1—-H)
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Njw

E[¢1]:g—\/l—H(l—H)—i-%(l—H)

2 2 3
Elpl =3 -5~ H) (5.17)
Para ¢9 os limites sao os mesmos de (5.16), assim, tém-se que
Bloa] = (62(0) = 301(0)) — éa(-o0) + 308 (~o6) ~ Hoa (0,0,
e usando ¢y (—o0) = —1 e ¢ (0,t) = ¢o (0) = /1 — H, obtém-se
Elpy] = (m—%u—m?) +1_%_H(m>
2 2 3
Elgsl =5+ 50— H)>. (5.18)

Escolhendo agora o sinal inferior nas equacoes (5.9) e (5.10), temos a seguinte equagao:

_ g
b= =1,

A equagio acima ¢ satisfeita por ¢z (z) e por ¢a(z), pois, - (—coth(z)) = coth’(z) — 1.

Seguindo os mesmos passos feitos para ¢, (x) e ¢, (x) obtém-se que

3 (0) = V1 + H, (5.19)
nesse caso, quando H — 0, X; — +o00. Assim a soluc¢ao ¢3 (0) = — coth (—=X;) — 17 > 1, logo

a raiz nesse limite sera positiva, isto indica que o sinal correto em 5.19 é o sinal “+”

¢3(0) = V1+H. (5.20)

A energia dessa solucao é entao:

B 0s] = 65 (—00) — 303 (~00) — 03(0) + 364 (0) — 6 (0,1)
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1 1 3
E[¢3]:1—§—\/1+H+§(1+H)2 —HVv1+H

E[$s] = (1+H)?. (5.21)

Wl N
Wl N

A figura 5.3 mostra o comportamento das energias obtidas. Percebe-se que quando H cresce

até 1, ¢o se junta com ¢ e desaparecem, ficando somente ¢3 como solucao para H > 1.

[—Eo1- - - - Blo) — — E[0,]

Figura 5.3: Energias em funcao de H

Seguindo a rotina descrita nos calculos anteriores, pode-se calcular também energia para as

solucdes do tipo ¢; = —¢; . Os resultados obtidos séo:
E[(ﬂ :§—§(1+H)3, (5.22)
E [452} :§+§(1+H)3 (5.23)
e
Blj) =5 -5 (1- M)}, (5.24)

De onde vemos que E [gfi] = Elgs], E |:Q§2:| = E|[¢4] e, E[ps] = E[¢1]. Apos o calculo de
E [&1}, E [@} e B [¢~3}, percebemos que apenas F [(52} tem um comportamento novo em
relacdo as energias (5.13), (5.15) e (5.21). A figura 5.4 mostra todas as configuracoes de energia

minima possiveis para este modelo.
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[— Elo, - - - mi0,) — — B0, = = El,]

Figura 5.4: Todas as configuragoes de energia possiveis em funcao de H

5.2 Colisao Antikink-Fronteira

Assim como nos modelos anteriores, neste modelo a correta definicao do perfil inicial da
colisao é um passo fundamental. Como perfil inicial considera-se um kink um antikink viajante
e completa-se este perfil escolhendo-se adequadamente umas das solugbes (5.4) ou (5.5) que
se comportard como uma “barreira” e garantird a condi¢ao de contorno em x = (. Para a
escolha adequada da solucoes "barreira” devemos considerar que, em geral, colisdes de defeitos
sao realizadas com solucoes de diferentes sinais da equacao de primeira ordem. Por exemplo, se
o kink é solucao para o sinal '+’ da equacao de primeira ordem, ele devera colidir com a solucao
do sinal ’—’, que no caso do modelo ¢*, & o antikink. Com essa observacao, consideramos que
o perfil inicial deve ser formado por solucoes de diferentes sinais da equacao de primeira ordem
(5.2). Como ja vimos, cada solugdo "barreira” esté associado um X, (H) ou X (H), e assim o
H pode ficar restrito a ser positivo ou negativo, este é caso das solucoes (5.4) e (5.5). Assim o
campo H também deve ser escolhido adequadamente. Verifica-se que para o modelo ¢*, com

condicao de contorno, os possiveis perfis iniciais sao:
e Para H >0

6 (,0) = — tanh (3 ( — o)) + ¢ (&) + 1,
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isto é,

¢ (x,0) = — tanh (v (x — z¢)) + tanh (z — X,) + 1, (5.25)

onde v = (1 — vf) 2. Note que o primeiro termo é um aniikink viajante, enquanto que o
A = 77 : 2 A L
segundo termo é uma solucao "barreira” que se mantém fixa com o tempo e garante a condicao

de contorno em x = 0. Outro perfil possivel para H > 0 é:

¢ (x,0) = tanh (y (x — x9)) + ¢3 (x) — 1,

ou seja,

¢ (x,0) = tanh (y (x — x¢)) — coth (x — X;) — 1, (5.26)
dessa vez o primeiro termo é um kink viajante, enquanto que o segundo termo é fixo.

e Para H <0

6 (,0) = tanh (3 (¢ — o)) + 61 () — 1,

isto é,

¢ (2,0) = tanh (v (z — z9)) — tanh (z — X)) — 1. (5.27)
O outro perfil adequado para H < 0 é:

¢ (x,0) = —tanh (v (x — x0)) + ¢3 (x) + 1,

isto é,

¢ (x,0) = —tanh (v (z — z¢)) + coth (z — X;) — 1. (5.28)

E importante comentar aqui, que devido & simetria do modelo ¢*, existe uma relacio de
equivaléncia entre os resultados dessas configuracoes iniciais. Como pode ser verificado, os
resultados da configuragdo (5.25) sdo equivalentes aos resultados da configuragao (5.27), e
os resultados obtidos pela configuracao (5.26) sao equivalentes aos obtidos pela configuracao
(5.28). Por essa razao, precisa-se realizar colisdes para apenas duas dessas configuracoes, que

obteremos todos os comportamentos possiveis para esse modelo.
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Figura 5.5: Configuragées iniciais para a) H > 0 dada por (5.25). b) H < 0 dada por (5.28).

Neste trabalho, apenas as configuragoes (5.25) (H > 0) e (5.28) (H < 0) sdo utilizadas.
Para ambas as configuragoes, considera-se que o kink ou antikink viajante parte inicialmente
de uma posicao rg = —10 viajando em direcao a fronteira com velocidade v; > 0.

Para resolver o sistema numericamente, definimos um intervalo de comprimento L e, colo-
camos a condi¢ao de contorno de Neumann em x = 0 e uma condicao de Direchlet em x = —L.
Utilizamos um método de diferencas finitas de quarta ordem em uma grade com 2048 né6s com
L = 100, logo o passo veio a ser dx ~ 0.05; para a discretizacao no dominio do tempo, foi usado
o método de Ruge-Kutta de quarta ordem com passos de ot = 0.002.

Nossas simulagoes reproduziram os resultados obtidos no trabalho [15] onde foram apresen-
tadas ricas caracteristicas, dentre elas, alguns fendmenos sobre os quais nao havia na literatura.
Falaremos agora sobre os principais fendémenos encontrados para este modelo. Estes encontram-

se resumidos nas figuras 5.6, 5.8 e 5.9.
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Figura 5.6: Numero de bounces por v; paraa) H = —0.1, b)) H = —0.2. Em c) temos o antikink
na velocidade critica de repulsao para H = —0.2; v; = 0.171992022.
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Figura 5.7: Janela zero. Nao existe nenhuma oscilacao entre os dois grandes minimos.

Como esperado, a partir da expressao da forga estatica (apéndice B ), para H < 0 a for¢a
é inicialmente repulsiva. Como consequéncia, se o antikink viaja com uma velocidade inicial
pequena, ele nao consegue se aproximar o suficiente da barreira, sendo refletido de forma elastica
para —oo. A medida que sua velocidade v; aumenta, o antikink consegue chegar cada vez mais
proximo do contorno, até que atinge uma certa velocidade de equilibrio, onde o antikink nao
chega a fronteira, mas também nao refletido, e dessa forma ele fica em um estado de equilibrio,
veja as Figs. (5.6b) e (5.6¢) para H = —0.2. Chamamos tal velocidade de velocidade critica de
repulsao vep. Para velocidades v; > ve, 0 antikink consegue vencer a for¢a repulsiva, colidindo
na fronteira. Aumentando ainda mais a sua velocidade, ele alcanca a velocidade critica de
escape v.., onde sempre escapard para —oo ap6s a primeira colisao.

Outra caracteristica importante do modelo para valores de H < H,. é a “resurreicao” de uma
janela de two-bounce que Campbell percebeu estar ausente em seu trabalho, [3]. Esta janela
pode é ilustrada na figura 5.6b, estando centrada em torno de v; = 0.245. Vamos chamar esta
janela de janela zero, pelo fato desta se localizar antes daquela que conhecemos como primeira
janela. Na figura 5.7, mostramos uma colisao com v; = 0.244 nas proximidades do centro da

janela. ver-se que o nome se justifica, pelo fato de entre as duas colisoes haver zero oscilagoes.

Para H > 0, temos duas caracteristica principais: Para valores de H < H. ~ 0.6, observamos

(Fig.5.8 ) uma estrutura de janelas multi-bounces com a mesma estrutura do modelo ¢*, no
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Figura 5.8: Ntumero de bounces versus v;: a) H = 0 reproduz o modelo ¢*; b) H = +0.2
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entanto a medida que aumentamos o valor de H a velocidade critica de escape vai se tornando
menor que o valor padrao v.,. = 0.2598 e, em consequéncia a estrutura vai ficando cada vez mais
comprimida. Para H = 0 a estrutura de multi-bounces do modelo ¢* (Fig. 4.7b) ¢ perfeitamente
recuperada.

Por fim, para valores de H > H,. observamos em nossas simulagoes, 0 mesmo comportamento
encontrado [15] . Sao novos comportamentos que podem ser vistos na figura 5.9. Na figura 5.9a
percebemos que ap6s a colisao a fronteira permanece em um estado de agitacao, isso acontece
devido a fronteira estd com a energia préximo de seu valor maximo. Nessa situacao a colisao
do antikink pode ocasionar a criacao de um novo kink a partir da fronteira. Na figura 5.9b
observamos que a colisdo do antikink com a fronteira; nessa situacdo o novo par KK colide
por um certo nimero de vezes e depois se separam; ja para a velocidade v; = 0.39 o kink
originado da fronteira fica preso ao antikink inicial e viajam com velocidades praticamente

iguais, formando um bulk oscillon

v=0.35 v=0.37

100 75 50 25 0

/ |
e i

100 75 50 Time 25 0

(c)

Figura 5.9: Colisdo antikink-fronteira para H = 0.9. a) v; = 0.35 , b) v; = 0.37 formagao de
um par KK c¢) v; = 0.39 Formagao de um bulk oscillon.
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5.3 Modelo ¢°

O passo seguinte ao que se tem estudado até aqui é o estudo de colisoes kinks-fronteira
para o modelo ¢%. A principal motivacdo para este estudo é a comparacao com os resultados
obtidos para o modelo ¢* com condicdo de contorno. J4 vimos na secio 4.3 que o estudo de
colisdes no ¢ proporcionou uma nova abordagem, em relacao ao ¢*, para o entendimento das
estruturas de ressonancia. Da mesma forma, nesta secao estudamos colisoes kinks do modelo ¢°
em uma semi-linha verificando as semelhancas e possiveis novos comportamentos nesse contexto

de maior nao-linearidade.

5.3.1 Solucoes e condicao de contorno

Iniciamos com as solucoes estaticas para as equacoes de primeira ordem do modelo ¢°

¢ =% (0 —¢°). (5.29)

O sinal superior, ¢, = (¢ — ¢*), tem as seguintes solugoes

¢1i (Z’) . 1—&—‘5anh2(9c—X0)7 ¢2i (.Z’) -+ 1+c0th2(x—X0) (530)

Para o sinal inferior, ¢, = ¢* — ¢, tém-se as solugoes

¢3:|: (x> - 1ftanh2(fo1) ¢4:ﬁ: (1:) S 1fcoth2(:cfX1)’ (531)

onde novamente X, (H) e X; (H) s@o obtidos a partir da condi¢do de Neumann em z = 0.
Como j4 visto na sec¢ao 4.3, o modelo ¢° possui dois setores topologicos. Para os fins de nossa
investigagao, vamos estudar colisdes somente para o setor que compreende os minimos 0 e 1. Por
isso, nesta secao nos interessam somente as solucoes que interpolem entre esses dois minimos.
Analisando as solugoes (5.30) e (5.31), vemos que ¢4 (z) e ¢ (z) sdo as tnicas solucoes que
interpolam no setor topolégico considerado, isso implica que as duas podem ser consideradas
para o uso da condicao de contorno de Neumann. Primeiramente, vamos considerar a fronteira

como sendo a soluc¢ao ¢4 (). A aplicacdo da condi¢do de Neumann para esta solucao nos leva
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Figura 5.10: X, em funcao de H no modelo ¢°

uma equacao transcendental para X, dada por

62XO

— = H. 5.32
(1+ e2%0)2 (582
Logo, nesse caso Xg (H) é obtido numericamente. A figura 5.10 mostra o seu comportamento
em funcdo do campo H. Na secao 5.1 o valor maximo do parametro H, com H > 0, foi

Hypaw = 1. A partir da equacao (5.32), vemos que campo H agora esta restrito ao intervalo

2
0<|H|< §\/§ = Hypas (5.33)

5.3.2 Energias na Fronteira

Lembrando que para o potencial ¢ W = %2 — f, e a equacgao (5.9), neste caso, é dada por
do
=% (p—¢°). (5.34)

A solugdo ¢4 () satisfaz o sinal superior, além do que em z = 0, deve valer que

H = ¢1(0) — 67 (0), (5.35)



CAPITULO 5. ESPALHAMENTO EM BARREIRAS DE CONTORNO 67

e assim a energia de ¢, (z) sera

Blor] = (5 (0) - 164(0)) = 30t (-00) + ot (-o0) = HoL (0). (530

Multiplicando (5.35) por ¢; (0), obtemos que

Hoy (0) = ¢y (0)* — ¢ (0)* (5.37)

Agora, fazendo uso da relacao (5.37) em (5.36), obtém-se a energia na forma

2 4 2 (_ 4(_
E¢] = ¢12(0) _ ¢14(0) _ ¢ (2 o) 4 o1 (4‘30) — & (0)2 ¥ (0)47
e como ¢ (—oo) = 0, obtemos a energia de ¢, (z) como sendo
3 4 L,
Efor] = 261 (0) - 36%(0) (5.38)

5.4 Colisao Antikink-Fronteira

Nesta secao apresentamos os resultados das nossas simulacoes para H > 0. A fim de esta-
belecer uma comparacgao com os resultados obtidos na secao 5.1, mostramos os resultados para
as mesmas proporcoes do H,,... Lembrando que para o ¢*, H,,., = 1.0 e que para modelo ¢°,
H,,.. ¢ dado por 5.33. Consideramos um antikink, em uma posicao inicial g = —20, viajando
em direcao a fronteira com velocidade v; > 0. Novamente em x = 0, existe a condicao de
Neumann. A configuracao inicial para a qual calculamos a evolucao da equacao de movimento

é dada por:

6 () = \/% (1+ tanh (z — X)) + \/% (1 tanh (v (z — 70))) (5.39)

O método numérico é o mesmo utilizado na se¢ao 5.1. Usamos uma grade com 2048 nds com
L = 100. Como nesse modelo o sistema precisa de mais tempo para evoluir, realizamos nossas

simulacao com o intervalo de tempo 0 < ¢ < 600.
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5.4.1 Resultados e Discussao

Mostramos nas figuras 5.11 a estrutura de ressonancia do modelo simulado. Podemos per-
ceber que para esses valores de H existe uma estrutura de janelas multi-bounces e portanto
esperamos que exista um mecanismo de troca de energia para esta configuracao. No que se
refere ao valor da velocidade critica v,.., observamos um comportamento diferente em relacao
a v, no modelo ¢* com condicao de contorno ; a estrutura de janelas de two-bounces avanca
para valores maiores de v,,, fazendo nesse aspecto, um movimento contrario ao observado na
secao 5.1. Na figura 5.11c, mostramos o aspecto da colisao para a velocidade v; = 0.6242 com

o campo H = 0.1H,,,,.

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12

(a)

1k

0.04 0.06 008 o1 012 014 016 0.18
(b)

Figura 5.11: Estrutura de two-bounce para: a) H = 0.1H,,,,, b) H = 0.2H,,,,- Em ¢) vemos
uma colisao do tipo two-bounce quando v; = 0.06242 e H = 0.1H,,,45.
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Nossos resultados mostram que também existe o fenémeno de “ressureicao” ou restauracao de
janelas de two-bounces. Em colisces antikink-kink do ¢°, (4.30), a primeira janela é n = 11 [14],
enquanto que na figura 5.12a, no modelo ¢° na semi-linha, quando H = 0.2H,,,,, observamos
que para a primeira janela n = 4. Também realizamos simulacoes para grandes valores de H,
com H = 0.9H,,,,. Neste caso notamos que os novos fenémenos, observados no modelo ¢* com
condi¢ao de contorno, também sao encontrados no presente modelo. A figura 5.12b mostra o

fendémeno bulk oscillon para v; = 0.3.

02t \
0.4t

¢(0,t)

L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

(a)

Figura 5.12: a) Primeira janela de two-bounce para H = 0.2H,,,,. b) Formacao de um bulk
oscillon para v; = 0.3, com H = 0.9H,,,4..

Nesta secao, apresentamos os principais resultados que temos obtidos para o modelo ¢° na
semi-linha. Ainda nos restam algumas anélises para que possamos fundamentar nossas expli-
cagoes sobre os comportamentos observados. A principal dessas anélises consiste em estudar
o setor perturbativo da configuracao antikink-fronteira. Na secao 4.3 vimos que os kinks do
modelo ¢° niao possuem modos internos de vibracao, logo o aparecimento de uma estrutura
de two-bounces possivelmente se deve ao surgimento de modos internos de vibracao para a
configuracao antikink-fronteira . A nao integrabilidade do modelo juntamente com a maior

nao-linearidade da equacao de movimento dao um carater nao-trivial para tais analises .
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Conclusao

Nesta dissertacao podemos perceber as diferencas existentes entre modelos integraveis e nao-
integraveis, no contexto de colisoes do tipo kink-antikink. Para modelos integraveis, realizamos
o estudo de colisoes de defeitos no modelo sine-Gordon. No cenario que estudamos, observamos
que de fato, nao existe perda de energia por radiacao e desta forma os solitons apenas mudam
por uma fase, indo para um outro estado de vacuo da teoria apés a colisao. Este comportamento
também se deve, segundo o que acreditamos atualmente, & auséncia de um modo vibracional,
uma vez que o modelo sine-Gordon possui apenas a solugao de modo zero.

No capitulo 4 realizamos colisoes de kinks em modelos de natureza nao-integraveis. Estes
modelos se assemelham ao sine-Gordon no aspecto de que também possuirem solugoes topolo-
gicas. No entanto, eles se mostraram muito diferentes no que se refere a dinamica da colisao.
Para o modelo ¢*, observamos que, para baixas velocidades, apds a colisdo o kink fica preso
ao antikink formando um estado de longa vida - o bion; para velocidades acima de uma certa
velocidade critica, o kink sempre se separa do antikink apos uma colisao. No entanto, obser-
vamos a existéncia de algumas faixas de velocidades v;, < v; < v com Vi, Vi < Vg, €M qUE
o kink consegue escapar para o infinito apds colidir uma segunda vez, mesmo estando com
velocidade menor que a velocidade critica de escape v,... A essas faixas de velocidades deno-
minamos janelas de two-bounces. Mostramos através da figura 4.7b que existem um ntmero
grande dessas janelas entre 0.192575 < v; < v... A colisao para uma velocidade que pertence
a uma janela de two-bounce obedece & uma condicao de ressonancia dada pela equagao (4.14);
verificamos que as janelas obtidas em nossas simulacoes, de fato, obedecem ao mecanismo de

troca de energia, isto é demonstrado pela figura 4.7a. Dessa foram, reproduzimos os principais
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resultados descritos na literatura, acerca de colisdoes neste modelo. Também concluimos que
o novo comportamento do modelo ¢* em relacdo ao sine-Gordon se deve ao armazenamento
de energia pelo modo vibracional do kink, que acontece apds a primeira colisao; sendo que na
segunda colisao a energia armazenada no modo vibracional é devolvida ao modo de translacao

do kink permitindo dessa forma que ele escape. Ainda no capitulo 4, estudamos o modelo duplo

1.
e

sine-Gordon. Este modelo apresenta dois tipos de solucoes kinks para n < —7: a solucao large
kink e a solucao small kink; apenas a solucao small kink apresenta um modo vibracional interno
capaz de armazenar energia. Janelas de multi-bounces foram observadas apenas para colisoes
entre small-kinks. Desta forma, este modelo serve como um segundo exemplo, demonstrando,
novamente, o sucesso do mecanismo de troca de energia para explicar a existéncia das janelas
de multi-bounces.

Estudamos também colisdes entre kinks no modelo ¢°. Neste modelo observamos que os kinks
nao tém um modo interno de vibracao, possuindo apenas um modo relacionado a translagao.
Todavia para a configuracao (4.30) as janelas de multi-bounces estao presentes de forma muito
semelhante as janelas de colisoes kink-antikink do modelo ¢*. Desta forma, apos o estudo
deste modelo, concluimos que nao é suficiente buscar solucoes de estados ligados apenas para
as solugoes topologicas em suas formas individuais, mas também para as configuragoes iniciais,
tais como (4.29) e (4.30).

No capitulo 5, estudamos o espalhamento de kinks por uma por fronteira, existente devido
a uma condic¢ao de contorno de Neumann em x = (. Primeiramente, seguimos o estudo recente
[15] estudando a colisdo de um antikink com a fronteira para a teoria ¢*. Para pequenos valores
do campo magnético H, percebemos que a estrutura de janelas de two-bounces é modificada
de forma diferentes para H > 0 e H < 0. Para pequenos valores do campo H positivo, as
estrutura de janelas multi-bounces sao muito semelhantes aquelas do modelo estudado na secao
4.1, sendo igual quando H = 0. Na figura 5.7 vemos uma colisao no intervalo da janela zero,
que é uma janela anterior a primeira janela da fig. 4.4b, que nao foi observada em colisoes
de kink-antikink do modelo ¢*. Para grandes valores de H positivo temos um novo intrigante
fenomeno: nessa situacao, a barreira em z = 0 tem um valor de energia proximo do maximo
permitido, entao a colisao do antikink é capaz de induzir o surgimento de um novo kink a partir

da fronteira. Foi observado que esse novo par, K K, pode colidir por um ntimero finito de vezes,

se separando logo em seguida ou que o par pode ainda ficar preso um ao outro formando um
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bulk oscillon.

Na secdo 5.3 mostramos o espalhamento com condicdo de contorno para o modelo ¢° consi-
derando H > (. Nossas simulagoes mostraram que o padrao de janelas multi-bounces observado
para colisoes antikink kink no modelo ¢° é mantido. Quando fazemos H = 0, recuperamos
a estrutura de janelas do modelo ¢° fig. 4.18. Até agora podemos concluir que os principais
fendmenos observados no estudo do ¢* com condicdo de contorno, também sdo observados no
modelo ¢°. Por exemplo, a formacao de bulk oscillon foi também observada, sendo que neste
modelo, estas estruturas sao ainda mais frequentes. Para pequenos valores de H > 0, foi obser-
vada a restauracao de janelas de two-bounces de ordem menor, que nao aparecem em colisoes
antikink-kink do modelo ¢° na linha completa.

Sobre as perspectivas futuras deste trabalho, esperamos continuar o estudo da secao 5.3, uma
vez, que ainda existem andlises pendentes. O proximo passo é realizar a analise perturbativa,
tendo por objetivo entender de que forma a condi¢ao de contorno modifica os modos normais
de vibracao. Como observamos, para pequenos valores do campo H, a estrutura de janelas
se assemelha aquela do modelo ¢°. Entdo esperamos encontrar modos vibracao na colisao de
um antikink com a fronteira no modelo ¢°. Isto serd interessante pois, como ja estudamos, o
antikink no modelo ¢°® nao possui modo interno de vibracao.

Certamente, os conhecimentos tedricos desta area da Fisica, além do aprendizado com mé-
todos numéricos, adquiridos durante este trabalho, nos ajudarao muito em trabalhos futuros.
Trabalhar com métodos numéricos é uma tarefa que exige atencao e olhar critico. Atualmente,
trabalhos que envolvem simulagao, na mesma linha deste trabalho, tém exigido métodos cada
vez mais precisos. Por isso, outra perspectiva deste trabalho é o estudo de outros métodos

numéricos.
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Apéndice A

Métodos Numéricos

A.1 Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas para resolver uma equacao diferencial ordinaria (E D O),
consiste em substituir cada uma das derivadas por sua respectiva aproximagao numérica em
série [63]. A discretizagdo aqui utilizada foi implementada através do esquema de diferencas

centradas de 42 ordem. Iniciamos considerando as seguintes aproximacoes em 4% ordem:

u(x+h) =u(x)+ hu (z) + %u” (x) + %u’” () + 2—41/”’ () + -~ (A.1)
uw(l@ —h) =u(z) —hu' (x) + %u” (z) — %u’” () + %u”” () + - (A.2)

A partir das equagoes (A.1) e (A.2), e considerando termos até segunda ordem, obtém-se u” ()
somando as duas aproximacoes, ou seja,
~u(z+h)—2u(z)+u(r—h)

' (z) = 72 : (A.3)

Multiplicando (A.2) por (—1) e somando com (A.1), obtemos

, u(x+h)—u(x—nh)
u () = o . (A4)
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A discretizagao de 4* ordem consiste em somar (A.1) e (A.2), que resulta em

u' (x) = —?—;um/ (x) + 1 [u(x+h)—2u(x)+u(x—2h), (A.5)

e usando a aproximagao (A.3) com o fato de que

n d2 "
u" (z) = ks (x), (A.6)

temos que

@ u(:c—i—h)—Qu(x)—i—u(x—h)} _ {u”(a:%—h)—2u”(:v)+u”(:v—h)

U,//// (.T) — dx2 h2 hQ (A?)

Assim, usando novamente a aproximacao (A.3) para cada um dos trés termos de (A.7). Obtém-

se

u" () = [u(x +2h) — du(x + h) 4+ 6u(x) — 4u (x — h) + u (z — 2h)], (A.8)

que substituida em (A.5), resulta na seguinte aproximacao para u” (x):

1
" _
wir) = =155

[ (z +2h) — 16u (z + h) + 30u (z) — 16u (x — h) + u (z — 2h)]. (A.9)

Na obtencao do operador v’ (z) de 4* ordem, segue-se um procedimento semelhante, subtraindo-
se (A.1) de (A.2), para obter que
~u(z+h)—u(x—h) R

u (z) = 57 - Eu"' (x). (A.10)

O préximo passo, consiste em reescrever o termo de maior derivada como

h_2u/// (ZL‘) _ h_2£u// (ZE) _ %2% u(m+h)—21;(2x)+u(r—h) _ % [UI(ZL’ + h) — (ZE) + (I’ o h)]

(A.11)
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%2um(x):é{{u(erZ;)L_u(x)} Ly {u(erh)Q—hU(x—h)} N {u(x)—u(x—Qh)}}

h? 1
Eu”’ (x) = o [u (x4 2h) +2u(z — h) —2u (z + h) —u(z — 2h)], (A.12)
novamente a expressao (A.3) foi usada para substituir «” (z) e (A.4) para substituir «’ (x).

Agora apoés substituir (A.12) em (A.10), obtém-se u' (z) como sendo

u (x) = —ﬁ [u(x+2h)+8u(x—h)—8u(x+h)—u(x—2h). (A.13)

A existéncia presenca u (xz + 2h) e u (x — 2h) , exige que o grid tenha dois pontos adicionais
em ambas as extremidades. Os primeiros pontos sao obtidos a partir de uma condicao inicial
para a funcao u (z), ou seja, u (x — 2h) = u(x) = a, com a = const. (Condi¢ao de Dirichlet);
enquanto que os dois tltimos pontos podem ser obtidos a partir de uma condicao sobre a
derivada de u (z), ou seja, v’ (z) = 8 (condigdo de Neumann) e, utilizando as expressdes:

u(x+h)=u(x—h)+2h8+ %Bu’" (z) (A.14)

u(x +2h) =u(x —2h) — 12h58 + 8u (x + h) — 8u (x — h) (A.15)



Apéndice B

Forca Estatica

B.1 Modelo ¢*

B.1.1 Forca estatica de interacao kink-antikink no modelo ¢*.

Nesta secao temos o objetivo de calcular a forca de interacao entre um antikink ¢, e um kink
¢, estando o centro de ¢ em x = —a e o centro de ¢5 em x = a . Seguimos o procedimento da
referencia [5], sendo que o mesmo resultado é obtido em outras referéncias, como por exemplo
[45]. Esse procedimento, consiste em obter a for¢a a partir da variagdo temporal do momento. O

momento do campo é dado pela equacao 2.11. Entao, o momento em um intervalo semi-infinito,

(—o0,b], é

P:_/dew:—/_;(%f) (aj;)

Derivando em relacao ao tempo, obtém-se a forca

e [() (8) (2) 3
e (3 (8)- (3) 3]

Usando a equagao de movimento

6) para substituir ¢ (z), e também com as igualdades

(2
Te (R e BA () -4 ()

5o = 330 (55 o 1o (B A expressao acima se torna

81
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b 1d [06\° b 1d [06\° boav

Agora, integrando a diferencial total no intervalo de integracao

F= {—% (62 +02) +v<¢)}b . (B.1)

e}

Observando a equagao (2.10), podemos interpretar a for¢a entre os kinks em dado intervalo,
como sendo a diferenca de pressao entre os pontos limites desse intervalo.

Vamos agora considerar a forma do perfil inicial, que é uma configuracao estatica dada por

¢ () = ¢1 () + @2 () + 1,

sendo

¢1 () = —tanh (x + a)

¢ () = tanh (z — a),

assim a equagao (B.1) se torna

b

F= —%( P 05) V(61 + b2t 1)

— 00

O ponto b esta entre o centro do antikink e o centro do kink, e também muito longe de ambos,
ou seja, —a < b < a. Assim, durante todo o intervalo de integracao, temos que a soma ¢, + 1
tende a zero. Entao podemos linearizar os termos do campo ¢,. Fazendo assim e também

expandindo V (¢) em torno de ¢, obtemos da equagao acima.

]' / / / dV
F= —3 12—¢1¢2+V(¢1)+(1+¢2)%¢_¢

1] -

A derivada temporal se anulou, devido o perfil inicial ser estatico. Agora podemos usar a

expressao de Bolgomol’'nyi (2.19) e perceber que o primeiro e terceiro termo da expressao
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acima se anulam entre si. Resultando

F=[~¢¢h+ (14 ¢2) ¢1]" . - (B-2)

onde também usamos a equacao de movimento estatica para substituir o altimo termo.
Vamos analisar a contribuicao dos limites de integracao. Dado o perfil inicial, vemos que o
limite inferior ndo contribui na expressao (B.2), pois a derivada primeira e segunda sdo nulas

no infinito.. Em relagdo ao limite superior, considerando a seguinte série [49]

tanh (z —a) = -1+ 2 Z (—1)F 20 R @+a), (B.3)
k=0

e lembrando que b esta longe do kink e do antikink, observa-se que em b havera somente o
comportamento assintotico de ¢; e ¢o. Assim basta o primeiro termo da série (B.3) para

representar a contribuicao do limite superior, que é dada por

¢1 (r) = —tanh (z + a) ~ —1 + 27 2@ ¢, (v) = tanh (z — a) ~ —1 +2e*@2)  (B.4)

Substituindo as expressdes acima com suas receptivas derivadas na expressao (B.2), obtemos a

forca entre o antikink e kink

F = 32¢ 21, (B.5)

onde R = 2a é a separacao entre o kink e antikink.

B.1.2 Forca de interacao entre o antikink e a Fronteira

Tendo compreendido a secao B.1.1 estamos agora em condigoes de obter a forca entre um
soliton e a fronteira. Pelo mesmo procedimento descrito em [?], inicialmente temos um antikink
localizado em © = 2y < 0 e adicionamos uma espécie de kink “imagem” em = = z; > 0.

O perfil estatico dessa configuracao é:

¢ (r) = —tanh (x — z¢) + tanh (v — 1) + 1. (B.6)
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De acordo com a equagao (B.5), a forga para essa configuragao é

F = 32¢2(@1-20) (B.7)

Pelas mesmas consideragoes feitas na secao anterior, vamos considerar o comportamento assin-

totico do perfil

¢ (7) ~ (=1 +2e72@70)) 4 (=1 4 2e2**)) 41, (B.8)
onde agora a forma assintotica acima vale se escolhemos ||, |xg| > 1.
O perfil (B.6) e sua forma assintotica devem satisfazer a condigdo de contorno de Neumann
(5.3). Dessa forma, aplicando essa condigao a (B.8), temos

H = —4e*0 + 4e7>"1

de onde vemos que

1
e 2 = T+ e, (B.9)

Substituindo a relacao acima na equagao (B.7), obtemos uma expressao para a for¢ga em termos

do campo H e de zg.

1
F =32 (ZH + 6210) e (B.10)

Vemos que quando H < 0, a forca é repulsiva longe da fronteira e, atrativa em sua proximidade.

B.2 Modelo ¢°

B.2.1 Forca entre kinks.

Vamos agora calcular a forca entre um kink e um antikink do modelo ¢°. Novamente, eles
devem estd bem separados. O nosso ponto de partida é a ja conhecida expressao para a forca,

dada pela equagao (B.1), ou seja

F— [_% (#+9?) +V<¢>]b ,

e}
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onde V (¢) é agora o potencial do modelo ¢ A configuracao de perfil inicial é a seguinte:
colocamos um antikink do tipo ¢(1,) em uma posicao z = —a e colocamos um kink do tipo

¢(0,1) em uma posi¢ao r = a.

¢ (x) = ¢1 () + d2 (2), (B.11)

sendo

@cw:¢@m@w:J%u—wMMx+@k@cw=¢@D@w=J§u+umhu—a»

Substituindo o perfil (B.11) na equacao (B.1), obtemos

b
P V)]

Novamente escolhemos o ponto b longe de ambos antikink ¢; (z) e kink ¢9 (z), dessa forma
agora percebemos que durante todo o intervalo de integragao ocorre que ¢, (x) — 0, logo nesse
intervalo esse campo pode ser bem descrito apenas em termos lineares. Novamente, expandimos

V (¢) em torno de ¢; (x). Obtemos entao a seguinte expressao

b

1., dv
F=|=5¢? =165+ V (¢1) + do—— ;
2 a9,

11—

que em se tratando de solucao da equacao de primeira ordem se reduz a

F=[—¢\¢h+ ¢t . (B.12)

Vamos analisar a contribuicao dos limites de integragao. Através do perfil inicial, vemos que o
limite inferior nao contribui na expressao (B.12), pois novamente a derivada primeira e segunda
sao nulas no infinito.. Em relacdo ao limite superior, temos que b o comportamento de ¢; (z)

e ¢9 () serd assintotico. A forma assintotica no presente caso, se reduz a

1 -1 2e—2(z+a)
¢1 ($) - \/ +< +2 € ) _ e—(x—l—a)’ (B13)

oo (2) ~ \/1 +(~1 J; 202 ) oy (B.14)
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Assim, apos calcular as derivadas de (B.13) e (B.14) para substituir em (B.12), obtemos a
expressao para a forca entre dois kinks no potencial ¢°.

F=2e"R (B.15)

onde novamente, R = 2a é a separagao entre kink e antikink.

B.2.2 Forga entre o kink e a Fronteira

Agora vamos repetir os passos que fizemos na secao B.1.2 para o caso de um kink do modelo
¢°®. Assim, inicialmente temos um antikink localizado em x = 27 < 0 e adicionamos um kink

“imagem” em x = x; > 0. O perfil estatico dessa configuracao é:

¢ () = \/% [1 — tanh (x — z¢)] + \/% [1 + tanh (x — z1)]. (B.16)

De acordo com a equagao (B.15) a forca para essa configuragao fica.

F = 2¢~(@1720), (B.17)

No ponto no qual a forca foi calculada, apenas o comportamento assintotico do perfil é relevante.
O comportamento assintotico é dado por:

¢ (x) ~ e (@m0) 4 glemar), (B.18)

Esse perfil deve satisfazer a condicao de Neumann

¢

=H
dz

=0

Y

Entao a partir da derivada do perfil em z = 0, obtemos

_ ,—T1 __ %o
H=c¢ e,

De onde temos a relacao

e " =H+e™. (B.19)
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Substituindo agora essa relagao na equagao da for¢a (B.17), obtemos a forga entre o antikink e

a fronteira em termo do campo H e da posicao inicial do antikink

F = (H + e™)e™. (B.20)



	Introdução
	Campo Escalar Real
	Formulação Lagrangeana
	Método de Bolgomol'nyi
	Análise perturbativa das soluções estáticas

	Modelos Integráveis
	Modelo Sine-Gordon (SG)

	Modelos Não-Integráveis
	Modelo 4
	Duplo Sine-Gordon 
	Colisões kink-antikink para =-12

	Modelo 6

	Espalhamento em Barreiras de Contorno
	Modelo 4 
	Soluções e condições de contorno
	Energia na Fronteira

	Colisão Antikink-Fronteira
	Modelo 6 
	Soluções e condição de contorno
	Energias na Fronteira

	Colisão Antikink-Fronteira
	Resultados e Discussão


	Conclusão 
	Referências Bibliográficas
	Métodos Numéricos 
	Diferenças Finitas

	Força Estática 
	Modelo 4
	Força estática de interação kink-antikink no modelo 4.
	Força de interação entre o antikink e a Fronteira

	Modelo 6
	Força entre kinks.
	Força entre o kink e a Fronteira



