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Resumo

A dinâmica de part́ıculas escalares de spin-zero num plano tem chamado a atenção recen-

temente devido a novos fenômenos como por exemplo o efeito Hall quântico e isolantes to-

pológicos para sistemas bosônicos. Neste trabalho estudamos a dinâmica de uma part́ıcula

escalar de spin-zero num potencial oscilador de Klein–Gordon acoplado a uma mistura de

potenciais de natureza escalar e vetorial do tipo Cornell em (2+1) dimensões. Aplicando o

método de separação de variáveis, a equação radial pode ser expressa como uma equação de

Schrödinger com um potencial efetivo composto do oscilador harmônico tridimensional mais

um potencial Cornell. Usando uma apropriada mudança de variável a equação radial pode

ser expressa em termos da equação diferencial de segunda ordem chamada biconfluente de

Heun. Seguindo o procedimento adequado, é dizer, aplicando corretamente as condições de

contorno, a solução da equação radial pode ser expressa em termos dos polinômios de Heun.

A partir das condições de contorno a condição de quantização também é obtida e mostramos

que para este problema o estado fundamental é definido pelo número quântico n = 0 medi-

ante restrições dos valores dos parâmetros do potencial. Também analisamos as soluções para

alguns casos particulares já discutidos na literatura. Neste contexto, quando consideramos

o potencial escalar do tipo linear e vetor do tipo Coulomb, o estado fundamental também

é definido pelo número n = 0 em oposição ao que foi divulgado na literatura. Observamos

ainda que quando consideramos apenas a interação vetorial do tipo Coulomb, neste caso o

estado fundamental é definido pelo número quântico n = 1, em concordância com outros

trabalhos divulgados na literatura.

Palavras-chaves: Oscilador Klein-Gordon, potencial Cornell, estados ligados, polinômios

de Heun





Abstract

The dynamics of scalar particle spin-zero in a plane has drawn attention recently due to

new phenomena such as quantum Hall effect and topological insulators for bosonic systems.

We study the dynamics of a particle spin-zero scalar Klein-Gordon an oscillator coupled to a

potential mixture of potential nature scalar and vector Cornell type in the (2 + 1) dimensions.

Applying the method of separation of variables, the radial equation may be expressed as a

Schrödinger equation with an effective candidate compound the three-dimensional harmonic

oscillator potential Cornell another. Using an appropriate change of variable radial equation

can be expressed in terms of the differential equation of second order called biconfluente of

Heun. Following proper procedure, that is, correctly applying the boundary conditions, the

radial equation solution can be expressed in terms of polynomials Heun. From the boundary

conditions the quantization condition is also obtained and show that for this fundamental

state problem is defined by the quantum number n = 0 under restrictions of the values of

potential parameters. We also analyze the solutions to some particular cases already discussed

in the literature. In this context, when we consider the scalar potential of the linear type

and vector Coulomb type, the ground state is also defined by the number n = 0 as opposed

to what was reported in the literature. We also observed that when we consider only the

vector Coulomb interaction type, in this case the ground state is defined by quantum number

n = 1, in agreement with other studies reported in the literature. Keywords: Klein-Gordon

oscillator, Cornell potential, bound states, polynomials Heun
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Apresentação

O oscilador harmônico é um modelo que tem uma função fundamental no ramo da f́ısica

[1]. Ao longo dos séculos tem sido um instrumento de grande importância na resolução

de problemas cient́ıficos, sua maior relevância como ferramenta básica veio à tona com o

surgimento da Mecânica Quântica. A razão do seu destaque junto à Mecânica Quântica se

deve ao fato de ter sido o primeiro exemplo em que as regras de quantização foram aplicadas(a

proposta de Planck para associar unidades discretas de energia com osciladores de radiação),

e desde então, seus espectros, funções de onda, simetrias, entre outras caracteŕısticas têm

sido usados em inúmeras aplicações, não só em cálculos diretos, mas também para aumentar

nossa compreensão acerca dos problemas mais complexos [2].

O modelo relativ́ıstico mais popular do oscilador Harmônico que hoje é conhecido como

oscilador de Dirac foi proposto por Moshinsky e Szczepaniak [3, 4] em 1989 no seu artigo inti-

tulado de “The Dirac Oscillator”com o propósito descrever sistemas relativ́ısticos (part́ıculas)

invariantes sob transformação de Poincaré e que produzem estados ligados arbitrariamente

para altas energias com espectros analiticamente solucionáveis [5]. Eles acoplaram à equação

de Dirac uma interação do tipo linear tanto para as coordenadas quando para o momento.

O modelo do oscilador de Dirac é o paradigma natural usado para estudar as propriedades

de sistemas f́ısicos [6, 7]. Este modelo é baseado na dinâmica do oscilador harmônico para

part́ıculas de spin-1/2 introduzindo uma prescrição não-mı́nima na equação de Dirac. Tais

caracteŕısticas já mencionadas sobre este modelo e mais o fato de ser exatamente resolv́ıvel

têm contribúıdo para a grande quantidade de trabalhos desenvolvidos no âmbito deste for-

malismo teórico nos últimos anos [7]. O interesse nesse problema aparece em diferentes

contextos, tais como ótica quântica [7–10], supersimetria [7, 11–13], reações nucleares [14],

álgebra de Clifford [15, 16], e espaço não-comutativo [17].

Apesar de ser um modelo bastante estudado desde sua publicação seminal, a primeira

verificação experimental do oscilador de Dirac só foi obtido em 2013 por Franco-Villafañe

et al. O experimento realizado por eles foi baseado na relação do oscilador de Dirac com

um correspondente sistema de elétrons fortemente ligados (tight-binding). Este sistema é

implementado como um conjunto de micro-ondas por uma cadeia de discos dielétricos aco-
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plados, onde cada acoplamento é evanescente e pode ser ajustado de forma apropriada. As

ressonâncias do sistema de micro-ondas finito deram origem ao espectro de energia que é

condizente com o oscilador de Dirac unidimensional com e sem o termo de massa [18].

De maneira análoga, outros autores propuseram um modelo relativ́ıstico do oscilador

harmônico para descrever part́ıculas escalares (sistemas relativ́ısticos de spin inteiro). Bec-

kers et al., introduziram este tipo de interação à equação Duffin-Kemmer-Petiau (que trata

particularmente de part́ıculas com spins S = 0 e S = 1), enquanto Bruce e Minning in-

troduziram a mesma interação à equação de Klein-Gordon (que particularmente se atem a

part́ıcula com spin S = 0) [19] que atualmente é conhecida como oscilador de Klein-Gordon.

Estes últimos mostraram que o acoplamento do oscilador de Dirac na equação de Klein-

Gordon no limite não-relativ́ıstico leva à equação de Schrödinger para oscilador harmônico

não-relativ́ıstico [4].

Sistemas bosônicos em (2+1) dimensões tem chamado a atenção recentemente devido a

novos fenômenos f́ısicos, como por exemplo o efeito Hall quântico [20], isolantes topológicos

[21] e novos semimetais topológicos [22]. Além disso, considerando espaços curvos, especifica-

mente uma métrica de corda cósmica tem muita aplicação em f́ısica da matéria condensada,

já que a métrica que descreve uma disclinação corresponde à parte espacial do elemento de

linha da corda cósmica [23]. Outras aplicações f́ısicas de sistemas bosônicos podem ser asso-

ciadas a condensados de Bose–Einstein (CBE) [24, 25] e átomos neutros [26]. Portanto, nós

acreditamos que sistemas bosônicos em (2+1) dimensões merecem ser mais explorados.

A equação de Klein-Gordon é usada para descrever a dinâmica de part́ıculas de spin-zero

na mecânica quântica relativ́ıstica. Esta equação, para part́ıculas livres, é constrúıda usando

dois objetos: o quadrivetor, operador momento linear pµ = i�∇µ e o escalar, massa de

repouso m. Usando estes elementos e a relação de dispersão relativ́ıstica chegamos a forma

(pµp
µ −m2

0c
2)Ψ(�r, t) = 0.

Esta é a equação de Klein-Gordon para part́ıculas escalares livres. De modo que a inserção

do oscilador de Dirac a esta equação a transforma em

(E2 −m2
0c

4)Ψ(�r, t) = (p̂+ im0ωrr̂) · (p̂− im0ωrr̂)Ψ(�r, t).

Essa construção nos permite naturalmente a introdução de dois tipos de potenciais ex-

ternos, um deles é a inserção de um quadrivetor potencial Aµ, anexado à equação via aco-

plamento mı́nimo modificando pµ → pµ − qAµ. O outro é um acoplamento escalar Vs(r),

que é introduzido pela substituição m → m + Vs(r). O acoplamento mı́nimo inserido na

equação de Klein-Gordon é útil para estudar o comportamento de part́ıculas de spin-zero
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carregadas submetidas a um campo eletromagnético. Ele atua diferentemente nas part́ıculas

e antipart́ıculas quebrando a simetria do espectro de autovalores. Já o acoplamento escalar

atua igualmente tanto para part́ıculas quanto para antipart́ıculas e apresenta um espectro de

autovalores simétrico com respeito a E = 0.

Os termos “quadrivetores”e “escalares”referem-se à representação irredut́ıvel unitária cor-

respondente do grupo de simetria do espaço-tempo de Poincaré. A invariância de gauge do

vetor acoplado nos permite fixá-lo sem alterar o conteúdo f́ısico do problema.

Neste trabalho, estudamos a dinâmica de uma part́ıcula escalar de spin-zero sujeita a

um potencial do tipo oscilador de Klein–Gordon acoplado a uma mistura de potenciais de

natureza escalar e vetorial em (2+1) dimensões. Aqui, descartamos a parte espacial do qua-

drivetor potencial e consideramos apenas a temporal. Para cada um dos campos externos

utilizamos o potencial do tipo Cornell. A interação tipo Cornell é a combinação de uma com-

ponente linear que é responsável pelo confinamento da part́ıcula e uma tipo Coulomb que é

responsável pela interação de longo alcance e pode ser atrativo ou repulsivo. Mostramos que

a equação diferencial radial deste problema é equivalente a uma equação de Schrödinger com

um potencial efetivo composto do oscilador harmônico tridimensional mais um potencial de

Cornell. Aplicando corretamente as condições de contorno, encontramos que para este sis-

tema, as soluções para estados ligados são expressas em função dos polinômios de Heun. Além

disso, das condições de contorno a condição de quantização também é obtida e mostramos

que o estado fundamental é definido pelo número quântico n = 0, juntamente com restrições

dos valores dos parâmetros dos ponteciais externos. Analisamos em detalhe a condição de

quantização para dois casos particulares já estudados na literatura e apresentamos algumas

correções a esses resultados.

Como proposta de investigações futuras podemos estender a investigação deste problema

para o âmbito de espaços curvos e estudar o comportamento do oscilador de Klein-Gordon

com interações mista vetor-escalar do tipo Cornell.
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Caṕıtulo 1

Relatividade Restrita

1.1 Notação

Para descrever a teoria relativ́ıstica devemos conhecer a ferramenta matemática usada

nela. Nesta seção, introduziremos a notação usada na teoria relativ́ıstica que tem como pano

de fundo o espaço de Minkowski, o qual dá uma nova identidade para a relação espaço-tempo

combinando o espaço Euclideano com o tempo em uma variedade quadrimensional. Nesse

espaço, um intervalo de espaço–tempo é invariante para referenciais inerciais. Começamos

definindo o tensor métrico (forma covariante)

[gµν ] =













g00 g01 g02 g03

g10 g11 g12 g13

g20 g21 g22 g23

g30 g31 g32 g33













=













1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1













, (1.1.1)

com

gµν =











1 µ = ν = 0

−1 µ = ν = i

0 µ �= ν

. (1.1.2)

Uma vez definida a métrica, podemos agora caracterizar o comprimento de um vetor dx = dxµ

por ds2 = dxdx = gµνdx
µdxν . Está relação define o tensor métrico. A forma contravariante

gµν desse tensor surge da seguinte condição:
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[gµσ][gσν ] = [δµν ] ≡













1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1













. (1.1.3)

De (1.1.3) podemos mostras que [gµσ] = [gσν ]
−1, de modo que

[gµν ] =













1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1













, [gµν ] = [gµν ]. (1.1.4)

Esta métrica é denominada de métrica especial de Lorentz.

O quadrivetor é um conjunto de quatro grandezas, em particular para o quadrivetor

covariante, ele é definido como

xµ = {x0, x1, x2, x3} ≡ {ct, x, y, z}, (1.1.5)

que retrata as coordenadas do espaço-tempo. A componente de sub́ındice zero representa a

grandeza do tipo-tempo e as componentes de sub́ındices 1,2,3 representam as grandezas do

tipo-espaço. O quadrivetor covariante é obtido fazendo o abaixamento do ı́ndice µ com o

aux́ılio do tensor métrico como segue:

xµ = gµνx
ν = {x0,−x1,−x2,−x3} = {x0, x1, x2, x3},

xµ = {ct,−x,−y,−z}. (1.1.6)

Podemos observar que o abaixamento dos ı́ndices de um quadrivetor muda o sinal do com-

ponentes espaciais desse vetor mantendo inalterada a componente do tempo.

Reciprocamente, podemos obter o quadrivetor contravariante a partir do covariante, ou

seja

xν = gνσx
σ,

gµνxν = gµνgνσx
σ.

(1.1.7)

De (1.1.3) temos que gµνgνσ = δµσ , ou seja, a identidade. Assim, podemos escrever

xµ = gµνxν . (1.1.8)
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1.2 Produto interno no espaço de Minkowski

O produto interno de quadrivetores no espaço de Minkowski é dado por

x · x = gµνxµxν = xµxµ ≡
3
�

µ=0

xµxµ = x0x0 − x1x1 − x2x2 − x3x3.

De (1.1.5) e (1.1.6), temos

x · x = c2t2 − x2 − y2 − z2,

x · x = c2t2 − x · x. (1.2.1)

De forma análoga ao quadrivetor, podemos definir o quadrimomento da seguinte forma:























pµ =

�

E

c
, px, py, pz

�

,

pµ =

�

E

c
,−px,−py,−pz

�

.

. (1.2.2)

O produto interno para o quadrimomento no espaço de Minkowski pode ser escrito como

p · p = pµpµ =
E2

c2
− p2x − p2y − p2z,

p · p =
E2

c2
− p · p, (1.2.3)

e, da mesma forma podemos fazer

x · p = xµpµ = xµp
µ = ct ·

E

c
− xpx − ypy − zpz,

x · p = Et− xpx − ypy − zpz,

x · p = Et− x · p. (1.2.4)

O operador quadrimomento

p̂µ = i�
∂

∂xµ

=

�

i�
∂

∂x0

, i�
∂

∂x1

, i�
∂

∂x2

, i�
∂

∂x3

�

,

≡ i�∇µ =

�

i�
∂

∂(ct)
,−i�

∂

∂x
,−i�

∂

∂y
,−i�

∂

∂z

�

,
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p̂µ ≡ i�∇µ = i�

�

∂

∂(ct)
,−∇

�

. (1.2.5)

Da Eq. (1.2.5) temos que p̂µ se transforma como uma quadrivetor contravariante. Analoga-

mente, temos que

p̂µ ≡ i�∇µ = i�

�

∂

∂(ct)
,∇
�

. (1.2.6)

De (1.2.5) e (1.2.6), o produto

p̂µp̂µ = −�
2

�

1

c2
∂2

∂t2
−∇2

�

, (1.2.7)

onde

✷ =
1

c2
∂2

∂t2
−∇2, (1.2.8)

✷ é chamado de operador d’Alembertiano, pode ser escrito como

p̂µp̂µ = −�
2
✷. (1.2.9)

1.3 Transformações gerais de Lorentz

As transformações gerais de Lorentz são representados como

x
�µ = Λ

µ
νx

ν + aµ, (1.3.1)

nas quais estão inclúıdas as translações (definidas pelos parâmetros aµ), as rotações espaciais

e as transformações especiais de Lorentz (entre referenciais inerciais em movimento relativo

uniforme), além das inversões espaciais e temporais. As transformações (1.3.1) são conhecidas

como transformações gerais de Lorentz não homogêneas ou, simplesmente, transformações

Poincaré. Sem as translações, (1.3.1) converte-se nas transformações de Lorentz homogêneas

x
�µ = Λ

µ
νx

ν , (1.3.2)

as quais contêm rotações espaciais e transformação especiais de Lorentz (entre referenciais

inerciais em movimento relativo uniforme), além das inversões espaciais e temporais.

As transformações especiais de Lorentz ao longo dos três eixos coordenados tem como

matrizes de transformação,
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L1 =













γ1 −γ1β1 0 0

−γ1β1 γ2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1













, (1.3.3)

para deslocamentos ao longo do eixo x,

L2 =













γ2 0 −γ2β2 0

0 1 0 0

−γ2β2 0 γ2 0

0 0 0 1













, (1.3.4)

para deslocamentos ao longo do eixo y e

L2 =













γ3 0 0 −γ3β3

0 1 0 0

0 0 1 0

−γ3β3 0 0 γ3













, (1.3.5)

para movimentos relativos ao longo do eixo z, em que

βi =
Vi

c
e γi =

1
�

1− β2
i

, (1.3.6)

com (i = 1, 2, 3).

As componentes contravariantes e covariantes de um quadrivetor se transformam sob

transformações de Lorentz como

A
�µ = Λ

µ
νA

ν , (1.3.7a)

A�

µ = Λ
ν
µ Aν , (1.3.7b)

nesta ordem. Desta forma, o produto escalar transforma-se como

A�µA�

µ = Λ
µ
νA

ν
Λ

λ
µ Aλ = Λ

µ
νΛ

λ
µ AµAλ,

sob a condição de invariância

A�µA�

µ = AµAµ,

fornece a condição
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Λ
µ
νΛ

λ
µ = δλν , (1.3.8)

que é conhecida como condição de ortonormalidade para matrizes das transformações de

Lorentz.

Para as componentes ν = λ = 0, resulta

Λ
µ
0Λ

0
µ = Λ

0
0Λ

0
0 + Λ

i
0Λ

0
i = 1.

Isto nos leva a relação

|Λ0
0|

2 = 1 + Λ
i
0Λ

0
i ≥ 1. (1.3.9)

Quando Λ
0
0 ≥ 1, a transformação é ortócrona (sinal do tempo é mantido), e quando

Λ
0
0 ≤ −1 a transformação é não-ortócrona (com inversão temporal). Da equação (1.3.8) e

do fato que

gληgην = gλν , (1.3.10)

chegamos à relação

gµν = Λ
µ
λΛ

ν
ηg

λη ⇐⇒ ΛgΛ = g. (1.3.11)

De (1.3.11), podemos obter condições sobre o determinante de Λ:

(detΛ)2 = 1 ⇒ detΛ = ±1. (1.3.12)

No caso de detΛ = 1, trata-se de uma transformação própria (sem reflexão espacial ou

inversão temporal) e no caso de detΛ = −1 a transformação é imprópria (há reflexão espacial

e ou inversão temporal). Com as condições

detΛ = 1 e Λ
0
0 = 1, (1.3.13)

as transformações cont́ınuas, que podem ser obtidas por uma sucessão infinita de trans-

formações infinitesimais a partir da identidade, devem ser próprias e ortócronas.

1.4 Relatividade e eletromagnetismo

As equações de Maxwell escritas em 1859 que unificou a eletricidade com o magnetismo,

foram capazes de explicar todos os fenômenos conhecidos do eletromagnetismo e, ao mesmo

tempo previu as ondas eletromagnéticas. Em contraste à mecânica, veremos que o ele-

tromagnetismo descrito pelas equações de Maxwell no vácuo é covariante com respeito às
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transformações de Lorentz.

1.4.1 Quadripotencial do campo eletromagnético

O campo eletromagnético pode ser completamente caracterizado pelo potencial escalar Φ

e um potencial vetor A = (Ax, Ay, Az), lembrando que a definição de escalar e vetor para

estas duas grandezas se refere ao conceito clássico.

Todo o eletromagnetismo clássico é descrito pelas Equações de Maxwell juntamente com

a lei de conservação de cargas [27]

∇ · E = ρ/�0, (1.4.1a)

∇× E = −∂B

∂t
, (1.4.1b)

∇ ·B = 0, (1.4.1c)

∇×B = µ0J+ µ0�0
∂E

∂t
, (1.4.1d)

∇ · J = −∂ρ

∂t
. (1.4.2)

Usando as identidades vetoriais para os campos E e B

∇×∇× E = ∇(∇ · E)−∇2E, (1.4.3a)

∇×∇×B = ∇(∇ ·B)−∇2B. (1.4.3b)

nas equações (1.4.1a) e (1.4.3) para um espaço sem cargas e correntes obtemos as equações

de onda para os campos elétrico e magnético:

1

c2
∂2E

∂t2
= ∇2E, (1.4.4a)

1

c2
∂2B

∂t2
= ∇2B, (1.4.4b)

com c2 =
1

µ0�0
. Isso mostra a relação direta entre a teoria clássica eletromagnética de Maxwell

e a teoria ondulatória da luz.

Usando a contração do espaço e a dilatação do tempo nas várias leis básicas do Eletro-

magnetismo é posśıvel mostrar que os campos elétrico E(x, y, z, t) e magnético B(x, y, z, t),

medidos em um referencial inercial S, são relacionados aos campos elétrico E�(x�, y�, z,� , t�) e
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magnético B�(x�, y�, z,� , t�), medidos em referencial inercial S� movendo-se com velocidade v

em relação da S, por:

E �

x = Ex, E �

y = γ(Ey − vxBz), E �

z = γ(Ez − vxBy); (1.4.5a)

B�

x = Bx, B�

y = γ
�

By −
vx
c2
Ez

�

, B�

z = γ
�

Bz −
vx
c2
Ey

�

. (1.4.5b)

É claro que as leis de transformações dadas nas equações (1.4.5a) e (1.4.5b) não são

compat́ıveis às de um quadrivetor.

Definindo o tensor campo eletromagnético como

F µν = ∂µAν − ∂νAµ =













0 −cBx cBy Ex

cBz 0 −cBx Ey

−cBy cBx 0 Ez

−Ex −Ey −Ez 0













, (1.4.6)

e operando
∂

∂xµ
em F µν , podemos compactar duas das equações de Maxwell na forma

∂F µν

∂xµ
=

Jν

c�0
. (1.4.7)

As outras duas equações dependem da forma covariante do tensor eletromagnético

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ =













0 −cBx cBy −Ex

cBz 0 −cBx −Ey

−cBy cBx 0 −Ez

Ex Ey Ez 0













, (1.4.8)

e podem ser escritas como

∂Fµν

∂xρ
+

∂Fνρ

∂xµ
+

∂Fρµ

∂xν
= 0. (1.4.9)

27



Caṕıtulo 2

Equação de onda relativ́ıstica para

part́ıculas de spin-zero

O estudo de processos relativ́ısticos é baseado em fenômenos de colisões de energia muito

maior que a energia de repouso da part́ıcula envolvida. Neste regime, grande número de

novas part́ıculas é tipicamente produzidas, com grande momento ou, equivalentemente, com

pequeno comprimento de onda. Por esta razão, o esquema da Mecânica Quântica ordinária

baseada na Equação de Schrödinger que descreve funções de onda para um numero fixo de

part́ıculas não é mais aplicável. Logo, para descrever os fenômenos em altas energias deve-se

concentrar esforços na investigação das equações de ondas relativ́ısticas, ou seja, equações

que são invariantes sob transformações de Lorentz [28].

Para que possamos ter o entendimento da teoria relativ́ısticas alguns conceitos têm que

serem revistos em relação à teoria não-relativ́ıstica. Destes o primordial é a nova noção de

tempo e espaço que para a teoria não-relativ́ıstica são entidades desconexas e já na teoria

relativ́ıstica devem ser tratados como uma só entidade.

Desde que

∆x ∼ �

2∆p
∼ �

2mc
, (2.0.1)

temos que uma part́ıcula relativ́ıstica não pode ser localizada numa região menor que �/2mc;

do contrário para E > 2mc2 ocorre criação de pares. Desta forma, a ideia de part́ıcula

livre só faz sentido se ela não está atrelada por um v́ınculo externo a um volume que seja

menor que aproximadamente a metade do comprimento de onda de Compton λc/2 = �/2mc.

Caso essa premissa seja violada, haverá automaticamente a criação de um par part́ıcula-

antipart́ıcula[28].

Como há incerteza na posição, ou seja,
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∆x >
�

2mc
, (2.0.2)

também há incerteza no tempo, pois

∆t ∼ ∆x

c
>

�

2mc2
. (2.0.3)

2.1 Equação de Schrödinger

O conceito de uma função de onda é um postulado fundamental da mecânica quântica.

A equação de Schrödinger também é muitas vezes apresentada como um postulado separado,

mas alguns autores afirmam que pode ser derivada de prinćıpios de simetria.

Na interpretação padrão da mecânica quântica, a função de onda é a descrição mais

completa que pode ser dada a um sistema f́ısico. As soluções para a equação de Schrödinger

descrevem não só sistemas moleculares, atômicas e subatômicas, mas também os sistemas

macroscópicos, possivelmente, até mesmo todo o universo. A equação de Schrödinger, em

sua forma mais geral, é compat́ıvel tanto com a mecânica clássica ou a relatividade especial,

mas a formulação original do próprio Schrödinger era não-relativista.

A equação de Schrödinger para a função de onda quântica baseia-se na expressão não-

relativ́ıstica para a energia de uma part́ıcula. O ponto de partida é a relação energia-momento

E =
p2

2m
+ V (x). (2.1.1)

Fazendo uso das correspondências

E → i�
∂

∂t
, p → −i�∇,

e aplicando em Ψ, chegamos à equação de Schrödinger para uma part́ıcula de massa m

submetida a um potencial V (x)

i�
∂Ψ

∂t
= − �

2

2m
∇2

Ψ+ V (x)Ψ. (2.1.2)

Esta equação, por ter diferentes ordens para as derivadas temporais e espaciais, não é um

covariante de Lorentz (não é um invariante de Lorentz). Isto significa que, passando de um

referencial inercial para outro, a equação muda sua estrutura, conflitando com o principio da

Relatividade.

Outro problema da equação (2.1.2) quando proposta em 1926 por Schrödinger estava no

fato de que sua solução era uma função complexa. Logo, sendo uma grandeza complexa, esta
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solução não tem nenhum interpretação f́ısica direta, pois não pode ser medida diretamente

por um instrumento f́ısico. Este problema foi resolvido por Marx Born no final de 1926. Ele

postulou que o quadrado do módulo da função de onda |Ψ(x, t)|2 poderia ser interpretado

como densidade de probabilidade ρ(x, t) de encontrar uma part́ıcula na posição x, no instante

t, ou seja,

ρ(x, t) = |Ψ(x, t)|2. (2.1.3)

A equação (2.1.3) mostra que ρ é uma grandeza positiva definida.

2.1.1 Densidade de probabilidade e de corrente para ondas quânticas

não-relativ́ısticas

Na f́ısica clássica ondas transportam energia. Para estas podemos definir grandezas como

a densidade de energia u e a densidade de corrente de energia �S . Especificamente para

as ondas eletromagnéticas a densidade de corrente de energia é representada pelo vetor de

Poynting, dado por

S =
1

µ0

E×B, (2.1.4)

o qual obedece a lei de conservação de energia,

∂u

∂t
= −∇ · S− je · E, (2.1.5)

conhecida como teorema de Poynting. O termo ∇ · S representa o fluxo de energia, je · E

equivale a taxa de variação da densidade de energia mecânica das cargas e je é a densidade

de corrente elétrica. Na ausência de correntes (je = 0) a equação (2.1.5) se transforma na

equação da continuidade para a conservação de energia, dada por

∂u

∂t
+∇ · S = 0. (2.1.6)

Diferentemente das ondas eletromagnéticas, as quânticas são ondas de matéria, ou seja,

são ondas que fornecem a probabilidade de encontrar uma part́ıcula de matéria no espaço.

De certa forma, podemos afirmar que estas ondas carregam probabilidade. De forma análoga,

temos que

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0, (2.1.7)

onde ρ ≡ ρ(x, t) é densidade de probabilidade e j é a densidade de corrente de probabilidade.

Uma vez definida a relação entre ρ e j, podemos chegar à expressão da densidade de

30



corrente de probabilidade transportada pela onda quântica.

Derivando ρ em relação ao tempo, temos

∂ρ

∂t
= Ψ

∂Ψ∗

∂t
+Ψ

∗
∂Ψ

∂t
. (2.1.8)

Tomando a equação de Schrödinger e sua conjugada e admitindo que o potencial seja real, a

equação (2.1.8) se transforma em

∂ρ

∂t
=

i�

2m
[Ψ∗∇2

Ψ−Ψ∇2
Ψ

∗]. (2.1.9)

Substituindo as identidades

∇ · (Ψ∗∇Ψ) = ∇Ψ
∗ ·∇Ψ+Ψ

∗∇2
Ψ, (2.1.10)

e

∇ · (Ψ∇Ψ
∗) = ∇Ψ

∗ ·∇Ψ+Ψ∇2
Ψ

∗, (2.1.11)

na equação (2.1.9), obtemos

∂ρ

∂t
=

i�

2m
∇ · [Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ

∗]. (2.1.12)

Comparando (2.1.12) com (2.1.7) chegamos a expressão

j = − i�

2m
[Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ

∗]. (2.1.13)

Considerando part́ıculas livres, a solução da equação de Schrödinger é uma função de

onda plana, dada por

Ψ(x, t) = Cei(k·x−ωt), (2.1.14)

onde C é a constante de normalização. Substituindo (2.1.14) diretamente em (2.1.13), obte-

mos

j =
�k

m
. (2.1.15)

Podemos observar que, assim como o vetor de Poynting, a densidade de corrente de proba-

bilidade tem a mesma direção do vetor onda k.

2.2 Equação de Klein-Gordon

A equação de Klein-Gordon é a versão relativista da equação de Schrödinger que tinha

como proposta inicial descrever o comportamento relativ́ısticos dos elétrons. No entanto, ela
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fracassou, pois é uma abordagem relativ́ıstica da Mecânica Quântica para descrever part́ıculas

de spin-zero e sabemos que o elétron é uma part́ıcula que possui spin. Esta equação não

corresponde a uma densidade de probabilidade definida positiva e, além disso, ela é de segunda

ordem na derivada temporal, o que impede uma interpretação f́ısica simples.

De acordo com a relatividade restrita a energia E de uma part́ıcula livre não é apenas a

energia cinética, mas também a energia de repouso mc2, onde c é a velocidade da luz. Sendo

assim, a relação de dispersão relativ́ıstica é dada por:

E =
�

m2c4 + c2p · p. (2.2.1)

Aplicando essa equação na função de onda Ψ(x, t) e usando as correspondências para

energia e momento dadas em (2.2.1), chegamos à equação:

i�
∂Ψ(x, t)

∂t
=
�

m2c4 − �
2c2∇2

�1/2
Ψ(x, t). (2.2.2)

Contudo, esta expressão possui problema na interpretação da raiz quadrada dos operadores

pois, fazendo a expansão de Taylor da raiz quadrada da (2.2.2) obtemos

i�
∂Ψ(x, t)

∂t
= m2c2Ψ(x, t)− �

2

2m
∇2

Ψ(x, t)− �
4

8m3c2
(∇2)2Ψ(x, t) + · · · (2.2.3)

desta forma para resolver a equação (2.2.3), ou seja, obter a função de onda desta equação

será obrigado dispor de um número infinito de condições de contorno. Esta efetiva “não-

localidade” junto com assimetria (com respeito ao espaço e tempo) sugere que esta equação

não é o ponto de partida adequado para descrever part́ıculas relativ́ısticas. Uma forma de

contornar o problema é fazer o quadrado de ambos os lados da eq. (2.2.1) e aplicar em Ψ,

obtendo

E2
Ψ(x, t) = [m2c4 + c2p2]Ψ(x, t). (2.2.4)

Usando as mesmas correspondências utilizadas em (2.2.2) para energia e momentos, temos

1

c2
∂2
Ψ(x, t)

∂t2
=

�

∇2 − m2c2

�2

�

Ψ(x, t). (2.2.5)

Rearranjando esta equação, obtemos

�

1

c2
∂2
Ψ(x, t)

∂t2
−∇2 +

m2c2

�2

�

Ψ(x, t) = 0. (2.2.6)
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Substituindo a sentença (1.2.8) na (2.2.6) chegamos a

�

✷+
m2c2

�2

�

Ψ(x, t) = 0. (2.2.7)

Usando a (1.2.9) podemos obter a uma forma mais compacta para (2.2.7), ou seja,

(pµpµ −m2c2)Ψ(x, t) = 0. (2.2.8)

Esta é a equação de Klein-Gordon na forma invariante de Lorentz.

2.2.1 Quadricorrente de Klein-Gordon

Aqui, vamos construir a quadricorrente jµ para equação de Klein-Gordon. Vamos iniciar

multiplicando a (2.2.8) por Ψ(x, t)∗, ou seja,

Ψ(x, t)∗(pµpµ −m2c2)Ψ(x, t) = 0. (2.2.9)

Agora, tomando o conjugado complexo de (2.2.8) e multiplicando por Ψ(x, t), chegamos a

Ψ(x, t)(pµpµ −m2c2)Ψ(x, t)∗ = 0. (2.2.10)

Subtraindo (2.2.9) de (2.2.10) e fazendo algumas manipulações algébricas chegamos a

Ψ(x, t)∗∇µ∇µ
Ψ(x, t)−Ψ(x, t)∇µ∇µ

Ψ(x, t)∗ = 0. (2.2.11)

Usando as identidades

∇µ [Ψ(x, t)∗∇µ
Ψ(x, t)] = Ψ(x, t)∗∇µ∇µ

Ψ(x, t) +∇µ
Ψ(x, t)∗∇µ

Ψ(x, t), (2.2.12)

e

∇µ [Ψ(x, t)∇µ
Ψ(x, t)∗] = Ψ(x, t)∇µ∇µ

Ψ(x, t)∗ +∇µ
Ψ(x, t)∇µ

Ψ(x, t)∗, (2.2.13)

na equação (2.2.11), obtemos

∇µ [Ψ(x, t)∗∇µ
Ψ(x, t)−Ψ(x, t)∇µ

Ψ(x, t)∗] = 0. (2.2.14)

Esta equação é uma lei de conservação. Novamente, podemos fazer uso da analogia com as

ondas eletromagnéticas e definir

33



jµ = α [Ψ(x, t)∗∇µ
Ψ(x, t)−Ψ(x, t)∇µ

Ψ(x, t)∗] (2.2.15)

onde o jµ é um quadrivetor definido por jµ ≡ (cρ, j), que pode ser escrito como

ρ =
α

c2

�

Ψ(x, t)∗
∂Ψ(x, t)

∂t
−Ψ(x, t)

∂Ψ(x, t)∗

∂t

�

, (2.2.16)

e

j = −α [Ψ(x, t)∗∇Ψ(x, t)−Ψ(x, t)∇Ψ(x, t)∗] . (2.2.17)

Comparando (2.1.13) com (2.2.17), temos

α =
i�

2m
. (2.2.18)

Assim, as equações (2.2.16) e (2.2.17) podem ser reescritas como

ρ =
i�

2mc2

�

Ψ(x, t)∗
∂Ψ(x, t)

∂t
−Ψ(x, t)

∂Ψ(x, t)∗

∂t

�

, (2.2.19)

e

j = − i�

2m
[Ψ(x, t)∗∇Ψ(x, t)−Ψ(x, t)∇Ψ(x, t)∗] . (2.2.20)

A equação (2.2.19) mostra que a densidade ρ(x, t), ao contrario da expressão não-relativ́ıstica,

contém derivadas temporais. Como para um instante t tanto Ψ(x) quanto
∂Ψ(x, t)

∂t
tem

valores arbitrário, portando a densidade pode ser positiva ou negativa. Pelo fato de ρ(r, t)

não ser uma grandeza positiva definida ela não pode ser interpretada como uma densidade

de probabilidade. Portanto, a alternativa para resolver este problema é obter o quadrivetor

densidade de corrente de cargas multiplicando a equação (2.2.15) pela carga elementar e, ou

seja,

j�µ =
i�e

2mc2
[Ψ(x, t)∗∇µ

Ψ(x, t)−Ψ(x, t)∇µ
Ψ(x, t)∗] = (cρ�, j�), (2.2.21)

onde

ρ� =
i�e

2mc2

�

Ψ(x, t)∗
∂Ψ(x, t)

∂t
−Ψ(x, t)

∂Ψ(x, t)∗

∂t

�

, (2.2.22)

é a densidade de cargas, e

j� = − i�e

2m
[Ψ(x, t)∗∇Ψ(x, t)−Ψ(x, t)∇Ψ(x, t)∗] , (2.2.23)

é a densidade de corrente de cargas. A densidade de cargas (2.2.22) pode ser negativo,

positivo ou nula. Isto é equivalente com a existência de part́ıculas e antipart́ıculas na teoria.
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2.2.2 Solução para part́ıculas livres

Para part́ıculas livres temos que

Ψ(x, t) = A exp

�

i

�
(p · x− Et)

�

, (2.2.24)

e substituindo em (2.2.5), chegamos à relação relativ́ıstica da energia

E2 = m2c4 + c2p2, (2.2.25)

e, consequentemente, a duas posśıveis soluções para um dado momento p: uma com energia

positiva e outra com valor negativo.

Ep = ±
�

m2
0c

4 + c2p2, Ψ±(x, t) = A± exp

�

i

�
(p · x∓ Ept)

�

, (2.2.26)

onde A± são constantes de normalização. Inserindo (2.2.26) em (2.2.22), obtemos

ρ± = ±
e|E|

mc2
Ψ±(x, t)

∗
Ψ±(x, t). (2.2.27)

A interpretação de (2.2.27) sugere que a solução Ψ−(x, t) refere-se part́ıculas com cargas −e,

enquanto que Ψ+(x, t) descreve part́ıculas de mesma massa, mas com cargas +e. De (2.2.26)

temos que

Ψ±(x, t) = u±(x) exp

�

∓ i

�
Ept

�

, (2.2.28)

com

u±(x) = A± exp

�

i

�
p · x

�

. (2.2.29)

Logo, a (2.2.27) torna-se

ρ± = ±
e|E|

mc2
|u±(x)|

2. (2.2.30)

Como
�

ρ±dx representa uma quantidade f́ısica, isto impõe que as funções de ondas u±(x)

sejam quadradas integráveis, isto é, na forma

�

|u±(x)|
2dx, (2.2.31)

a qual, como ja conhecido da mecânica quântica não-relativ́ıstica, deve ser finita.
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2.3 A interação de uma part́ıcula de spin-0 com um

campo eletromagnético

O eletromagnetismo é a mais importante interação para o estudo de átomos, moléculas

e materiais. Ele determina a maioria dos potenciais de pertubação que são estudados em

aplicações práticas da Mecânica Quântica, e também serve como um exemplo básico para a

implementação de interações mais complexas na Mecânica Quântica [29].

No caso da Mecânica Quântica não-relativ́ıstica, a introdução da ação eletromagnética

na dinâmica de uma part́ıcula de massa m e de carga elétrica e pode ser obtida usando o

acoplamento mı́nimo, ou seja, fazendo a substituição de

Ê ≡ i�
∂

∂t
⇒ i�

∂

∂t
− eA0, (2.3.1)

e

p̂ ≡ −i�∇ ⇒ −i�∇− e

c
A, (2.3.2)

na equação de Schrödinger:

− �
2

2m
∇2

Ψ(x, t) = i�
∂

∂t
Ψ(x, t), (2.3.3)

obtemos a equação de Schrödinger para uma part́ıcula carregada sob a ação de um campo

eletromagnético, dada por

− 1

2m

�

�∇− e

c
A
�2

Ψ(x, t) + eA0Ψ(x, t) = i�
∂

∂t
Ψ(x, t). (2.3.4)

Para inserir a interação eletromagnética na equação de Klein-Gordon devemos compactar

as relações (2.3.1) e (2.3.2) em uma forma quadrimensional, como:

pµ = pµ −
e

c
Aµ ou pµ = pµ − e

c
Aµ, (2.3.5)

que é a forma relativ́ıstica do acoplamento mı́nimo. Considerando a equação de Klein-Gordon

na forma

pµp
µ
Ψ(x, t) = m2c4Ψ(x, t), (2.3.6)

e substituindo a (2.3.5), obtemos

�

pµ −
e

c
Aµ

��

pµ − e

c
Aµ
�

Ψ(x, t) = m2c4Ψ(x, t). (2.3.7)
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A equação de Klein-Gordon livre (2.3.6) inclui agora uma interação eletromagnética.

2.3.1 Quadricorrente de Klein-Gordon sob a ação de um campo

eletromagnético

Agora vamos examinar como a quadricorrente da equação de Klein-Gordon se transforma

sob a ação de um campo eletromagnético. Partindo das equações (1.2.6) e (2.3.5), obtemos

∇µ → ∇µ +
ie

�c
Aµ, (2.3.8)

que substitúıda na equação na (2.3.7), fornece

�

∇µ +
ie

�c
Aµ

��

∇µ +
ie

�c
Aµ

�

Ψ(x, t) = m2c4Ψ(x, t). (2.3.9)

Multiplicando a (2.3.9) pela esquerda por Ψ(x, t)∗ e subtraindo pelo seu conjugado complexo,

obtemos

∇µ

�

Ψ(x, t)∗∇µ
Ψ(x, t)−Ψ(x, t)∇µ

Ψ(x, t)∗ +
ie

�c
Aµ

Ψ(x, t)Ψ(x, t)∗
�

. (2.3.10)

Do resultado acima, podemos definir

j�µ =
i�e

2m
[Ψ(x, t)∗∇µ

Ψ(x, t)−Ψ(x, t)∇µ
Ψ(x, t)∗]− e2

mc2
Aµ

Ψ(x, t)Ψ(x, t)∗, (2.3.11)

que é a quadricorrente da equação de Klein-Gordon sob a ação de um campo eletromagnético.

Podemos notar que (2.3.11) difere da equação (2.2.15) apenas pelo termo proporcional à Aµ.

Este termo é justificável porque trata da contribuição do campo eletromagnético para a

quadricorrente. Podemos escrever

ρ� =
i�e

2mc2

�

Ψ(x∗, t)
∂Ψ(x, t)

∂t
−Ψ(x, t)

∂Ψ(x, t)∗

∂t

�

− e2

mc2
A0Ψ(x, t)Ψ(x, t)∗, (2.3.12)

e

j = − i�e

2mc
(Ψ(x, t)∗∇Ψ(x, t)−Ψ(x, t)∇Ψ(x∗)− e2

mc
AΨ(x, t)Ψ(x, t)∗. (2.3.13)

Para ter uma melhor compreensão destas expressões, vamos considerar um estado esta-

cionário da equação de Klein-Gordon, que tem a forma

Ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt, (2.3.14)
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onde E é a energia da part́ıcula. Substituindo a (2.3.14) na (2.3.12), obtemos

ρ(x, t) = e
E − eA0

mc2
ψ(x)ψ(x)∗. (2.3.15)

Logo, a densidade de carga torna-se

ρ(x, t) > 0 para E > eA0, ρ(x, t) < 0 para E < eA0 (2.3.16)

Para o primeiro caso a densidade tem o mesmo sinal da carga da part́ıcula e para segundo é

o contrario. A densidade de cargas tem sinal oposto ao da carga da part́ıcula, independente-

mente do valor do potencial a energia E vai ser menor que eA0. O significado f́ısico para a

mudança do sinal da densidade de cargas ρ(x, t) em campos fortes pode ser explicado apenas

no âmbito da teoria de campos, onde o numero de part́ıculas se torna variável.

2.3.2 Equação radial de Klein-Gordon

Se a equação de Klein-Gordon contém um potencial centralmente simétrico eA0 = V (x),

A = 0, ela possui uma simetria esférica. Assim como na mecânica quântica não-relativ́ıstica,

é então necessário reescrever a equação de Klein-Gordon em termos de coordenadas esféricas,

x = r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ, (2.3.17)

a fim de separar a parte angular da radial. A equação (2.3.7) sob estas condições pode ser

colocada na forma

�

i�
∂

∂t
− eA0

�2

Ψ(r,ϕ, θ, t) = −c2�2∇2
Ψ(r,ϕ, θ, t) +m2

0c
4
Ψ(r,ϕ, θ, t). (2.3.18)

Definindo Ψ(r,ϕ, θ, t) = ψ(r,ϕ, θ)e−iEt e substituindo diretamente na (2.3.18) chegamos a

�

(E − V (r))2 + c2�2∇2 −m2
0c

4
�

ψ(r,ϕ, θ) = 0. (2.3.19)

Usando

∇2 =
1

r2
∂

∂r

�

r2
∂

∂r

�

+
1

r2
Λ

2 e ψ(r,ϕ, θ) =
R(r)

r
Yl,m(θ,ϕ), (2.3.20)

onde Λ
2 é o operador Legendriano (parte angular do Laplaciano), a (2.3.19) se transforma

em
�

1

r2
∂

∂r

�

r2
∂

∂r

�

+
(E − V (r))2

c2�2
− m2

0c
2

�2
+

Λ
2

r2

�

R(r)

r
Yl,m(θ,ϕ) = 0. (2.3.21)
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Como Yl,m(θ,φ) são autovetores de Λ
2 com autovalores −l(l + 1), podemos reescrever a

(2.3.21) na forma

d2R(r)

dr2
+

�

�

E − V (r)

c�

�2

−
�m0c

�

�2

− l(l + 1)

r2

�

R(r) = 0. (2.3.22)

Esta é equação radial de Klein-Gordon com uma interação vetorial em (3+1)D.

2.3.3 Acoplamento mı́nimo para um potencial Coulombiano

Nesta seção, resolvemos o problema da Equação de Klein-Gordon (3+1) para o méson-π−,

part́ıculas subatômicas de spin-0, sob a ação de um potencial Coulombiano atrativo

V (r) = −e2Z

r
(2.3.23)

e discutimos seus autovalores de energia para os estados ligados, ou seja, para o intervalo de

energia −mc2 < E < mc2. Para isto, substitúımos a Eq.(2.3.23) na Eq.(2.3.22) resultando

dR(r)2

dr2
+

�

E2 −m2
0c

4

c2�2
+

2e2ZE

c2�2
1

r
+

�

e4Z2

c2�2
− l(l + 1)

�

1

r2

�

R(r). (2.3.24)

Usando a definição,

αe =
e2

�c
,

onde αe é denominada de constante de estrutura fina. A equação radial de Klein-Gordon

(2.3.24) torna-se

dR(r)2

dr2
+

�

E2 −m2
0c

4

c2�2
+

2αeZE

c�

1

r
+

(αeZ)
2 − l(l + 1)

r2

�

R(r). (2.3.25)

Podemos introduzir as quantidades

η = βr, β = 2

�

m2c4 − E2

�2c2
, λ =

2EZαe

β�c
(2.3.26)

e reescrever a (2.3.25) como

�

d2

dη2
− l�(l� + 1)

η2
+

λ

η
− 1

4

�

Rl(η) = 0. (2.3.27)

Com

l�(l� + 1) = l(l + 1)− (Zαe)
2,
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que nos leva a

l� = −1

2
±

�

�

l +
1

2

�2

− (Zαe)2. (2.3.28)

Visando simplificar a resolução da (2.3.27), vamos verificar o comportamento assintótico

da solução desta equação para η → 0 e ∞ . Quando η → ∞, o termo
1

4
torna-se dominante,

de modo que podemos desprezar os termos proporcionais a
1

η2
e
1

η
. Assim, a (2.3.27) reduz

à equação
�

d2

dη2
− 1

4

�

Rl(η) = 0 (2.3.29)

cuja solução geral é dada por

Rl(η) = a exp
�

−η

2

�

+ b exp
�η

2

�

.

O segundo termo desta solução diverge quando η vai para o infinito. Para que tenhamos

uma função bem comportada no infinito devemos fazer o coeficiente b = 0. Assim, a solução

resulta

Rl(η) = a exp
�

−η

2

�

. (2.3.30)

No caso de η → 0, o termo proporcional a
1

η2
é o dominante. Deste modo, podemos

desprezar os dois últimos termos, e a (2.3.27) se converte na equação

�

d2

dη2
− l�(l� + 1)

η2

�

Rl(η) = 0, (2.3.31)

tendo como solução Rl(η) = ηl
�+1 e Rl(η) = η−l� . Tomando como referencia a (2.3.28), temos

que

l� + 1 = 1/2±

�

(l + 1/2)2 − (Zαe)2,

e

−l� = 1/2∓
�

(l + 1/2)2 − (Zαe)2,

então estas duas soluções se resume a apenas uma,

Rl(η) = ηl
�+1. (2.3.32)

Precisamos encontrar uma solução que tenha significado f́ısico e, para chegarmos ao perfil

desta solução devemos olhar para a expressão (2.3.28). Primeiro vamos analisar a sentença

do radical: Se (l + 1/2)2 − (Zαe)
2 < 0, l� será um complexo que vamos representar por

40



l� = −1/2 ± iϑ, com ϑ =
�

(Zαe)2 − (l + 1/2)2 e a função de onda terá a forma Rl(η) =

η1/2±iϑ. Esta função, apesar de ser convergente quando η tende a zero, ela proporciona valores

esperados divergentes para p2r. Logo, esta função de onda não representa uma solução f́ısica.

Assim, devemos considerar a condição (l + 1/2)2 − (Zαe)
2 > 0.

Feito a análise do radical, agora devemos verificar qual sinal deve ser adotado para

(2.3.28). Devido ao comportamento do potencial Coulombiano (∝ 1

r
), para que a função

seja integrável próximo da origem, o v́ınculo l� + 1 > 0 deve ser obedecido. Escolhendo o

sinal positivo esta restrição é sempre valida. Caso seja escolhido o sinal negativo obtemos

outra condição:

0 <

�

�

l +
1

2

�2

− (Zαe)2 < 1/2,

para que a função seja bem comportada próximo da origem. Contudo, para esta escolha,

acontece o mesmo problema encontrado para a função de onda complexa (valor esperado de

p2r divergente), assim devemos desprezar o sinal negativo em (2.3.28).

Para obter a solução válida em toda as regiões usamos o seguinte ansatz

Rl(η) = Nηl
�+1 exp

�

−η

2

�

f(η). (2.3.33)

Substituindo (2.3.33) na (2.3.27), obtemos

d2f(η)

dη2
+

�

2l� + 2

η
− 1

�

f(η)

dη
−
�

l� − λ+ 1

η

�

f(η) = 0.

Fazendo 2l� + 2 = b e l� − λ+ 1 = a, obtemos

d2f(η)

dη2
+

�

b

η
− 1

�

f(η)

dη
− a

η
f(η) = 0. (2.3.34)

Para resolver a (2.3.34) vamos usar o método de Frobenius assumindo que a solução seja

da forma

f(η) =
∞
�

j=0

ajη
j+s. (2.3.35)

Substituindo a série (2.3.35) na (2.3.34), obtemos

∞
�

j=0

(j + s)(j + s− 1)ajη
j+s−2 +

�

b

η
− 1

� ∞
�

j=0

(j + s)ajη
j+s−1 − a

η

∞
�

j=0

ajη
j+s = 0.
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Agrupando os tempos de mesma potências de η chegamos a

∞
�

j=0

[(j + s)(j + s− 1) + (j + s)b]ajη
j+s−2 −

∞
�

j=0

(j + s+ a)ajη
j+s−1 = 0. (2.3.36)

Redefinindo o ı́ndice do somatório da primeira soma na equação (2.3.29) e arranjando os

termos de mesma potência de η, obtemos

s(s− 1 + c)a0 +
∞
�

j=0

[(j + s+ b)(j + s+ 1)aj+1 − (j + s+ a)aj] η
j+s−1 = 0. (2.3.37)

Como esta equação é válida para valores arbitrários de η, isso implica que o coeficiente de

cada potência deve ser nulo. Isto nos leva às relações

s(s− 1 + b) = 0, (2.3.38a)

e

aj+1 =
j + s+ a

(j + s+ b)(j + s+ 1)
aj. (2.3.38b)

A equação (2.3.38a) tem como ráızes s = 0 e s = b− 1. Para s = b− 1 a solução é divergente

na origem logo, devemos descartá-la.

A equação (2.3.38b) nos fornece as seguintes relações:

a1 =
a

b
a0,

a2 =
(a+ 1)

2(b+ 1)

a

b
a0,

a3 =
(a+ 2)

3(b+ 2)
a2 =

(a+ 2)

3 · 2(b+ 2)

(a+ 1)

(b+ 1)

a

b
a0,

...

an =
(a+ n− 1)

n(b+ n− 1)
an−1 =

(a+ n− 1)

n(b+ n− 1)

(a+ n− 2)

(n− 1)(b+ n− 2)
· · ·

(a+ 2)

3 · 2(b+ 2)

(a+ 1)

(b+ 1)

a

b
a0,

an =
1

n!

(a+ n− 1)

(b+ n− 1)

(a+ n− 2)

(b+ n− 2)
· · ·

(a+ 2)

3 · 2(b+ 2)

(a+ 1)

(b+ 1)

a

b
a0.
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Substituindo esta ultima relação na (2.3.35), obtemos a seguinte expressão:

f(η) = a0

∞
�

z=0

1

z!

(a+ j − 1)

(b+ z − 1)

(a+ z − 2)

(b+ z − 2)
· · ·

(a+ 2)

3 · 2(b+ 2)

(a+ 1)

(b+ 1)

a

b
ηz. (2.3.39)

Esta série pode ser escrita numa forma compacta como

f(η) = a0

∞
�

z=0

(a)z
(b)z

ηz

z!
(2.3.40)

onde

(a)z =
Γ(a+ z)

Γ(a)
, (2.3.41)

e

(b)z =
Γ(b+ z)

Γ(b)
. (2.3.42)

A função (2.3.40) é a função hipergeométrica confluente 1F1(a, c, η), dada por

1F1(a, b, η) =
Γ(b)

Γ(a)

∞
�

z=0

Γ(a+ z)

Γ(b+ z)

ηz

z!
, (2.3.43)

cuja representação integral é

1F1(a, b, η) =
Γ(b)

Γ(a)Γ(b− a)

� 1

0

eηtta−1(1− t)b−a−1dt. (2.3.44)

Para verificar o comportamento da função 1F1(a, b, η) quando |η| → ∞, fazemos a troca

u = −ηt na integral, obtendo

1F1(a, b, η) =
Γ(b)

Γ(a)Γ(b− a)
(−η)−a

�

−η

0

e−uua−1

�

1 +
u

η

�b−a−1

du. (2.3.45)

Dividindo a integral em duas partes, obtemos

1F1(a, b, η) =
Γ(b)

Γ(a)Γ(b− a)
(−η)−a (I1 − I2) , (2.3.46)

onde,

I1 ≈
�

∞

0

e−uua−1du = Γ(a), (2.3.47)

e

I2 =

�

−η

∞

e−uua−1

�

1 +
u

η

�b−a−1

du. (2.3.48)
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Fazendo v = u+ η, a integral I2 resulta

I2 = eη
� 0

∞

e−v(v − η)a−1

�

v

η

�b−a−1

dv,

= eηηa−b+1(−η)a−1

� 0

∞

e−v

�

1− v

η

�a−1

vb−a−1dv,

≈ eηηa−b+1(−η)a−1

� 0

∞

e−vvb−a−1dv = −eηηa−b+1(−η)a−1

�

∞

0

e−vvb−a−1dv,

= −eηηa−b(−η)aΓ(b− a).

Logo, encontramos

I2 ≈ −eηηa−b(−η)aΓ(b− a). (2.3.49)

Substituindo (2.3.47) e (2.3.49) na equação (2.3.46), obtemos

1F1(a, b, η) ≈
Γ(b)

Γ(b− a)
(−η)−a +

Γ(b)

Γ(a)
eηηa−b. (2.3.50)

A expansão assintótica da função hipergeométrica confluente mostra que ela diverge

quando η → ∞. Logo, a única forma de normalizarmos a função é truncando a série dela.

Ou seja, fazer

an�+1 =
a+ n�

(b+ n�)(n� + 1)
an� = 0, (2.3.51)

com an� �= 0. Assim, temos a = −n�. Com essas imposições, nós obtemos uma discretização

para os valores de a, ou seja, seus valores são obrigatoriamente inteiros negativos. Ao fazermos

esse artif́ıcio estamos transformando as soluções que tinha a forma de uma serie infinita em

soluções do tipo polinômial:

1F1(−n�, b, η) =
n�

�

j=0

Γ(j − n�)

Γ(−n�)

Γ(b)

Γ(b+ j)

ηj

j!
,

onde
Γ(z −N)

Γ(−N)
= (−1)n

� N !

(N − n�)!
.

Assim, temos

1F1(−n�, b, η) =
n�

�

j=0

(−1)j
n�!

(n� − j)!

Γ(b)

Γ(b+ j)

ηn
�

j!
. (2.3.52)
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Como a = −n�, temos que

λ = n� + l� + 1, n� = 0, 1, 2, ..., (2.3.53)

ou seja, λ está restrito a alguns valores. A condição de quantização imposta a λ resulta

também na quantização da energia do estado ligado, levando ao espectro

E2
n�l = m2c4











1 +
(αeZ)

2

�

�

�

l + 1
2

�2 − (αeZ)2 +
1
2
+ n�

�2











−1

. (2.3.54)

A (2.3.54) fornece energia Enl com valores positivos e negativos. A escolha do sinal da

energia para este problema requer de algumas análises. Para chegar a essa conclusão, primeiro

vamos olhar para expressão quantizada do λ que é a soma dos termos n�+ l�+1. Já conhecido

da análise da (2.3.32) que l� + 1 se trata de valor positivo, e n� que tem valor mı́nimo igual a

zero, de modo que λ é também um número positivo. Logo,

2ZαeE

�cβ
> 0, (2.3.55)

com β > 0, pois aqui estamos restritos a |E| < mc2 pelo fato de estarmos lidando com

energias de estados ligados. Isso nos leva a considerar apenas valores de mc2 > E > 0. Da

equação (2.3.54) temos que

En�l = mc2











1 +
(αeZ)

2

�

�

�

l + 1
2

�2 − (αeZ)2 +
1
2
+ n�

�2











−1/2

. (2.3.56)

Como já t́ınhamos restringido anteriormente, pelo fato da função de onda fornecer valor

esperado infinito para o momento, l + 1/2 ≤ Zαe, também é necessário para que a energia

seja real.

A Tabela 2.1 mostra que não existe estados ligados para Z muito grande. A fim de com-

parar com a notação espectroscópica não-relativ́ıstica, vamos introduzir o número quântico

principal n = n� + l + 1. Este artif́ıcio torna o número n dependente da soma de n� e l. Por-

tanto, ao contrario da mecânica quântica não-relativ́ıstica a degenerescência com respeito ao

momento angular torna-se inexistente no âmbito relativ́ıstico. Assim a (2.3.56) se transforma
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l Z (Número Atômico)
0 < 68.5
1 < 205.5
2 < 342.5
...

...

Tabela 2.1: Valores limite de Z para que haja estados ligados

em

Enl = mc2











1 +
(αeZ)

2

�

�

�

l + 1
2

�2 − (αeZ)2 + n−
�

l + 1
2

�

�2











−1/2

. (2.3.57)

Com n = 1, 2, ... e l = 0, 1, 2, ..., n− 1.

Expandindo a (2.3.57) em potência de Zαe, obtemos

En,l = mc2






1− (Zαe)

2

2n2
− (Zαe)

2

2n4







n

l +
1

2

− 3

4






+ ...






. (2.3.58)

O primeiro termo é a energia de repouso. O segundo é a energia de ligação do problema

Coulombiano não relativ́ıstico e o terceiro é o fator de correção relativ́ıstica no qual a não-

degenerescência devido ao momento angular se manifesta.
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Caṕıtulo 3

Oscilador Klein-Gordon

3.1 Oscilador de Klein-Gordon (2+1)D

A equação de Klein–Gordon em duas dimensões espaciais (coordenadas ciĺındricas) num

potencial do tipo oscilador Klein–Gordon, em unidades naturais (� = c = 1), é dada por

�

− ∂2

∂t2
−m2

�

Ψ(ρ,ϕ, t) = [p+ imωρρ̂] · [p− imωρρ̂]Ψ(ρ,ϕ, t). (3.1.1)

Fazendo uso da definição para o momento p = −i∇, dado na Seção 2.1, a equação (3.1.1)

se transforma em

−
�

1

ρ

∂

∂ρ

�

ρ
∂

∂ρ

�

+
1

ρ2
∂2

∂ϕ2
−m2 + 2mω −m2ω2ρ2

�

Ψ(ρ,ϕ, t) = −∂2
Ψ(ρ,ϕ, t)

∂t2
. (3.1.2)

A seguir, vamos assumir que a (3.1.2) tem uma solução da formaΨ(ρ,ϕ, t) = R(ρ)Φ(ϕ)T (t)

e obter

−
�

1

ρR(ρ)

d

dρ

�

ρ
dR(ρ)

dρ

�

+
1

ρ2Φ(ϕ)

d2Φ(ϕ)

dϕ2
−m2 + 2mω −m2ω2ρ2

�

= − 1

T (t)

d2T (t)

dt2
.

(3.1.3)

Como ρ, ϕ e t são variáveis independentes, a (3.1.3) pode ser verdadeira somente se ambos

lados da equação for igual a mesma constante, que por motivos óbvios vamos escolher E2. A

equação (3.1.3) se separa em duas equações diferenciais

d2T (t)

dt2
+ E2T (t) = 0,

1

ρR(ρ)

d

dρ

�

ρ
dR(ρ)

dρ

�

+
1

ρ2Φ(ϕ)

d2Φ(ϕ)

dϕ2
+ E2 −m2 + 2mω −m2ω2ρ2.

(3.1.4)
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A constante de separação E2 é a energia elevada ao quadrado, onde E pode tomar valores

positivos e negativos. A primeira equação nós conhecemos como equação do movimento

harmônico simples, com solução

T (t) = e−iEt. (3.1.5)

A segunda equação, que é parte espacial de (3.1.3), podemos rearranjá-la como

ρ2

R(ρ)

�

d2R

dρ2
+

1

ρ

dR(ρ)

dρ

�

+
�

E2 −m+ 2mω −m2ω2ρ2
�

ρ2 = − 1

Φ(ϕ)

d2Φ(ϕ)

dϕ2
= l2, (3.1.6)

onde l2 é a segunda constante de separação escolhida. Assim, a equação (3.1.6), divide-se em

duas equações diferenciais ordinárias:

d2Φ(ϕ)

dϕ2
+ l2Φ(ϕ) = 0,

d2R(ρ)

dρ2
+

1

ρ

dR(ρ)

dρ
+

�

E2 −m+ 2mω −m2ω2ρ2 − l2

ρ2

�

R(ρ) = 0.

(3.1.7)

As soluções da equação para Φ(ϕ) podem ser expressa em termos da base complexa e±ilϕ, ou

da base real cos(lϕ) e sin(lϕ). Como (ρ,ϕ) e (ρ,ϕ+2π) são parametrização do mesmo ponto

do plano, os únicos autovalores l aceitáveis são os que torna ψ(ρ,ϕ) = ψ(ρ,ϕ+ 2π), ou seja,

l deve ser um inteiro, onde
�

Φl(ϕ)Φl�(ϕ) = 2πδll� . (3.1.8)

Definindo

R(ρ) =
u(ρ)√

ρ
, (3.1.9)

a equação radial (3.1.7) pode ser escrita como

d2u(ρ)

dρ2
+

�

E −m2ω2ρ2 − l�(l� + 1)

ρ2

�

u(ρ) = 0, (3.1.10)

com

E = E2 −m2 + 2mω,

e

l�(l� + 1) = l2 − 1

4
ou l� = −1

2
± |l|.

A equação (3.1.10) é equivalente à equação radial de Schrödinger para oscilador harmônico

tridimensional não-relativ́ıstico. O comportamento assintótico da (3.1.10) juntamente com

48



as condições

u(0) = 0, (3.1.11)

e
�

∞

0

|u(ρ)|2dρ < ∞, (3.1.12)

impõem que a solução próxima da origem válida para todos os valores de l� + 1 > 0 seja

definida por uma função proporcional a ρl
�+1 e proporcional a e−mωρ2/2 quando ρ → ∞.

Portanto, a função de onda que é válida em todo espaço para a equação (3.1.10) é proposta

como

ul(ρ) = Bρl
�+1 exp

�

−1

2
mωρ2

�

W (ρ). (3.1.13)

Substituindo (3.1.13) em (3.1.10), obtemos

d2W (ρ)

dρ2
+

�

2l� + 2

ρ
− 2mωρ

�

dW (ρ)

dρ
+ [E − (2l� + 3)mω]W (ρ) = 0. (3.1.14)

Introduzindo as seguintes mudanças

ξ = mωρ2, a =
1

2

�

l� +
3

2
− E

2mω

�

, b = l� +
3

2
, (3.1.15)

em (3.1.14) chegamos à equação hipergeométrica confluente

d2W (ξ)

dξ2
+

�

b

ξ
− 1

�

dW (ξ)

dξ
−
�

a

ξ

�

W (ξ) = 0. (3.1.16)

Esta equação já é conhecida da Seção 2.2 e tem como solução

W (ξ) =1 F1(a, b, ξ) =
Γ(b)

Γ(a)

∞
�

k=0

Γ(a+ k)

Γ(b+ k)

ξk

k!
. (3.1.17)

A equação (3.1.17), como já é sabido da Seção 2.2, diverge quando ξ → ∞, pois 1F1(a, b, ξ)

se comporta como eξ neste limite. Esta divergência é exclúıda quando a série é truncada. Isto

ocorre quando fazemos a = −n�, onde n� é um número inteiro não-negativo. Desta maneira

obtemos como soluções os seguintes polinômios

1F1(−n�, b,mωρ2) =
n�

�

k=0

(−1)k
Γ(b)

Γ(b+ k)

n�!

(n� − k)!

ξk

k!
. (3.1.18)

Observe que F1(−n�, b, ξ) é proporcional ao polinômio generalizado de Laguerre L
(b−1)
n� (ξ).

Estes polinômios são ortogonais em relação à função peso ξb−1e−ξ e obedecem a seguinte

49



relação
�

Lb−1
n� |Lb−1

n�

�

=

�

∞

0

ξb−1e−ξ[Lb−1
n� (ξ)]2dξ =

Γ(n� + b)

n�!
. (3.1.19)

que nos permite determinar a constante B da (3.1.13). A solução normalizada é dada por

ψnl(ρ,ϕ) =

�

�

�

�

�

�

�

(mω)|l|+3/2

�

n− |l|

2

�

!

2πω|E|Γ

�

n+ 2|l|+ 2

2

�ρ|l| exp

�

−1

2
mωρ2

�

L
(|l|)
(n−|l|)/2(mωρ2)eilϕ, (3.1.20)

com n = 2n�+|l|. Note que |l| toma valores 0, 2, ..., n quando n for um número par, e 1, 3, ..., n

quando n for um número ı́mpar.

Usando as definições (3.1.15) e o requisito a = −n− |l|

2
, chegamos a expressão para

energia do oscilador de Klein-Gordon

|E| =
√
m2 + 2nmω. (3.1.21)

Todos os ńıveis de energias com exceção para n = 0 são degenerados. A degenerescência do

ńıvel de energia para um dado n é dado por (n + 1)(n + 2)/2. No limite não-relativ́ıstico, a

energia do oscilador harmônico é dado por Enr = E + ω, onde E = |E|−m.

3.2 Oscilador de Klein-Gordon com potencial escalar e

vetorial

Para este caso, nós introduzimos ao oscilador de Klein-Gordon um potencial do tipo

vetorial eA0 = Vv(ρ) (vetor de Lorentz) acoplado à energia via acoplamento mı́nimo e um

potencial do tipo escalar VS(ρ) (escalar de Lorentz) acoplado diretamente à massa, assim a

equação de Klein-Gordon torna-se

�

�

i
∂

∂t
− Vv(ρ)

�2

− (m+ VS(ρ))
2

�

Ψ(ρ,ϕ, t) = [p+ imωρρ̂] · [p− imωρρ̂]Ψ(ρ,ϕ, t). (3.2.1)

Vale ressaltar que o potencial vetorial Vv(ρ) e o escalar VS(ρ) aqui empregado são todos
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dependes da variável radial ρ. Como p = −i∇, obtemos

�

− ∂2

∂t2
− 2iVv(ρ)

∂

∂t
+ Vv(ρ)

2 − (m+ VS(ρ))
2

�

Ψ(ρ,ϕ, t) =

= −
�

1

ρ

∂

∂ρ

�

ρ
∂

∂ρ

�

+
1

ρ2
∂2

∂ϕ2
+ 2mω −m2ω2ρ2

�

Ψ(ρ,ϕ, t). (3.2.2)

Na Seção 3.1 obtivemos para os operadores i
∂

∂t
e i

∂

∂ϕ
as autofunções T (t) = e−iEt e

Φ(ϕ) = e−ilϕ respectivamente, de forma que podemos expressar a função de onda em termo

do produto destas autofunções multiplicada pela função de onda radial
u(ρ)√

ρ
, como a seguir

Ψ(ρ,ϕ, t) =
u(ρ)√

ρ
e−ilϕe−iEt. (3.2.3)

Fazendo a substituição direta deste ansatz na equação (3.2.2), obtemos

d2u(ρ)

dρ2
+






(E − Vv(ρ))

2 − (m+ VS(ρ))
2 −

l2 − 1

4
ρ2

+mω −m2ω2ρ2






u(ρ) = 0. (3.2.4)

Esta é a equação radial que descreve o movimento de uma part́ıcula escalar submetida a

um potencial oscilador de Klein-Gordon acoplado a uma mistura de potenciais de natureza

escalar e vetorial em (2+1) dimensões.

3.2.1 Potencial escalar-vetorial misto do tipo Cornell

O potencial do tipo Cornell é a combinação de dois potenciais, um termo tipo Coulomb

mais um tipo linear. A parte linear é responsável pelo confinamento. A natureza dos poten-

ciais pode ser interpretado como segue: o potencial escalar VS(ρ) pode ser interpretado como

uma massa dependente da posição e o potencial vetor como a componente A0 do quadripo-

tencial eletromagnético. Considerando estes dois potenciais como

Vv(ρ) = a1ρ+
a2
ρ
, (3.2.5a)

VS(ρ) = b1ρ+
b2
ρ
, (3.2.5b)
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onde a1, a2, b1 e b2 são constantes. Substituindo (3.2.5) em (3.2.4), obtemos

d2u(ρ)

dρ2
+

�

E0 −
l�(l� + 1)

ρ2
+

Λ

ρ
+ 2Ξρ− Ω

2ρ2
�

u(ρ), (3.2.6)

com

E0 = E2 −m2 + 2(a1a2 − b1b2) + 2mω, (3.2.7a)

l�(l� + 1) = b22 + l2 − 1

4
− a22, (3.2.7b)

Λ = −2(a2E + b2m), (3.2.7c)

Ξ = −(a1E + b1m), (3.2.7d)

Ω
2 = m2ω2 − a21 + b21, (3.2.7e)

onde E0, l
�, Λ, Ξ e Ω são todas grandezas reais. Neste ponto, vale a pena ressaltar que a

solução da equação diferencial (3.2.6), com Ω real, é a solução da equação de Schrödinger

para o oscilador harmônico tridimensional mais um potencial de Cornell.

A fim de obter uma melhor interpretação f́ısica do problema vamos introduzir a constante

ρe =
Ξ

Ω2
, (3.2.8)

de maneira que podemos escrever a equação (3.2.6) como:

d2u(ρ)

dρ2
+

�

E − Ω
2(ρ− ρe)

2 +
Λ

ρ
− l�(l� + 1)

ρ2

�

u(ρ), (3.2.9)

onde

E = E0 +
Ξ
2

Ω2
. (3.2.10)

Esta equação pode ser obtida de um sistema de duas part́ıculas interagindo através de uma

força do tipo Coulomb e confinada a um potencial externo parabólico.

Se Ω = 0 e Λ > 0, a equação descreve duas part́ıculas de cargas opostas interagindo (por

exemplo, positrônio ou átomo de hidrogênio). Se Ω = 0 e Λ < 0, o problema descreve o

espalhamento de duas part́ıculas com cargas de mesmo sinal, logo não haverá nenhum ńıvel

de energia discreto para esta situação(não há estado ligado). Se Λ = 0, a interação do tipo

Coulomb é exclúıda, e a (3.2.9) se reduz à equação do oscilador harmônico tridimensional

mais um termo linear. Para Ω > 0, independentemente do valor dos outros parâmetros, todo

o espectro de energia obtida da equação (3.2.6) é discreto.

Como feito na seção anterior, a análise do comportamento assintótico da equação (3.2.6)
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é o prerrequisito para que a solução desta equação obedeça as condições (3.1.11) e (3.1.12).

Isto implica que a solução próxima da origem deve ser proporcional a ρl
�+1, com l� + 1 =

1/2 +
�

l2 + b22 − a22, e ter comportamento igual a e−Ω(ρ−ρe)2/2 quando ρ → ∞, com Ω > 0,

de modo que a solução para todo ρ pode ser expressa como

u(ρ) ∼ ρl
�+1e−Ω(ρ−ρe)2/2H(ρ). (3.2.11)

A função H(ρ) deve ser quadrada integrável e ortogonal em relação a função peso

w(ρ) = (ρ2)l
�+1e−Ω(ρ−ρe)2 , (3.2.12)

ou seja,
�

∞

0

w(ρ)[H(ρ)]2dρ = C, (3.2.13)

onde C é uma constante positiva.

Substituindo diretamente (3.2.11) na (3.2.9), obtemos

d2H(ρ)

dρ2
+

�

2l� + 2

ρ
+ 2Ωρe − 2Ωρ

�

dH(ρ)

dρ
+

�

E − Ω(2l� + 3)− Ω(2l� + 2)ρe + Λ

ρ

�

H(ρ).

(3.2.14)

Definindo:

x =
√
Ωρ, (3.2.15a)

xe =
√
Ωρe, (3.2.15b)

α = 2l� + 1, (3.2.15c)

β = −2xe, (3.2.15d)

γ =
E

Ω
, (3.2.15e)

δ = −2
Λ√
Ω
, (3.2.15f)

podemos reescrever (3.2.14) como

x
d2H(x)

dx2
+
�

α + 1− βx− 2x2
� dH(x)

dx
+

�

(γ − α− 2)x− 1

2
(δ + β(α + 1))

�

H(ρ), (3.2.16)

onde xe, α, β, γ e δ são todos valores reais. Esta é a equação biconfluente de Heun [30]. A

solução geral desta equação é dada por

H(x) = AN(α, β, γ, δ, x) + Bx−αN(−α, β, γ, δ, x). (3.2.17)
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Como o segundo termo da solução (3.2.17) diverge em x = 0, então devemos fazer B = 0. A

solução finita em x = 0, fazendo A = 1 é definida por H(x) = N(α, β, γ, δ, x) e denominada

função biconfluente de Heun. Tal função é usualmente expressa como

N(α, β, γ, δ, x) =
∞
�

k=0

Ak(α, β, γ, δ)

(1 + α)k

xk

k!
. (3.2.18)

onde

A0 = 1, A1 =
1

2
[δ + β(α + 1)] , (3.2.19a)

Ak+2 =

�

β(k + 1) +
1

2
[δ + β(α + 1)]

�

Ak+1 − (k + 1)(k + α + 1)(γ − α− 2− 2k)Ak,

(3.2.19b)

(1 + α)k =
Γ(1 + α + k)

Γ(1 + α)
. (3.2.19c)

Quando x → ∞, a função N(α, β, γ, δ, x) admite o seguinte comportamento assintótico[30]:

N(α, β, γ, δ, x) ∼ K(α, β, γ, δ)x−(γ+2+α)eβx+x2

, (3.2.20)

onde K(α, β, γ, δ) é uma constante. Usando as definições da (3.2.15), a (3.2.20) se transforma

em

N(l�, ρe, E , s, ρ) ∼ K(l�, ρe, E , s)ρ
−(E/Ω+2l+3)eΩ(ρ−ρe)2 . (3.2.21)

Com

s =
Λ√
Ω
. (3.2.22)

Das equações (3.2.12) e (3.2.13) temos que N(l�, ρe, E , s, ρ) não é quadrado integrável. A

alternativa para que tenhamos a solução desejada é impor que a série (3.2.18) se torne um

polinômio de grau n. Isto ocorre quando fixamos:

γ − α− 2 = 2n, (3.2.23a)

An+1 = 0, (3.2.23b)

com n = 0, 1, 2, ...

Desta forma a solução (3.2.18) se transforma em

Nnl(α, β, γ, δ; x) =
n
�

k=0

Ak

(1 + α)k

xk

k!
. (3.2.24)
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Da definição (3.2.15e) temos que E ≡ Enl = Ωγnl, logo

Enl = Ω(2n+ 2l� + 3), (3.2.25)

onde Enl é uma grandeza real e maior que zero, isso implica que a21 − b21 < m2ω (Ω > 0) e

a22 − b22 < l2 ( garante que l� seja real) .

Definindo E0 ≡ E0(nl), obtemos

Ω
2E0(nl) = Ω

3(2n+ 2l� + 3)− Ξ
2, (3.2.26)

Esta equação certifica que Ω deve ser diferente de zero, pois sob esta condição teremos valores

infinitos para E0(nl), ao menos que Ξ seja nulo. Mesmo que Ξ seja nulo, ainda teremos

problemas com o valor de s da (3.2.22) que também torna infinito com Ω nulo. Uma sáıda

seria fazer Λ = 0, mas isso excluiria a interação Coulombiana. Logo, fica provado que só

podemos considerar valores de a1 e b1 que garanta a desigualdade a21 − b21 < m2ω (Ω > 0).

Usando as equações (3.2.7a), (3.2.7d) e (3.2.26) chegamos a

(Ω2 + a21)E
2 + 2a1b1mE −m2

Ω
2 + 2(a1a2 − b1b2)Ω

2 + 2mωΩ2 + b21m
2 −Ω

3(2n+ 2l� + 3) = 0.

(3.2.27)

Da equação (3.2.7e) temos que (3.2.27) se transforma em

(m2ω2+b21)E
2+2a1b1mE+[m2(a21−m2ω2)+2(a1a2−b1b2)Ω

2+2mωΩ2−(2n+2l�+3)Ω3] = 0.

(3.2.28)

Para resolver a Eq.(3.2.28) usaremos a formula de Bhaskara, assim

∆nl = 4a21b
2
1m

2−4(m2ω2+ b21)[m
2(a21−m2ω2)+2(a1a2− b1b2)Ω

2+2mωΩ2− (2n+2l�+3)Ω3].

Fazendo

∆nl = 4∆�

nl,

onde

∆
�

nl = a21b
2
1m

2 − (m2ω2 + b21)[m
2(a21 −m2ω2) + 2(a1a2 − b1b2)Ω

2 +mωΩ2 − (2n+ 2l� + 3)Ω3],

obtemos

Enl =
1

m2ω2 + b21

�

−a1b1m±
�

∆�
nl

�

. (3.2.29)

A equação (3.2.29) nos mostra que a energia do sistema é quantizada e devido a restrição

dada por (3.2.23).
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Agora vamos verificar se o estado fundamental deste sistema é definido pelo número

quântico n = 0. Para isso devemos fazer A1 = 0, de forma que obtemos

δ = −β(α + 1). (3.2.30)

Manipulando as equações (3.2.7) e (3.2.30) chegamos à equação

(m2ω2+b21)E
2+2a1b1mE+(a21−m2ω2)m2+2(a1a2−b1b2)Ω

2+mωΩ2−(2l�+3)Ω3, (3.2.31)

que difere da (3.2.28) pelo um fator de 2n. Desta forma, podemos usar a (3.2.29) para obter

a energia do estado fundamental (n = 0). Assim, temos que

E0l =
1

m2ω2 + b21

�

−a1b1m±
�

∆�
0,l

�

. (3.2.32)

Está é a expressão da energia para n = 0. Agora devemos verificar se o número quântico

n = 0 não viola nenhum v́ınculo entre os parâmetro da equação (3.2.6).

Substituindo as equações (3.2.15c), (3.2.15d) e (3.2.15f) na (3.2.30), obtemos

Λ = −ρe(2l
� + 2)Ω0,l. (3.2.33)

Para obter a expressão de Λ em função dos parâmetros dos potencias devemos substituir as

definições (3.2.8) e (3.2.7d) na equação (3.2.33), obtendo

Λ =
a1E0l + b1m

Ω0,l

(2l� + 2). (3.2.34)

Substituindo a (3.2.7d) na (3.2.34) obtemos para Ω0,l a seguinte expressão

Ω0,l = − a1E0l + b1m

2(a2E0,l + b2m)
(2l� + 2), (3.2.35)

logo o sinal de Ω0,l depende dos parâmetros a1, b1, a2, b2 e da energia E, pois m > 0. Devido

a (3.2.11) o Ω0,l deve ser um número positivo. Logo, a expressão

a1E0,l + b1m

2(a2E0,l + b2m)
, (3.2.36)

deve ser menor que zero. Assim, o primeiro prerrequisito para expressão (3.2.35) é que ao

menos um dos dois potenciais de confinamento da equação (3.2.5) não seja nulo. Se as

expressões a1E + b1m e a2E0,l + b2m tiverem o mesmo sinal, Ω0,l < 0 e a solução u(ρ) em
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(3.2.11) seria divergente para ρ → ∞. Logo, para que Ω0,l seja válido, a1E + b1m > 0 e

a2E0,l + b2m devem ter o sinais opostos.

3.2.2 Oscilador de Klein-Gordon submetido a um potencial escalar

linear e a um potencial vetorial do tipo Coulomb

Vamos particularizar os potenciais de (3.2.1) considerando a1 = b2 = 0, de modo que o

potencial escalar e o vetorial tornam [31]

Vv(ρ) =
a2
ρ
, (3.2.37a)

VS(ρ) = b1ρ. (3.2.37b)

Vv(ρ) se transforma em potencial exclusivamente do tipo Coulombiano e VS(ρ) se trans-

forma em potencial linear, ou seja, exclusivamente de confinamento e, as relações (3.2.7) se

transformam em

E0 = E2 −m2 + 2mω, (3.2.38a)

l�(l� + 1) = l2 − 1

4
− a22, (3.2.38b)

Λ = −2a2E, (3.2.38c)

Ξ = −b1m, (3.2.38d)

Ω
2 = m2ω2 + b21. (3.2.38e)

Os parâmetros E0, l
� , Λ, Ξ e Ω não se anulam com as novas definições. Logo, a equação

(3.2.9) não tem sua forma alterada. Assim, temos que

d2u(ρ)

dρ2
+

�

E − Ω
2(ρ− ρe)

2 +
Λ

ρ
− l�(l� + 1)

ρ2

�

u(ρ), (3.2.39)

onde

E = E0 +
Ξ
2

Ω2
(3.2.40)

Então podemos iniciar nossa discussão sobre este problema a partir da solução e das

condições imposta para que ela seja válida, vista na seção anterior. Como já sabemos a

solução desta equação é dada por

u(ρ) = ρl
�+1e−(ρ−ρe)2/2H(ρ), (3.2.41)
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com

H(ρ) =
∞
�

k=0

Ak

(1 + α)k

ρk

k!
, (3.2.42)

onde Ak é dada por (3.2.19). A função H(ρ) diverge quando ρ → ∞. Para que se torne bem

comportada no infinito devemos transformar a série infinita em polinômios. Para que isto

ocorra devemos utilizar as condições (3.2.23a) e (3.2.23b). Portanto, substituindo (3.2.23a)

na (3.2.15e), obtemos

Enl = Ω(2n+ 2l� + 3). (3.2.43)

Assim, substituindo está equação e a (3.2.38d) na (3.2.40), obtemos:

E0(nl) = Ω(2n+ 2l� + 3)− b21m
2

Ω2
. (3.2.44)

Substituindo esta equação na (3.2.38a), obtemos

E2
nl = m2 − 2mω + (2n+ 2l� + 3)Ω− b21m

2

Ω2
, (3.2.45)

a expressão da energia válida para todo n > 0.

Agora devemos verificar se n = 0 é o estado fundamental deste problema. Para este caso

obtemos a expressão da energia dada por

E2
0l = m2 − 2mω + (2l� + 3)Ω− b21m

2

Ω2
, (3.2.46)

que difere da (3.2.45) apenas por um fator 2n que é justamente o termo que se anula quando

n = 0. A expressão para Ω0l é obtida a partir da equação (3.2.35) fazendo a1 = 0 e b2 = 0.

Assim, podemos escrevê-la como:

Ω0,l = − b1m

2a2E0l

(2l� + 2). (3.2.47)

Como Ω0,l > 0, a (3.2.47) só é valida quando

b1m

2a2E0,l

< 0, (3.2.48)

já que o termo 2l� + 2 é sempre maior que zero. Logo, o estado fundamental será descrito

pelo número quântico n = 0 se e somente se os parâmetros a2 e b1 tiverem o mesmo sinal

(sinal oposto) junto com E < 0 (E > 0). Este resultado é contrário ao que foi divulgado na

literatura pelos autores da referência [31].
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3.2.3 Oscilador de Klein-Gordon submetido a um potencial veto-

rial do tipo Coulomb

Vamos particularizar o problema fazendo a1 = b1 = b20 em (3.2.1), ou seja, vamos excluir

a interação de massa (potencial escalar VS(ρ) = 0), e o problema fica submetido apenas a um

potencial vetorial do tipo coulombiano [31]. Com a ausência da interação escalar a energia

do problema para n > 0 é dada por

E2
nl = m2 − 2mω + (2n+ 2l� + 3)Ω, (3.2.49)

e para n = 0, temos

E0l = E2
nl = m2 − 2mω + (2l� + 3)Ω. (3.2.50)

Por outro lado, para n = 0, de (3.2.34) temos a expressão

ΛΩ0,l = 0, (3.2.51)

onde Ω0,l = mω e Λ = −2a2E. A única possibilidade de satisfazer essa condição seria a2 = 0,

pois a energia é diferente de zero. Mas fazendo a2 = 0 sumiria a interação do tipo Coulomb

e o problema apresentaria uma inconsistência. Desta forma, o número quântico n = 0 não

descreve o estado fundamental do sistema porque nós leva a um resultado inconsistente.

Portanto, o estado fundamental para este caso terá o número quântico n = 1. Este resultado

já é conhecido de [31] na investigação dos efeitos do potencial tipo Coulomb introduzido via

acoplamento mı́nimo.
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Conclusão

Neste trabalho estudamos a dinâmica de uma part́ıcula escalar de spin-zero sujeita a

um potencial do tipo oscilador de Klein-Gordon acoplado a uma mistura de potenciais de

natureza escalar e vetorial do tipo Cornell em (2+1) dimensões. Esta dissertação poderia

ser interpretado como o estudo da influência do potencial de Cornell e o oscilador de Klein-

Gordon sobre uma part́ıcula relativ́ıstica carregada eletricamente com uma massa dependente

da posição, em que a modificação da expressão de massa é dada por um potencial escalar

também do tipo Cornell. Vale a pena ressaltar que este estudo é a generalização de vários

trabalhos difundidos na literatura.

Vimos que usando o método de separação de variáveis, a equação diferencial radial do

nosso problema é equivalente à equação de Schrödinger com um potencial efetivo composto de

dois termos: um oscilador harmônico tridimensional mais um potencial do tipo Cornell. Esta

equação diferencial radial nos forneceu uma solução expressa em termo da função biconfluente

de Heun, multiplicada pelos fatores deduzidos do comportamento assintótico da equação nos

limites 0 e ∞.

Analisando corretamente as condições de contorno, demonstramos que estas funções não

são convergentes quando ρ → ∞, assim teŕıamos como solução uma função de onda não

normalizável. Logo, aplicando a condição de convergência da função de onda, chegamos à

conclusão que a função biconfluente de Heun deve virar uma solução do tipo polinômio, mais

especificamente os polinômios de Heun. Para isso acontecer, aplicamos duas condições, das

quais conseguimos determinar a quantização da energia do sistema e uma condição adicional

que vincula os parâmetros dos potenciais externos.

Analisando em detalhe a condição de quantização da energia do sistema, observamos que

o estado fundamental é definido pelo número quântico n = 0, restringindo os parâmetros

dos potenciais e a energia para certos valores, os quais tornem o termo Ω0,l positivo. Em

particular para a1 = b2 = 0 (seção 3.2.2), o potencial escalar com apenas o termo linear

e a interação vetorial só com a parte Coulombiana, demonstramos que a energia também é

quantizada e depende do conjunto de números quânticos {n, l}. Como no caso geral, o estado

fundamental também é definido pelo número quântico n = 0 restringindo os parâmetros dos
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potencias e energia a certos valores que tornem o Ω0,l positivo. Este resultado é contrário ao

que foi divulgado na literatura pelos autores da referência [31], onde eles alegam que o estado

fundamental é descrito pelo número quântico n = 1. Analisando outro caso particular, onde

a1 = b1 = b2 = 0 (seção 3.2.3), o potencial externo reduz-se apenas a um potencial vetorial

do tipo Coulomb. Neste caso particular, mostramos que o estado fundamental é descrito pelo

número quântico n = 1, já que considerando n = 0 a interação do tipo Coulomb sumiria e o

problema apresentaria uma inconsistência. Neste caso particular, o nosso resultado está em

plena concordância com os resultados dos autores [31].

Além de investigar a dinâmica de uma part́ıcula escalar de spin-zero sujeita a interações

externas em (2+1) dimensões, os resultados apresentados aqui podem servir como um passo

inicial para estudar novos fenômenos na f́ısica da matéria condensada, como por exemplo o

efeito Hall quântico [20] e isolantes topológicos [21] para sistemas bosônicos. Finalmente, vale

a pena mencionar que a extensão natural da presente dissertação é a de considerar espaços

curvos, por exemplo podemos considerar uma métrica de corda cósmica. A analogia entre

cordas cósmicas e disclinações em sólidos é bem conhecida [23], e está associada ao fato que

a métrica que descreve uma disclinação corresponde à parte espacial do elemento de linha da

corda cósmica.
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31 VITÓRIA, R.; FURTADO, C.; BAKKE, K. On a relativistic particle and a relativistic
position-dependent mass particle subject to the klein–gordon oscillator and the coulomb
potential. Annals of Physics, Elsevier, 2016.

64
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Apêndice A

Valor Esperado do Momento p2r para a

Função de Onda u(r) = Ωr−1/2±iϑ

A expressão para o p2r é dada por

p2r =
1

r2
∂

∂

�

r2
∂

∂r

�

, (A.0.1)

aplicando na função

u(r) = Ωr−1/2±iϑ, (A.0.2)

obtemos

p2ru(r) =
1

r2
∂

∂

�

r2
∂u(r)

∂r

�

= (1/4± ϑ2)Ωr−5/2±iϑ. (A.0.3)

Tomando a o conjugado da função u(r), obtemos

u(r)∗ = Ω
∗r−1/2∓iϑ. (A.0.4)

Substituindo (A.0.3) e (A.0.3) na equação

< p2r >= lim
r→0

�

∞

r

u(r)∗p2ru(r)r
2dr, (A.0.5)

obtemos

< p2r >= (1/4± ϑ2)|Ω|2 lim
r→0

r−2. (A.0.6)

Para a função u(r) encontramos o valor médio do p2r proporcional a r−2. Portanto, ele diverge

quando r → 0.
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