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Resumo

A dinamica de particulas escalares de spin-zero num plano tem chamado a atencao recen-
temente devido a novos fendmenos como por exemplo o efeito Hall quantico e isolantes to-
poldgicos para sistemas bosonicos. Neste trabalho estudamos a dinamica de uma particula
escalar de spin-zero num potencial oscilador de Klein—-Gordon acoplado a uma mistura de
potenciais de natureza escalar e vetorial do tipo Cornell em (2+1) dimensoes. Aplicando o
método de separacao de varidveis, a equacao radial pode ser expressa como uma equacao de
Schrodinger com um potencial efetivo composto do oscilador harmonico tridimensional mais
um potencial Cornell. Usando uma apropriada mudancga de variavel a equacao radial pode
ser expressa em termos da equacao diferencial de segunda ordem chamada biconfluente de
Heun. Seguindo o procedimento adequado, é dizer, aplicando corretamente as condigoes de
contorno, a solugao da equacao radial pode ser expressa em termos dos polinomios de Heun.
A partir das condicoes de contorno a condicao de quantizacao também é obtida e mostramos
que para este problema o estado fundamental é definido pelo niimero quantico n = 0 medi-
ante restrigoes dos valores dos parametros do potencial. Também analisamos as solugoes para
alguns casos particulares ja discutidos na literatura. Neste contexto, quando consideramos
o potencial escalar do tipo linear e vetor do tipo Coulomb, o estado fundamental também
¢ definido pelo niimero n = 0 em oposi¢gao ao que foi divulgado na literatura. Observamos
ainda que quando consideramos apenas a interacao vetorial do tipo Coulomb, neste caso o
estado fundamental é definido pelo nimero quantico n = 1, em concordancia com outros
trabalhos divulgados na literatura.

Palavras-chaves: Oscilador Klein-Gordon, potencial Cornell, estados ligados, polinomios

de Heun






Abstract

The dynamics of scalar particle spin-zero in a plane has drawn attention recently due to
new phenomena such as quantum Hall effect and topological insulators for bosonic systems.
We study the dynamics of a particle spin-zero scalar Klein-Gordon an oscillator coupled to a
potential mixture of potential nature scalar and vector Cornell type in the (2 + 1) dimensions.
Applying the method of separation of variables, the radial equation may be expressed as a
Schrodinger equation with an effective candidate compound the three-dimensional harmonic
oscillator potential Cornell another. Using an appropriate change of variable radial equation
can be expressed in terms of the differential equation of second order called biconfluente of
Heun. Following proper procedure, that is, correctly applying the boundary conditions, the
radial equation solution can be expressed in terms of polynomials Heun. From the boundary
conditions the quantization condition is also obtained and show that for this fundamental
state problem is defined by the quantum number n = 0 under restrictions of the values of
potential parameters. We also analyze the solutions to some particular cases already discussed
in the literature. In this context, when we consider the scalar potential of the linear type
and vector Coulomb type, the ground state is also defined by the number n = 0 as opposed
to what was reported in the literature. We also observed that when we consider only the
vector Coulomb interaction type, in this case the ground state is defined by quantum number
n = 1, in agreement with other studies reported in the literature. Keywords: Klein-Gordon

oscillator, Cornell potential, bound states, polynomials Heun
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Apresentacao

O oscilador harmoénico é um modelo que tem uma fun¢ao fundamental no ramo da fisica
[1]. Ao longo dos séculos tem sido um instrumento de grande importancia na resolugao
de problemas cientificos, sua maior relevancia como ferramenta bésica veio & tona com o
surgimento da Mecanica Quantica. A razao do seu destaque junto a Mecanica Quantica se
deve ao fato de ter sido o primeiro exemplo em que as regras de quantizagao foram aplicadas(a
proposta de Planck para associar unidades discretas de energia com osciladores de radiacgao),
e desde entao, seus espectros, funcoes de onda, simetrias, entre outras caracteristicas tém
sido usados em intimeras aplicagoes, nao s6 em célculos diretos, mas também para aumentar
nossa compreensao acerca dos problemas mais complexos [2].

O modelo relativistico mais popular do oscilador Harmonico que hoje é conhecido como
oscilador de Dirac foi proposto por Moshinsky e Szczepaniak [3, 4] em 1989 no seu artigo inti-
tulado de “The Dirac Oscillator” com o propédsito descrever sistemas relativisticos (particulas)
invariantes sob transformacao de Poincaré e que produzem estados ligados arbitrariamente
para altas energias com espectros analiticamente solucionaveis [5]. Eles acoplaram & equagao
de Dirac uma interacao do tipo linear tanto para as coordenadas quando para o momento.

O modelo do oscilador de Dirac é o paradigma natural usado para estudar as propriedades
de sistemas fisicos [6, 7]. Este modelo é baseado na dinamica do oscilador harmonico para
particulas de spin-1/2 introduzindo uma prescrigdo nao-minima na equagao de Dirac. Tais
caracteristicas ja mencionadas sobre este modelo e mais o fato de ser exatamente resolvivel
tém contribuido para a grande quantidade de trabalhos desenvolvidos no ambito deste for-
malismo teérico nos tltimos anos [7]. O interesse nesse problema aparece em diferentes
contextos, tais como dtica quantica [7—10], supersimetria [7, 11-13], reagdes nucleares [14],
algebra de Clifford [15, 16|, e espago nao-comutativo [17].

Apesar de ser um modelo bastante estudado desde sua publicacao seminal, a primeira
verificagao experimental do oscilador de Dirac s6 foi obtido em 2013 por Franco-Villafane
et al. O experimento realizado por eles foi baseado na relacao do oscilador de Dirac com
um correspondente sistema de elétrons fortemente ligados (tight-binding). Este sistema é

implementado como um conjunto de micro-ondas por uma cadeia de discos dielétricos aco-
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plados, onde cada acoplamento é evanescente e pode ser ajustado de forma apropriada. As
ressonancias do sistema de micro-ondas finito deram origem ao espectro de energia que é
condizente com o oscilador de Dirac unidimensional com e sem o termo de massa [18].

De maneira analoga, outros autores propuseram um modelo relativistico do oscilador
harménico para descrever particulas escalares (sistemas relativisticos de spin inteiro). Bec-
kers et al., introduziram este tipo de interagao a equacao Duffin-Kemmer-Petiau (que trata
particularmente de particulas com spins S = 0 e S = 1), enquanto Bruce e Minning in-
troduziram a mesma interagao a equagao de Klein-Gordon (que particularmente se atem a
particula com spin S = 0) [19] que atualmente é conhecida como oscilador de Klein-Gordon.
Estes tltimos mostraram que o acoplamento do oscilador de Dirac na equacao de Klein-
Gordon no limite nao-relativistico leva a equacao de Schrodinger para oscilador harmoénico
nao-relativistico [4].

Sistemas bosonicos em (2+1) dimensoes tem chamado a atencao recentemente devido a
novos fendomenos fisicos, como por exemplo o efeito Hall quantico [20], isolantes topolégicos
[21] e novos semimetais topoldgicos [22]. Além disso, considerando espagos curvos, especifica-
mente uma métrica de corda césmica tem muita aplicacao em fisica da matéria condensada,
ja que a métrica que descreve uma disclinagao corresponde a parte espacial do elemento de
linha da corda césmica [23]. Outras aplicagoes fisicas de sistemas bosonicos podem ser asso-
ciadas a condensados de Bose-Einstein (CBE) [24, 25] e atomos neutros [26]. Portanto, nés
acreditamos que sistemas bosonicos em (2+41) dimensoes merecem ser mais explorados.

A equacao de Klein-Gordon é usada para descrever a dinamica de particulas de spin-zero
na mecanica quantica relativistica. Esta equacao, para particulas livres, é construida usando
dois objetos: o quadrivetor, operador momento linear p, = thV, e o escalar, massa de

repouso m. Usando estes elementos e a relacao de dispersao relativistica chegamos a forma
(pup" — m3c*) (7, t) = 0.

Esta é a equagao de Klein-Gordon para particulas escalares livres. De modo que a inser¢ao

do oscilador de Dirac a esta equacao a transforma em

(E% — m2c)U(7,t) = (p + imowr?) - (P — imowr?) W (7, 1).

Essa construgao nos permite naturalmente a introducao de dois tipos de potenciais ex-
ternos, um deles ¢ a insercao de um quadrivetor potencial A,, anexado & equagao via aco-
plamento minimo modificando p, — p, — ¢A,. O outro é um acoplamento escalar Vy(r),
que é introduzido pela substituigao m — m + Vi(r). O acoplamento minimo inserido na

equagao de Klein-Gordon é 1til para estudar o comportamento de particulas de spin-zero
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carregadas submetidas a um campo eletromagnético. Ele atua diferentemente nas particulas
e antiparticulas quebrando a simetria do espectro de autovalores. J& o acoplamento escalar
atua igualmente tanto para particulas quanto para antiparticulas e apresenta um espectro de
autovalores simétrico com respeito a £ = 0.

Os termos “quadrivetores”’e “escalares” referem-se a representagao irredutivel unitaria cor-
respondente do grupo de simetria do espaco-tempo de Poincaré. A invariancia de gauge do
vetor acoplado nos permite fixa-lo sem alterar o conteudo fisico do problema.

Neste trabalho, estudamos a dinamica de uma particula escalar de spin-zero sujeita a
um potencial do tipo oscilador de Klein—Gordon acoplado a uma mistura de potenciais de
natureza escalar e vetorial em (2+1) dimensoes. Aqui, descartamos a parte espacial do qua-
drivetor potencial e consideramos apenas a temporal. Para cada um dos campos externos
utilizamos o potencial do tipo Cornell. A interagao tipo Cornell é a combinagao de uma com-
ponente linear que é responsavel pelo confinamento da particula e uma tipo Coulomb que é
responsavel pela interacao de longo alcance e pode ser atrativo ou repulsivo. Mostramos que
a equacao diferencial radial deste problema é equivalente a uma equacao de Schrédinger com
um potencial efetivo composto do oscilador harmoénico tridimensional mais um potencial de
Cornell. Aplicando corretamente as condigoes de contorno, encontramos que para este sis-
tema, as solugoes para estados ligados sao expressas em funcao dos polinomios de Heun. Além
disso, das condigoes de contorno a condi¢ao de quantizacao também é obtida e mostramos
que o estado fundamental é definido pelo niimero quantico n = 0, juntamente com restri¢oes
dos valores dos parametros dos ponteciais externos. Analisamos em detalhe a condicao de
quantizacao para dois casos particulares ja estudados na literatura e apresentamos algumas
correcoes a esses resultados.

Como proposta de investigacoes futuras podemos estender a investigacao deste problema
para o ambito de espagos curvos e estudar o comportamento do oscilador de Klein-Gordon

com interagoes mista vetor-escalar do tipo Cornell.
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Capitulo 1

Relatividade Restrita

1.1 Notacao

Para descrever a teoria relativistica devemos conhecer a ferramenta matemaética usada
nela. Nesta secao, introduziremos a notacao usada na teoria relativistica que tem como pano
de fundo o espago de Minkowski, o qual d& uma nova identidade para a relagao espago-tempo
combinando o espago Euclideano com o tempo em uma variedade quadrimensional. Nesse
espaco, um intervalo de espago—tempo é invariante para referenciais inerciais. Comecamos

definindo o tensor métrico (forma covariante)

goo Gor1 Go2 Yo3 1 0 0 0
g0 911 gi12 913 0O -1 0 0
(] = = : (1.1.1)
920 921 G22 923 0 0 -1 0
g3 931 932 933 0O 0 0 -1
com
1 p=v=0
Gw =4 -1 p=v=1i . (1.1.2)

0 pu#v
Uma vez definida a métrica, podemos agora caracterizar o comprimento de um vetor dr = dz*
por ds? = dxdx = gudxtdz”. Esté relacao define o tensor métrico. A forma contravariante

g desse tensor surge da seguinte condicao:

20



1 000
0100
1Y) = [64] = 1.1.3
#onl =l = | 0 0V (113
0001
De (1.1.3) podemos mostras que [¢"’] = [g,,] !, de modo que
10 0 O
0 -1 0 O
A , = Ul 1.14
e [9"] = 9] (1.1.4)
0 0 0 -1

Esta métrica é denominada de métrica especial de Lorentz.
O quadrivetor é um conjunto de quatro grandezas, em particular para o quadrivetor
covariante, ele é definido como
o = {2° 2!, 2%, 2*} = {ct,z,y, 2}, (1.1.5)
que retrata as coordenadas do espaco-tempo. A componente de subindice zero representa a
grandeza do tipo-tempo e as componentes de subindices 1,2,3 representam as grandezas do

tipo-espaco. O quadrivetor covariante é obtido fazendo o abaixamento do indice g com o

auxilio do tensor métrico como segue:

x, = g;u/];l/ = {'1"0’ _1.17 —1172, _x3} = {%0, L1, T2, 1'3},

x, = {ct,—x,—y, —z}. (1.1.6)

Podemos observar que o abaixamento dos indices de um quadrivetor muda o sinal do com-
ponentes espaciais desse vetor mantendo inalterada a componente do tempo.

Reciprocamente, podemos obter o quadrivetor contravariante a partir do covariante, ou

seja
Ty = gyaxga
(1.1.7)
g"x, = g" guex?.
De (1.1.3) temos que g"”g,, = 6%, ou seja, a identidade. Assim, podemos escrever
= g"x,. (1.1.8)
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1.2 Produto interno no espaco de Minkowski

O produto interno de quadrivetores no espaco de Minkowski é dado por

3
€T-r = gMVwaV = gj“xu = E :CM{I,‘H = :L"Oibo — .’L‘IIL'1 — 3325[2 — .’L’Sflfg.

pn=0
De (1.1.5) e (1.1.6), temos
x-x:c2t2—x2—y2—22,
ror =7 —x-x (1.2.1)

De forma analoga ao quadrivetor, podemos definir o quadrimomento da seguinte forma:

FE
p,u = ?apx7py7pz y

FE
Py = ?a_pxa_pya_pz .

O produto interno para o quadrimomento no espago de Minkowski pode ser escrito como

(1.2.2)

2
pp=0'Pu= 3 —P =P, P

pp=—5—PP, (1.2.3)

e, da mesma forma podemos fazer

H H L
x-p=2a"p,=x,p zct’z—mpx—ypy—zzoz,
x-p=Et—xp, —ypy — 2p-,
x-p=FEt—x-p. (1.2.4)

O operador quadrimomento

ﬁ“:ihi:{iha 'ha ,z'ha ,ih 0 },

oz, (9300’2 Oxy’ Oxy’  Oxs

0 0 0 0

om0 L0 0
=1hV {Zha(ct)’ Zh@x’ Zh@y’ Zh@z}’
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P = ihV* = il {%, —v} . (1.2.5)

Da Eq. (1.2.5) temos que p* se transforma como uma quadrivetor contravariante. Analoga-

mente, temos que

0

p, = ihV, = ih : 1.2.

P =1hV, =i {8(ct)’v} (1.2.6)
De (1.2.5) e (1.2.6), o produto

o 1 0?

Pp, = —h° b@ — VQ] : (1.2.7)
onde L o2

O=555" V2, (1.2.8)

O é chamado de operador d’Alembertiano, pode ser escrito como

Pp = —h°0. (1.2.9)

1.3 Transformacoes gerais de Lorentz

As transformagoes gerais de Lorentz sao representados como

"= Az 4 a, (1.3.1)

nas quais estao incluidas as translagoes (definidas pelos parametros a*), as rotagoes espaciais
e as transformagoes especiais de Lorentz (entre referenciais inerciais em movimento relativo
uniforme), além das inversoes espaciais e temporais. As transformagoes (1.3.1) s@o conhecidas
como transformacoes gerais de Lorentz nao homogéneas ou, simplesmente, transformacoes

Poincaré. Sem as translagoes, (1.3.1) converte-se nas transformagoes de Lorentz homogéneas

M= A"z (1.3.2)

as quais contém rotagoes espaciais e transformacao especiais de Lorentz (entre referenciais
inerciais em movimento relativo uniforme), além das inversoes espaciais e temporais.
As transformagoes especiais de Lorentz ao longo dos trés eixos coordenados tem como

matrizes de transformacao,

23



M —mpr 0 0
— 00
L= b1 e 7 (1.3.3)
0 0 10
0 0 0 1
para deslocamentos ao longo do eixo z,
V2 0 —702 0
0 10 0
Ly = , (1.3.4)
B2 0 7 0
0 00 1
para deslocamentos ao longo do eixo y e
V3 0 0 —730
0 100
Ly = , 1.3.5
o 010 (1:3.5)
1305 0 0 3
para movimentos relativos ao longo do eixo z, em que
Vi 1
fi=— € Vi=—F—ss (1.3.6)

27
¢ V1-=75
com (i =1,2,3).
As componentes contravariantes e covariantes de um quadrivetor se transformam sob

transformagoes de Lorentz como

Al = AP AV (1.3.7a)
A =ArA, (1.3.7b)

nesta ordem. Desta forma, o produto escalar transforma-se como

AWAL = NP AVA DA, = NN MARA,

sob a condicao de invariancia

AMAL = AFA,,,

fornece a condigao

24



A NN =67, (1.3.8)

que é conhecida como condi¢ao de ortonormalidade para matrizes das transformacoes de
Lorentz.

Para as componentes v = A = 0, resulta

Isto nos leva a relagao

A% =1+ A"GA° > 1. (1.3.9)

uando A% > 1, a transformacao ¢é ortécrona (sinal do tempo é mantido), e quando
0
A% < —1 a transformagdo é nao-ortécrona (com inversao temporal). Da equagao (1.3.8) e

do fato que
9 gn = G, (1.3.10)

chegamos a relacgao
g = A“AA”ng’\77 < AgA =g. (1.3.11)

De (1.3.11), podemos obter condigdes sobre o determinante de A:

(detA)? = 1 = detA = +1. (1.3.12)

No caso de detA = 1, trata-se de uma transformagao propria (sem reflexdo espacial ou
inversao temporal) e no caso de detA = —1 a transformagao é imprépria (ha reflexao espacial

e ou inversao temporal). Com as condigoes
deth =1 e A =1, (1.3.13)

as transformagoes continuas, que podem ser obtidas por uma sucessao infinita de trans-

formacoes infinitesimais a partir da identidade, devem ser préprias e ortocronas.

1.4 Relatividade e eletromagnetismo

As equacoes de Maxwell escritas em 1859 que unificou a eletricidade com o magnetismo,
foram capazes de explicar todos os fenomenos conhecidos do eletromagnetismo e, a0 mesmo
tempo previu as ondas eletromagnéticas. Em contraste a mecanica, veremos que o ele-

tromagnetismo descrito pelas equagoes de Maxwell no vacuo é covariante com respeito as
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transformagoes de Lorentz.

1.4.1 Quadripotencial do campo eletromagnético

O campo eletromagnético pode ser completamente caracterizado pelo potencial escalar ®
e um potencial vetor A = (A,, A,, A,), lembrando que a definicdo de escalar e vetor para
estas duas grandezas se refere ao conceito classico.

Todo o eletromagnetismo classico é descrito pelas Equacoes de Maxwell juntamente com

a lei de conservagao de cargas [27]

V-E=p/e, (1.4.1a)

0B
E=— 1.4.1b
V-B=0, (1.4.1c)

OE
VxB= ,UQJ + MQEOE, (1 41d)
dp
J=——. 1.4.2
Usando as identidades vetoriais para os campos E ¢ B

VxVxE=V(V-E)-V’E, (1.4.3a)
VxVxB=V(V-B)-V’B. (1.4.3b)

nas equagoes (1.4.1a) e (1.4.3) para um espago sem cargas e correntes obtemos as equagoes

de onda para os campos elétrico e magnético:

1 O’E 9
1 0°B
——— =V’B, 1.4.4b
2 ot? ( )
com ¢ = ——. Isso mostra a relacao direta entre a teoria clédssica eletromagnética de Maxwell

~ Hofo .
e a teoria ondulatéria da luz.

Usando a contragao do espaco e a dilatacao do tempo nas varias leis basicas do Eletro-
magnetismo é possivel mostrar que os campos elétrico E(z,y, z,t) e magnético B(x,y, z, 1),

medidos em um referencial inercial S, sao relacionados aos campos elétrico E'(z/, ¢/, 2, ') e
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magnético B'(z/, 9/, 2,/ , '), medidos em referencial inercial S movendo-se com velocidade v

em relagao da S, por:

E,=E, E,=v(E,—v.B.), E =~E.—uvB,); (1.4.5a)
B.=B, B, =~ (By _ Z—2E> . B.=~ (Bz _ Z—QEy> . (1.4.5b)

E claro que as leis de transformacgoes dadas nas equagdes (1.4.5a) e (1.4.5b) nédo sao
compativeis as de um quadrivetor.

Definindo o tensor campo eletromagnético como

0 —cB, cB, E,
B, 0 —cB, E
Ty Oy T ¢ v (1.4.6)

-E, -E, -E, 0

0
e operando gy em F* podemos compactar duas das equagoes de Maxwell na forma
x

orm Jv
=—. 1.4.7
oxH ceo ( )
As outras duas equacoes dependem da forma covariante do tensor eletromagnético
0 —cB, cB, —FE,
B, 0 —cB, —FE
Fo =04, —0,A,=| © ¢ v, (1.4.8)
—cB, B, 0 —F,
E, E, E, 0
e podem ser escritas como
F,. F, F
8"+8 ”+ap“=0. (1.4.9)

oxP o+ ox?
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Capitulo 2

Equacao de onda relativistica para

particulas de spin-zero

O estudo de processos relativisticos ¢ baseado em fenomenos de colisdes de energia muito
maior que a energia de repouso da particula envolvida. Neste regime, grande ntimero de
novas particulas é tipicamente produzidas, com grande momento ou, equivalentemente, com
pequeno comprimento de onda. Por esta razao, o esquema da Mecéanica Quantica ordindria
baseada na Equacao de Schrodinger que descreve fungoes de onda para um numero fixo de
particulas nao é mais aplicavel. Logo, para descrever os fenomenos em altas energias deve-se
concentrar esforgos na investigagao das equagoes de ondas relativisticas, ou seja, equagoes
que sdo invariantes sob transformagoes de Lorentz [28].

Para que possamos ter o entendimento da teoria relativisticas alguns conceitos tém que
serem revistos em relacao a teoria nao-relativistica. Destes o primordial é a nova nogao de
tempo e espaco que para a teoria nao-relativistica sao entidades desconexas e ja na teoria
relativistica devem ser tratados como uma s6 entidade.

Desde que

h h

Ar ~v —— ~ — 2.0.1
. 2Ap  2mc’ (201)

temos que uma particula relativistica nao pode ser localizada numa regiao menor que h/2mc;
do contrario para E > 2mc? ocorre criacao de pares. Desta forma, a ideia de particula
livre sé faz sentido se ela nao esta atrelada por um vinculo externo a um volume que seja
menor que aproximadamente a metade do comprimento de onda de Compton A./2 = h/2mec.
Caso essa premissa seja violada, havera automaticamente a criacao de um par particula-
antiparticula[28].

Como ha incerteza na posigao, ou seja,
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Az > — (2.0.2)

também h& incerteza no tempo, pois

(2.0.3)

2.1 Equacao de Schrodinger

O conceito de uma funcao de onda é um postulado fundamental da mecanica quantica.
A equagao de Schrodinger também é muitas vezes apresentada como um postulado separado,
mas alguns autores afirmam que pode ser derivada de principios de simetria.

Na interpretacao padrao da mecanica quantica, a funcao de onda é a descrigao mais
completa que pode ser dada a um sistema fisico. As solugoes para a equacao de Schrodinger
descrevem nao sé sistemas moleculares, atdmicas e subatomicas, mas também os sistemas
macroscopicos, possivelmente, até mesmo todo o universo. A equagao de Schrédinger, em
sua forma mais geral, é compativel tanto com a mecanica cléssica ou a relatividade especial,
mas a formulagao original do préprio Schrodinger era nao-relativista.

A equacao de Schrodinger para a funcao de onda quantica baseia-se na expressao nao-
relativistica para a energia de uma particula. O ponto de partida ¢é a relacao energia-momento

2
E=L v, (2.1.1)
2m

Fazendo uso das correspondéncias

0
FE h— —ih
— 1 ETe p — —1hV,

e aplicando em W, chegamos a equagao de Schrodinger para uma particula de massa m
submetida a um potencial V' (x)
iy _ —h—2v2x11 +V(x)W. (2.1.2)
ot 2m
Esta equagao, por ter diferentes ordens para as derivadas temporais e espaciais, nao é um
covariante de Lorentz (ndo é um invariante de Lorentz). Isto significa que, passando de um
referencial inercial para outro, a equacao muda sua estrutura, conflitando com o principio da
Relatividade.
Outro problema da equagao (2.1.2) quando proposta em 1926 por Schrédinger estava no

fato de que sua solucao era uma funcao complexa. Logo, sendo uma grandeza complexa, esta
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solugao nao tem nenhum interpretacao fisica direta, pois nao pode ser medida diretamente
por um instrumento fisico. Este problema foi resolvido por Marx Born no final de 1926. Ele
postulou que o quadrado do médulo da fungao de onda |¥(x,#)|? poderia ser interpretado
como densidade de probabilidade p(x, t) de encontrar uma particula na posigao z, no instante
t, ou seja,

p(x,1) = [U(x, 1) (2.1.3)

A equagao (2.1.3) mostra que p é uma grandeza positiva definida.

2.1.1 Densidade de probabilidade e de corrente para ondas quanticas

nao-relativisticas

Na fisica classica ondas transportam energia. Para estas podemos definir grandezas como
a densidade de energia u e a densidade de corrente de energia S . Especificamente para
as ondas eletromagnéticas a densidade de corrente de energia é representada pelo vetor de

Poynting, dado por

1
S=—E x B, (2.1.4)
Ho

o qual obedece a lei de conservagao de energia,

ou
—=—-V-S—j.-E, 2.1.5
conhecida como teorema de Poynting. O termo V - S representa o fluxo de energia, j, - E
equivale a taxa de variacao da densidade de energia mecanica das cargas e j, é a densidade
de corrente elétrica. Na auséncia de correntes (j, = 0) a equagdo (2.1.5) se transforma na
equacao da continuidade para a conservagao de energia, dada por
ou
— +V-S=0. 2.1.6
T (2.1.6)
Diferentemente das ondas eletromagnéticas, as quanticas sao ondas de matéria, ou seja,
sao ondas que fornecem a probabilidade de encontrar uma particula de matéria no espaco.
De certa forma, podemos afirmar que estas ondas carregam probabilidade. De forma analoga,

temos que

dp
ot

onde p = p(x,t) é densidade de probabilidade e j é a densidade de corrente de probabilidade.

+V-j=0, (2.1.7)

Uma vez definida a relagao entre p e j, podemos chegar a expressao da densidade de
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corrente de probabilidade transportada pela onda quantica.
Derivando p em relagao ao tempo, temos
0 ov* ov
DP9 L
ot ot ot

Tomando a equacao de Schrodinger e sua conjugada e admitindo que o potencial seja real, a

(2.1.8)

equagao (2.1.8) se transforma em

dp _ ih

= — [TV — UV 2.1.9
5 = am LV A (2.1.9)
Substituindo as identidades
V- (U*VU) = VU* . VU + UV, (2.1.10)
e
V- (UVU*) = VU* . VU + UV (2.1.11)
na equagao (2.1.9), obtemos
dp  ih
— =—V . [U'VU - UV¥r. 2.1.12
i U LY VT (2.1.12)

Comparando (2.1.12) com (2.1.7) chegamos a expressao

ih

2m

j= [(U*VE — UV I*. (2.1.13)
Considerando particulas livres, a solu¢ao da equagao de Schrodinger é uma funcgao de

onda plana, dada por
U(x,t) = Cellexet), (2.1.14)

onde C é a constante de normalizagao. Substituindo (2.1.14) diretamente em (2.1.13), obte-
mos Ik
j=—. 2.1.15
= (2.1.15)
Podemos observar que, assim como o vetor de Poynting, a densidade de corrente de proba-

bilidade tem a mesma direcao do vetor onda k.

2.2 Equacao de Klein-Gordon

A equacao de Klein-Gordon é a versao relativista da equagao de Schrodinger que tinha

como proposta inicial descrever o comportamento relativisticos dos elétrons. No entanto, ela
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fracassou, pois é uma abordagem relativistica da Mecanica Quantica para descrever particulas
de spin-zero e sabemos que o elétron é uma particula que possui spin. Esta equagao nao
corresponde a uma densidade de probabilidade definida positiva e, além disso, ela é de segunda
ordem na derivada temporal, o que impede uma interpretagao fisica simples.

De acordo com a relatividade restrita a energia £ de uma particula livre nao é apenas a
energia cinética, mas também a energia de repouso mc?, onde ¢ é a velocidade da luz. Sendo

assim, a relacao de dispersao relativistica é dada por:

E =+/m?c*+Ap-p. (2.2.1)

Aplicando essa equagao na funcdo de onda W(x,t) e usando as correspondéncias para

energia e momento dadas em (2.2.1), chegamos a equagao:

1/2

L OU(x, )

ot

Contudo, esta expressao possui problema na interpretacao da raiz quadrada dos operadores

= [m*c' — *PV?] T U(x,1). (2.2.2)

pois, fazendo a expansao de Taylor da raiz quadrada da (2.2.2) obtemos

oW (x,t) 4
ot 8m3c?

desta forma para resolver a equagao (2.2.3), ou seja, obter a fun¢ao de onda desta equagao

ih

=m?cU(x,t) — %V2\Il(x, t) — (V22U (x,t) + - - (2.2.3)

serd obrigado dispor de um numero infinito de condi¢oes de contorno. Esta efetiva “nao-
localidade” junto com assimetria (com respeito ao espaco e tempo) sugere que esta equagao
nao é o ponto de partida adequado para descrever particulas relativisticas. Uma forma de
contornar o problema ¢ fazer o quadrado de ambos os lados da eq. (2.2.1) e aplicar em W,
obtendo

E*U(x,t) = [m*c* + 2p?)¥(x, ). (2.2.4)

Usando as mesmas correspondéncias utilizadas em (2.2.2) para energia e momentos, temos

1 9*¥(x,t) , m3c?
2 o2 [V 7 ] U(x,t). (2.2.5)
Rearranjando esta equacao, obtemos
1 0*U(x,1) ,  mic?
[C_QT -Vo+ = ] U(x,t) =0. (2.2.6)
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Substituindo a sentenga (1.2.8) na (2.2.6) chegamos a

m2c?

h2

U+

} U(x,t) =0. (2.2.7)
Usando a (1.2.9) podemos obter a uma forma mais compacta para (2.2.7), ou seja,

(p"p, — m*)¥(x,t) = 0. (2.2.8)
Esta ¢ a equacao de Klein-Gordon na forma invariante de Lorentz.

2.2.1 Quadricorrente de Klein-Gordon

Aqui, vamos construir a quadricorrente j* para equagao de Klein-Gordon. Vamos iniciar

multiplicando a (2.2.8) por ¥(x,t)*, ou seja,
(x,t)*(p"p, — m*c®)¥(x,t) = 0. (2.2.9)
Agora, tomando o conjugado complexo de (2.2.8) e multiplicando por ¥(x, ), chegamos a
U(x,t)(p"p, — m*c)¥(x,t)* = 0. (2.2.10)
Subtraindo (2.2.9) de (2.2.10) e fazendo algumas manipulagoes algébricas chegamos a
U(x, )"V, VAU(x, ) — W(x, )V, V*U(x, )" = 0. (2.2.11)
Usando as identidades

V. [¥(x, )" ViU(x,t)] = U(x,1)"V,V*U(x,t) + VIU(x,1)"VIU(x,1), (2.2.12)

V, ¥ (x,t) ViU (x,t)"] = U(x,t)V,VU(x, )" + VIU(x,t)VIU(x,1)", (2.2.13)

na equacao (2.2.11), obtemos
V. [¥(x,t)"VIU(x,t) — VU (x,t)V'U(x,t)"] = 0. (2.2.14)

Esta equagao é uma lei de conservacao. Novamente, podemos fazer uso da analogia com as

ondas eletromagnéticas e definir
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g = a[U(x, )" VU (x,t) — U(x,1) VAT (x,1)"] (2.2.15)

onde o j* é um quadrivetor definido por j* = (¢p,j), que pode ser escrito como

a oV (x,t) oV (x,t)*
= — |U(x, ) ———= — U(x, ) ——— 2.2.16
p= 5 |Wee e we Tl (22.16)
e
j=—a[¥(x,t)"'V¥(x,t) — ¥(x,t)V¥(x,t)]. (2.2.17)
Comparando (2.1.13) com (2.2.17), temos
ih
= —. 2.2.18
a=g— (2.2.18)
Assim, as equagoes (2.2.16) e (2.2.17) podem ser reescritas como
ih oV (x,t) oV (x,t)*
_ T(x )" ) gk 92.2.19
p= g W01 e, ) 2T (2219)
e -
j= —;—m [0 (x, )"V (x,t) — U(x, ) VE(x, )] (2.2.20)
A equacao (2.2.19) mostra que a densidade p(x, t), ao contrario da expressao nao-relativistica,
. . . : 0V (x,t)
contém derivadas temporais. Como para um instante ¢ tanto ¥(x) quanto ———— tem

valores arbitrario, portando a densidade pode ser positiva ou negativa. Pelo fato de p(r,t)
nao ser uma grandeza positiva definida ela nao pode ser interpretada como uma densidade
de probabilidade. Portanto, a alternativa para resolver este problema é obter o quadrivetor

densidade de corrente de cargas multiplicando a equacao (2.2.15) pela carga elementar e, ou

seja, -
"= ;:Lia [W(x,t) V" (x, 1) — U(x, ) V()] = (¢p),§), (2.2.21)
onde ' 00 (x. 1) U (x, )"
mne X X
= U(x, ) ——— = U(x, ) — 2.2.22
p D2 (x,1) o (x,1) 5 , ( )

é a densidade de cargas, e

j= _% (W (x, 1) VU(x, 1) — U(x, ) VE(x, )], (2.2.23)

¢ a densidade de corrente de cargas. A densidade de cargas (2.2.22) pode ser negativo,

positivo ou nula. Isto é equivalente com a existéncia de particulas e antiparticulas na teoria.
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2.2.2 Solucgao para particulas livres

Para particulas livres temos que

U(x,t) = Aexp {% (p-x— Et)] , (2.2.24)
e substituindo em (2.2.5), chegamos a relagao relativistica da energia
E? = m?c* + °p?, (2.2.25)

e, consequentemente, a duas possiveis solucoes para um dado momento p: uma com energia

positiva e outra com valor negativo.

E, = £y/mic* + *p?, U, (x,t) = AL exp [% (p-xF Ept)} , (2.2.26)

onde A, sao constantes de normalizacdo. Inserindo (2.2.26) em (2.2.22), obtemos

c| | .
P+ = W\Pi(x, t) \I/i(X, t) (2227)

A interpretagao de (2.2.27) sugere que a solugao W_(x, t) refere-se particulas com cargas —e,

enquanto que ¥, (x,t) descreve particulas de mesma massa, mas com cargas +e. De (2.2.26)

temos que
U, (x,t) = ug(x) exp {:F%Ept} : (2.2.28)
com ‘
uy(x) = Ay exp {;—ip : x} . (2.2.29)
Logo, a (2.2.27) torna-se
pr = i%mi(){”?- (2.2.30)

Como f p+dx representa uma quantidade fisica, isto impoe que as fungoes de ondas u(x)

sejam quadradas integraveis, isto €, na forma

/’u:t(XMZdXv (2.2.31)

a qual, como ja conhecido da mecanica quantica nao-relativistica, deve ser finita.
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2.3 A interacao de uma particula de spin-0 com um

campo eletromagnético

O eletromagnetismo é a mais importante interagao para o estudo de atomos, moléculas
e materiais. Ele determina a maioria dos potenciais de pertubacao que sao estudados em
aplicacoes praticas da Mecanica Quantica, e também serve como um exemplo bésico para a
implementacao de interagoes mais complexas na Mecanica Quantica [29].

No caso da Mecanica Quantica nao-relativistica, a introdugao da acao eletromagnética
na dinamica de uma particula de massa m e de carga elétrica e pode ser obtida usando o

acoplamento minimo, ou seja, fazendo a substituicao de

- L0 L0

F = Zh& = ’Lha — 6140, (231)
e

p=—ihV = —ihV — “A, (2.3.2)

c

na equacao de Schrodinger:

i V2 (x,t) = ih 0 (x,t) (2.3.3)

_ X, t) =1h—V(x 3.
2m ’ ot T

obtemos a equacao de Schrodinger para uma particula carregada sob a agao de um campo

eletromagnético, dada por

L (hv - EA)2 U(x, 1) + eAgB(x, ) = ih-2w(x, 1) (2.3.4)
2m C ’ 0 ’ - at T e

Para inserir a interacgao eletromagnética na equacao de Klein-Gordon devemos compactar

as relagoes (2.3.1) e (2.3.2) em uma forma quadrimensional, como:

e e
Pu=Pup— EAM ou pt=p’— EA“, (2-3-5)

que ¢ a forma relativistica do acoplamento minimo. Considerando a equagao de Klein-Gordon

na forma
P V(x,t) = m?ctV(x, 1), (2.3.6)

e substituindo a (2.3.5), obtemos

(pu - SA“) (p“ - ZA“) U(x,t) = m*ct(x,1). (2.3.7)
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A equacao de Klein-Gordon livre (2.3.6) inclui agora uma interacao eletromagnética.

2.3.1 Quadricorrente de Klein-Gordon sob a acao de um campo

eletromagnético

Agora vamos examinar como a quadricorrente da equagao de Klein-Gordon se transforma

sob a agao de um campo eletromagnético. Partindo das equacoes (1.2.6) e (2.3.5), obtemos
e

VH — VH 4 h—A“, (2.3.8)
c

que substituida na equagao na (2.3.7), fornece

e e
(VM + %AO <V“ + %A“) U(x,t) = m?c*U(x,t). (2.3.9)
Multiplicando a (2.3.9) pela esquerda por W(x, ¢)* e subtraindo pelo seu conjugado complexo,
obtemos
Vi {\If(x, 1)V (x,t) — U (x,t) VIU(x,t)" + ;—eA”\I/(X, O (x,t)"| . (2.3.10)
c

Do resultado acima, podemos definir

ihe e?
G = o= [V(x, )" VIU(x, 1) — U (x, 1) VIU(x,1)"] — —5 A" (x, 1) W(x,t)", (2.3.11)

2m mc
que é a quadricorrente da equacao de Klein-Gordon sob a acao de um campo eletromagnético.
Podemos notar que (2.3.11) difere da equagao (2.2.15) apenas pelo termo proporcional a A*.
Este termo é justificavel porque trata da contribuicao do campo eletromagnético para a

quadricorrente. Podemos escrever

p, ihe (\I/(X*,t)aq}éj’ t) B \I’(X, t)a\ll(x’t)*) _ 662140‘1’()(, t)‘I/(X, t)*, (2312)

~ 9me? ot m

e
i 2 G ) T, 1) — B, )T (x) — - A (x, 1)U (x, 1) (2.3.13)
j=—5 - (¥(x, X, X, X — X, x, ). 3.

Para ter uma melhor compreensao destas expressoes, vamos considerar um estado esta-

cionario da equacao de Klein-Gordon, que tem a forma

U(x,t) = h(x)e F, (2.3.14)
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onde F ¢é a energia da particula. Substituindo a (2.3.14) na (2.3.12), obtemos

E - GAO %
p(x,t) = €W¢(XW(X) : (2.3.15)
Logo, a densidade de carga torna-se
p(x,t) >0 para E >eAy, p(x,t) <0 para F <eA (2.3.16)

Para o primeiro caso a densidade tem o mesmo sinal da carga da particula e para segundo ¢é
o contrario. A densidade de cargas tem sinal oposto ao da carga da particula, independente-
mente do valor do potencial a energia E vai ser menor que eAg. O significado fisico para a
mudanca do sinal da densidade de cargas p(x,t) em campos fortes pode ser explicado apenas

no ambito da teoria de campos, onde o numero de particulas se torna variavel.

2.3.2 [Equacao radial de Klein-Gordon

Se a equagao de Klein-Gordon contém um potencial centralmente simétrico eAy = V (z),
A =0, ela possui uma simetria esférica. Assim como na mecanica quantica nao-relativistica,

é entao necessario reescrever a equagao de Klein-Gordon em termos de coordenadas esféricas,
r=rcospsinf, y=rsinpsinf, z=rcosb, (2.3.17)

a fim de separar a parte angular da radial. A equagao (2.3.7) sob estas condi¢oes pode ser

colocada na forma

2
<zh% — eA0> U(r,p,0,t) = =RV (r, ¢,0,t) + mic*W(r, ¢, 0,t). (2.3.18)

Definindo U (r, o, 0,t) = 1 (r, ¢, #)e *Et e substituindo diretamente na (2.3.18) chegamos a

[(E - V(r)? + Er2v? — mgcﬂ U(r,p,0) =0. (2.3.19)
Usando L 8 p . R(r)
r

onde A? é o operador Legendriano (parte angular do Laplaciano), a (2.3.19) se transforma

em

R(r)

- — Y, (8, =0. 2.3.21
r2 Or " or c2h? h? 72 tm(0,0) =0 (2:3.21)

Fg(Qa>+(E—V(r)>2_mgc2+A2
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Como Y, (0, ¢) sdao autovetores de A* com autovalores —I(I + 1), podemos reescrever a
(2.3.21) na forma

d*R(r)
dr?

R(r) = 0. (2.3.22)

(E0) - (mocy HED

Esta ¢ equagao radial de Klein-Gordon com uma interagao vetorial em (3+1)D.

2.3.3 Acoplamento minimo para um potencial Coulombiano

Nesta se¢ao, resolvemos o problema da Equagao de Klein-Gordon (3+1) para o méson-m—,
particulas subatomicas de spin-0, sob a acao de um potencial Coulombiano atrativo
e2Z

V(r)=-—= (2.3.23)

e discutimos seus autovalores de energia para os estados ligados, ou seja, para o intervalo de

energia —mc? < E < mc?. Para isto, substituimos a Eq.(2.3.23) na Eq.(2.3.22) resultando

dR(r)*> [E*—mic* 2e°ZF1 elZ?
— — —l(l+1) ) = | R(r). 2.3.24
dr? c2h? cch? r c2h? (1+1) r2 (r) ( )

Usando a definicao,
2

%’
onde a, é denominada de constante de estrutura fina. A equagao radial de Klein-Gordon
(2.3.24) torna-se

Qe =

dR(r)? E? —m2c* 20.ZE1 (. Z)?—1(l+1)

z R(r). 2.3.25
dr? * [ c2h? ch r * 2 (r) ( )

Podemos introduzir as quantidades

m2c* — E? 2E 7 a,
— — = )\ = 2.3.26
e reescrever a (2.3.25) como
& rl+1 a1

————+—-———-|R =0. 2.3.27
e L (2.3.27)

Com
'+ =11+1)— (Za.)?,
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que nos leva a

r=te (10 2) e 2325)

Visando simplificar a resolugao da (2.3.27), vamos verificar o comportamento assintético

. . 1 .
da solugao desta equagao para n — 0 e co . Quando 1 — 0o, o termo 1 torna-se dominante,

1 1
de modo que podemos desprezar os termos proporcionais a — e —. Assim, a (2.3.27) reduz
ntoon
a equagcao
U pm =0 (2.3.29)
2 4] = o

cuja solucao geral é dada por

Ri(n) = aexp (—g) + bexp (g) :

O segundo termo desta solucao diverge quando 7 vai para o infinito. Para que tenhamos
uma fungdo bem comportada no infinito devemos fazer o coeficiente b = 0. Assim, a solugao

resulta
Ri(n) = aexp (—g) . (2.3.30)

: 1, .
No caso de n — 0, o termo proporcional a — ¢ o dominante. Deste modo, podemos
desprezar os dois tltimos termos, e a (2.3.27) se converte na equagao

{ & U+ 1)

i T] Ri(n) =0, (2.3.31)

tendo como solucao Ry(n) = n'*' e Ry(n) = 7. Tomando como referencia a (2.3.28), temos

que

I'+1=1/2+ \/(l +1/2)* = (Zao)?,

—'=1/2F \/(l +1/2)" = (Zaw)?,

entao estas duas solugoes se resume a apenas uma,
Ri(n) =n"*". (2.3.32)

Precisamos encontrar uma solucao que tenha significado fisico e, para chegarmos ao perfil
desta solucao devemos olhar para a expressao (2.3.28). Primeiro vamos analisar a sentenga

do radical: Se (I + 1/2)2 — (Za,)? < 0, I' serd um complexo que vamos representar por
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I'=—1/2+ i, com ¥ = \/(Za.)? — (I+1/2)? e a funcio de onda terd a forma Ry(n) =
n'/?*W  Esta funcao, apesar de ser convergente quando 7 tende a zero, ela proporciona valores
esperados divergentes para p?. Logo, esta funcao de onda nao representa uma solugao fisica.
Assim, devemos considerar a condicio (I +1/2)* — (Zaw)? > 0.

Feito a analise do radical, agora devemos verificar qual sinal deve ser adotado para
(2.3.28). Devido ao comportamento do potencial Coulombiano (o ;), para que a funcao
seja integrdavel proximo da origem, o vinculo I’ + 1 > 0 deve ser obedecido. Escolhendo o

sinal positivo esta restricao é sempre valida. Caso seja escolhido o sinal negativo obtemos

0< \/(z+ %)2 — (Zaw)? < 1/2,

para que a funcao seja bem comportada proximo da origem. Contudo, para esta escolha,

outra condigao:

acontece o mesmo problema encontrado para a func¢ao de onda complexa (valor esperado de
p? divergente), assim devemos desprezar o sinal negativo em (2.3.28).

Para obter a solugao valida em toda as regioes usamos o seguinte ansatz

Ry(n) = Ny "' exp (—g) f(n). (2.3.33)
Substituindo (2.3.33) na (2.3.27), obtemos

d*f(n) N (2l’+2 _1) fn) (l’—)\+1

)f(n):f).

dn? U dn U
Fazendo 2I' +2=0bel' — A+ 1 = a, obtemos
d f(n) (b ) fn) a

+|l-=—1)=—=—=——=f(n)=0. 2.3.34
P p i (n) ( )
Para resolver a (2.3.34) vamos usar o método de Frobenius assumindo que a solugao seja

da forma .
Fn) =Y am’™*. (2.3.35)

§=0

Substituindo a série (2.3.35) na (2.3.34), obtemos

oo . . . b oo . . a oo -
Z(]+5)(]+3—1)aj7]]+ 2+ (5—1) Z(]—i—s)ajn” I—EZajn” =0.
=0

j=0 7=0
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Agrupando os tempos de mesma poténcias de 1 chegamos a

DG+ +s=1)+ G+ s)blan™> = (j + s+ a)aj’ = 0. (2.3.36)
j=0 j=0

Redefinindo o indice do somatério da primeira soma na equacao (2.3.29) e arranjando os

termos de mesma poténcia de 7, obtemos
s(s =1+ c)ag+ Y (G +5+b)(J+ s+ Dajpu — (G +s+a)a]p ™" =0, (23.37)
=0

Como esta equagao ¢é valida para valores arbitrarios de 7, isso implica que o coeficiente de

cada poteéncia deve ser nulo. Isto nos leva as relagoes

s(s —14b) =0, (2.3.38a)
e
Jt+s+a
= ;. 2.3.38b
G s rs+ D) ( )

A equacao (2.3.38a) tem como raizes s =0 e s = b— 1. Para s = b— 1 a solucao é divergente
na origem logo, devemos descarté-la.

A equacao (2.3.38b) nos fornece as seguintes relagoes:

a1:5a0a
_(at1)a
GQ—mbaoa
_(a+2) (a+2) (a+1)a
BB +2)"? T 320+ b+ )b
i (a+n-—1) _ (a+n—1) (a+n—2) (a+2) (a+1)ga0

nbtn -1 T nbrn—1)m-Ub+tn—2) 3-20+2) (b+1)b

_l(a+tn—-1)(a+n—-2)  (a+2) (a+1)a
M tn -0 (+n-2) 3-20+2)(b+1)b"”
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Substituindo esta ultima relagdo na (2.3.35), obtemos a seguinte expressao:

(a+j—1)(a+2z-2) (a+2) (a+1)a ,
_aozz' br:-)(b+2-2 32012 0+1b"

Esta série pode ser escrita numa forma compacta como

(DM

onde F(at 2)
W=

) b+ 2)
(b). = T

A fungao (2.3.40) é a funcao hipergeométrica confluente | Fi(a, ¢, n), dada por

I'(b) <= T'(a+ 2)n?
1F1(Cl,b, 7]) = F(a) g F(b+ Z) Za

cuja representacao integral é

()

1
F; b = —— ma=l(1 — ¢)bme gy,
1 1(0" 777) F(a)F(b—a)/O € ( )

(2.3.39)

(2.3.40)

(2.3.41)

(2.3.42)

(2.3.43)

(2.3.44)

Para verificar o comportamento da funcao 1Fi(a,b,n) quando |n| — oo, fazemos a troca

u = —nt na integral, obtendo

1Fi(a,b,n) = %(—n)“ /071 e Myt (1 + g>b_a_l du.

Dividindo a integral em duas partes, obtemos

1F1(G7b777) =

onde,

(2.3.45)

(2.3.46)

(2.3.47)

(2.3.48)



Fazendo v = u + 7, a integral I, resulta

0 v b—a—1
I, = e”/ e (v —mn)*t <—> dv,
00 n

0 a—1
— enna—b-i-l(_n)a—l/ e (1 _ 2) ,Ub—a—ld,U7

oo n

0

Q

ennaberl (_n)al/

efvvbfafldv — _ennab+1<_n)a1/ effuvbfafldq%
[eS) 0
= =" (=n)*T(b - a).

Logo, encontramos

L~ —e*(=n)T(b — a). (2.3.49)
Substituindo (2.3.47) e (2.3.49) na equagao (2.3.46), obtemos

['(b) o, T(b)
o " " T

A expansao assintética da fungdo hipergeométrica confluente mostra que ela diverge

1Fi(a,b,n) ~ e, (2.3.50)

quando n — oo. Logo, a unica forma de normalizarmos a funcao é truncando a série dela.

Ou seja, fazer

a+n'
Ap' 41 = anr = 0, 2.3.01
s (b+n)(n+1)" ( )
com a, # 0. Assim, temos a = —n’. Com essas imposi¢oes, nés obtemos uma discretizagao

para os valores de a, ou seja, seus valores sao obrigatoriamente inteiros negativos. Ao fazermos
esse artificio estamos transformando as solugoes que tinha a forma de uma serie infinita em

solucoes do tipo polinomial:

1F1(—7’L/, b7 77) =

onde

Assim, temos

(2.3.52)
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Como a = —n/, temos que

AN=n'+U'+1, n'=0,1,2,.. (2.3.53)

ou seja, A esta restrito a alguns valores. A condi¢ao de quantizagao imposta a A resulta

também na quantizacao da energia do estado ligado, levando ao espectro
-1

(a.2)? 2
(\/(Z + %)2 —(aeZ)?+ 5 + n/)

A (2.3.54) fornece energia E,; com valores positivos e negativos. A escolha do sinal da

E2/l - m264 1 +

n

(2.3.54)

energia para este problema requer de algumas andalises. Para chegar a essa conclusao, primeiro
vamos olhar para expressao quantizada do A que é a soma dos termos n’ +1'+1. Ja conhecido
da andlise da (2.3.32) que I’ + 1 se trata de valor positivo, e n’ que tem valor minimo igual a

zero, de modo que A\ é também um nimero positivo. Logo,

2Za.F
hep

>0, (2.3.55)

com 3 > 0, pois aqui estamos restritos a |E| < mc?® pelo fato de estarmos lidando com
energias de estados ligados. Isso nos leva a considerar apenas valores de me? > E > 0. Da

equagao (2.3.54) temos que
~1/2

(@)’ 2
<VU+%V-%%ZP+§+nD

Como ja tinhamos restringido anteriormente, pelo fato da funcao de onda fornecer valor

By =mc® |1+ (2.3.56)

esperado infinito para o momento, [ + 1/2 < Za,, também é necessério para que a energia
seja real.

A Tabela 2.1 mostra que nao existe estados ligados para Z muito grande. A fim de com-
parar com a notacao espectroscopica nao-relativistica, vamos introduzir o nimero quantico
principal n = n’ + [ + 1. Este artificio torna o nimero n dependente da soma de n’ e [. Por-
tanto, ao contrario da mecanica quantica nao-relativistica a degenerescéncia com respeito ao

momento angular torna-se inexistente no ambito relativistico. Assim a (2.3.56) se transforma
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1 | Z (Ntmero Atomico)
0 < 68.5

1 < 205.5

2

< 342.5

Tabela 2.1: Valores limite de Z para que haja estados ligados

em i
Z)?
E,=md |1+ (a.Z) ~ (2.3.57)
(\/(l + 1 (22— (1+ %))
Comn=1,2,...el=0,1,2,....n — 1.
Expandindo a (2.3.57) em poténcia de Za,, obtemos
E 2 |p oo’ (e | m 31 (2.3.58)
il = Mmc — — - - o 3.
! n? ot |, 1T 4
T3

O primeiro termo ¢é a energia de repouso. O segundo é a energia de ligagao do problema
Coulombiano nao relativistico e o terceiro é o fator de corregao relativistica no qual a nao-

degenerescéncia devido ao momento angular se manifesta.
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Capitulo 3

Oscilador Klein-Gordon

3.1 Oscilador de Klein-Gordon (2+41)D

A equagao de Klein-Gordon em duas dimensoes espaciais (coordenadas cilindricas) num

potencial do tipo oscilador Klein—Gordon, em unidades naturais (h = ¢ = 1), é dada por

0? ’ A . )
{_@ - mQ} U(p, @, t) = [p + imwpp)] - [p — imwpp|¥(p, ¢, 1). (3.1.1)
Fazendo uso da definigao para o momento p = —iV, dado na Se¢ao 2.1, a equagao (3.1.1)

se transforma em

10 0 1 & 2 2,2 2 __0V(p.p,t)
- [;8_,0 ('Oﬁ_p) + EG_CPZ —m” 4+ 2mw — m-wp ] U(p,p,t) = ——p (3.1.2)

A seguir, vamos assumir que a (3.1.2) tem uma solucao da forma V(p, ¢, t) = R(p)®(v)T'(t)

e obter

_[ 1 d(dR(p)>+ 1 Po(y)

d 1 d*T(t)
pR(p) dp dp P*P(p) dp? '

2 2.2 92| _
—-m +2mw—mwp}——m e

(3.1.3)

Como p, p e t sdo varidveis independentes, a (3.1.3) pode ser verdadeira somente se ambos

lados da equacao for igual a mesma constante, que por motivos ébvios vamos escolher E2. A

equacao (3.1.3) se separa em duas equagoes diferenciais

d*T'(t)
E*T(t) =
dt? + ( ) 07
(3.1.4)
1 d dR(p)> 1 dP*d(p)
— + + E? — m? 4 2mw — m%w?p?.
pR(p) dp ( dp P*P(p)  de?
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A constante de separacio E? é a energia elevada ao quadrado, onde E pode tomar valores
positivos e negativos. A primeira equacao nés conhecemos como equag¢do do movimento

harmonico simples, com solucao
T(t) = e 'Ft. (3.1.5)

A segunda equacao, que é parte espacial de (3.1.3), podemos rearranja-la como

1 d*d(y)
+ [E? —m + 2mw — m*w?p?| p* = ——— =12 3.1.6
] [ oo P(p) de? (3:16)

p {d23+}dR(p)
R(p) Ldp* p dp

onde [? é a segunda constante de separagio escolhida. Assim, a equacao (3.1.6), divide-se em

duas equagoes diferenciais ordinarias:

d*(p)
P2P(p) =0
T () =0,
(3.1.7)
&’ 1d 2
R(p)+_ R(p)+ E? —m + 2mw — m?w?p? — — | R(p) = 0.
dp* " p dp P’

As solugoes da equagio para &(yp) podem ser expressa em termos da base complexa e¥_ ou
da base real cos(lp) e sin(ly). Como (p, @) e (p, p +27) sdo parametrizagdo do mesmo ponto
do plano, os tnicos autovalores [ aceitdveis sdo os que torna ¥ (p, ¢) = ¥ (p, ¢ + 27), ou seja,

[ deve ser um inteiro, onde

/ Oy(0)Dy () = 2m6yp. (3.1.8)

Definindo )
u(p
R(p) = —=, (3.1.9)
7
a equagcao radial (3.1.7) pode ser escrita como
d*u(p) 220 V1)
02 + {5 —m-wp” — o u(p) =0, (3.1.10)
com
E=F?—m?+ 2nmuw,
¢ 1 1
l,(l,—i—].):lQ—Z ou l,:—§i|”

A equagao (3.1.10) é equivalente a equacdo radial de Schrodinger para oscilador harmonico

tridimensional nao-relativistico. O comportamento assintético da (3.1.10) juntamente com
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as condigoes
u(0) =0, (3.1.11)

/000 lu(p)|*dp < oo, (3.1.12)

impoem que a solugao préxima da origem valida para todos os valores de I’ +1 > 0 seja

definida por uma funcao proporcional a p'*! e proporcional a e~ ™r*/2 quando p — 0.

Portanto, a fungao de onda que é valida em todo espago para a equagao (3.1.10) é proposta

CcOo1mo

/ 1
w(p) = Bp' ™ exp {—Qmwpz] Wi(p). (3.1.13)
Substituindo (3.1.13) em (3.1.10), obtemos
d*W(p) 20+ 2 dW(p) ,
i + [ P Qmw,o} P + [ — (2" + 3)mw]|W (p) = 0. (3.1.14)
Introduzindo as seguintes mudancas
1 3 & 3
= ? =—(lI'+>—-— =0+ 1.1
£ = mwp”, a 2<l+2 2mw>’ b l+2, (3.1.15)
em (3.1.14) chegamos & equagao hipergeométrica confluente
W (€) (b ) AW (©) ()
+(=—1)——==— (= | W) =0 3.1.16
e ¢ s ¢ (&) ( )

Esta equacao ja é conhecida da Secao 2.2 e tem como solugao

ﬁ
=

8
-

(a+k)&x

W(§> =1 Fl(a’bag) - F(b"f‘/f) F

(3.1.17)
k=0

A equagao (3.1.17), como ja é sabido da Secao 2.2, diverge quando £ — oo, pois 1 F(a, b, &)
se comporta como ef neste limite. Esta divergéncia ¢ excluida quando a série é truncada. Isto
ocorre quando fazemos a = —n/, onde n’ é um nimero inteiro nao-negativo. Desta maneira

obtemos como solugoes os seguintes polinomios

a r'(b ook
k=0

D).

Estes polinomios sdo ortogonais em relacdo & funcao peso £~ le~¢ e obedecem a seguinte

Observe que Fj(—n',b,&) é proporcional ao polinomio generalizado de Laguerre L
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relacao

> L(n' +b
(Lot |Lor ) =/ é”’le’g{LZTI(f)Pd&:m—,T). (3.1.19)
0 n

que nos permite determinar a constante B da (3.1.13). A solugao normalizada é dada por

(mw)ll+3/2 (n _2 |l|>! 1
1] _ = 2| 7qI) N
”+2ll|+2)p eXp|: 2mwp}L<n—Z|>/2(mwﬂ ), (3.1.20)

wnl(pa @) =

2nw|E|T (
2

com n = 2n'+|l|. Note que |/| toma valores 0, 2, ..., n quando n for um nimero par, e 1,3,...,n

quando n for um nimero fmpar.

— |l
Usando as defini¢oes (3.1.15) e o requisito a = _n 2‘ |, chegamos a expressao para

energia do oscilador de Klein-Gordon
|E| = vVm? + 2nmuw. (3.1.21)

Todos os niveis de energias com excecao para n = 0 sao degenerados. A degenerescéncia do
nivel de energia para um dado n é dado por (n + 1)(n + 2)/2. No limite nao-relativistico, a

energia do oscilador harmonico é dado por E,, = £ + w, onde € = |E| —m.

3.2 Oscilador de Klein-Gordon com potencial escalar e

vetorial

Para este caso, nés introduzimos ao oscilador de Klein-Gordon um potencial do tipo
vetorial eAy = V,(p) (vetor de Lorentz) acoplado a energia via acoplamento minimo e um
potencial do tipo escalar Vg(p) (escalar de Lorentz) acoplado diretamente a massa, assim a

equacao de Klein-Gordon torna-se

[(z’% - %(ﬂ)) — (m+Vs(p))*| ¥(p, o, t) = [p+imwpp] - [p — imwpp]¥(p,p,t). (3.2.1)

Vale ressaltar que o potencial vetorial V,(p) e o escalar Vg(p) aqui empregado sao todos
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dependes da variavel radial p. Como p = —iV, obtemos

0? ‘ 0
5 2Tl + Vo = (o Ve(o)| W) =
10 0 1 9
= — {;a—p <p8_p) + EEr + 2mw — m*w?p? | U(p, p,t). (3.2.2)
) . 9 0 ) i
Na Secao 3.1 obtivemos para os operadores in € lips s autofungoes T'(t) = e e
, 2
() = e~ respectivamente, de forma que podemos expressar a fungao de onda em termo
do produto destas autofunc¢oes multiplicada pela funcao de onda radial M, como a seguir
/] t _M —ilp —iEt 3.2.3
(10’ 2 )_ \/ﬁ € € . ( e )

Fazendo a substituicao direta deste ansatz na equagao (3.2.2), obtemos

1
2o
+ [ (E = Vy(p))* = (m+ Vs(p))? — 7 4w — m?w?p? | u(p) =0.  (3.2.4)

d*u(p)
dp?

Esta é a equacgao radial que descreve o movimento de uma particula escalar submetida a
um potencial oscilador de Klein-Gordon acoplado a uma mistura de potenciais de natureza

escalar e vetorial em (2+1) dimensoes.

3.2.1 DPotencial escalar-vetorial misto do tipo Cornell

O potencial do tipo Cornell é a combinacao de dois potenciais, um termo tipo Coulomb
mais um tipo linear. A parte linear é responsavel pelo confinamento. A natureza dos poten-
ciais pode ser interpretado como segue: o potencial escalar Vg(p) pode ser interpretado como
uma massa dependente da posicao e o potencial vetor como a componente A° do quadripo-

tencial eletromagnético. Considerando estes dois potenciais como

‘Mm=aw+%, (3.2.52)
b
Vs(p) = bip + ;2 (3.2.5b)
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onde ay, as, by e by s@o constantes. Substituindo (3.2.5) em (3.2.4), obtemos

d*u(p)
dp?

rir+1) A
+ & — % + > +22p — Q*p* | u(p), (3.2.6)

com

E = E* —m® + 2(ayay — biby) + 2mw, (3.2.7a)
'l +1)=0b2+1*— }1 — a3, (3.2.7b)

A = —=2(asE + bym), (3.2.7¢)
E=—(mE+bm), (3.2.7d)

0 = m*w? — af + b3, (3.2.7¢)

onde &, I'; A, = e Q sdo todas grandezas reais. Neste ponto, vale a pena ressaltar que a
solucdo da equagao diferencial (3.2.6), com € real, é a solugao da equagdo de Schrodinger
para o oscilador harmoénico tridimensional mais um potencial de Cornell.

A fim de obter uma melhor interpretacao fisica do problema vamos introduzir a constante

Pe = (3.2.8)
de maneira que podemos escrever a equagao (3.2.6) como:
d*u(p) A U(U+1)
E-DPlp—p)+=-——0— 3.2.9
a2 + (p—pe)” + P 7 u(p), (3.2.9)
onde —
E=&+ % (3.2.10)

Esta equacao pode ser obtida de um sistema de duas particulas interagindo através de uma
for¢a do tipo Coulomb e confinada a um potencial externo parabdlico.

Se @ =0e A >0, a equagao descreve duas particulas de cargas opostas interagindo (por
exemplo, positronio ou dtomo de hidrogénio). Se 2 = 0 e A < 0, o problema descreve o
espalhamento de duas particulas com cargas de mesmo sinal, logo nao havera nenhum nivel
de energia discreto para esta situagao(nao hé estado ligado). Se A = 0, a interagao do tipo
Coulomb é excluida, e a (3.2.9) se reduz a equacdo do oscilador harménico tridimensional
mais um termo linear. Para 2 > 0, independentemente do valor dos outros parametros, todo
o espectro de energia obtida da equagao (3.2.6) é discreto.

Como feito na segao anterior, a anélise do comportamento assintético da equagao (3.2.6)
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é o prerrequisito para que a solugdo desta equagao obedega as condigoes (3.1.11) e (3.1.12).
Isto implica que a solucdo préxima da origem deve ser proporcional a pft!, com I + 1 =
1/2 + /12 + b3 — a3, e ter comportamento igual a e~ p—pe)?/2 quando p — oo, com €2 > 0,

de modo que a solugao para todo p pode ser expressa como
u(p) ~ e Me=r ) 2 [ (). (3.2.11)
A fungao H(p) deve ser quadrada integravel e ortogonal em rela¢ao a fun¢ao peso
w(p) = (p*)! e Hemr), (3.2.12)

ou seja,

| wotora-c. (3.2.13)

onde C' é uma constante positiva.
Substituindo diretamente (3.2.11) na (3.2.9), obtemos

2 H 20 +2 dH Q@I +2)pe + A
) 224 90,, — 0| 2, £—Q2'+3) - Cha H(p).
dp? dp
(3.2.14)
Definindo:
» =, (3.2.15a)
o =V, (3.2.15b)
=2 +1, (3.2.15¢)
— _on,, (3.2.15d)
- % (3.2.15¢)
5= _9 3.2.15f
= ( )

podemos reescrever (3.2.14) como

d*H (z)
dx?

dH (z)
dx

T + [+ 1 — Bz — 227 + (7—a—2)x—%(5+/3(a+1)) H(p), (3.2.16)

onde x., o, 3, v e ¢ sdo todos valores reais. Esta é a equagao biconfluente de Heun [30]. A

solucao geral desta equacao é dada por
H(x) = AN(a, B,7,6,2) + B *N(—a, 3,7, 0, ). (3.2.17)
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Como o segundo termo da solugao (3.2.17) diverge em = = 0, entdo devemos fazer B = 0. A
solugao finita em x = 0, fazendo A = 1 é definida por H(z) = N(«, 5,7, d,z) e denominada

funcao biconfluente de Heun. Tal funcao é usualmente expressa como

- Ak ﬁ 77
N(a, 8,7,6,x) = 2; o k, (3.2.18)
onde
Ap=1, A= % 5+ Bla+1)], (3.2.192)

Apto = {5(k+1)+%[5+5(0¢+1)]}Ak+1—(k+1)(k+04+1)<7—04—2—%)Aka

(3.2.19D)

I'l+a+k)

(1+a),= Tt o) (3.2.19¢)

Quando = — oo, a funcdo N(«, 3,7, d, x) admite o seguinte comportamento assintético[30]:
N(a, B,7,6,2) ~ K(a, 8,7, 5)x_(7+2+°‘)eﬂx+x2, (3.2.20)

onde K(a, f,7,0) é uma constante. Usando as defini¢oes da (3.2.15), a (3.2.20) se transforma

em
N, per €,8,p) ~ K (U, por &, )p~ E19243) 2o (3.2.21)

Com

5= (3.2.22)

Bl

Das equagoes (3.2.12) e (3.2.13) temos que N(I', p, &, s, p) nao é quadrado integravel. A
alternativa para que tenhamos a solugao desejada é impor que a série (3.2.18) se torne um

polinomio de grau n. Isto ocorre quando fixamos:

v—a—2=2n, (3.2.23a)
Api1 =0, (3.2.23b)

comn=20,1,2, ...

Desta forma a solugao (3.2.18) se transforma em

n
Ak $k

N, B,7,6;7) = ;my (3.2.24)
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Da definigao (3.2.15e) temos que € = &, = Qvy,, logo
E = Q20 + 20 +3), (3.2.25)

onde &, ¢ uma grandeza real e maior que zero, isso implica que a? — b3 < m*w (Q > 0) e
a? — b2 < [? ( garante que I’ seja real) .

Definindo & = &ynr), obtemos
Q*Epry = V(20 + 21" + 3) — =2, (3.2.26)

Esta equacao certifica que €2 deve ser diferente de zero, pois sob esta condicao teremos valores

infinitos para & (nl), ao menos que = seja nulo. Mesmo que = seja nulo, ainda teremos

problemas com o valor de s da (3.2.22) que também torna infinito com 2 nulo. Uma saida

seria fazer A = 0, mas isso excluiria a interacao Coulombiana. Logo, fica provado que so6

podemos considerar valores de a; e by que garanta a desigualdade a? — b? < m?w (2 > 0).
Usando as equagoes (3.2.7a), (3.2.7d) e (3.2.26) chegamos a

(2 + a?)E? + 2a,bymE — m?*Q? + 2(ajay — byby) Q% + 2mwQ? + b2m? — Q3 (2n +2I' +3) = 0.
(3.2.27)

Da equacao (3.2.7e) temos que (3.2.27) se transforma em

(m?w? +07) E? +2a,bym E +[m?(a —m*w?) +2(ayag — by by )2 4+ 2mwQ? — (2n+21' +3)Q2%] = 0.
(3.2.28)

Para resolver a Eq.(3.2.28) usaremos a formula de Bhaskara, assim
Ay = 4aibim? — 4(mPw? +b7)[m?(a —m2w?) 4+ 2(ayay — bybo)Q* + 2mwQ? — (2n +21' +3)Q3).

Fazendo
A, = 4N

nl»

onde
Al = albim?® — (mPw?® + b2)[m?(ad — m*w?) + 2(ayay — biby)Q* + mwQ? — (2n + 20’ + 3)Q°),

obtemos )

Bu=oa —aibm £ /A (3.2.29)
A equagao (3.2.29) nos mostra que a energia do sistema é quantizada e devido a restrigao

dada por (3.2.23).
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Agora vamos verificar se o estado fundamental deste sistema é definido pelo nimero

quantico n = 0. Para isso devemos fazer A; = 0, de forma que obtemos
§=—Bla+1). (3.2.30)
Manipulando as equagoes (3.2.7) e (3.2.30) chegamos a equagao
(m*w? +03)E? 4+ 2a1b;mE + (a3 —m?*w?)m? 4+ 2(ayaz — b1by) Q% +mw? — (21’ +3)Q2%, (3.2.31)
que difere da (3.2.28) pelo um fator de 2n. Desta forma, podemos usar a (3.2.29) para obter

a energia do estado fundamental (n = 0). Assim, temos que

1

Ey= ——
0 2w + b?

[—aibim /8] (3.2.32)
Esta é a expressao da energia para n = 0. Agora devemos verificar se o numero quantico
n = 0 ndo viola nenhum vinculo entre os parametro da equagao (3.2.6).

Substituindo as equagoes (3.2.15¢), (3.2.15d) e (3.2.15f) na (3.2.30), obtemos

A= —p (20 +2)Q,. (3.2.33)

Para obter a expressao de A em funcao dos parametros dos potencias devemos substituir as
definicoes (3.2.8) e (3.2.7d) na equagcao (3.2.33), obtendo

_a1Eg +bim
Qo

)

A (2 +2). (3.2.34)

Substituindo a (3.2.7d) na (3.2.34) obtemos para ; a seguinte expressao

alE()l + blm
2(a2E07l + bgm)

Qo = — (21 +2), (3.2.35)

logo o sinal de €)y; depende dos parametros ay, b1, as, bs e da energia £, pois m > 0. Devido
a (3.2.11) o Qp; deve ser um nimero positivo. Logo, a expressao

a1 Ey; + bim
2(asEy; + bam)’

(3.2.36)

deve ser menor que zero. Assim, o primeiro prerrequisito para expressao (3.2.35) é que ao
menos um dos dois potenciais de confinamento da equagao (3.2.5) nao seja nulo. Se as

expressoes a1 E 4+ bym e agEy; + bym tiverem o mesmo sinal, {2y; < 0 e a solucao u(p) em
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(3.2.11) seria divergente para p — oo. Logo, para que g, seja vélido, a1 £ + bym > 0 e

asFy; + bem devem ter o sinais opostos.

3.2.2 Oscilador de Klein-Gordon submetido a um potencial escalar

linear e a um potencial vetorial do tipo Coulomb

Vamos particularizar os potenciais de (3.2.1) considerando a; = by = 0, de modo que o

potencial escalar e o vetorial tornam [31]

Vi(p) = % (3.2.37a)

Vs(p) = bip. (3.2.37b)

Vu(p) se transforma em potencial exclusivamente do tipo Coulombiano e Vs(p) se trans-
forma em potencial linear, ou seja, exclusivamente de confinamento e, as relagoes (3.2.7) se

transformam em

&= E* —m? + 2mw, (3.2.38a)
Vi’ +1) =1~ }1 — a3, (3.2.38b)
A= —2ayF, (3.2.38¢)
E=—bm, (3.2.38d)

0 = m*w® + b7, (3.2.38¢)

—_

Os parametros &y, I’ , A, Z e €2 nao se anulam com as novas defini¢oes. Logo, a equacao

(3.2.9) nao tem sua forma alterada. Assim, temos que

du(p) : , A U+
a0 + €= (p—p)” + P u(p), (3.2.39)
onde —9
E=&E+ & (3.2.40)

Entao podemos iniciar nossa discussao sobre este problema a partir da solugao e das
condigoes imposta para que ela seja valida, vista na secao anterior. Como ja sabemos a

solucao desta equacao é dada por

u(p) = pl e vmrel 2 H (), (3.2.41)
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com

(1+a)

& k
Z A (3.2.42)
0

onde Ay é dada por (3.2.19). A fungao H(p) diverge quando p — oco. Para que se torne bem
comportada no infinito devemos transformar a série infinita em polinomios. Para que isto
ocorra devemos utilizar as condigbes (3.2.23a) e (3.2.23b). Portanto, substituindo (3.2.23a)

a (3.2.15e), obtemos
En = Q20+ 20" + 3). (3.2.43)

Assim, substituindo estd equagao e a (3.2.38d) na (3.2.40), obtemos:

2,2
bim

Substituindo esta equagao na (3.2.38a), obtemos
bim?
E? =m?—2mw + (2n + 20 +3)Q — 192 : (3.2.45)

a expressao da energia valida para todo n > 0.
Agora devemos verificar se n = 0 é o estado fundamental deste problema. Para este caso

obtemos a expressao da energia dada por

bim?

B3 =m? —2mw + (21 +3)Q — R

(3.2.46)

que difere da (3.2.45) apenas por um fator 2n que é justamente o termo que se anula quando
n = 0. A expressao para () é obtida a partir da equagao (3.2.35) fazendo a; = 0 e by = 0.

Assim, podemos escreveé-la como:

blm
Qo= — 20 + 2). 3.2.47
01 =~ (a1 + 2 (3.2.47)
Como Qg; > 0, a (3.2.47) s6 é valida quando
blm
<0 3.2.48
2(12E0J ’ ( )

ja que o termo 20’ + 2 é sempre maior que zero. Logo, o estado fundamental serd descrito
pelo nimero quantico n = 0 se e somente se os parametros as e b tiverem o mesmo sinal
(sinal oposto) junto com E < 0 (E > 0). Este resultado ¢ contrario ao que foi divulgado na

literatura pelos autores da referéncia [31].
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3.2.3 Oscilador de Klein-Gordon submetido a um potencial veto-

rial do tipo Coulomb

Vamos particularizar o problema fazendo a; = by = b0 em (3.2.1), ou seja, vamos excluir
a interacao de massa (potencial escalar Vs(p) = 0), e o problema fica submetido apenas a um
potencial vetorial do tipo coulombiano [31]. Com a auséncia da interagao escalar a energia
do problema para n > 0 é dada por

E? =m?® — 2mw + (2n + 2" + 3)Q, (3.2.49)

n

e para n = (0, temos
Ey = E% =m?* — 2mw + (2U' + 3)2. (3.2.50)

Por outro lado, para n = 0, de (3.2.34) temos a expressao
AQy; =0, (3.2.51)

onde §2y; = mw e A = —2ayF. A tinica possibilidade de satisfazer essa condigao seria a; = 0,
pois a energia ¢ diferente de zero. Mas fazendo a; = 0 sumiria a interagao do tipo Coulomb
e o problema apresentaria uma inconsisténcia. Desta forma, o nimero quantico n = 0 nao
descreve o estado fundamental do sistema porque nés leva a um resultado inconsistente.
Portanto, o estado fundamental para este caso terd o nimero quantico n = 1. Este resultado
ja é conhecido de [31] na investigagao dos efeitos do potencial tipo Coulomb introduzido via

acoplamento minimo.
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Conclusao

Neste trabalho estudamos a dinamica de uma particula escalar de spin-zero sujeita a
um potencial do tipo oscilador de Klein-Gordon acoplado a uma mistura de potenciais de
natureza escalar e vetorial do tipo Cornell em (2+1) dimensdes. Esta dissertagdo poderia
ser interpretado como o estudo da influéncia do potencial de Cornell e o oscilador de Klein-
Gordon sobre uma particula relativistica carregada eletricamente com uma massa dependente
da posicao, em que a modificacao da expressao de massa ¢ dada por um potencial escalar
também do tipo Cornell. Vale a pena ressaltar que este estudo é a generalizacao de varios
trabalhos difundidos na literatura.

Vimos que usando o método de separacao de variaveis, a equacao diferencial radial do
nosso problema é equivalente a equacao de Schrodinger com um potencial efetivo composto de
dois termos: um oscilador harmonico tridimensional mais um potencial do tipo Cornell. Esta
equagcao diferencial radial nos forneceu uma solugao expressa em termo da fungao biconfluente
de Heun, multiplicada pelos fatores deduzidos do comportamento assintético da equagao nos
limites 0 e oo.

Analisando corretamente as condicoes de contorno, demonstramos que estas funcoes nao
sao convergentes quando p — oo, assim teriamos como solu¢ao uma funcao de onda nao
normalizavel. Logo, aplicando a condicao de convergéncia da funcao de onda, chegamos a
conclusao que a funcao biconfluente de Heun deve virar uma solucao do tipo polindmio, mais
especificamente os polinomios de Heun. Para isso acontecer, aplicamos duas condigoes, das
quais conseguimos determinar a quantizacao da energia do sistema e uma condicao adicional
que vincula os parametros dos potenciais externos.

Analisando em detalhe a condicao de quantizacao da energia do sistema, observamos que
o estado fundamental é definido pelo nimero quantico n = 0, restringindo os parametros
dos potenciais e a energia para certos valores, os quais tornem o termo {y; positivo. Em
particular para a; = by = 0 (segdo 3.2.2), o potencial escalar com apenas o termo linear
e a interagao vetorial s6 com a parte Coulombiana, demonstramos que a energia também é
quantizada e depende do conjunto de nimeros quanticos {n,[}. Como no caso geral, o estado

fundamental também é definido pelo nimero quantico n = 0 restringindo os parametros dos
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potencias e energia a certos valores que tornem o )y; positivo. Este resultado é contrario ao
que foi divulgado na literatura pelos autores da referéncia [31], onde eles alegam que o estado
fundamental é descrito pelo niimero quantico n = 1. Analisando outro caso particular, onde
a; = by = by = 0 (segdo 3.2.3), o potencial externo reduz-se apenas a um potencial vetorial
do tipo Coulomb. Neste caso particular, mostramos que o estado fundamental é descrito pelo
nimero quantico n = 1, ja que considerando n = 0 a interacao do tipo Coulomb sumiria e o
problema apresentaria uma inconsisténcia. Neste caso particular, o nosso resultado esta em
plena concordancia com os resultados dos autores [31].

Além de investigar a dinamica de uma particula escalar de spin-zero sujeita a interagoes
externas em (2+1) dimensoes, os resultados apresentados aqui podem servir como um passo
inicial para estudar novos fendmenos na fisica da matéria condensada, como por exemplo o
efeito Hall quantico [20] e isolantes topoldgicos [21] para sistemas bosonicos. Finalmente, vale
a pena mencionar que a extensao natural da presente dissertacao é a de considerar espagos
curvos, por exemplo podemos considerar uma métrica de corda cosmica. A analogia entre
cordas coésmicas e disclinagoes em sélidos é bem conhecida [23], e estéd associada ao fato que
a métrica que descreve uma disclinacao corresponde a parte espacial do elemento de linha da

corda cdsmica.
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Apéndice A

Valor Esperado do Momento p% para a
Fungao de Onda u(r) = Qp—1/240

A expressio para o p? é dada por

21000
p?“ - 7'2 a r 6r ) (AOl)
aplicando na funcao
u(r) = Qr1/EY (A.0.2)
obtemos
2 _ l? 20u(r)\ _ 2\(),.—5/2%i0
prulr) = 55 (7=, | = (1400 : (A.0.3)

Tomando a o conjugado da funcao u(r), obtemos
u(r)® = QA (A.0.4)

Substituindo (A.0.3) e (A.0.3) na equagao

<p2>= lin%/ u(r)*p2u(r)ridr, (A.0.5)
r— r

obtemos
<p:>= (1/4i192)\§2|21n%r2. (A.0.6)
r—

Para a fungao u(r) encontramos o valor médio do p? proporcional a r~2. Portanto, ele diverge

quando r — 0.
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