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Resumo

Neste trabalho, estudamos o formalismo da mecénica quantica supersimétrica (MQS)
partindo do método de fatoracao do hamiltoniano do oscilador harménico bosonico (OHB)
por meio dos operadores escada e estendemos para o hamiltoniano de osciladores em geral,
inclusive o oscilador harménico fermionico (OHF), com suas respectivas propriedades.
Mostramos que a MQS, para estados ligados, associa hamiltonianos, potenciais e autovalores
de energia de sistemas diferentes, que sao denominados parceiros supersimétricos. No caso
dos estados de espalhamento, observamos que a MQS aplica-se somente em potenciais
invariantes de forma (PIFs). Apesar desta restrigao, os PIFs sdo comumente utilizados na
literatura, por sua larga aplicabilidade tanto na fisica de particulas quanto na matéria
condensada. Sendo assim, estudamos os estados de espalhamento para o problema dos
férmions relativisticos com massa sob influéncia do potencial de Poschl-Teller modificado
(PT), que ¢é invariante de forma. Calculamos os coeficientes de transmissao (71') e reflexao
(R), conhecendo apenas seu superpotencial, o que foi realizado de uma forma simples
e elegante. Desse modo, o estudo do espalhamento quantico via MQS torna-se, uma

ferramenta poderosa nos calculos de T e R.



Abstract

In this work, we study the formalism of the supersimmetric quantum mechanics (SUSY
QM) starting with hamiltonian fatorization method of the bosonic harmonic oscillator
(BHO) by means of ladders operators and we extended to hamiltonian of oscillators
in general, inclusive of the fermionic harmonic oscillator (FHO), with their respective
properties. We show that the SUSY QM for bound states, connect hamiltonians, potentials,
and eigenvalues energy of different systems which are called supersymmetric partners.
In the case scattering states, we notice that SUSY QM applies only in shape invariant
potentials (SIPs). Despite this restriction, the SIPs are commonly used in literature by
its wide applicability as in particles physics as in condensed matter. Therefore, we study
the scattering states to the problem of massive relativistic fermions under the influence
of modified Poschl-Teller potential (PT), which is shape invariant. We calculate the
transmission (7) and reflection (R) coefficients, just knowing the superpotential, which
was carried out in a simple and elegant form. Thus, the study of the quantum scattering

via SUSY QM becomes a powerful tool in the calculations of T" and R.



Lista de il

ustracoes

Figura 1 — Diagrama dos estados correspondentes a Hy e Hy. . . . . . . . . . . ..

Figura 2 — Atuacgao dos operadores escada



1.1
1.2
1.3

2.1
2.2
221
2.2.2
2.3
2.4
24.1

3.1
3.1.1
3.2
3.3
331
3.4
34.1
3.5
351

4.1
4.2
421

Sumario

1 INTRODUCAO . .. ... i ittt it e it e
Supersimetria: conceitos gerais . . . . . . .. ...
Da supersimetria a mecanica quantica supersimétrica . . . . . . . .

Estrutura do trabalho . . . . . . . .. ...

2 EQUACAO DE SCHRODINGER UNIDIMENSIONAL INDE-
PENDENTE DO TEMPO . .. .. ... ... ... ......
Estados estacionarios . . . . . . ... ... L Lo
Propriedades gerais do caso unidimensional . . . . . ... .. .. ..
Independéncia linear entre autofuncdes: autovalores ndo degenerados . . . .
Propriedades necessérias as autofuncées . . . . . . . ... ... ... ...
Equacao da continuidade na mecanica quantica . . . . . . .. .. ..
Estados ligados e estados de espalhamento. . . . . . ... .. .. ..

Espalhamento e estados ligados em potenciais localizados . . . . . . . . ..

3 MECANICA QUANTICA SUPERSIMETRICA . . . ... ...

Fatoracao dos hamiltonianos: oscilador harmoénico bosoénico . . . . .
Hierarquia dos hamiltonianos . . . . . . . . . . . . ... ... .......
O oscilador harmonico fermiénico . . . . . . . . ... ... ... ...
Oscilador harmonico supersimétrico . . . . . . . .. ... ... ....
Geradores de supersimetria: hamiltoniano supersimétrico . . . . . . . . ..
Resolucao da equacao de Schrodinger via supersimetria . . . . . . .
Poco quadrado infinito . . . . . .. ..o
Potenciais invariantes de forma . . . . . . . . . ... ... ...

Férmulas gerais para o espectro de estados ligados e funcdes de onda

4 ESPALHAMENTO QUANTICO UNIDIMENSIONAL VIA ME-
CANICA QUANTICA SUPERSIMETRICA . . . . . ... ...

Amplitudes de espalhamento via MQS: formalismo . . . . . . . . ..

Amplitudes de espalhamento via MQS: aplicacées . . . . . . . . ..

Potencial de Rosen-Morse simétrico . . . . . . . . . . . .. ... .. ...
CONSIDERACOES FINAIS . . . . . . . . . i i e

REFERENCIAS . . . . . . o e e e e e it

13
13
15
17

19
19
22
22
23
24
26
26

36

43
47

52
55
95

60

74

77



B.1

APENDICES 81
A — OPERADORES ESCADA BOSONICOS . . ... ....... 82

B — CONSTRUCAO DOS OPERADORES FERMIONICOS A PAR-
TIR DOS OPERADORES DESPIN1/2 . . ... ... . ... 86
Campo magnético uniforme e as relacoes de comutacao entre os

operadores fermibnicos . . . . . . .. ... ... L. 88

ANEXOS 90

A — AMPLITUDES DE ESPALHAMENTO DE POTENCIAIS IN-
VARIANTES DEFORMA . . .. ... ... ... .. . ..., 91



13

CAPITULO 1
INTRODUCAO

1.1 Supersimetria: conceitos gerais

Segundo Cooper, Khare e Sukhatme (2001), a supersimetria (SUSI) surgiu como
uma resposta as tentativas dos fisicos de obter uma descri¢cdo unificada de todas as
interagoes basicas da natureza. Essa teoria relaciona estados bosonicos e fermionicos, ou
seja, combina estados (particulas) de spins inteiros e semi-inteiros em um multipleto!
(CHAICHIAN; HAGEDORN, 1997). Os pioneiros desse conceito foram Gol’fand e Likhtman
(1971), Volkov e Akulov (1973), e Wess e Zumino (1974), dando destaque ao tltimo por
apresentar o primeiro modelo supersimétrico de teoria quantica de campos em (3 + 1)
dimensoes, denominado Modelo de Wess-Zumino (CARMO, 2011).

A conversao de um estado bosdnico em um estado fermionico, e vice-versa, é
denominada transformagao supersimétrica (NETO, 2014). Para melhor compreendé-la,
tomemos como exemplo o que acontece em um niicleo de um atomo: o préton e o néutron
sao convertidos constantemente um no outro, de modo que nao podemos distingui-los
fisicamente e assim, podemos considera-los como dois estados possiveis de um tnico
niicleon?. Analogamente, a ideia de supersimetria assume que pode haver ambientes onde
bésons e férmions tornam-se indistinguiveis. Eles devem ser vistos como membros de
um unico supermultipleto. Para que um sistema fisico apresente uma SUSI, o estado
fundamental do sistema deve ser invariante sob qualquer transformacao supersimétrica

(JUNKER, 1996).

Como mencionamos anteriormente, a SUSI é uma resposta as tentativas de descrever
a natureza de forma unificada. Desse modo, uma outra motivacao para estudar essa teoria

¢é apresentada pela teoria das cordas, cuja presenca de estados de cordas fermionicos junto

1
2

Conjunto de estados diferentes de uma mesma particula elementar ou de energias muito proximas.
Compoe o nicleo atdmico e pode ser um préton ou um néutron.



Capitulo 1. Introdugdo 14

com boso6nicos, impoe uma estrutura supersimétrica na teoria (GREEN; SCHWARZ;
WITTEN, 1987 apud CHAICHIAN; HAGEDORN, 1997). Em teorias de campo efetivas®
que aproximam a teoria de cordas no dominio energético abaixo da massa de Planck,

igual a 10! GeV, esta estrutura se manifesta como uma supersimetria entre particulas
(CHAICHIAN; HAGEDORN, 1997).

Outro exemplo é a relacdo entre as teorias de supergravidade® com supersimetrias
locais que unificam as teorias gravitacionais com as demais. Pois, a teoria de unificacao da
gravitacao com outras teorias, deparam-se com um problema: comprovagao experimental.
Esperava-se que a escala de energia dos efeitos gravitacionais e quanticos pudessem ter

intensidades comparéveis, estimadas a partir da massa de Planck®, ou seja

m, = ,/Zf ~ 1095V © 2 176 x 10" ke, (1.1)

c2

Uma particula com essa massa possui o raio de Schwarzschild®, cuja férmula é dada por

(NETO, 2014)
2Gm,,

2 )

(1.2)

r., =
P C

igual a duas vezes o comprimento de onda de Compton (A.), que é a dimensao minima de
espaco onde tal particula pode ser localizada. Explicando isso em nimeros, temos que, ao

substituir (1.1) em (1.2), o raio de Schwarzschild dessa particula é
rp =2\ ~ 3,2 x 107% m. (1.3)

Como esse raio deve ser proporcional & massa, observamos nesse caso, uma incompati-
bilidade nas ordens de grandeza de (1.1) e (1.2). E isso é um obstéculo, até agora nao

vencido, para as teorias de unificacao (NETO, 2014).

Assim, a SUSI é um ingrediente necessario em qualquer unificacao de interacoes da
natureza, ou seja, interagoes fortes, eletrofracas e gravitacionais, pois, como ja mencionamos
anteriormente, pelas transformagoes supersimétricas, cada membro distinto é visto como
um supermultipleto, que deve conter pelo menos um béson e um férmion e possuir a

mesma massa (CHAICHIAN; HAGEDORN, 1997; NETO, 2014). Além disso, o que faz a

3

As teorias de campo efetivas sdo o resultado de realizar uma descri¢ao aproximada de algum objeto
complexo (por exemplo, um nicleon ou mesmo um nicleo atémico). E vélida abaixo de uma certa
escala de energia (condigdo necessiria para “ndo enxergar” graus de liberdade mais fundamentais),
e geralmente serve para descrever s6 algumas caracteristicas dos processos de interesse (HORVATH,;
ALLEN;, 2007).

Teoria de campo que combina os principios da supersimetria e relatividade geral.

Esta é a Unica expressao com dimensdao de massa que pode ser formada a partir das constantes
fundamentais i, c e G (NETO, 2014).

O raio de Schwarzschild é um raio caracteristico associado a todo corpo material. Este raio esta
associado a extensao do horizonte de eventos que haveria caso a massa de tal corpo fosse concentrada
em um unico ponto de dimensoes infinitesimais. O raio de Schwarzschild é proporcional & massa, com
uma constante de proporcionalidade envolvendo a constante gravitacional (G) e a velocidade da luz (¢)
(MELIA, 2003; SCHWARZSCHILD, 1999).
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SUSI ser uma teoria bem construida e fundamentada, é a base algébrica que a envolve: a
algebra de Lie graduada ou superdlgebra, que é assim denominada por incluir simetrias
internas a dlgebra de Lie do grupo de Poincaré de modo que além de comutadores, também
hé anticomutadores’. A parte da superalgebra que é incluida no grupo de Poincaré e que
estabelece relacoes entre os geradores da SUSI, @ e QF, e os geradores de translacdes no
espago-tempo, P,, é da forma (CARMO, 2011)

{Qa, QL) = 20051,
{Qa,Qs} = {Ql.QL} =0, (1.4)
[Py Qo] = [P, QL] = 0.

A SUSI, como falamos inicialmente, estabelece uma relacao entre bésons e férmions.

’ . 1 .
Isso faz com que particulas que diferem por 5 no valor do spin, tenham a mesma massa.
Tais particulas sao denominadas de parceiras supersimétricas. Para melhor esclarecimento,
tomemos como exemplo um foton, que é um particula bosonica, com spin inteiro 1 e massa

de repouso nula. A previsao da SUSI é que existe um parceiro supersimétrico do féton, ou

1
2

Todavia, tal particula fermionica, assim como todas as outras previstas pela SUSI, nao

seja, um férmion, de spin semi-inteiro 5 e com massa de repouso nula denominado fotino.

foram detectadas até o presente momento.

Era de se esperar que o grande colisor de hddrons (LHC, do inglés Large Hadron
Collider) detectasse alguma particula supersimétrica, ainda que fosse o mais leve parceiro
SUSI®, porém, nio houve sucesso. Segundo Carmo (2011) e Neto (2014), a explicagio para
a nao-detecgao dos parceiros supersimétricos se da pela quebra da supersimetria, onde tais
parceiros previstos pela teoria, sdo muito mais pesados do que seus parceiros, bem mais

leves.

1.2 Da supersimetria a mecanica quantica supersimétrica

Para explicar a quebra da supersimetria, Witten(1981, 1982) propos dois trabalhos
pioneiros em que estudou a SUSI unidimensional na mecanica quantica, sem trazer qualquer
referéncia & teoria quantica de campos (NETO, 2014), o que foi e é, mais simples que a
teoria original. A consequéncia disso, foi o surgimento de um novo campo de pesquisa

denominado mecanica quintica supersimétrica (MQS).

7 Uma superdlgebra é uma generalizacdo da nocdo de algebra de Lie, onde alguns dos geradores

infinitesimais sdo fermionicos, o que significa que algumas das regras de comutacao sdo substituidas
por regras de anticomutagao (CHAICHIAN; HAGEDORN, 1997).

Na fisica de particulas, a particula supersimétrica mais leve (LSP, do inglés Lightest Supersymmetric
Particle) é um nome genérico dada a particula hipotética mais leve descoberta nos modelos supersimé-
tricos. A particula supersimétrica mais leve é a melhor candidata a formar a matéria escura, sendo
uma particula com massa que interage fracamente (MCGUIRE; STEINHARDT, 2001).
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O interesse pela MQS resultou em varios trabalhos, tais como, Cooper, Ginocchio
e Khare (1987), Cooper, Khare e Sukhatme (2001), Khare e Sukhatme (1988), Sukumar
(1985), entre outros, onde foi possivel encontrar potenciais, hamiltonianos e operado-
res parceiros de forma simples e elegante, e ainda resolver a equacao de Schrodinger

unidimensional independente do tempo para estados ligados e estados de espalhamento.

E importante ressaltar que, mesmo sendo estudada em uma dimensdo, a MQS
utiliza as principais ferramentas matematicas da SUSI. Ou seja, a superdlgebra ainda é

obedecida, porém, com adaptagoes, sendo escrita na forma (CARMO, 2011):

{@.Qf} =24,
{Q.Q}={Q".Q'} =0, (1.5)
[H,Q] = [H,Q'| = 0.

Além disso, a MQS considera uma simples realizacdo da superdlgebra envolvendo os
operadores bosonico e fermionico que obedecem as relagoes de comutacao e anticomutacao,
respectivamente. O hamiltoniano para a MQS é uma matriz 2 x 2 que ao ser diagonalizada
resulta em dois hamiltonianos cujos autovalores, autofungoes e matriz S sao relacionados
por causa da existéncia dos operadores fermionicos que comutam com o hamiltoniano.

Essas relagoes podem ser exploradas para classificar problemas de potenciais analiticamente
solaveis (COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001).

No ano de 1983, Gendenshtein introduziu o conceito de potencial invariante de
forma (PIF) dentro da estrutura da mecanica quantica supersimétrica. Dizemos que um
potencial é invariante de forma, quando seu parceiro supersimétrico possui a mesma
dependéncia espacial do potencial original com parametros possivelmente alterados. Em
seu trabalho, Gendenshtein mostra que para qualquer PIF os espectros de autovalores de

energia poderiam ser obtidos algebricamente.

Anos mais tarde, foi dada uma lista de potenciais invariantes de forma (vide anexo
A) e foi mostrado que suas autofungdes e matriz de espalhamento também poderiam ser
obtidas algebricamente (COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001; KHARE; SUKHATME,
1988), o que traz vantagem, pois, sabendo que os PIFs sdo potenciais parceiros de um dado
potencial, pelo método de fatoracdo dos hamiltonianos, podemos calcular as amplitudes

9

de espalhamento de uma hierarquia de hamiltonianos”, conhecendo assim os coeficientes

de reflexao e transmissao de todos os potenciais envolvidos.

Estudar estados de espalhamento é de grande relevancia na fisica, tendo em vista
que experimentos que os envolvem fornecem muito do conhecimento que possuimos hoje

sobre a estrutura atomica, bem como a natureza das particulas e de suas interagoes

9 Conjunto de hamiltonianos gerados pelo método de fatoracdo dos operadores escada, que possuem o0s

mesmos autovalores de energia e cujos potenciais sdo parceiros supersimétricos. Para mais detalhes,
vide capitulo 3, secao 3.1.
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(RIBEIRO et al., 2004). E todo esse estudo resume-se em calcular os coeficientes 7' e R,
que sao as probabilidades de uma particula, ou feixe de particulas, ser transmitida ou

refletida, respectivamente, ao incidir num determinado potencial.

Por exemplo, seja um feixe de particulas produzido por aceleradores de colisao ou
oriundo de fontes radioativas incidindo num alvo (um cristal, grafeno'® ou uma placa de
chumbo, por exemplo). Ao ser bombardeado pelo feixe, informagdes do material podem ser
fornecidas pela interagao entre as particulas e os constituintes do alvo. Isso se da por conta
das distribui¢oes angular e de energia juntamente com a intensidade do feixe incidente
(RIBEIRO et al., 2004). A partir dos dados obtidos pelo experimento, verifica-se em qual

modelo tedrico o potencial de interagao se adequa.

Para melhor ilustragao, temos os trabalhos de Eshghi e Mehraban (2016), Milpas,
Torres e Murguia (2011), que estudam a dindmica dos portadores de carga do grafeno
sujeitos a um campo magnético, onde calculam os coeficientes T" e R. No primeiro,
é encontrada uma solucao que descreve a funcao de onda incidente pela esquerda, e
calculados estes coeficientes usando a equacgao de Riemann. No segundo, faz-se uso da
mecanica quantica supersimétrica ao analisar a equacao de Dirac correspondente ao campo
magnético com perfil hiperbdlico, a qual leva a um modelo de potencial exatamente solivel,
onde foram encontradas solugoes analiticas compactas para as autofungoes e autovalores
de energia para elétrons e buracos e, consequentemente, permitiu encontrar os coeficientes

de transmissdo e reflexao.

Os trabalhos citados acima sdo apenas dois de iniimeros outros trabalhos que
estudam estados de espalhamento. Calcular 7" e R torna-se relevante porque a partir
dessas probabilidades podemos verificar fenomenos ja apresentados na natureza, tais como
o decaimento alfa dos nicleos em que um niicleo de Hélio (He) com energia abaixo da

barreira do potencial Coulombiano tunela através dela.!!.

1.3 Estrutura do trabalho

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma:s:

e No capitulo 2, realizamos uma abordagem geral da mecéanica quantica unidimensional
pelo formalismo de Schrédinger, dando énfase a equacao de Schrodinger unidimensi-
onal independente do tempo , onde estudamos as propriedades das func¢oes de onda,

estados ligados, estados de espalhamento e equagao da continuidade. Finalizamos o

10O grafeno é um material alotrépico do carbono, formado por uma monocamada de dtomos de carbono
arranjados em uma estrutura cristalina de favo de mel (ou honeycomb), podendo ser obtido por diversos
métodos experimentais, sendo a esfoliagdo do grafite o modo mais simples (DARTORA; JIMENEZ;
ZANELLA, 2015).

Dizemos que a particula tunelou, ou seja, mesmo com o potencial maior que sua energia, ela pode
atravessa-lo. Mais detalhes, vide capitulo 2, se¢do 2.4.

11
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capitulo com a resolucao da equacao de Schrodinger unidimensional independente

do tempo para um potencial simétrico localizado.

e Apresentamos no terceiro capitulo, o formalismo da MQS, partindo dos opera-
dores escada de um oscilador harmonico bosonico (OHB), muito conhecido na
literatura (GRIFFITHS, 2011; MESSIAH, 1958; SAKURAI; NAPOLITANO, 2013;
ROBINETT, 1997), e generalizamos para um oscilador qualquer. Fizemos de forma
analoga para o oscilador harménico fermiénico (OHF) e verificamos como a su-
perdlgebra é vista naturalmente ao associar esses dois operadores (OHB e OHF).
Tratamos também da hierarquia dos hamiltonianos e do potenciais invariantes de

forma. Finalizamos com a aplicagdo da MQS em estados ligados.

e No tltimo capitulo, estudamos os estados de espalhamento via MQS, onde calculamos
o coeficientes de transmissao (1) e reflexao (R) para o potencial de Poschl-Teller
modificado, que ¢é invariante de forma, tendo em vista que o estudo de espalhamento
via MQS restringe-se apenas a esse tipo de potencial. Logo apds, realizamos uma
aplicacdo no trabalho desenvolvido por Castro, Castro e Hott (2007), que estudaram
apenas os estados ligados da equacao de Dirac para férmions com massa, numa

mistura de potenciais vetorial e escalar do tipo Poschl-Teller modificado.
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CAPITULO 2

EQUACAO DE SCHRODINGER UNIDIMENSIONAL
INDEPENDENTE DO TEMPO

Neste capitulo, temos como objetivo apresentar o formalismo de Schrodinger para a meca-
nica quantica nao relativistica, dando énfase as propriedades da equacao de Schrodinger
unidimensional independente do tempo. Em seguida, discutimos sobre estados ligados
e estados de espalhamento, e apresentamos um formalismo matematico que analisa tais

estados para um potencial simétrico localizado.

2.1 Estados estacionarios

Classicamente, sabemos que a energia total de um sistema unidimensional é expressa

mo:
como 9

H= 2%+V(a:), (2.1)

onde o primeiro termo do lado direito da equacdo (2.1) é a energia cinética, o segundo
termo a energia potencial e H é denominada de hamiltoniana. Utilizando a substituicao
canodnica p — —ih%, (2.1) pode ser reescrita de forma que H torna-se:

h? d?

-
2m dx

V(z), (2.2)
sendo tal operador denominado operador hamiltoniano.

Operando H sobre uma autofungao ¥ (z), temos

A~

Hy(z) = Ey(z), (2.3)
sendo E o autovalor de energia de H e representa a energia total do sistema.

Substituindo (2.2) em (2.3) chegamos a

e
om  dx?

+ V(@)p(x) = Ey(x), (2.4)
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onde (2.3) e (2.4) representam a equagio de Schrodinger unidimensional independente do

tempo , cuja solugdo depende do tipo de potencial V' (z) utilizado.
A equagao (2.4) pode ser obtida também, por meio do método de separagao de

variaveis, a partir da equagao

2 0% (x,t)

e,
“om 0a2 + V(2)¥(z,t) = ith—V(x,t), (2.5)

ot

que é denominada equagdo de Schridinger dependente do tempo em uma dimensdo cuja

funcdo de onda W(z,t) é reescrita na forma

U(z,t) = (x)e BN, (2.6)

Segundo Griffiths (2011), a fungdo de onda ¥(x,t) na forma separavel, equagao
(2.6), apresenta trés argumentos interessantes para que a mesma seja utilizada na resolugao
de (2.5):

1. As fungoes de onda representam estados estacionarios. Isso é justificado quando
calculamos a probabilidade e o valor esperado de um observavel, em que se verifica a

independéncia do tempo, isto é

W (x, t)[* = [ (x)e B = (), (2.7)

Qa.p) = [ (@ ( —m(fx) p)e B = [ 4 (@)Q ( —hai) 9(2).
(2.8)

2. Pela equacao (2.3), podemos concluir que as fungoes de onda representam estados de
energia total bem definida. A justificativa é dada pelo célculo do valor esperado

de H e sua variancia, ou seja:
(Y = / U, ) 0 (2, £)di,
() = [ (@) i ()e

() = [ (@) By(a)da,
By ()

() = [ v (@) Bo(e)de,

(1) = B [ (@) de. (2.9)
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A integral em (2.9) fornece a probabilidade de encontrar a particula em todo o
espaco. Essa probabilidade ¢é igual a 1, para garantir que a particula seja encon-
trada em qualquer ponto deste intervalo. Isso é denominado de normalizacdo que,

matematicamente é:
[ 1@)Pdz =1 (2.10)
e a equagao (2.9) torna-se:
(H)=E. (2.11)

Calculando (H?) e (H)2, temos:

(%) = [ v (2) E*(w)da,
(H?) = E?, (2.12)

(H)? = E2. (2.13)
Desse modo a variancia de H ¢ dada como:
on® = (H?) — (H)?,

oy’ =E*— E?

o’ =0. (2.14)

Pelos resultados de (2.11) e (2.14) podemos afirmar que toda medi¢do da energia
total resulta no mesmo valor E, ou seja, nao ha dispersao em torno do valor médio.

Logo, verificamos que as fungoes de onda representam estados de energia total bem
definida;

3. A solucao geral é uma combinagao linear de solugbes separaveis. Podemos

verificar isso assumindo que
U(z,t) = 1 Vi(x,t) + coWa(x, t) (2.15)

também ¢é uma solucdo da equagao (2.5), onde ¢; e ¢o sdo constantes e Wy (z,t) e
Uy(z,t) sao solugoes linearmente independentes. Substituindo (2.15) em (2.5)

h?* o2

T [y (x,t) + coWs(z,t)] + V(z) [V (x,t) + caWa(z, t)] =

0
= il 10 (o, t) + Vs (w, 1)),

O ety + V)t — in v )| +
C1 om O 1\, T)¥i\T, t ot 1\,

2 2

+cy l —Us(x,t) + V(z)Ws(x,t) — ihaat\IIQ(a:, t)] =0. (2.16)

 2m 9a?
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Como Wy (z,t) e Wo(x,t) sao solugoes, os termos entre colchetes de (2.16) sao nulos.
Isso confirma a linearidade da equacao de Schrodinger e da fungdo de onda. E assim,
podemos estender a combinacao linear para todas as fung¢oes de onda que sao solugoes

da equagao de Schrédinger com o mesmo potencial V(x), ou seja
U(z,t) =cVi(x,t) + coUs(z,t) + ... + ¥, (x, 1) (2.17)

ou
U(z,t) = 22 caUp(a,t) = 250 cpthy (x) e Ent/h, (2.18)

2.2 Propriedades gerais do caso unidimensional

Na se¢ao anterior, mencionamos que as solugoes da equagao de Schrodinger indepen-
dente do tempo (2.4) dependem da especificacao do potencial V(). Além disso, as solugoes
devem ser fisicamente aceitaveis, pois representam os estado de uma particula. Desse modo,
antes de resolvermos a equacao (2.4) para um determinado potencial, verificaremos suas

principais propriedades.

2.2.1 Independéncia linear entre autofuncdes: autovalores ndo degenerados
Reescrevendo a equagao (2.4) na forma
V(x) + [ = V(x)]d(x) =0, (2.19)

onde, pelas unidades naturais i = 2m = 1, vamos supor duas solugoes de (2.19), ¥, e
19, que correspondem a mesma energia e mesmo potencial (GOZZI, 2012; LANDAU;
LIFSHITZ, 1985). Isto é,

v(@) _ o) — " (x)

b TV 220
onde se chega a

" (@)ha(x) — i (2)1hy" = 0. (2.21)

Note que a equagao (2.20) s6 faz sentido nas regioes onde v e 1, sdo diferentes de zero.

Integrando (2.21) pela técnica de integracao por partes

Ul @)a(e) — [ U@l — d(@)isla) + [ U @)(a)de =0,

Vi (2)a(x) — Yy(2)ihi (2) = ¢, (2.22)
onde ¢ é uma constante.

A equagao (2.22) é o negativo do wronskiano das fungoes 1 () e 15(x) que obedece
ao seguinte corolario (MESSIAH, 1958):
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Corolario 1. Se ¢ (x) e ¥a(x) sio duas solugoes da equagio (2.19) que correspondem ao

mesmo valor de energia E, seu wronskiano é independente de x.

Um wronskiano diferente de zero corresponde a fungoes linearmente independentes.
No caso de (2.22) e pelo corolério acima, verificamos que v (x) e 19(z), a principio, possuem
essa propriedade. Porém, no ponto x = 400, essas autofungoes sdo nulas, consequentemente,
¢ é nulo. Desse modo, (2.22) torna-se (LANDAU; LIFSHITZ, 1985; MESSIAH, 1958)

Y1 (w)ihy() — o)) () = 0, (2.23)
ou seja, o wronskiano das autofungoes 1 (z) e ¥(x) é nulo e podemos afirmar que elas
sao linearmente dependentes. Reescrevemos (2.23) na forma

1 1
Yl () =
TXE ATy

A tnica funcao cuja derivada resulta no produto entre o seu inverso e a sua derivada ¢ a

y(). (2.24)

fungao logaritmica, logo, (2.24) é reescrita como

d(In vy () = d(In (). (2.25)

Integrando (2.25)
/ d(In <, )dz = / d(Inby)dz,
que pode ser escrita como
Inyy(x) = Inys(x) + ¢, (2.26)
ou na forma
() = Kibg(x). (2.27)

Desse modo, verificamos a dependéncia linear das autofungoes. Isso serve de contraexemplo
para afirmar que em um problema unidimensional com potenciais nao-singulares, todos os
niveis energéticos do espectro discreto sao nao degenerados (LANDAU; LIFSHITZ, 1985).

Em outras palavras, as autofungoes sao linearmente independentes, tal como a
fungéo de onda ¥ (z,t), cuja demonstragao foi apresentada no terceiro argumento da se¢do
2.1 e onde pudemos verificar pela equagao (2.18), que para cada autofungdo v, (x) hd um
autovalor de energia F,, correspondente, sendo n o nimero quantico principal que indica o

nivel de energia ou camada do elétron.

2.2.2 Propriedades necessarias as autofuncoes

A equagao de Schrodinger independente do tempo é uma equacao diferencial de
segunda ordem cujas solugoes dependem da especificagdo do potencial, como ja falamos.
Porém, nem todas as solugoes obtidas sao fisicamente aceitaveis. Para que as autofuncgoes

¥(x) e Y'(x) sejam fisicamente aceitaveis, elas devem ser:
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o finitas;
e univocas;

e continuas.

Estas exigéncias sao impostas para que as autofuncoes sejam fung¢des bem com-
portadas matematicamente de modo que por meio delas, possamos calcular grandezas
mensuraveis como (z) e (p). Em outras palavras, tais propriedades fornecem a interpretacao

fisica das solugoes.

O primeiro modo de obter solugoes aceitaveis ¢ fazendo a analise qualitativa de

(x) e Y'(x). Para isso, reescrevemos (2.4) como
V() = [V(x) = Bl P(x), (2.28)

onde a segunda derivada serd definida em termos de V(z), E e ¥(z). Ou seja, vamos
analisar o sinal do primeiro e do segundo termo do lado direito de (2.28) para um certo
potencial com um dado valor de energia, e assim saber o sinal da segunda derivada de
¥(z) (EISBERG; RESNICK, 1979; GOZZI, 2012). Dependendo deste sinal, a funcao tera
um ponto de maximo (concavidade para baixo, quando 1" < 0) ou um ponto de minimo

(concavidade para cima, quando ¢” > 0).

Assim, pelas propriedades impostas as autofungoes para que sejam solugoes aceita-
veis e pelo estudo do sinal da segunda derivada da mesma, podemos ver quais solugoes da

equagao (2.28) possuem interpretacao fisica.

2.3 Equacao da continuidade na mecanica quantica

Na fisica, existe uma lei de conservacao expressa pela equagio da continuidade

+ ;7 . —= 2.2!)

onde p é a densidade e J o fluxo ou corrente de uma dada grandeza (massa, carga, etc.).

Na teoria eletromagnética, por exemplo, p pode ser a densidade de carga e J é
a densidade de corrente elétrica. Se cargas positivas saem de dentro de um volume V'
delimitado pela superficie A, temos que % < 0. Tais cargas formam uma densidade de
corrente que flui no sentido positivo, divergindo de A, ou seja V - J > 0. Desse modo, a
soma dos dois fatores é nula. Analogamente acontece quando as cargas positivas entram em
V', pois, % >0eV-J< 0, e assim, a soma dos dois fatores também ¢é nula (MACHADO,
2002).

Na mecanica quantica, a equagao da continuidade surge quando queremos examinar

a probabilidade levando em considera¢do o movimento da particula (FLEMING, s.d.). Isso
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pode ser feito analisando a quantidade |V(z, t)|2, ou seja,

o (z,t)> 0
ot ot

ou U
OV g9
a TV o

(0 (2, ), 1)] = U (2.30)

Usando a equacao (2.5) e sua complexa conjugada, onde estamos considerando apenas

potenciais reais, temos

ov B9V

] e i Ve 2.31
"ot = amon TV (231)
ov* K2 0%+
i __" Tk
ih ot 2m Oz? + VI

e em seguida substituindo (2.31) em (2.30), escrevemos

o (z, t)[*  ih O A
ot - 2mox ox oxr )’

B /R

ol (z,t)> ik 0 (\Pa\y* aw)

ot 2m Ox ox ox
ou )
O|W(z,t)] 0 ih ov* LV
ot +8x2m \I]&U _\D@x =0,
J
ou ainda:

o, | 0T _
ot or
onde (2.32) ¢é a equagao de continuidade no caso unidimensional.

0, (2.32)

Observamos entao que a corrente de probabilidade é escrita como:

g (\Paqf - \IJ*N> . (2.33)

2m Ox oz
Substituindo (2.6) em (2.33), encontramos

o ﬂ —z‘Et/hﬁ * iBt/h iEt/hQ —iBt/h
J = o lz/}e axw (x)e V¥ (x)e ax¢($)€ ,

ih [ 0 N
T g (o) = () o).

ou
h , ,
= — (Y —Y* 2.34
J= g (0 =) (2.34)
da qual observamos a independéncia com relagao a t. Contudo, ao derivarmos (2.34) com

relagdo a x, encontramos:
h /
! * 00 k]
J = [%m (v’ — v w)] ,

_

J =
2im

<¢*¢// _ ¢w*//> . (235)
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Utilizando (2.19) e sua conjugada em (2.35):

V=3V - B[y - vy =0, (2.30)

Como a derivada de J é nula, temos que tal grandeza é constante e também independente

de x, o que comprova a conservacao da probabilidade.

2.4 Estados ligados e estados de espalhamento

Existem dois tipos de espectro de energia: o espectro discreto e o espectro continuo.
As caracteristicas desses espectros vao depender se a energia total da particula for menor

ou maior que o potencial considerado, respectivamente.

Classicamente, se £ < V/(x), a particula sujeita a esse potencial encontra-se
"presa’ em seus limites, ou seja, ela oscila entre os pontos de retorno classico (quando

E =V(x)). Nesse caso, a fun¢ao ¥ (x) representa um estado ligado.

Se £ > V(z), em um lado do eixo z ou em ambos os lados, a particula acelera ou
desacelera sob a influéncia do potencial e volta ao infinito. Nesse caso, ¥ (z) representa um

estado de espalhamento.

No dominio quantico, temos ainda o fendmeno do tunelamento, onde a particula
"escapa'de qualquer barreira de potencial finita, fazendo com que a tnica propriedade
relevante seja o potencial no infinito. (GRIFFITHS, 2011). Resumindo:

E < V(+o0) = estado ligado (espectro discreto de energia), (2.37)

E > V(4+o00) = estado de espalhamento (espectro continuo de energia).

O critério fica ainda mais simples quando consideramos os potenciais se anulando

no infinito, ja que eles tém mais aplicagdes na fisica. Ou seja:

E < 0 = estado ligado (espectro discreto de energia), (2.38)

E > 0 = estado de espalhamento (espectro continuo de energia).

A partir das defini¢oes de estados ligados e estados de espalhamento, vamos apresentar
a seguir um formalismo mateméatico que permite abordar tais estados de uma forma

unificada. Esse formalismo é apresentado por Castro (2011).

2.4.1 Espalhamento e estados ligados em potenciais localizados

Considerando um potencial localizado simétrico definido como

V(x)z{ J(z), —L<az<lL,

(2.39)
0, »<—-L, x>1L.

A partir de (2.39), temos trés solugoes para a equagao (2.28), ou seja,



Capitulo 2. FEquagao de Schrodinger Unidimensional Independente do Tempo 27

e regiao r < —L. A solucao é expressa na forma
by = ay e 4 q_eh (2.40)
onde k é o numero de onda definido por
k=VE. (2.41)

Sendo E > 0, a solugdo (2.40) nada mais é que a soma de autofungoes do operador
momento, e** e e~** (DONAGELO; CAPAZ, 2009). Essas autofuncoes, descrevem
ondas planas que se propagam em ambos os sentidos do eixo x com velocidade de
grupo expressa como (GRIFFITHS, 2011 apud CASTRO, 2011)

dE
v, = BETRE 242
onde a, e descreve as particulas incidentes (v, > 0) e a_e~** descreve as particulas

refletidas (v, < 0), sendo ay denominada amplitude de onda incidente e a_ a

amplitude de onda refletida.

e Regiao —L < x < L. A solugao nessa regiao é expressa na forma
Yir = cru(r) + cpv(@). (2.43)

Tal solugao é assim escrita, pois, mesmo nao tendo o potencial definido, podemos
lembrar do terceiro argumento da se¢ao 2.1, onde, se u e v, da equagao (2.28), sao
solugoes linearmente independentes, sua combinacao linear também ¢ solucao da

mesma, onde ¢; e ¢y sao constantes arbitrarias.

Além disso, ¥(z) é um potencial par, ou seja, ¥(—x) = J(x), para que se possa obter a
solugdo da equagao de Schrodinger unidimensional independente do tempo como uma
combinacao linear de fungoes u e v que sao solugoes par e impar, respectivamente, e

também funcgoes reais.
e Regiao x > L. A solugdo é expressa na forma
w[[[ = b+e“m + b,e*ikx, (244)

onde by é a amplitude de onda transmitida e b_ é a amplitude de onda refletida.
No entanto, pelas mesmas razoes da solugao (2.40), a segunda parcela de (2.44) é
nula, pois nao temos onda se propagando da direita para a esquerda, ou seja, se
aproximando do potencial, pois estamos assumindo que as particulas incidem do
—o00. Desse modo, temos

Ui = bye™. (2.45)

As solugoes (2.40), (2.43) e (2.45) nos permite calcular a corrente de probabilidade
J expressa por (2.34). Ou seja,
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e regiao r < —L. A autofunc¢do, sua complexa conjugada e suas respectivas derivadas
sao expressas na forma
w[ — a+ezkx + a_efzkz,
w; — a+671kx 4 aiezkaz
U = ikay ™ —ika_e
/ . i . 9
¥ = —ikaye ™ 4 ika_e™”
de modo que
h

Jr = 2im [(a+e_ikx + a_e“‘m) (i/{?a_%e‘ ke e—ikm)]

—27; [ —ikaye” " 4+ ika_ em) (a ke 4 a_e ””)} ,

o hk hk
Jr="lagl = o (2.46)

Contudo, a corrente total nesta regido do espaco é expressa como
J1 = Jine — J'ref' (247)

Comparando (2.46) com (2.47), encontramos

hik
Jine = —|ai|?, (2.48)
m

hk
Jre -
g = la- *.

e Regiao —L < = < L. A autofuncao, sua complexa conjugada e suas respectivas

derivadas sao expressas na forma
Y11 = cu + cv,
Vi = cju+ cv,
!/ / /
Y = v + v,
x /
T = clu + 02

de modo que

h E3 %
Ji = i [(ciu + ) (cru’ + ev”)]

h
T [(ciu' + c3v') (cru + cov)]
ou

h
Jir = S [cico (uv" — u'v) + ercl (u'v — un')] . (2.49)



Capitulo 2. FEquagao de Schrodinger Unidimensional Independente do Tempo 29

Sabendo que o wronskiano de u e v é expresso como

w(u,v) = uv' — u'v. (2.50)
Substituindo (2.50) em (2.49)
Jir = S [clcow(u,v) — crcyw(u, v)],
Jir = %w(u,v) (ciea — e163)
h *
Jir = Ew(u, v)Im(cica). (2.51)

e Regiao = > L. A autofungao, sua complexa conjugada e suas respectivas derivadas

sdo expressas na forma
ikx
Yrrr = bye™,
* . —ikx
¢1H =bye

V= ikby e,

T = —ikbe™ "

de modo que
. _ i —ikx ikx . —ikx ikx
Jiir = Jipans = 5 |bye”*ikb, €™ + ikb e *7b, e
2im

ou -

Jirans = — |bi 2. (2.52)

m

A partir de (2.48) e (2.52), podemos calcular grandezas de suma importancia para a
descrigao do espalhamento (CASTRO, 2011): os coeficientes de reflexdo (R) e de transmissao
(T'). O primeiro é a probabilidade relativa de que uma particula incidente seja refletida
e o segundo é a probabilidade de transmissao (GRIFFITHS, 2011). Tais coeficientes sao

€Xpressos como

Jref
R= 2.53
Jinc7 ( )
Jt'rans
T = .
Jinc

Substituindo (2.48) e (2.52) em (2.53), encontramos

o

R (2.54)

a |a+|2’
oy

|a+|2.

T

Podemos encontrar os valores das amplitudes ay, a_ e by por meio das condicoes
de continuidade de v e 1)'. Deste modo:
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e regiao x = —L. [gualamos v; com ;7 assim como suas respectivas derivadas da
forma
7~p[|m:—L — wll|x:—L7
/ !/
wj‘x:fL = 1#11’@«:7&
de modo que
are " 4 a et = ciup — couy, (2.55)
ikaye ™ —ika_e™ = —ciul + ey,

onde faremos uso de (2.55) posteriormente.

e para x = L. Igualamos t;; com t;;; assim como suas respectivas derivadas da
forma

Vrile=1 = Vr11la=1
¢/111|sz = 1/)}1|sz
de modo que
bie* = ciup, — coup, (2.56)
ikbye™ = ciul 4 ol
em que, pela notacao de Castro (2011), o subscrito L em u e v significa avalia¢ao
em = +L.

Reescrevendo a segunda equagao em (2.55) na forma

s % (—e1tdy, + cov)) (2.57)

e somando com a primeira equacao de (2.55), temos

2, e M — ¢ <UL + ;u’L) — ¢ <UL + ]Z{U’L> ) (2.58)

Do mesmo modo, a segunda equagao de (2.56) como

bie™ = — (cyu) + cov}) (2.59)

7
e somando com a primeira equacao de (2.56), resulta em
ikL i / v !
2b €™ = (uL — k:uL) + ¢y (UL — /{:UL) : (2.60)
Agora, somando (2.58) com (2.60)

ape”* 4 b et = cpup — %CQU,L (2.61)
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e subtraindo (2.59) de (2.61) chegamos a

1 ike kL (2.62)
ay  uh —ikug’ '
Subtraindo (2.60) de (2.58)
, A 1
apeFb —p et = —%clu’L — Gy, (2.63)
i
e somando (2.63) com (2.59) obtemos
o ke ™ (2.64)
ay vy —ikvg '
Isolando ¢; e ¢ em (2.62) e (2.64), respectivamente, temos
,L'ke—ikL
= —— 2.65
“ uy —ikuy, o (2.65)
Z'ke—ik’L
g =—"—0
? vy —ikvp
e substituindo em (2.57) e em (2.59), chegamos a
a e MM (KPugup + upop) (2.66)
ay (v} —ikug) (v}, —ikvg)’ '
bi B ike—?ikLw (2 67)
a,  (uf —ikug) (v} —ikvg)’ '

Utilizando (2.66) e (2.67) podemos reescrever os coeficientes de reflexao e transmissao,

(2.54), como
(K2upvy, + ), v))?

R— L / —, (2.68)
(kK2upvp, —upvh)” + k2 (wpup + upoh)
kw?
r=— — (2.69)
(K2upvp — upvh )" + k2 (upvp + ugol)
Substituindo (2.50) em (2.69) e somando esta com (2.68) temos
R+T=1, (2.70)

que confirma a conservag¢ao da probabilidade (CASTRO, 2011).

Vimos que o formalismo acima é eficiente para a analise de estados de espalhamento
de uma potencial simétrico qualquer. No entanto, segundo Castro (2011) estados ligados
também podem ser analisados por tal formalismo. Basta escrevermos k = i|k| onde

|k| = +/|E], sendo E < 0. Isso faz com que as solugdes nas regioes I, I1 e 111 sejam

Yr=are F* 4 q e em < L, (2.71)
Y =cu+cu, em —L<z<L,

Ui =bye FT b el em g > L.
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Para x — —oo devemos impor que a, seja nula evitando assim uma solugao infinita. De

forma analoga, quando x — 400, b_ = 0. Desse modo, (2.71) é reescrito como

Yy =a_e® em x < —L, (2.72)
Y =ciu+c, em — L <z <L,

Vi = b+e_|k|$, em x > L.

Utilizaremos a mesma consideragdo, k = i|k|, para reescrever (2.55) e (2.56)

a_e M = clup — couy, (2.73)
|kla_e I = —ciu, + epvf, (2.74)
bre FIE = ciup — coup, (2.75)
—|k|bype L = cyu, + eqv). (2.76)
Reescrevendo (2.74) na forma
1
a_e ML = T (—cruy, + cov}) (2.77)

e substituindo (2.77) em (2.73), considerando ¢ = 0, para que se tenha apenas a fungao

par, temos
uy + |kjug, = 0. (2.78)
Isolando |k| em (2.78)
u/
k| = ——L. 2.79
=1t (279

Substituindo (2.79) em (2.73),e, da mesma foma, com ¢y = 0:

/

a_ = cluLefﬁ ) (2.80)
Reescrevendo (2.76) na forma
—|k|L 1 / /
bie = —— (cpu}, + cov}) (2.81)

K|

substituindo (2.81) em (2.75), com ¢y = 0, temos

w4 |kug = 0 (2.82)

k| = — L. (2.83)
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Substituindo (2.83) em (2.75) com ¢y = 0,
M
by =clure “L”. (2.84)
Concluimos, entao, que
a_ =by = cluLe_ﬁ . (2.85)

Considerando agora ¢; = 0, para que se tenha apenas funcao impar, em (2.73) e
repetindo todo o processo acima, chegamos a

vy, + |kl =0, (2.86)
A
a_ =b, =cyure L. (2.87)
Isolando ¢; de (2.85) e co de (2.87), temos que
b, “o
¢ = ieuiL, (2.88)
ur,
by ‘L
0= —Feul (2.89)
UL

Segundo Castro (2011), as autofungdes correspondentes as equagoes (2.82), (2.85),
(2.86) e (2.87) podem ser escritas como

e para v par

elfl* para x < —1L,
Y(z)=byd “u(z) —L<z <L, (2.90)
ekl para x> L;
e para vy impar
—el¥l* para < —L,
Y(z)=byd (@) —L<z<lL, (2.91)
e ke para x> L.

Assim, segundo Castro (2011), os problemas de estados de espalhamento e estados

ligados estao formalmente resolvidos. A seguir, utilizaremos o formalismo para o caso de
um potencial retangular.

O potencial quadrado

Considerando o potencial

1% —-L<z<L
V(z)={ ° P¥¢ e (2.92)
0 para |z|]<L
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a equacao (2.28) é reescrita como
V'=(Vo—FE)Y para —L<ux<L. (2.93)

Segundo Castro (2011), os casos E > Vj e E < V; correspondem respectivamente, a ¢ real

e ¢ imaginario e conduzem a duas classes de solugoes diferentes. Desse modo:

e caso F > Vf. A soluc¢ao nesse caso é da forma
Y = e 4 €' (2.94)

em que, para © — —o0, 0 primeiro termo é nulo. Logo:

Y = eiqx,
ou
W = cos (qx) + isen (qx), (2.95)
onde:
u = cos (qx) , (2.96)

v = sen (qx) .
Substituindo (2.96) em (2.50), temos
w = q. (2.97)

Substituindo agora, (2.96) e (2.97) em (2.69), obtemos

T = {1 + [k;f sen(2qL)] } . (2.98)

por fim, substituindo (2.96) em (2.82) e em (2.86)

—gsen (¢L) + |k|cos (¢L) =0 (2.99)
qcos (qL) + |k| sen (¢L) = 0.

Isolando |k| e ¢ nas duas expressoes de (2.99), chegamos a:

(2.100)

M B { tg(gL) para ¢y =0,
q

—cot (¢gL) para ¢ =0.

Segundo Castro (2011), o coeficiente de transmissao é valido somente para £ > 0,
porém, as condigoes de quantizacao sao validas somente para F < 0. Com tais

condicoes, Vj é obrigatoriamente negativo. Ou seja, temos um pogo de potencial.
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e caso F < Vj. A solucao nesse caso é da forma

¢][ = e|q\x + e—\qlr‘ (2101)
Quando z — —oo, temos
wff = 6|q|$a
ou
Y = cosh (|¢|x) + senh (|g|z), (2.102)
onde
u = cosh (|q|z) (2.103)

v = senh (|q|z) .
Substituindo (2.103) e (2.50), obtemos
w =|q|. (2.104)

Agora, substituindo (2.103) e (2.104) em (2.69), encontramos

T = {1—|— [km sen(2|q|L)] } : (2.105)

Neste caso, como 0 < E < Vj, temos o tunelamento, ja explicado na secao 2.4.
Substituindo (2.103) em (2.82) e em (2.86), e isolando |k| e |¢|, chegamos a

(2.106)

lq]

m _J teh (lg/lL) para ¢y =0,
coth (|¢|L) para ¢ =0.

Notemos que o lado esquerdo de (2.106) é negativo. A consequéncia é que as condi¢oes
de quantizacao desta equacao, nao fornecem solugoes. Isso significa que para que se
tenha estados ligados, g deve ser real na regiao do potencial e E > 1 (CASTRO,
2011).

Neste capitulo, pudemos apresentar de forma sucinta as propriedades gerais da
equagao de Schrodinger unidimensional independente do tempo , além de explorar os estados
ligados e estados de espalhamento de forma unificada com um formalismo matematico
acessivel. Esses ultimos sao importantes para o presente trabalho, tendo em vista que
os exploraremos novamente, via mecanica quantica supersimétrica, cujo formalismo serd

estudado no préximo capitulo.
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CAPITULO 3
MECANICA QUANTICA SUPERSIMETRICA

Neste capitulo, apresentamos o formalismo da mecénica quantica supersimétrica (MQS),
partindo do método de fatoragdo do hamiltoniano do oscilador harmonico bosonico (OHB),
por meio dos operadores escada. Aplicamos esse método para um hamiltoniano arbitrario e
verificamos a existéncia de hamiltonianos e potenciais parceiros supersimétricos, objetos de
estudo da MQS. Além disso, estudamos a dlgebra do oscilador harménico fermionico (OHF)
e sua relacao com o OHB, formando assim os geradores de supersimetria. Finalizamos o

capitulo com a resolucao da equagao de Schrodinger para o poco quadrado infinito via

MQS.

3.1 Fatoracao dos hamiltonianos: oscilador harmonico bosonico

No capitulo anterior, afirmamos que a equacao de Schrodinger independente do
tempo de uma tnica particula é resolvida conhecendo o seu potencial V(x). Um exemplo
classico, é o oscilador harménico bosonico (OHB), cujo hamiltoniano é dado por

2 2.9
P MW=
H=-"—

2m+ 2

onde m ¢é a massa, p ¢ o momento linear, w é a frequéncia angular e x é a posicao da

(3.1)

particula, com

(3.2)
sendo o seu potencial.

Uma das formas de resolver a equagao de Schrodinger! para esse potencial, (3.2), é

utilizando o método de fatoracao do hamiltoniano, onde expressamos o hamiltoniano do

2

OHB como produto de dois operadores nao-hermitianos?, a e a! (operador aniquilacio e

L A partir desse capitulo vamos nos referir & equacdo de Schrédinger unidimensional independente do

tempo apenas como equacao de Schrodinger, salvo notagdo em contrario.

2 Um operador é dito hermitiano se X = X, caso contrério, se X # X T, o operador é dito ndo-hermitiano.
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criagdo, respectivamente), denominados de operadores escada (mais detalhes sobre estes
operadores, vide apéndice A) e definidos como (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2013):

_ T
“=\Von (x—i_mw)7 (3:3)
e _@'p) A
a TG (3.4)

onde x e p sdo, respectivamente, os operadores posicao e momento. Esses observaveis nao
sao compativeis, ou seja, ndo podemos ter autovetores simultaneos do mesmos e a medida
de um interfere na medida do outro. Desse modo, a relacdo de comutacao entre eles é
expressa como

[z, p] = ih. (3.5)

Realizando o produto entre a' e a

2h m2w? 2’
2 2,.2
oo L (7P metat 1
hw \ 2m 2 2’
H
.I. 1
a'a=H — 3 (3.6)
Se fizermos aa', ficamos com
1
aa’ = H + 3" (3.7)
Por questao de simplificagao, utilizamos as unidades naturais onde h = w = 1, e assim
temos: )
1 p
H=- 242 3.8
5 (mx + m) , (3.8)

o= \/T (x + zm , (3.9)
af = \/T (:1: - zi) . (3.10)
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Agora vamos calcular as relagoes: [a, a'], [a, a], [aT, a'], [a, a], {a, aT} , {aT, a} , {aT, aT} ,
{a,a}. Temos entao,
[a,a'] = aa’ — d'a. (3.11)
Substituindo (3.6) e (3.7) em (3.11):
1 1
N H4+ - _H4+-=
[a,a'] + 5 + 5
ou
[a,a'] = 1. (3.12)

Analogamente para [a', a], temos

[af,a] = —1. (3.13)
Calculando [a',af] e [a, al:
[af,a'] = a'a’ — a'a’ = 0; la,a] = aa — aa = 0. (3.14)
Calculando {a,aT} e {aT,a}:
{a, aT} =aa' + d'a. (3.15)

Substituindo (3.6) e (3.7) em (3.15), encontramos

{a,aT}:Hle—i-H—},

2 2
{a, aT} =2H (3.16)
ou
{af,a} =2H. (3.17)
Calculando {aT, aT} e{a,al:
{aT, aT} =2d'al, {a,a} = 2aa. (3.18)

Podemos ainda, definir um operador N como
N =d'a, (3.19)
conhecido como operador nimero®. Assim, escrevemos (3.6) como:

1
H=N+3. (3.20)

Observamos em (3.20) que o operador hamiltoniano nada mais é do que uma fungao linear

em N, e por esse motivo, temos que

[H, N] = 0. (321)

Mais detalhes sobre este operador, vide apéndice A.

3
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Isso nos permite escrever estados simultaneos aos dois operadores. Podemos definir n como

sendo o autovalor do operador nimero e aplicd-lo em um autoestado |n), dado por:
N|n) = n|n). (3.22)
Aplicando H em |n) e utilizando (3.22), temos

Hin) = <N + 1) In),

2
1
Hin) = (n + 2) In), (3.23)
—_———
En
onde .
E,=n+g (3.24)

¢é o autovalor de energia do OHB. Assim, verificamos que a fatoragdo do hamiltoniano de
um oscilador nos permite de forma elegante, chegar nos autovalores de energia. Além disso,
desde que (3.6) e (3.7) diferem por uma constante, podemos escrever H como, seguindo a
definigao da literatura (CARMO, 2011; COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001; FILHO,
2009; FREITAS, 2008)

H, =d'a, Hy = aa'. (3.25)

Por conseguinte, podemos fatorar um hamiltoniano qualquer de forma analoga a (3.25),
que é o ponto de partida para o estudo da MQS, ou seja (NETO, 2014):

H, = ATA,  H,= AA" (3.26)

onde A e AT, sdo também operadores ndo-hermitianos também denominados de operadores

de aniquilagao e criagao, expressos da forma:

L d + W(z), Al = L d + W(z), (3.27)

- v/ 2m dzx _\/Zmdx

onde a fungao W (x) é denominada de superpotencial na MQS. A utilizagao de (3.26) e

A

(3.27) serd feita em breve. Mas antes, vamos resolver a equagao (2.4) considerando que a
autofungao () ja estd definida de modo que o nosso objetivo é encontrar o potencial V'(x)
4. Desse modo, seja a autofuncao no estado fundamental, que é adequada para o nosso caso,
pois nao tem noé e desparece em +00, o que resulta numa solugao finita (normalizdvel).
Consideramos tal estado, Ey, do hamiltoniano H de (2.2) nulo. Assim, aplicando (2.2) a

uma autofungao ¢y (z), temos

_ 1 @l
om  da?

Essa é uma das duas formas de se trabalhar com a MQS, o outro modo, é andlogo ao que fizemos
no capitulo 2, onde o potencial ja é conhecido, mas neste caso, obtemos a autofungao do estado
fundamental.

+ V(z)o(z) =0,

4
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Viahola) = 5 -,
11 ()
V(x)_%wo(x) da®
Yo' (x)

V() = 1200 ((;)), (3.28)

onde (3.28) é o potencial a ser definido a partir da autofungao no estado fundamental.

Agora, aplicando a primeira expressao de (3.26) em uma fungao qualquer f(z),
onde:

H, f(x) = ATAf(2) (3.29)

e depois usando (2.2) e (3.27), escrevemos
(a2 4 vita) 10 = (2 + W) (o + W) 160

10 = (e w@) (i W),

d
§ v G d i -
(@) + Vi) f(2) = =5 £ (@) = W F(@)] + W () f o) + W) f(2),
& & d d d
—o 3 f @)+ Vi(@)f(2) = =25 f(@) = fla) - Wa) = W) fz) + W(z) - f(@)
+W2 () f (x),
i V; _ 7 Dy w?
— 3/ (@) + V@) f(2) = =5 f(2) = f(2) W @) + W) f(2),
d

Vi(@)f(z) = —f(2)—W(z) + W(2)f(2),

dx

Vile) = 2 W(e) + (),

temos:

Vi(z) = W(x) — ;;W(x). (3.30)

Se aplicarmos a segunda expressao em (3.26) a uma fungao qualquer f(z), de forma

analoga, obtemos:
d

dzx
onde Vi(z) e Va(x) sao denominados potenciais parceiros. Podemos resolver tanto (3.30)

como (3.31) com a exigéncia de que

Vo(x) = W3 (x) + —W(z), (3.31)

Athy =0 (3.32)
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satisfaz. Logo,
H1¢0 = AT Awo,
N——

0
Hypg = 0. (3.33)

Substituindo a primeira expressao de (3.27) em (3.32), obtemos

d
(d:v + W@)) Yo = 0,

o+ Wz =0,

d
W(x)o = — %@/Jo,
%6
_%
Uy’

onde (3.34) define o superpotencial em termos da fun¢ao de onda no estado fundamental.

W(z) = (3.34)

Se quisermos expressar essa fungdo em termos de W (z), reescrevemos (3.34) como
Wi(x)=d(—1nv,). (3.35)

Integrando (3.35), temos

/W(x)dx — /d(—lnwo)d:v

Iny, +c= —/W(a:)dx

b, = ce~ ] W@z, (3.36)

Concluimos até aqui, que o superpotencial W (z) é gerador dos potenciais parceiros
Vi(z) e Vo(z). Além disso, pelas equagoes (3.30) e (3.31), se esse superpotencial é definido,
podemos encontrar tanto os potenciais parceiros, quanto os hamiltonianos parceiros,
expressos em (3.26), e também, a fun¢ao de onda no estado fundamental como mostra
(3.36). Ou, se Vi(z) e Va(x) sao definidos, W (z) pode ser encontrado por meio da equagao
de Riccati. Porém, esta tltima acarreta dificuldades matematicas por nao ser uma equagcao
linear (NETO, 2014).

Podemos ainda demonstrar que os potenciais parceiros possuem o mesmo espectro
de energia, exceto o estado fundamental de V5(z), ESQ), por nao haver correspondente para
Vi(z). A prova dessa conexao, é que os autovalores de energia, que devem ser positivos
semi-definidos, ou seja, (Eﬁbm) > 0), e as fungdes de onda de H; e Hy estao relacionadas.
Para n > 0 a equacao de Schrodinger em termos do hamiltoniano H; ou Hs é expressa
como (ROBINETT, 1997):

Hip) = ENyY, (3.37)
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ou
HypP) = EP 2. (3.38)

Substituindo a primeira expressao de (3.26) em (3.37) e aplicando o operador A pela

esquerda em ambos os lados dessa equagao, temos

A — AEM 0
AAT A = AEMy(

Ho

Hy (Ap()) = EO (Ayl)). (3.39)

Analogamente, vamos substituir a segunda expressdo de (3.26) e multiplicar A" pela

esquerda em ambos os lados de (3.38). Temos entao

T Toy(2) — AT (2),/,(2)
ATAAY® = AT (ERyD)

Hy
Hy (Aly®) = EP) (Afp?). (3.40)
Observamos, por meio de (3.39) e (3.40) que os autovalores e as autofungoes dos hamilto-

nianos H; e Hy estdo relacionados. Podemos demonstrar isso, partindo das relagoes (3.26)
e das expressoes (3.37) e (3.38). Ou seja:

Hygy) = B,
ATAYYH = EWypD. (3.41)

Vamos suprimir os indices temporariamente e reescrever (3.41) como:
AT Ay, = Epp,. (3.42)
multiplicando ambos os lados de (3.42) por ¥} pela esquerda:
Un AT AY, = Edyibn,
(¢nA") (Av) = En (7) (tn) ,
| At [* = Bnf ¥ [,
Ep| $n | = | Ay I,
[ [F = B | A [,
Vn = B At

Fazendo ¢ — wﬁl, (2) E(ll, temos

_1 _1
@ = B8] Al wlh = [BY] Pty (3.43)
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Ccom
E® =EY, sendo E =0. (3.44)

Pudemos verificar das relagoes (3.39), (3.40), (3.43) e (3.44) que o operador A nao somente
converte uma autofuncao de H; em uma autofuncao de H, com a mesma energia como
também destréi um né extra®. O operador Af faz o processo inverso. Somente no estado
fundamental que nao havera parceiro para H; tendo em vista que nao ha estados de
energia abaixo de zero. Resumindo, construimos autofuncées de H; com o operador A' e
retomamos para as autofunc¢oes de H, com o operador A, como mostra o diagrama da

figura 1. Isso mostra que os operadores escada A e A’ conectam estados com a mesma

Hl H2

E1 E2
Af

Figura 1 — Diagrama dos estados correspondentes a H; e Hs.

energia, para dois potenciais parceiros, bastante diferentes, a principio. No caso do oscilador
harmonico, os potenciais sao idénticos, a menos de uma constante aditiva. Mas, na secao

3.4, verificaremos o caso do poco infinito, cujos potenciais parceiros sao bem diferentes.

Assim, partindo da ideia de fatoracdo do OHB com o uso de a e af, fatoramos um
hamiltoniano qualquer, utilizando A e A" cujas funcdes sdo as mesmas dos operadores
mencionados anteriormente. Com isso, pudemos encontrar a relacao entre dois hamiltonia-
nos (denominados hamiltonianos parceiros) diferentes e seus potenciais, onde chegamos
nos mesmos autovalores de energia para estados diferentes, o que é conhecido como dupla
degenerescéncia. Sabendo que a degenerescéncia indica simetria em sistemas quanticos,

a dupla degenerescéncia nos da uma simetria extra, que denominamos supersimetria
(COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001; FILHO, 2009; NETO, 2014; ROBINETT, 1997).

3.1.1 Hierarquia dos hamiltonianos

A partir do primeiro estado excitado de H;, vimos que, ao aplicarmos A; pela
esquerda, podemos conhecer a funcao de onda no estado fundamental do hamiltoniano

parceiro Hy, como mostra as relagoes (3.43) e (3.44). Segundo Cooper, Khare e Sukhatme

5 Conforme se ganha energia, cada estado sucessivo ganha mais um né, logo, temos que, ¥y ndo tem

nenhum né, ¥; tem somente um, e assim, sucessivamente (GRIFFITHS, 2011). Isso justifica a condigao
(3.32), onde, ao se aplicar o operador aniquilagdo, temos um estado nulo.
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(2001), isso permite a refatora¢io do segundo hamiltoniano em termos de Wj que pode ser
determinada a partir da fungdo de onda no estado fundamental de Hy. O hamiltoniano
parceiro dessa refatoragdo é agora denominado Hj. Cada novo hamiltoniano possui um

estado ligado a menos como afirma o teorema 1(SUKUMAR, 1985):

Teorema 1. Um autovalor do operador ATA também é autovalor do operador AAT, exceto

quando Ay = 0. Isso pode ser verificado pelas equagoes (3.39) e (3.40).

De acordo com o teorema acima, se temos um problema de potencial exatamente
soluvel para Hi, podemos resolver os autovalores de energia e fungoes de onda para toda
a hierarquia dos hamiltonianos criada pelas repetidas fatoragoes. Ou, se conhecemos
as fungoes de onda no estado fundamental de todos os hamiltonianos desta hierarquia,

podemos reconstruir as solugoes do problema original.

Até aqui, consideramos a energia no estado fundamental de H; nula e assim,
escrevemos este hamiltoniano como em (3.26). Entao, se a energia no estado fundamental
de H; for E(()l) com autofuncgao wél) podemos escrever este operador, de acordo com o
teorema 2 (SUKUMAR, 1985):

Teorema 2. Qualquer hamiltoniano na forma H = —% + V(x), que possui um estado
fundamental (1o, Ey) pode ser fatorizado como H = ATA + Ej,.

Desse modo, as expressoes de (3.26) podem ser expressas como

d2
H, = A{f‘h + ko = T2 + Vi(z) (3.45)

¢ 2
Hy, = A Al + Ey = — 5 + Va(@). (3.46)

Aplicando H; e posteriormente H,, em uma fungdo arbitraria f(x) tal como no inicio

desta secao, encontramos

Vi(z) = Wiz) — Wi(x) + BV (3.47)

Va(w) = Wi() + Wi(w) + B, (3.43)
onde (3.34) pode ser expressa na forma:

Mas, podemos reescrever (3.48) como:
Va(w) = Wi(a) + Wile) + By = Wi(a) + Wi(o),

Va(z) = W2(z) — Wi(z) + E§" +2W](x),

Vi(z)
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Va(z) = Vi(z) + 2Wi(z). (3.50)
Diferenciando (3.49), temos
LA
Wi(z) = gz (3.51)
substituimos (3.51) em (3.50):
Va(z) = Vi(z) — 2L el (3.52)
dx? 0

Introduzindo a notacdo E™ onde n denota o nivel de energia e m refere-se ao
m — ésimo hamiltoniano H,,. Considerando as equagoes (3.43) e (3.44), os autovalores de

energia e autofuncoes dos dois primeiros hamiltonianos sao expressos por:

—1/2
EY,=EP, @ =B -E’] 7 Apy. (3.53)

Agora, iniciando a partir de H,, cuja a energia no estado fundamental é E(()Q) =
Egl) podemos de forma analoga gerar um terceiro hamiltoniano H3 como um parceiro

supersimétrico de Hy desde que possamos escrever este hamiltoniano como

Hy = A Al + BV = Al A, + BV (3.54)
onde y
Al = _4 Wa(x) (3.56)
dx
¢ d
Wa(r) = ———In WP, (3.57)
Prosseguindo desta forma, obtemos
2 &
Hs = A AL + B = —— 5+ Va(@) (3.58)

onde, ao aplicarmos (3.58) em f(x) como fizemos para H; ¢ Hs, encontramos

Va(z) = W2 + W, + BV (3.59)
ou
P o
Vi(x) = Va(z) — 2@1111/10 : (3.60)

Substituindo (3.52) em (3.60) chegamos a

2

d
Va(z) = Va(z) = 2 In [ug"0f”]. (3.61)
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Além disso,

E7(z3) = Eﬁl = E7(122 (3.62)
e
o® = [BD, - @] A, (3.63)
Substituindo (3.62) em (3.63), encontramos
6@ = [BY, — BV 402, (3.64)
Desde que
@ = [E8, - B A, (3.65)
podemos substituir (3.65) em (3.64), resultando em
o = [B9, - BV [ED, — BT anaill,. (3.66)

Deste modo, fica claro que se o hamiltoniano H; possui p (> 1) estados ligados
com autovalores E(V, e autofuncoes ¥)() com 0 > n > (p — 1), entdo podemos sempre
gerar uma hierarquia de (p — 1) hamiltonianos Ho, ..., H, tal que os m — ésimos membros
da hierarquia dos hamiltonianos (H,,) possuam o mesmo espectro de autovalores que Hy,
exceto para os primeiros (m — 1) autovalores de Hy, pois estardao faltando em H,,. Em
particular, podemos sempre escrever (m = 2,3, ...,p) (COOPER; KHARE; SUKHATME,

2001):
d2

H, = Al 4, +EY | 1=+ V(o) (3.67)
onde
A _ 4 + Wy(z), onde W, (z)= ilnw(m) (3.68)
" dx ’ Y d T .
Temos também
EM=g" = =EY. (3.69)
. 1/2 —1/2
u = [BD, L~ BB BT A A, (370)
e e
Vi(2) = Vi(a) =25 1n [w6?.d™ Y] (3.71)

Assim, conhecendo todos os autovalores e autofun¢oes de Hy, imediatamente conhecemos
todos os autovalores e autofungdes da hierarquia de (p — 1) hamiltonianos, em problemas
exatamente soltveis (COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001).
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3.2 O oscilador harmoénico fermidnico

Falamos no capitulo 1, que a supersimetria permite relacionar particulas bosonicas
e fermionicas. Na MQS, fazemos apenas uma relacao algébrica entre estados bosonicos e
fermibnicos em (1 4 0) dimensoes. Nesse caso, é necessario escrever um outro hamiltoniano
a partir de dois outros operadores ndo hermitianos b e b'. Esses operadores sdo denominados,
respectivamente, de operadores fermionicos de aniquilacao e criacao e toda a construcao
realizada anteriormente para os operadores a e af, chamados agora de operadores bosénicos
de aniquilagao e criagao, sera desenvolvida em termos dos operadores fermionicos (CARMO,
2011; FILHO, 2009; FREITAS, 2008).

Além disso, precisamos entender a fisica dos férmions. Eles obedecem ao principio
de exclusao de Pauli, onde por esse principio, dois férmions nao podem ocupar o mesmo
estado quantico simultaneamente. A outra caracteristica dos férmions é que eles sao
particulas de spin 1/2. Um sistema de spin 1/2 tem como kets de base |S,;£) = |£), dos

quais definimos dois operadores nao hermitianos S, e S_,
Se=hlH){=], S-=hl=){+], (3.72)

denominados, respectivamente, operadores de levantamento e de abaixamento.

A partir destes operadores e dos operadores S, e .S, podemos construir e definir os

operadores fermidnicos b e bf como

1 1
b = 3 (0z +i0y); b= 3 (02 —ioy). (3.73)

Detalhes desta construcao encontram-se no apéndice B.

Vamos calcular as relacdes de comutacio e anticomutacio entre b e b:
{b', b} = bbf + 0",

1 : : 1 : ,
{bT, b} = Z(UJC +ioy) (0, — i0y) + Z(% —ioy) (0, +i0y),
1
{bT, b} = Z(ogf — 10,0y + 1040, + ay2 + 0,2+ 10,0y — 10,0, + ayz),

1
{bT, b} = 1(012 +0,° + 0.7 +0,%),

{bT, b} = ;(agg2 +0,%). (3.74)

Usando as propriedades

Ui2 = 17 {O'i, O'j} = 251], [O'i, O'j] = Qigijko'k (375>
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onde 0;; e € sao, respectivamente, o delta de kronecker e o tensor Levi-Civita. Podemos

escrever a equagao (3.74) na seguinte forma (com ¢ = j):

{bT,b} :; @i+ay2 :

~~
1 1
{b.bf} =1. (3.76)
De forma andloga, podemos demonstrar que
{bf,0} =1. (3.77)
Temos também que
[bf, ] = bbT — b'h,

1 1
[b", 0] = Z(Uﬂc +ioy) (0, —ioy) — Z(Jm —ioy)(0s + i0y),

2 2 _ - 2
— 0y — 10,0y + 10,0, — 0y°),

1
(b, b] = Z(U,;2 — 10,0, + 10,0, + 0y
1
(b, 0] = 1(—2’%@ + i0y0, — 10,0y + 10,0,),

1
[bT, b = 5(—2'%% +i0y,0,),

(b, b] = o.. (3.78)

Mas, como é mostrado no apéndice B, a relacdo de comutagao (3.78) é escrita,
substituindo (B.25) em (3.78), na forma

b1, ] = 28,

1
H= §[bT,b]. (3.79)

Calculando agora {b,b} e {bT, bT}, fazendo uso das propriedades das matrizes de
Pauli (3.75), temos
{b,b} = bb + bb,

{b,b) = 260,
1 . .
{b,b} = 5(01 +ioy) (0, + i0y),

1 1
{b,b} = 5[01,2 — o0, +io,0, +io,0,] = 5[%2 — 0, +i(o,0 + 0,0,)],

1 :
{b,b} = 3 0> — 0% +i (0,0, + 0,0,) |,
N~~~ — ——

1 1 0
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{b,b} =0, (3.80)
{bT, b*} = bbT 4 biot,
{bT, bT} = 2bibt

1
{bT, bT} = 5(% —ioy) (0, — i0y),

1
bt = (0,2 — 0,2 —ioy0, — i0,04),
9 y y y

{v',6'} = 0. (3.81)

3.3 Oscilador harménico supersimétrico

Em analogia com a equagao (3.6) o hamiltoniano em termos dos operadores

fermionicos é expresso como
1

Hy=blb— 2. (3.82)
Definindo:
b'b = M (3.83)
podemos reescrever (3.20) e (3.82) como
1
H,= N + 3 (3.84)
1
Hp=M 2, (3.85)

onde, Hy e Hy sao os hamiltonianos bosonico e fermionico, respectivamente.

Podemos calcular os autovalores de (3.84) e (3.85), aplicando Hy, e H; em ambos

os lados das equagoes nos estados |n) e |m), respectivamente. Ou seja:

o) = (N +5) In),

Holn) = (n+3 ) ),

(3.86)
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Hylm) = (m 5 ) Im),

—_——
Efm
1
E;, =m— 7 (3.87)

Tomando as expressoes (A.12) do apéndice A, para n = 0, temos
al0) = v0]0 — 1),
al0) =0,
a'|0) = VO + 10+ 1),
a'|0) = [1),

paran =1,2, ... temos:
all) = 1]0),

a'l1) = V212),
al2) = V1),
a'l2) = V33),

aln) = Vil - 1),
a'ln) = /(n + 1)|n + 1).

E assim, podemos ver que o valor minimo para n é 0 e que nao existe um valor maximo

para n. Desse modo, n pode tomar valores iguais a 0,1,2, 3, ....

No caso fermidnico, definimos formalmente que os operadores de criagdo (aniquila-
¢ao) quando aplicados a um estado |m), respectivamente, criam (destroem) um né extra,
tal qual os operadores bosonicos (VALLEJO, 2012):

b'im) = |m + 1), (3.88)

blm) = |m —1). (3.89)

Mencionamos na secao 3.2 que estes operadores nao podem violar o principio da exclusao

de Pauli e que, pela algebra ja vista e demonstrada desses operadores, temos:
®h?=0;  (b)*=0, (3.90)

para qualquer que seja o estado em que estiverem atuando. Assim, teremos, por exemplo,

para o estado fundamental onde m = 0, ou seja |m):

b'0) = [1). (3.91)
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Mas, por (3.90)
bTbT(0) = bT[1),

(b1)?10) =b"[1),

b'[1) = 0. (3.92)

Ressalvando que, analogo ao operador de aniquilagao bosonico, ao aplicarmos o operador
de aniquilagao fermidnico no estado |0), o resultado é nulo por ndo haver estado de energia
menor que 0. Ou seja

b0y =0 (3.93)

Todavia, aplicando esse operador no estado |1), resulta:

b|1) =0). (3.94)
Entretanto, utilizando (3.90), obtemos
bb|1) = b]0),
(b)*[1) = b]0),
b|0) = 0. (3.95)

Podemos ainda, aplicar b em (3.91) e em (3.92) e b em (3.93) e em (3.94). Temos
(VALLEJO, 2012),

b'bj0) =0;  BbT|0) =10);  BB|1) =|1);  bbT[1) = 0. (3.96)

Desse modo, a partir das relagoes (3.92) - (3.96) e lembrando que o sistema de spin 1/2
é descrito apenas por dois autoestados representados por |+) e |—), concluimos que o
sistema de particulas fermidnicas nao possuem valores de estado maiores que m = 1 e
nem menores que m = 0, ou seja, |[+) = |m = 1) é o estado maximo e |—) = |m =0) é o

estado minimo do sistema de particulas fermionicas.

Definidos os hamiltonianos bosénico e fermionico, (3.84) e (3.85), podemos escrever

um hamiltoniano que seja a soma destes:

1 1
H=N+-+M--
o 2

H=N+M, (3.97)

sendo
Nn) = n|n); M|m) = m|m). (3.98)
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Podemos escrever o estado
In,m) = n) ® |m). (3.99)

Desse modo, a equagao dos autovalores de H no estado |n,m) é
Hln,m) = (N + M)(|n) @ |m)),

Hin,m) = N(|n) @ |m)) + M(|n) @ [m)),
Hin,m) = n(|n) @ m)) +m(|n) @ |m)),

Hin,m) = (n+m)(|n) @ [mj)),

Hin,m) = (n+m)|n,m). (3.100)

Para o estado fundamental, temos que H|n,m) = 0, de modo que Ey = 0. Acima
desse estado, a degenerescéncia ocorre para n > 0 onde m = 0 ou m = 1. Podemos verificar

isso aplicando H nos estados |n,0) e |n — 1,1) e usando (3.100) (com n > 0), ou seja,
H|n,0) = n|n,0) (3.101)

Hn—-1,1)=n—-1+1)|n—-1,1)

Hln—1,1) =nln —1,1). (3.102)

As expressoes (3.101) e (3.102) nos mostra que para dois estados diferentes de H com dois
valores diferentes de m e mesmo valor de n, temos o mesmo autovalor, o que se verifica

a dupla degenerescéncia, e como tratado anteriormente, a supersimetria (FILHO, 2009;
FREITAS, 2008).

3.3.1 Geradores de supersimetria: hamiltoniano supersimétrico

De posse dos conceitos de estados bosonicos e fermionicos, podemos reformular o
que falamos anteriormente sobre os operadores aniquilacdo e criacio A e AT (ouae aT).
Afirmamos que o operador A converte um autoestado de H; em um autoestado de Hy
com a mesma energia, destruindo um né extra. E o operador A" faz o processo inverso.
Com relagdo a conversao entre os estados bosonicos e fermionicos, a degenerescéncia
aparece quando simultaneamente ¢ destruido um estado fermioénico (m — m — 1) e
criado uma estado bosénico (n — n + 1), ou vice-versa. Com isso, espera-se que 0s
geradores da supersimetria, também denominados de supercargas sejam uma combinacao

dos operadores de aniquilacao e criagao bosonicos e fermionicos. Definimos esses operadores
como (CARMO, 2011; FILHO, 2009; FREITAS, 2008):

Q = ab, (3.103)
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Q' =a'd'. (3.104)
A relagao de anticomutagao entre (3.103) e (3.104) é dada por
{@.Q"} =@+ Q'q,

) =a )
{Q QT} ba'b’ + albab

{Q, QT} = aa'bb’ + atab'd. (3.105)
Reescrevendo (B.20), em termos de (B.1), temos

1 )
bT = 5(0’1 + ZO'y),

0 1
bT:(O o)’ (3.106)
1
b:§(0z ioy),
1{{01 {0 —i
()= ()
=)L)
21\ 10 -1 0
1{00
-4(2)

0 0
b= ( X o)' (3.107)

Substituindo (3.106) e (3.107) em (3.105)

at=al(V0)(0 0 )aa(n ) (1 0)
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0 0 10
1 — gat f
) - _'_ I
{QQ} aa(01> aa(oo)
0 O ata 0
Tl —
’ - + )
{Q © } ( 0 aal ) ( 0 0 )
Q.o ° ). (3.108)
’ 0 aal
ou, sem perda de generalidade, podemos escrever
AtA 0
QT = : 3.109
Substituindo (3.26) em (3.109), encontramos
H, 0
L S —H 3.110
{Q’Q } ( 0 H, ) 555 ( )
onde Hgg é denominado hamiltoniano supersimétrico e
0 0 0 0 0 1 0 a
=ab=a = , F=afph =af = . (3111
© ( 10 ) ( a 0 ) @ 0 0 0 0 ( )
E agora vamos calcular as relaces: [H, Q], [H, Q'], {Q,Q} e {QT, QT}
[H,Q] = (a'a + b'b)ab — ab(a'a + b'b),
0 0 0 0
[H,Q] = (a'a + b'D) — (a'a + b'b),
a 0 a 0
0 0 0 0 0 O 0 0
H,Q| = + - — ,
Q) ( aata 0 ) ( ab’b 0 ) ( aata 0 ) ( ab’b 0 )
[H,Q] = 0. (3.112)
De forma anéloga, temos
[H, Q" =0, (3.113)
{Q.Q} = QQ + QQ,
{Q.Q} =2Q0,

00 00
wa-2(*0)(10)
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{Q,Q}=2<° 0>,

0 0

{Q.Q}=0. (3.114)

Analogamente, escrevemos

{@".Q'} =o0. (3.115)
Assim, as relagbes (3.110), (3.112), (3.113), (3.114) e (3.115) descrevem a superédlgebra
fechada, comentada no capitulo 1. Outra forma de classificar a algebra da SUSY QM ¢é

considerando a contagem do niimero de geradores hermitianos que anticomutam @;,7 =

1,..., N. Desse modo para uma superalgebra N estendida temos:

{Qi,Q;} = Héyj, (3.116)
Qi = QI (3.117)
[H,Qi] =0, (3.118)

2 N 2
H=252,0 (3.119)

Por causa da comutacdo das supercargas @ e Qf com H, temos a presenca da
degenerescéncia no espectro de H; e Hy. Elas também podem ser interpretadas como

operadores que mudam os graus de liberdade bosonicos para fermionicos e vice-versa

(COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001).

Resumindo, temos visto que se ha um potencial exatamente soliivel, com pelo
menos um estado ligado, entao podemos construir seu potencial parceiro supersimétrico e
este serd também exatamente solivel. Os autoestados de energia correspondentes a este
estado ligado sao facilmente obtidos usando a equagao (3.44) (FREITAS, 2008).

3.4 Resolucao da equacdo de Schrodinger via supersimetria

3.4.1 Poco quadrado infinito

Seguindo a literatura (COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001; CARMO, 2011;
FILHO, 2009), vamos resolver a equagao (2.4) para o pogo de potencial quadrado infinito,

0, 0<z<L
Viz)=4{ » ~='=" (3.120)
0o, —oco<zxr<0, z>1L,
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cujas solugoes na regiao 0 < x < L sao

Un () = (2)1/2 sen [W] , (3.121)

_ RPr(n+1)?

E, ;
2m L2

(3.122)
onde n =0,1,2....

Vamos definir um hamiltoniano H; de partida em um poco infinito deslocado de
tal modo que este tenha energia do estado fundamental nulo, ou seja (COOPER; KHARE;
SUKHATME, 2001; CARMO, 2011)

H, = H — E,, (3.123)

com potencial
Vi =V(x) — Ey. (3.124)

Os autovalores de energia sao, seguindo o procedimento usado anteriormente, dados por

g0 _ n(n+2) ,

n Tﬂ- y n:0,1,2,... (3125)
e as autofungoes normalizadas sao
2\ /2 1
W (z) = () sen |WEVTE <L (3.126)
L L
Reescrevendo (2.4) como
d*(x
— d;v(Q ) + V(x)y(x) = Ey(x), (3.127)
no interior do poco, temos
d*y(x)
- de = E¢($),
d*)(x
— ;ig ) — EY(z) =0. (3.128)

Desse modo, o hamiltoniano de partida assume a seguinte forma:

(1) d?
HY = ——. 3.129
dx? ( )
Da primeira relacao de (3.26), podemos escrever
H, = ATA. (3.130)

Substituindo (3.130) em (3.123), temos:
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1
ATA = HY — E§Y,

HO = AtA+ EY, (3.131)
o qual substituindo em (3.131), fornece

HWY = [—d + W(x)] [d + W(x)] + BV, (3.132)

Aplicando (3.132) em ¢ (x):

100) = [~ w)| [ 4wyt + 0,

HO0() = |- T - L @]+ o O )] + )
() =~ ) ™D ) PO gy ) W i) 1 B ),
#O(r) = - Ty ™D |yt + B u),

HOWG) = |~z = T W) + 5 ),

HO() = =5 = PO w4 B vio)

HO = —CZ; - CMC;E“T) + W2(z) + ESV. (3.133)

Comparando (3.133) com (3.129), obtemos

d2 d2 dW(m) 2 (1)
L __* E
dx? dx? dx WA @) + B
dW(:B) (1)
2
_ g
W (.’L') dﬂf + 0 07
W' (z)
W2(z) — W'(z) + E" =0, (3.134)

que ¢ a equacao de Riccati,
W'(x) = W(x) + EY. (3.135)

No inicio deste capitulo, solucionamos uma equagao semelhante a (3.135) considerando

(3.32) e chegando assim, a (3.34). Diferenciando (3.126) em relagao a x, temos

12 (p T n T
Y (@) = <i> (+L1)COS [(JFLD] . (3.136)
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Substituindo (3.126) e (3.136) em (3.34) resulta

B (2)1/2 () o [(n+1)m}

W(z) = — L : L L
/2 n+1l)rx
()
h 1 1
W) =~ mz ™ ot l(n +L )”] | (3.137)
Agora levando (3.137) a (3.31), obtemos o potencial
(n+1)*7*  ,[(n+ )7z (n+1)*m* ,[(n+1)mz
Vo(z) = Tcot 7 + 72 OS¢ 7 :
(n+1)*n? o, [(n+ )7z o, [(n+ )z
‘/2(.17) = T cot T + csc T . (3138)
Usando a relagao trigonométrica,
cot’r = csc’x — 1, (3.139)
e de posse da (3.138), podemos reescrever (3.139) como
1)%7? 1 1
Vy(z) = WLQM {csc2 [WLW] 4 esc? lWLﬁﬂ } |
1)272 1
Va(z) = (”JFLQ)” {2C802 l(”:)”] - 1} . (3.140)

Pudemos verificar que, a partir de H; e das suas funcoes de onda, chegamos naturalmente
ao potencial parceiro de V'(x). Desse modo, concluimos que V5 é o potencial do hamiltoniano
H,, assim como V' (x) é potencial de H;. Resta-nos encontrar as fungoes de onda para H,.
As fungoes de onda para Hj sao obtidas por meio da equagao (3.53). Para isso, calculemos
primeiramente a funcao de onda para o nivel fundamental, n = 0, cuja equagao é expressa

como

~1/2
v = [EV] T Ayl (3.141)
Reescrevendo (3.125) e (3.126) para n = 0 e substituindo em (3.141), temos
3 —1/2 2\ /2 2nx
W = (L27TQ> A <L> sen (L> . (3.142)

Substituindo a primeira expressao de (3.27) em (3.142), encontramos

G (@) ] wa () ()} o

Depois de substituir (3.137) na (3.143), para n = 0, obtemos

o_ L (2)”2% (27) - T ot (2 (2)”2 o ()
o = A \e) T\ e\ )\e) UL
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P = = (2)1/22” (7Y - T ot () <2>”2 ()
O a\L) T\ T B\ \) U )

= e () = oo () n (52).

2 2 2
@ = \/ 3L [2 cos (7) — cot, (W;) sen (7;6) . (3.144)
Usando as relacoes
cos(2z) =1 — 2sen?(x), (3.145)
sen(2x) = 2senx cos x,
cotr = cosx’ (3.146)
senx
juntamente com as equagoes (3.145) e (3.146), podemos reescrever (3.144) como
1/1(2) = i 2 {1 2 sen’ <7rx>} ﬂQ sen <7r:c> cos <7r:c>
Y L sen (@) L L)(’
L
(2) — 2 {2 [1 — 2sen? <m>} — 2cos? (Wm)}
’ 3L L L))
ou
2
P = 3L {1 — 2sen” (7?) — cos® (?)} : (3.147)
Lembrando que:
cos’r = 1 — sen’z, (3.148)

utilizamos (3.148) para reescrever (3.147) e obtemos:

2 T T
@ _ B 2 B 2
%o 2\/3L{1 2Se“(L) HSG“(L)}
@ _ 2 2(71'1‘)
(I 24/ srsen (7 ) (3.149)

1/)?) = _\/2f sen (mc) sen (27Tx> . (3.150)

Para n = 1, escrevemos

Acabamos de mostrar via MQS que dois potenciais bastante diferentes, correspon-

dendo a H; e a Hy possuem exatamente o mesmo espectro, exceto para o fato que H,
possui um estado ligado a menos (COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001; NETO, 2014).
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3.5 Potenciais invariantes de forma

Nesta se¢ao, mostramos que o método dos operadores para o OH pode ser generali-
zado para uma classe de s potenciais denominados potenciais invariantes de forma (PIFs)
a qual inclui todos os potenciais populares e analiticamente soltiveis. Veremos que para
tais potenciais, o método do operador generalizado produz rapidamente todos autovalores
e autofungoes de energia de um estado ligado (COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001).

Observando as equacoes (3.30) e (3.31), podemos verificar que ambas sao similares
em forma e que diferem somente nos seus respectivos paradmetros. Isso significa que V;(x)
e Vo(z) sdo invariantes de forma. Em outras palavras, para os potenciais parceiros V;(z) e

Vs () que satisfazendo a condigao
Vao(z;ar) = Vi(z;az) + R(ar), (3.151)

onde a; é um conjunto de pardmetros, a; é uma fungao de aq, ou seja, as = f(ay), e R(ay)

é o residuo e nao depende de z, temos que tais potenciais sdo invariantes de forma.

Usando a condigao (3.151) e a hierarquia dos hamiltonianos, podemos facilmente
obter os autovalores de energia e autofunc¢oes de qualquer potencial invariante de forma

quando a supersimetria nao é quebrada.

3.5.1 Foérmulas gerais para o espectro de estados ligados e funcdes de onda

Sabendo que os hamiltonianos parceiros H; e Hy possuem autovalores e autofungoes

relacionados pela MQS e que para uma supersimetria nao quebrada sao validas as relagoes

ESP(a) =0 (3.152)
5 (z:00) = Nem S,

serd mostrado pela invaridncia de forma que todo o espectro de H; podem ser obtido
algebricamente de modo simples. Para isso, vamos construir uma série de hamiltonianos
Hg, onde s = 1,2, 3,.... Em particular, seguindo a discussao da subsec¢ao 3.1.1, fica claro
que se H; possui p estados ligados, entao é possivel construir p tal que os hamiltonianos
Hy, H,,...,H, e o n — ésimo hamiltoniano H,, tenham o mesmo espectro de H;, exceto

pelo primeiro nivel deste hamiltoniano, que estara ausente.
Substituindo (3.151) em (3.46), temos

d2

Usando a condicao de invaridncia de forma (3.151) s vezes, temos:
d2 s—1

Hy = —— + Vi(z;as) + Y R(ax) (3.154)
dx? =
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onde a;, = f*!(a;), ou seja, a funcio f aplicada s — 1 vezes. Comparemos agora os
espectros de H e Hyyq. Para isso, tomemos as equagoes (3.151) e (3.154) e escrevamos

Hgiq e Vi(z;as,1) na forma

2 s

Hy = ——=+ Vi(z;asi1) + > Rlak), (3.155)
k=1
Vi(z;ase1) = Va(z;as) — R(as). (3.156)

Substituindo (3.156) em (3.155), temos

d2 s
Ho = ] + Va(x;as) + ZR(ak) — R(as),
k=1
d2 s—1
Hoy = 2 + Va(z;as) + > R(ay). (3.157)

k=1

Podemos observar pelas expressoes (3.154) e (3.157) que os hamiltonianos Hy e H, iy
sao parceiros supersimétricos e, portanto, possuem espectro de energia do estado ligado
idénticos, exceto para o estado fundamental de Hy cuja energia é por (3.44). Pela condigao
de invaridncia de forma escrevemos (COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001; NETO,
2014),

EP) () = B (az) + R(ay). (3.158)
Para n = 0, temos
B (a1) = B (a2) + R(ay). (3.159)

Substituindo (3.44) em (3.159), temos
E®(a)) = EY. (3.160)

Inserindo (3.160) em (3.159), obtemos
ESY = ESY(a2) + R(ay). (3.161)

Aplicando s vezes a condigdo de invaridncia de forma (3.161) e lembrando de (3.44),

encontramos .
EY(as) = > Rlass). (3.162)
n=0

Notemos que se voltarmos de H, para H,_; etc, chegariamos eventualmente em
H, e Hy cuja energia do estado fundamental é zero e cujo n — ésimo nivel coincide com o
estado fundamental do hamiltoniano H,,. Assim, o espectro completo desses autovalores
de H; é dado por (COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001):

EW(ay) =3 R( ESY(ay) = 0. (3.163)

k=1
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Com relacao as autofuncoes dos s hamiltonianos, temos que H, no estado fun-
damental possui autofuncao expressa como ¢61)(m; as), que por sua vez é conhecida em
termos do superpotencial. Passando de H, para H, | até chegar em H; e lembrando de
(3.43), encontramos que a n — ésima autofuncao nao normalizada ¢! (z; a;) para Hy(x;a;)
¢ dada por

YW (x5 aq) o< Al(x;a0) Al (25 a5).. AT (; an)wél)(x; Api1)- (3.164)

Muitas vezes é conveniente ter expressoes explicitas para as fun¢oes de onda. Neste

caso, ao invés de usar a equagao (3.164), é mais conveniente utilizar a identidade

U (@5 ) = Al a)uns (a; az). (3.165)

No presente capitulo, pudemos estudar o formalismo da MQS e verificar a elegancia
e simplicidade da mesma ao associar sistemas diferentes a seus respectivos hamiltonianos,
potenciais e autovalores de energia. Ainda que fizemos menc¢ao dos bosons e férmions, a
MQS unidimensional usa apenas a ferramenta matematica desses dois sistemas. A razao
disso é que ela nos possibilita encontrar os potenciais e hamiltonianos parceiros, como
vimos na aplicagdo do poco quadrado infinito. O sucesso da MQS em estados ligados, nao
indica sucesso em estados de espalhamento, pois ha restri¢coes, mas, a beleza e simplicidade

ainda perdura, como veremos a seguir.
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CAPITULO 4

ESPALHAMENTO QAUANTICO UNIDIMENSIONAL
VIA MECANICA QUANTICA SUPERSIMETRICA

No presente capitulo, aplicamos a mecanica quantica supersimétrica nos estados de
espalhamento, partindo do calculo das amplitudes de espalhamento de alguns potenciais
invariantes de forma, j4 bem conhecidos na literatura (COOPER; KHARE; SUKHATME,
2001; COOPER; GINOCCHIO; KHARE, 1987; KHARE; SUKHATME, 1988). Com isso,
obtemos os coeficientes de transmissao e reflexao desses potenciais e fazemos uma aplicacao

para o potencial de Péschl-Teller apresentado por Castro, Castro e Hott (2007).

4.1 Amplitudes de espalhamento via MQS: formalismo

A MQS permite relacionar as amplitudes de espalhamento em situagoes onde os
dois potenciais parceiros tem espectro continuo. Para isso, consideremos os potenciais V; o
finitos quando x — +o00. Essa consideracao ¢ feita para que tenhamos solugoes finitas, tal
como relatamos na subsegao 2.2.2. Desse modo, definimos os superpotenciais W (z) como
(COOPER; KHARE; SUKHATME, 2001; NETO, 2014)

W(r — +o0) = Wy, (4.1)
cujos valores sdo constantes. Deste modo, (3.30) e (3.31) s@o reescritos na forma:

Vi— W2, Vo — W2 para 1z — Foo. (4.2)

Tal como apresentamos na subsecao 2.4.1, vamos considerar uma onda plana
incidente a partir de x — —o0, com energia F. Como um resultado do espalhamento
a partir dos potenciais V; o(), podemos obter ondas transmitidas, T} 2(k)e’® e ondas

refletidas Ry o(k)e™™. As solugdes sao

w1’2<k,l’ — —OO> — €ikm + R172€7ik‘r, (43)
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Tﬁl’g(k}/, Tr — +OO) — legeik/”” (44)

onde
k=(E-w2)" W= (E-w2)". (4.5)

Vemos assim, que a MQS conecta fungoes de onda continuas de H; e Hy que possuem
a mesma energia de forma andloga ao que acontece no espectro discreto. Tomando, por
exemplo, a segunda equacio de (3.44) e lembrando que o espectro agora é continuo, temos
que

P = [E(2)]_1/2AW)(2). (4.6)

Substituindo (4.3) em (4.6), obtemos
etk | R e~ike — [E(Q)]—1/2AT (eik:v + Rge—ikx) ' (4.7)
Agora, substituindo a segunda equagao em (3.27) na (4.7) chegamos a
e* 4 Rye™h = N (W — ik) €™ + (W_ + ik) Rpe™*] (4.8)

onde N = [E®]~1/2, Comparando (4.8) termo a termo, escrevemos

N (W_ —ik) =1, (4.9)
Ry = N (W_ +ik) Rs. (4.10)
Isolando N em (4.9), temos
1
N=—"—- 4.11
W_ —ik (4-11)

o qual substituido em (4.10), fornece

W_ + ik
= . 4.12
m= (g ) (412

Se W_ = 0 temos R; = —R,. Substituindo agora (3.27) e (4.4) em (4.6), obtemos
T ™ = N (W, —ik') Toe'*™. (4.13)
Substituindo (4.11) em (4.13)

(W — ik
T, = <M> Ty. (4.14)

Calculando |R;|* em (4.12), temos

s (Wo =ik (W +ik)
= _<W_+ik W —ak )
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|R:|* = | Ry (4.15)

Calculando |T1|°, temos

W, + ik W, — ik’
- () (=)

W_ + ik W_ —ik
W, + k!
72— [ TN
T (W_+z'k>| d
e considerando W, = W_, onde k' = k, temos que:
T|* = | T, (4.16)
Isolando Rs da equagdo (4.12) temos:
W_ —ik
Ry=|——-+|R;. 4.17
? (W_ - zk:> ' (4.17)
Para calcular R3, que é a amplitude de reflexao de H3, usamos a relacao
W_ —ik
= . 4.1
Rs (W_—H'k;) s (4.18)

Mas, substituindo (4.17) em (4.18):

W_ —ik\ (W_ — ik
— . 41
fs (W_Jrz'k) <W_+z’k:> Fa (4.19)

Repetindo esse procedimento m vezes, encontramos:

W ik W=D _
Rpy=|—"] .. % Ry. (4.20)
w4k w4k

Assim, obtemos a amplitude de reflexao para a hierarquia dos hamiltonianos, em termos de

Ry do primeiro hamiltoniano H;. Analogamente, encontramos a amplitude de transmissao:

(1) ik (m—1) ik
T — W(—l)iz W(—W1—)Z T, (4.21)
W — ik W=D g

Do mesmo modo que foi aplicada a condi¢ao de invariancia de forma para encontrar
autofuncoes e autovalores de energia de um estado ligado, podemos para essa condicao,
encontrar as amplitudes de espalhamento. Neste caso, as expressoes (4.20) e (4.21) sao

reescritas como: Nl
= (W_(a,) + ik
mtko) =TT (e g

n=0

) Rl(k,aN), (422)
e 1T (Bl =2

n=0

) Ty (k, ay). (4.23)
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4.2 Amplitudes de espalhamento via MQS: aplicacoes
4.2.1 Potencial de Rosen-Morse simétrico
Seja o superpotencial
W = Atghax, (4.24)
onde A e a sdo pardmetros. Substituindo (4.24) em (3.30) chegamos a
Vi = A — A(A + a) sech®au, (4.25)

que é denominado potencial de Rosen-Morse simétrico. Substituindo (4.24) e (4.25) em

(3.50) temos o potencial parceiro
Vy = A — A(A — ) sech®au.
Reescrevendo (4.25) e (4.26) como:

Vi(x;as) = a3 — as(ag + @) sech?ar,

Va(z;ay) = A% — A(A — o) sech®ax,
onde a; = A. Subtraindo V; de V5, temos
Vo(z;a1) — Vi(z;a2) = R(ay).
Substituindo (4.27) e (4.28) em (4.29)
A? — A(A — o) sech®ax — a3 + ay(as + o) sech’ax = R(ay)

ou
A? — a2 + {ag + aga — A? + Aa} sech’ax = R(ay).

Para que R(a;) seja constante, devemos estabelecer que:

a2 4 azo — A%+ Aa = 0,

2aq000 o o 2Ax
CL%+ 2 T T = 2_77
2 4 4 2
Qa0 o 24 o?
2 2 2
> ll
Gttty 2 T4
a2 a2
(-t
(“2+2> ( 2
a a
&4 ¢
2+ 5 < 2)’
a2::|:<A—Oé>—a,
2 2

(4.26)



Capitulo 4. FEspalhamento Qudntico Unidimensional via Mecinica Quéantica Supersimétrica 67

ou seja,

A —
4y = { @ (4.31)
—A.

Substituindo (4.31) em (4.30)

(4.32)

240 — o2 = ay = A — a,
R(al):{():a— A2
9 = —A.

Vemos que para ambos os valores de ag, R(a;) é constante, entretanto, para evitar
trivialidade escolhemos as = A — «, consequentemente R(a;) = 2Aa — o%. Isso mostra que

o potencial Va(x;ay), além de ser parceiro de Vj(z;aq) é invariante de forma.

Para calcular as amplitudes de espalhamento, reescrevemos (4.24) como

62am + 1

lW@:A<&m_v. (4.33)

Sabendo que o superpotencial avaliado em +00 é constante como em (4.1), tomando (4.33)

nesse limite, temos

de modo que
W, =-W_=A. (4.34)

Além disso, substituindo (4.34) em (4.5), temos que, k = k' = (E — A2)1/2. Desse modo,

escrevemos (4.14) e (4.23) como

T = (A ) e (4.35)
Ty (k; A) = nf[o (_A A_Jr”sa__“;k) Ty (k, A — sa). (4.36)

Desenvolvendo (4.36) e fazendo A = sa e Ti(k, A — sa) = 1

A — ik A—a—ik A—(s—1)a—ik
na) = (20) (G (G )6
Fazendo . A
q=—, §=— (4.38)
«Q

L Neste caso, aplicamos a regra de L’Hospital que tem como obJetlvo calcular o limite de fracGes que

apresentam indeterminagoes, tais como % e 2. Seu enunciado diz que se f e g sao fungdes deriviveis

num intervalo ou uniéo de intervalos I, com ¢'(x) # 0,Vz € I. Se lim,_,,, f(z) = lim,_,, g(x) =0 ou

lim,_, f(z) = limwﬁpg( ) = o0, entdo, lim,_,, Jgﬂgi) =), com A € Rou =400 ou A= —oco. Assim:

lim, (“; = hmwﬁp 7 ) .Ondep=c,p=ct,p=c",p=—00 ou p=+oo (GUIDORIZZI, 2000).
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a equacao (4.37) assume a forma
s —iq s—1—1q 1—1q
T (k) = . 4.39
1 (k) (—s—z’q) <—s—i—1—z’q> <—1—iq> ( )
Usando ( Ol T(s+1—iq)
. . . s —1q)! s+1—1q
(s—iq)(s—1—1iq)...(1 —iq) = , = _ 4.40
) )l mig) = R = S (4.40)
€
. . . (=1 —iq)! I' (—iq)
e -2 — v (—8 — = = 4.41
( iq) (=2 —iq) ... (—s — iq) Cs—1—ig) T(-s—ig (4.41)
em (4.39), resulta
I'(—s—1iq) I 1—1

[ (=ig) ' (1 —1q)
tal como ¢ mostrado na tabela 1 do Khare e Sukhatme (1988)(vide anexo A).

Sabendo que o coeficiente de transmissao é a razao entre o médulo quadrado de

uma amplitude de transmissao e amplitude incidente (que neste caso tem valor igual a 1),

temos que
T =Ty (k) .

Substituindo (4.42) em (4.43), obtemos

I'(—s—ig)T (s+1—iq)|°

T= " T Cra—i

que pode ser escrita como

I'(—s—iq)T(—s+iq)T(s+1—1iq)T (s+ 1+ 1iq)
I'(—ig) I (ig) ' (1 —ig) ' (1 + iq)

T =

Fazendo:

21 = s+ 1+41q,
l—2 =—5—1q,
Z2=s+1—1q,
1 — 2y =—5+41q,

podemos reescrever as fungoes gamma do numerador de (4.45) como
C(s+1+4+iq)=T(z),
F'(—s—1iq)=T(1-2),

[(s+1—1iq) =T (2),
I'(=s+iq) =T (1—z).

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
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Com as fungoes (4.47), chegamos as seguintes relagoes?
T 0
r F(l—2z)= = 4.48
(2) T (1 =2) senz;  senw (s + 1 +iq) (4.48)
7r 7r
r ['(1—2)= = : 4.49
(z2) I (1 = 2) senmze  sentw (s + 1 —iq) (4.49)
Realizando o produto entre (4.48) e (4.49), obtemos a relacao®:
2
r F(1—z)T [(1—2)= : 4.50
()T =2) (=) D1 = 2) sen?7s cosh? mq + cos? s senh’mq ( )
Levando (4.50) em (4.45), temos
2
T = . — . (451)
(sen27rs cosh” mq + cos? 7s senh 7rq> ['(—ig)T (ig) T (1 —iq) ' (1 +1q)
Reescrevendo as fung¢oes gamma do denominador de (4.51) como
T
T (iq)) = ———— 4.52
Il = (1.52)
(1 +iq) = @[T (ig)|* = —&—. 4.53
1+ ia)f = PTGl = 5 — (1.53)
O produto entre (4.52) e (4.53) nos da
N . N2 w2
T (i) [0 (1 +ig)|” = —5—. (4.54)
senh“mq
Substituindo (4.54) em (4.51)
h2
T = S T _— (4.55)
sen?ws cosh” mq + cos? wssenh”mq
Lembrando que
cos’ s = 1 — sen’rs, (4.56)
cosh® mg = 1 + senh’nq,
podemos reescrever (4.55) como:
h2
_ Sen 7Tq . ) (457)
sen?ms + senh“mq
Definindo: .
= sen 7rq, (4.58)
senms

(1988).

sena senb; cosir = coshx; senix = isenhz e (a +b) (a —b) = a® + b2

Mais detalhes em Abramowitz e Stegun (1964), Magnus e Oberhettinger (1954) e Nikiforov e Uvarov

Onde utilizamos a seguintes relagoes: sen (a £ b) = sena cos b £ cos a senb; cos (a +b) = cosacosb F
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podemos expressar (4.57) da forma

p2

T'= ——. 4.59
1+ p? (4.59)

Por (2.70), podemos encontrar o coeficiente de reflexao, utilizando (4.59). Desse modo,

temos

1
C14p?

Os coeficientes T' e R expressos em (4.59) e (4.60) estdo de acordo com os resultados

(4.60)

encontrados por Fliigge (1994, p.99).

O potencial de Rosen-Morse simétrico, também denominado de potencial de Pdschi-
Teller modificado (FLUGGE, 1994), tem despertado o interesse da comunidade académica,
tendo em vista que o mesmo descreve, por exemplo, vibragoes moleculares. Isso faz com que
seja importante estudar os estados de espalhamento, como fizeram Chang-Yuan, Fa-Lin
¢ Yuan (2012), e também os estados ligados como fizeram Castro, Castro e Hott (2007).
Nesse ultimo trabalho, foram encontradas solugoes exatas de estados ligados da equacao
de Dirac, para férmions com massa. Daremos entao prosseguimento ao mesmo, estudando
os estados de espalhamento, utilizando toda a ferramenta matematica apresentada no
inicio da presente secao. Mas antes, vamos fazer alguns comentarios relevantes de conceitos

expostos nesse artigo.

e A equacao de Dirac com uma mistura de potenciais vetorial e escalar em

(1+ 1) dimensdes

Dada a equacao de Dirac independente do tempo com (1 + 1) dimensao para um
férmion com massa de repouso m, na presenca de potenciais vetorial e escalar independentes

do tempo, como

Hy = {CO&QP +4 (m62 + VS) + VU} V= FEy (4.61)

onde E é a energia do férmion, ¢ é a velocidade da luz, p é o operador momento e ag e 8

sao matrizes quadradas hermitianas® que satisfazem as relacoes

ap = pB*=1, (4.62)
{040,5} =0.

Os subscritos s e v nos potenciais V', denotam suas propriedades sob uma transformacao
de Lorentz, onde v refere-se a componente temporal do potencial vetor, e s ao potencial
escalar. A funcao positiva-definida |¢]2 = 11, satisfazendo a equacdo de continuidade,

¢é interpretada como uma densidade de probabilidade na posicao e sua norma é uma

4 Correspondem as matrizes de Pauli, onde g = 0, e f = 0. Vide apéndice B.
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constante de movimento. Além disso, a densidade de corrente para (4.61) é dada por
(GREINER, 2000)
J = cplagy. (4.63)

® escrito em termos das componentes superior e inferior, ¢, e

Sendo o espinor
1_, respectivamente, a equacgao de Dirac é decomposta em duas equagoes diferenciais de

primeira ordem, expressas como

ihcci;b; = Vo= E— (mc®+Vi)] - (4.64)
ihcd:li_ = Vo — E+ (mé® + V)| vy (4.65)

Assumindo que V, = Vj, a componente inferior é obtida a partir do conhecimento

da componente superior por meio da equagao

ihe  dib,

e L AL 4.
v E+mc? dx’ (4.66)

e para a componente superior, obtém-se o problema de Sturm-Lioville®

h? d*i E + mc? E? —m2ct
B (Bane), B

— . 4.
2m dx? 2mc? Y+ (4.67)

Diante dessas consideracoes, a densidade de corrente torna-se

T=elir ) () o) (1
J=c(vy vr) z;
J= (Vi + vty (4.68)

Usando (4.66), podemos reescrever (4.68) como uma fun¢ao que depende somente da

componente superior,
B . the dip the diy
J_cl¢+< E—l—ch) dx +<E+m62> dx ¥t

_h LAy Ay
(B +me?) (% ix Vs )

> Estado geral de uma particula de spin 1/2 que é expresso como uma matriz coluna de dois elementos
(GRIFFITHS, 2011).

Na teoria das equacgoes diferenciais ordinarias, chama-se de equacao de Sturm-Liouville, nome dado
em homenagem aos mateméaticos Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855) e Joseph Liouville

(1809-1882), uma equagio diferencial real de segunda ordem da forma:— - {p(x)%} +q(z)y = Aw(z)y.

As fungoes p(x), ¢(x) e w(z) sdo pardmetros e, no caso dito regular, sdo continuas no intervalo fechado
limitado [a,b]. O problema é normalmente complementado com condi¢des de contorno especificadas. A
fungéo w(x) é costumeiramente chamada de funcdo “peso” ou fungdo “densidade”.

J (4.69)
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Notemos que a equagao (4.69) é formalmente equivalente & equagao (2.34) que corresponde
a equagao de Schrodinger. Portanto, de acordo com os resultados (4.67) e (4.69) podemos
concluir que o estudo dos estados de espalhamento na equacao de Dirac unidimensional é
equivalente ao estudo dos estados de espalhamento na equagao de Schrodinger com um

potencial efetivo.
e O potencial de Poschl-Teller modificado

Multiplicando (4.67) por 2%, e assumindo

V, = —Vpsech®az, Vo>0 (4.70)
temos i 9 9 (E 2) E2
m-c 2(E+mc
o e T e Vesedar| v = g -

A equagdo (4.71) é uma equacao de Schrodinger com um potencial efetivo dado

por
m2c®  2(E + mc?)
o R

que é o potencial de Poschl-Teller modificado’.

Vepr = Vo sech’au, (4.72)

Agora, para estudar estados de espalhamento via MQS, primeiramente estudamos

o comportamento da equagao (4.71) em = — £00, que, nesses pontos, torna-se

dy?  m2c? E?
“ae T VT et
di)? E? —m?2c
a dx; B ( h2¢? v (4.73)

de onde obtemos

kE=Fk = 4.74
e (4.74)
Comparando (4.72) com (4.25), extraimos a relagao
2 (E + mc?)
2
e obtemos
o« 8(E+me?)
A= 5 (—1 + \/1 + 120 (4.75)
Desse modo, as relagoes (4.38) tornam-se
E? —m?2ct 1 8(E )Vt
NSRS (U PR TCE =TT B
hea 2 (hear)

7 Como mencionamos anteriormente, este potencial é o mesmo potencial de Rosen-Morse simétrico.

Daqui em diante, denominaremos como potencial de Poschl-Teller modificado, ou, abreviadamente,
PT.
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Substituindo (4.76) em (4.57), temos
2
p/
= 4.77
1+p12 ( )
posteriormente, substituindo (4.77) em (2.70), obtemos
[ (4.78)
1+ p’Q’ .
onde I
senh (7 YEZ=mZc®
/ (mF) (4.79)

p= 8(E-+me?) '
sen[ < 1—1—\/1-1— ((;ZCTZC ﬂ

Neste capitulo, estudamos os estados de espalhamento via mecanica quantica

supersimétrica (MQS), que nos permitiu obter as amplitudes de espalhamento de todos os

potenciais parceiros pela condi¢ao de invariancia de forma e hierarquia dos hamiltonianos.

Além disso, calculamos os coeficientes de transmissao (7') e reflexdo (R) do potencial de

Poschl-Teller modificado, que é invariante de forma. Pudemos perceber, que pela MQS,

chegamos aos resultados de T e R desse potencial, ja calculados pela forma tradicional,

porém com maior elegancia e simplicidade. Com isso, fizemos uma aplicacao no trabalho

desenvolvido por Castro, Castro e Hott (2007), no qual restringiram-se a estudar os estados

ligados da equagao de Dirac unidimensional, para férmions com massa.



74

CONSIDERACOES FINAIS

Estudamos no presente trabalho, o formalismo da mecéanica quantica supersimétrica
(MQS), partindo do método de fatoracao do hamiltonianos do oscilador harménico bosonico
(OHB). Este método consiste em escrever o hamiltoniano como produto dos operadores
escada a e a', que sdo operadores ndo hermitianos, denominados de operadores aniquilacio
e criagao, respectivamente. Tais operadores sao escritos em funcao dos operadores posi¢ao
x e momento p. Ao aplicar o hamiltoniano escrito na forma fatorada em um certo estado
|n), pudemos naturalmente encontrar os autovalores de energia do OHB. Isso confirma

que tal método é simples e eficaz para encontrar os autovalores desse hamiltoniano.

Desse modo, foi possivel aplicar o método para um hamiltoniano qualquer, cujos
operadores escada eram escritos de forma generalizada. Assim, o aplicamos para o caso do
oscilador harménico fermionico (OHF'), onde também foi possivel encontrar seus autovalores
de energia, apesar de neste caso, trabalharmos com as matrizes de Pauli. Além disso, foi-nos
permitido associar os hamiltonianos destes dois osciladores, o que gerou um hamiltoniano
Supersimétrico, a partir dos geradores de carga, que nada mais sao que operadores cujo
produto é dado entre um operador escada bosonico e um operador escada fermionico.
Com isso, verificamos que as relagoes de comutagao e anticomutagao de tais cargas (ou

supercargas) satisfazem a superédlgebra (ou algebra de Lie estendida).

Ao realizar o método de fatoragao repetidas vezes, foi possivel encontrar novos
hamiltonianos parceiros e com isso, novos potenciais parceiros, cujos autovalores de energia
eram os mesmos, com exce¢ao do primeiro hamiltoniano, cujo autovalor é nulo e nao
ha como ter um estado de energia menor que este. Dessa forma, obtivemos a hierarquia
dos hamiltonianos, que nos permitiu encontrar as autofungoes de potenciais diferentes,
mas que possuem os mesmos autovalores. A partir disso, pudemos estudar os estados
ligados do potencial poco quadrado infinito por meio da MQS, onde, encontramos os seus
hamiltoniano e potencial parceiros, e vimos que, mesmo sendo potenciais diferentes, eles

possuem as mesmas autofunc¢oes e os mesmos autovalores de energia. Isso nos faz lembrar
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da teoria supersimétrica que converte um estado bosonico em fermidnico e vice-versa, ou

seja, dois estados diferentes, dando a informacao de uma mesma particula, por exemplo.

Em se tratando dos potenciais parceiros, vimos que existem uma certa classe de
potenciais, cujo parceiro supersimétrico diferencia-se apenas por um parametro, por isso
sdo denominados potenciais invariantes de forma (PIF). Tais potenciais sdo exatamente
soltveis, e bem conhecidos na literatura. Com eles e pela hierarquia dos hamiltonianos, foi
possivel construir o espectro de energia para todos os hamiltonianos, em funcao de apenas

um (no caso, Hi), e também encontrar todas as autofungoes destes operadores.

Assim, torna-se mais viavel estudar os estados ligados dos PIFs, pela MQS, pois
basta apenas saber a informacao de um parceiro supersimétrico ou do superpotencial. A
MQS também nos permite estudar os estados de espalhamento, com a restricdo de ter
sucesso apenas para os PIFs. Porém, por serem bastante utilizados na literatura, aplicamos
a MQS para os estados espalhamento desses potenciais e vimos a simplicidade e elegancia

em encontrar os coeficientes de transmissao (7') e reflexao (R).

No nosso caso, tomamos o potencial de Poschl-Teller modificado, que descreve
vibragoes moleculares e por isso, é bastante utilizado, e encontramos as amplitudes de
espalhamento do mesmo, sabendo apenas a definicao do seu superpotencial e aplicando as
condicoes de invariancia de forma. Com isso, obtivemos facilmente 1" e R, cujos resultados
concordam com os encontrados na literatura. Fliigge por exemplo, obteve esses coeficientes
partindo da fun¢do hipergeométrica, onde alguns ansatz foram considerados. Concluimos

entdao que pela MQS, tais resultados surgem de forma natural e mais elegante.

Como aplicacao, calculamos T e R para férmions relativisticos com massa sob
influéncia de um potencial do tipo Poschl-Teller modificado (PT). Isso é uma comple-
mentacao do trabalho desenvolvido por Castro, Castro e Hott (2007), que encontraram
solugoes exatas de estados ligados da equagao de Dirac para tais férmions, numa mistura
de potenciais vetorial e escalar do tipo PT. Seus coeficientes sao facilmente encontrados,
redefinindo apenas os valores dos parametros A e a. Ao estudar o espalhamento de tal
equacao, pudemos concluir que esta é equivalente a estudar a equacao de Schréodinger com
um potencial efetivo. Assim, vemos que a forma de 7" e R sao formalmente as mesmas que

no caso nao-relativistico.

Desse modo, pudemos verificar que a mecanica quantica supersimétrica mostra
um caminho mais simples e elegante para o estudo dos estados de espalhamento dos
potenciais invariantes de forma. Porém, seu sucesso fica restrito a essa classe de potenciais
que se resume em quatro potenciais, no caso unidimensional (vide anexo A). Contudo, sao
potenciais largamente utilizados na literatura por suas aplica¢cbes na matéria condensada,
fisica de particulas, biologia molecular, entre outros. Sendo assim, tal restricio nao é
obstaculo para a aplicacado da MQS no estudo do espalhamento quantico, pois observamos

a facilidade que sao obtidos seus resultados.
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Como proposta de trabalhos futuros, estudaremos o espalhamento quantico via
MQ@QS para os potenciais de Scarff e Rosen-Morse, cujas aplicagoes podem ser encontradas
em Curi (2017) e Milpas, Torres e Murguia (2011), respectivamente. Também faremos o
estudo dos estados ligados via MQS do trabalho desenvolvido por Castro, Castro e Hott
(2007), para verificacao de resultados e comparagdao de metodologias aplicadas. Outra
aplicacao sera realizada em potenciais tridimensionais, tal como o potencial vetorial e

escalar coulombiano, aplicado na equagao de Dirac.
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APENDICE A
OPERADORES ESCADA BOSONICOS

Os operadores escada a e a' sdo assim denominados por diminuir (descer) e aumentar
(subir), respectivamente, o nimero de estados de um sistema. Vamos examinar os efeitos
destes operadores e justificar suas atuagoes. Para isso, tomemos a definicao do operador

niumero dada em (3.19) e calculemos a comutagao entre este e a, como segue.

[N,a] = [aTa,a} : (A.1)
Dada a identidade
[AB,C] =[A,C]B+ A[B,C], (A.2)
a expressao (A.1) torna-se:
[N,a| = {a*,a] a. (A.3)
Substituindo (3.13) em (A.3):
[N,a] = —a. (A.4)
De forma analoga, deduzimos que:
[N, aq =al. (A.5)

Utilizando (A.4) e (A.5), vamos aplicar N nos estados af|n) e a|n), respectivamente:
N (aT|n>) = (NaT —a'N + NaT> In)
N (aT|n>> = [N, aq +Na' | |n)

——
aT

N (aﬂn)) = a'|n) + Na'|n)

N (af[n)) = (n+ 1) af|n). (A.6)



APENDICE A. Operadores Escada Bosonicos 83

De modo semelhante, temos:

N (a|n)) = (n — 1) a|n). (A7)
Segundo Robinett (1997) Os resultados (A.6) e (A.7) implicam que:

e os operadores a e a' atuando em |n) devem dar, até uma constante arbitrdria, os

estados |[n — 1) e |n + 1), respectivamente, ou seja:

alny o |n — 1) (A.8)
a'ln) oc |n + 1);

e os operadores a e a agem na "escada'dos possiveis autovalores, descendo ou subindo
o valor da energia. Esse ¢ o motivo de denominarmos a de operador aniquilagao,
destruicdo ou abaixamento, e a' de operador criacdo ou levantamento. A figura 2,

mostra a atuagao desses operadores.

In+2)
B
In+1)
|n) l
n—1)

Figura 2 — Atuacao dos operadores escada.

Tomamos as expressoes de (A.8) e reescrevemos como:
alny = c1|n — 1) (A.9)

aT|n> = co|n + 1),

onde ¢ e cg sdo constantes a serem determinadas pela condi¢ao de normalizagdo para |n),

In — 1) e |n + 1), ou seja:
(n|a'aln) = (n — 1|cieyn — 1)
(n|Nn) = (n = 1lje[*|n — 1)
(nlnln) = ler*(n = 1jn — 1)

2
n = |ci
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c1 = V/n. (A.10)

Fazemos o mesmo procedimento para encontrar ¢y, no qual achamos:
co=vn+1. (A.11)
Desse modo, substituimos (A.10) e (A.11) em (A.9), que fica:

aln) = v/nln — 1) (A.12)
a'ln) = vn+1|n +1).

Se continuarmos aplicando, por exemplo, o operador a em ambos os lados da
primeira expressao de (A.12), temos (SAKURAI; NAPOLITANO, 2013):

a’ln) = \/n(n—1)n —2) (A.13)

a’ln) = /n(n —1) (n - 2)|n - 3),

A sequéncia (A.13) é interrompida pois termina com n = 0 e os valores de n permitidos
sdo os inteiros nao negativos (SAKURAI; NAPOLITANO, 2013). !

Da mesma forma, aplicamos a' continuamente em ambos os lados da segunda

af|n)

expressao de (A.12) e obtemos, paran =0,1,2,...e |n+ 1) = NSk

1) = a'|0) (A.14)
oy (o)
2) = EIU = W|0>

iy (@) ()
3) = 512 = =L l0) = <o)

Vimos no capitulo 3, se¢ao 3.1, que |n) é autoestado de H e N. Reescrevendo (3.16)
(ou (3.17)) na forma:

H = ; {a, aT} . (A.15)

Vamos agora aplicar (A.15) no estado |n):

H|n) = ;{a,aT} In)

1 Mais detalhes, ver Sakurai e Napolitano (2013, p. 90).
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Hln) = ;[aaT +a'a)|n) = ;[aaT|n> + a'a|n)]
Hln) = ;[aa”n) + ataln)], (A.16)
pelas equagoes (A.12) temos que:
Hn) = ; (a\/n +1ln+1) +a'v/nln — 1>)
Hln) = ; (x/n + laln + 1) + /na'|n — 1})
Hin) = ; (\/n +1vn+1n) + Jﬁ\/ﬁlm)
Hin) = & ((n+ 1)|n) + ()}m)
Hin) = £ (n+ 14n) o) = = (204 1) o)
Hin) = (n+ ;) in) (A17)
onde "
E,=n+ ; (A.18)

¢é o autovalor de energia do hamiltoniano do oscilador harmonico bosonico, que encontramos

na secao 3.1.
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APENDICE B

CONSTRUCAO DOS OPERADORES FERMIONICOS
A PARTIR DOS OPERADORES DE SPIN 1/2

Matematicamente os operadores b e b’ podem ser expressos a partir das matrizes de
Pauli. Fisicamente, esses operadores representam um sistema de spin 1/2, onde esse sistema
nada mais é que um sistema que inclui elétrons, protons, néutrons, quarks, neutrinos, que

sao férmions.

As matrizes de Pauli sdo expressas por (SAKURAI; NAPOLITANO, 2013):

01 0 —i 1 0
(U1 () (1) e

e, para expressar b e bl em termos das matrizes de Pauli, vamos lembrar da construcio

dos operadores spins S, e S, onde:

1 1
Sy )= —|4+) £ —=|— B.2
|52 %) \/5|+> \/ﬁl ) (B.2)
1Sy %) = ) £ ] ) (B.3)
Y - 2 \/§ .

h

So = 5 (=1 +1=){+]) (B.4)
h, . .
Sy = 5 (== + =) {+]). (B.5)
Sabendo que os operadores nao-hermitianos sao definidos como:

St = hl£)(F| (B.6)

substituimos (B.6) em (B.4) e em (B.5) e obtemos:

s, = ; (S, +5) (B.7)
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o
2
Vamos agora, a partir de (B.7) e (B.8) construir as matrizes S, e S,. Assim, fazendo a

S, == (—S;+85.). (B.8)

seguinte correspondéncia: 1 — + e 2 — —. Temos:
1
a = (15:[1) = (+5 (54 + 5-)|+)

ay = (H; (Rl-) (=] + Al=)(+))+)

an = S+ (=] + )+

an = 5 | (H14) )+ (=) ()
0 1
[ 0.

De forma andloga, obtemos a2, as; € ass:

Q12 = =3

21 = 73

h
2
h
2

Q99 — 0.

Desse modo, a matriz S, é escrita como:

h({O01
Sy ==
—_———
ou "
De forma semelhante, encontramos a matriz .S, dada por
h
Sy = §O'y. (Bl())
Vamos reescrever (B.7) e (B.8) na forma:
2
7% = [ {=[+]=){+] (B.11)
2i
78y = [ (=] = [=)(+]. (B.12)
Somando (B.11) com (B.12), obtemos
2 2i
9+ 5y = [H) (=] + [=)(+H + [+H) (=] = [=)(+]

h h
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2 .
= (S, +18,) = 2+) (-]
Sy + 1Sy = h|+)(—|
———
Sy
Sy =5, +1i5, (B.13)
substituindo (B.9) e (B.10) em (B.13), resulta em
h h
Sy = 50a + 150y
h .
Sy = 3 (0p +i0y) . (B.14)
Subtraindo (B.10) de (B.9) e realizando todo o processo anterior, encontramos que
h
S_ = 5 (0 —ioy). (B.15)

Quando S, opera em um ket de spin para baixo, |—), temos um ket |+). Todavia,
se S, atua num ket de spin para cima, |+), o resultado é nulo. Isso porque o ket ja
atingiu o seu valor maximo. Analogamente, quando aplicamos S_ em um ket de spin para
cima, o resultado é um ket de spin para baixo. Se este operador atua em um ket de spin
para baixo, o ket resultante é nulo, pois o estado atingiu seu valor minimo (SAKURALI;
NAPOLITANO, 2013). Expressamos matematicamente o presente enunciado, utilizando

(B.6), para h = 1, como:

Sel=)=1+) (B.16)
Sil+) =0 (B.17)
S_4) =) (B.18)
S_|-)=0. (B.19)

Desse modo, podemos definir S_ como o operador nao-hermitiano fermiénico de
destruicao (b) e S, como operador nao-hermitiano fermidnico de criacdo (b'), assim,
reescrevendo (B.14) e (B.15), considerando h = 1:

1 1

B.1 Campo magnético uniforme e as relacoes de comutacao entre

os operadores fermionicos

Se lembrarmos do campo magnético uniforme de um elétron, que aponta na dire¢ao
z, ou seja, Bol;: e lembrando que o hamiltoniano de uma particula de spin 1/2 carregada

girando em repouso em um campo magnético B é dada por (GRIFFITHS, 2011):

H=-vB-8 (B.21)
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temos
H = —~B,S. (B.22)
onde:
R{1 0
S, == B.23
() 2
substituindo (B.23) em (B.22), obtemos
1 0
g Bl _ _Beh (B.24)
2 0 —1 2
—_————

por (B.24) vemos que o hamiltoniano de um férmion, é proporcional a ¢,. Ou seja,

considerando v = —By = h = 1, podemos escrevé-lo como

1
H = 305 0z = 2H. (B.25)
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Table 1. Scattering amplitudes for all known shape-invariant one-dimensional potentials (h =2m =1). The wavenumbers k and k' are defined by (5) in the text with
W, =1lim, .. W(x). Note that oscillator and infinite square well potentials, which are shape invariant, have no scattering and hence are not tabulated here.

Name of Supeypotential Potential
potential W(x) V_(x; ay) Scattering amplitudes
! 2A) 2 (—s —ig)T(2i A B K
Morse A-Be o A2+Bze*2‘x»“»23(A+i”) e R(ky =) CEighog), 2 , ==, g=—
2 F(—s+ig)T'(—2iq) a o a
I'(=s—ig)I'(s+1—i isi A k
Symmetric Rosen-Morse A tanh ax A%~ A(A+ a)sech? ax T(k)= (s M, R(k)= T(k)M; s=—, q=—
r'(—ig)r(1—iq) sinh 7q a a
B B? TrQig)I(—s+q' —ig)T (s +1+q —i
Rosen-Morse A tanh ax+— A2+—2+ZB tanh ax W2 <E<W2: R(k)= ( lfl) (~stq lf’) Es 4 l?)
A A I'(—2ig)I'(—s+q'+ig)I'(s+1+q'+iq)
— A(A+ a) sech? ax E>W2: T(k) = F(—sfiq'—.iq)l“(s+ liiq’Aiq) .
r(—2ig)I'(1 —2iq’)
T(R)I'2ig)I'(1 —2iq") A k .k
R(k)= et Ty =T, q9=57, q'=
I'(—s—ig'+ig)I'(s +1—igq'+1iq) a 2a 2a

A tanh ax + B sech ax A%+ (B?— A% - Aa) sech? ax . . o e g e i e
I'(—s—ig)T(s +1—ig)I'G+ir —ig)TE —iAr —
+ B(2A+ a) sech ax tanh ax T(k) =Mfi)m—(.z— 12 ll?,), G 17151)
I(—ig)I'(1 —ig)I*G—iq)
R(k) = T(k)(cos =s sinh A sech 7rg +i sin os cosh wA cosech mq)
A B k

s=—, A=—, g=—
o o [23

I KHARE, A.; SUKHATME, U. P. Scattering amplitudes for supersymmetric shape-invariant potentials
by operator methods. Journal of Physics A: Mathematical and General, v. 21, n. 9, p. L501, 1988.
Disponivel em: <http://stacks.iop.org/0305-4470/21/i=9/a=005>.
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