
Universidade Federal do Maranhão - UFMA

Centro de Ciências Exatas e Tecnologia CCET

Programa de Pós-Graduação em Matemática - PPGMAT
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da Universidade Federal do Maranhão como

requisito parcial para obtenção do t́ıtulo de

Mestre em Matemática.
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À minha Mãe Janete Amorim, minha tia Maria Amorim e minha irmã Jarlene
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Resumo

Neste trabalho, dissertamos sobre o artigo “A Semilinear Heat Equation with

a Localized Nonlinear Source and Non-continuos Initial Data” devido a Lucas Ferreira

e Elder Villamizar-Roa. Neste artigo eles consideram o problema de Cauchy para a

Equação do Calor semilinear com um termo não linear apresentando uma fonte não linear

centrada em uma região fechada de um domı́nio espacial. Nestas condições, eles provam

que este problema admite solução local e que esta solução depende continuamente dos

dados iniciais e é positiva.

Palavras-chave: Equação do Calor semilinear, Função de Green, Existência e unicidade.



Abstract

In this paper, we discussed the article ”The Semilinear Heat Equation with a

Localized Nonlinear Source and Non-Continuous Initial Data”due to Lucas Ferreira and

Elder Villamizar-Roa. In this paper they consider the Cauchy problem for the Semili-

near Heat Equation with a nonlinear term presenting a nonlinear source centered on a

closed region of a spatial domain. Under these conditions, they prove that this problem

admits local solution and that this solution depends continuously on the initial data and

is positive.

Keywords: Nonlinear heat equation; Green function, Existence and uniqueness.
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Notação

XA função caracteŕıstica definida por XA(x) = 1, se x ∈ A e XA(x) = 0, se x /∈ A;

E o fecho do subconjunto E no espaço topológico X;

Ω domı́nio limitado do Rn;

UT = (0, T ]× Ω;

C2
1(UT ) = {u : UT → R; u,Dxu,D

2
xu, ut ∈ C(UT )};

Ω fecho de Ω em RN ;

ω ⊂⊂ Ω se ω ⊂ Ω e ω compacto;

∂tu = ut =
∂u

∂t
=

du

dt
;

∂iu = uxi
=

∂u

∂xi
;

∆ =
N
∑

i=i

∂2

∂x2i
;

Cc(Ω) = Cc(Ω,R) ou Cc(Ω,C);

Cb(Ω) = Cb(Ω,R) ou Cb(Ω,C);

C(Ω) o espaço das funções cont́ınuas Ω → R (ou Ω → C). C(Ω) é um espaço

de Banach munido com a norma L∞;

D(Ω) = C∞
c (Ω) o espaço de Fréchet de C∞ das funções Ω → R (ou Ω → C) com

suporte compacto em Ω, equipado com a topologia da convergência uniforme com todas

1
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as derivadas com subconjuntos compactos em Ω;

C0(Ω) o fecho de D(Ω) em L∞(Ω);

D′(Ω) o espaço das distribuições em Ω, sendo o dual topológico de D(Ω);



Caṕıtulo 1

Introdução

As Equações Diferenciais Parciais têm um papel relevante na ligação e interação

com outras Ciências, desde sua origem em problemas ligados à F́ısica e recentemente como

ferramenta indispensável à Biologia. Em particular, as equações parabólicas ocorrem em

importantes problemas da Teoria da Combustão, em Medicina e Biologia. Esta interação

é amplamente estudada e podemos destacar os trabalhos de Bebernes et al., Childress et

al. e Bellman.

O objetivo deste trabalho consiste em obter soluções locais para o problema de

valor inicial






ut −∆u =
∂XB(x)

∂ν
f(u(x, t)) em Ω× (0, T ]

u(x, 0) = u0(x) em Ω
(1.1)

com B a bola centrada na origem de raio R tal que B ( Ω e Ω um domı́nio limitado

espacial complementado com a condição homogênea no bordo
{

u(x, t) = 0 em ∂Ω× (0, T ], ou

u(x, t) → 0 quando |x| → ∞, 0 < t ≤ T.

Pretendemos estudar a existência da solução local usando o argumento do ponto

fixo de Banach, quando u0 é dada. Nos baseamos no trabalho “A Semilinear Heat Equa-

tion with a Localized Nonlinear Source and Non-continuos Initial Data” desenvolvido por

Lucas Ferreira e Elder Villamizar-Roa.

No caṕıtulo 3 serão apresentados um estudo sobre alguns resultados clássicos

de análise funcional, sobre integração vetorial, bem como suas definições e propriedades

para integrabilidade. Ainda no caṕıtulo 1, será apresentada as funções Gama e Beta de

Euler que serão úteis nas demonstrações do teorema de existência de solução. Por fim,

apresentamos o Teorema do ponto fixo de Banach que nos auxiliará na demonstração

deste teorema.

No caṕıtulo 4, abordaremos a equação do calor em Rn dando ênfase a sua noto-

riedade em problemas f́ısicos. Construiremos a solução fundamental, indispensável para
3
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tratar de casos mais gerais. Faremos uma apresentação sobre o problema de valor inicial,

para casos homogêneos e não homogêneos, construindo suas respectivas soluções. Com-

plementamos esse caṕıtulo com a definição e propriedades da função de Green bem como

suas estimativas.

O caṕıtulo 4 é destinado ao teorema de existência de solução local para o problema

(1.1). Apresentamos também a demonstração da unicidade, dependência cont́ınua em

relações aos dados iniciais e a positividade dessa solução.



Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos definições e noções básicas de Análise Funcional e de

Análise não linear, bem como alguns teoremas e proposições que nos auxiliarão como pré-

requisitos necessários para melhor compreensão dos caṕıtulos subsequentes. Desse modo,

não nos preocuparemos nas demonstrações de posśıveis resultados utilizados preliminar-

mente, pois mencionaremos as referências bibliográficas onde poderão ser encontradas.

2.1 Resultados de Análise Funcional

Proposição 2.1.1 (Desigualdade de Young). Seja f ∈  Lp(Rn) e g ∈ Lq(Rn) tal que
1

p
+

1

q
=

1

r
+ 1 com 1 ≤ p, q, r,≤ ∞. Então

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q,

onde f ∗ g é a convolução de f e g.

Demonstração. Veja [6].

Proposição 2.1.2 (Desigualdade de Hölder). Sejam p, q > 1 tais que 1
p
+ 1

q
= 1 e

(X,M, µ) um espaço de medida. Se f ∈ Lp(X,M, µ) e g ∈ Lq(X,M, µ), então f · g ∈
L1(X,M, µ) e

||f · g||1 ≤ ||f ||p · ||g||q

,

Demonstração. Veja [5].

Teorema 2.1.1. Suponha que (X,M, µ) e (Y,N, ν) são espaços de medida σ-finito e

1 < q < ∞. Seja K uma função mensurável definida em X × Y tal que, para algum

5
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C > 0, temos [K(x, ·)]q ≤ C para x ∈ X q.t.p e [K(·, y)]q ≤ C para y ∈ Y q.t.p. Se

1 ≤ p <∞ e f ∈ Lp(ν) a integral

Tf(x) =

∫

K(x, y)f(y)dν(y)

converge absolutamente para x ∈ X q.t.p, e o operador T assim definido é do tipo fraco

(1, q) e tipo forte (p, r) para todo p, r tal que 1 < p < r <∞ e p−1 + q−1 = r−1 + 1. Mais

precisamente, exite uma constante Bp independente de K tal que

[Tf ] ≤ B1C||f ||1, ||Tf ||r ≤ BpC||f ||p (p > 1, r−1 = p−1 + q−1 − 1 > 0).

Demonstração. Veja [11].

2.2 Distribuições e Derivadas Fracas

Nesta seção, apresentamos uma breve descrição dos aspectos da teoria das distri-

buições que são relevantes para o nosso propósito. Daremos atenção especial à noção de

derivada fraca de uma função integrável.

Definição 2.2.1. Seja Ω um domı́nio em Rn. Uma sequência de funções {φn} ∈ C∞
0 (Ω)

converge no sentido de D(Ω) para a função φ ∈ C∞
0 quando as seguintes condições são

satisfeitas:

i) Quando existe K ⊂⊂ Ω tal que supp(φn − φ) ⊂ K para todo n ∈ N;

ii) lim
n→∞

Dαφn(x) = Dαφ(x) converge uniformemente em K para cada multi-́ındice α.

Existe uma topologia localmente convexa no espaço vetorial C∞
0 em relação a

qual um funcional linear T é cont́ınuo se, e somente se, T (φn) → T (φ) em R sempre

que φn → φ no sentido de D(Ω). Este espaço vetorial topológico D(Ω) é denominado

espaço das funções testes em Ω e seus elementos são chamados de funções testes. Uma

observação a ser feita sobre D(Ω) é que este espaço não é normado. Para mais detalhes,

consulte [19].

Definição 2.2.2. O espaço dual D′(Ω) de D(Ω) é dito espaço das distribuições ou espaço

de Schwartz D′(Ω). Em resumo, as operações de espaço vetorial e convergência de opera-

dores em D′(Ω) são definidas do seguinte modo: Se S, T, Tn ∈ D′(Ω) e c ∈ R, então

(S + T )(φ) = S(φ) + T (φ), φ ∈ D(Ω)

(cT )(φ) = cT (φ) φ ∈ D(Ω),

Tn → T em D′(Ω) se, e somente se, Tn(φ) → T (φ) em R para todo φ ∈ D(Ω).
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Definição 2.2.3. Uma função u definida em quase toda parte em Ω é dita localmente

integrável em Ω se u ∈ L1(A) para todo conjunto mensurável A ⊂⊂ Ω. Neste caso,

escrevemos u ∈ L1
loc(Ω).

Exemplo 2.2.1. Para cada u ∈ L1
loc(Ω) existe uma distribuição Tu ∈ D′(Ω) associada a

u, definida por

Tu(φ) =

∫

Ω

u(x)φ(x)dx, φ ∈ D(Ω). (2.1)

Podemos verificar que Tu, assim definido, é um funcional linear em D(Ω). Para verificar

que Tu é cont́ınuo, consideremos φn → φ em D(Ω), então, exiteK ⊂⊂ Ω tal que supp(φn−
φ) ⊂ K para n = 1, 2, ..., assim,

|Tu(φn)− Tu(φ)| ≤ sup
x∈K

|φn(x)− φ(x)|
∫

Ω

|u(x)|dx.

Quando n → ∞ temos que sup
x∈K

|φn(x) − φ(x)| → 0 e assim, φn → φ uniformemente em

K.

Lema 2.2.1 (de Du Bois Raymond). Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se

u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração. Ver [17].

Exemplo 2.2.2. Seja x0 um ponto de Ω e definamos a função δx0 : D(Ω) → R dada por

δx0(φ) = φ(x0).

É fácil verificar que δx0 é uma distribuição, conhecida por Distribuição de Dirac. No

entanto, a distribuição δx0 não é definida por (2.1) com u ∈ L1
loc(Ω). De fato, suponha

que δx0 seja definida por (2.1) para alguma função u ∈ L1
loc(Ω). Então

δx0(φ) =

∫

Ω

u(x)φ(x)dx = φ(x0) ∀φ ∈ D(Ω).

Seja ϕ ∈ D(Ω) definida por

ϕ(x) = ||x− x0||2φ(x)

temos,

ϕ(x0) = δx0(ϕ) =

∫

Ω

u(x)||x− x0||2φ(x)dx = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω).

Pelo lema de Du Bois Raymond temos que u(x)||x − x0||2 = 0 quase sempre em Ω, logo

u(x) = 0 quase sempre em Ω. Assim, δx0(φ) = φ(x0) = 0 para toda φ ∈ D(Ω), que é uma

contradição.
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Seja u ∈ C1(Ω) e φ ∈ D(Ω). Uma vez que φ é identicamente nula fora de algum

subconjunto compacto de Ω, usando integração por partes na variável xj, obtemos

∫

Ω

(

∂

∂xj
u(x)

)

φ(x)dx = −
∫

Ω

u(x)

(

∂

∂xj
φ(x)

)

dx.

Similarmente, se u ∈ C |α|(Ω) então, usando integração por partes |α| vezes, temos
∫

Ω

(Dαu(x))φ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

u(x)Dαφ(x)dx.

Isto motiva seguinte definição da derivada de uma distribuição:

Definição 2.2.4. Seja T ∈ D′(Ω) e α um multi-́ındice. A derivada de ordem α de T é a

aplicação linear DαT definida em D(Ω) dada por

(DαT )(φ) = (−1)|α|T (Dαφ).

Proposição 2.2.1. Se Dαφ ∈ D(Ω) onde φ ∈ D(Ω) então DαT é uma distribuição sobre

Ω.

Demonstração. Claramente, DαT é um funcional linear sobre D(Ω). Mostraremos que

DαT é cont́ınuo. Para isso, suponha que φn → φ em D(Ω). Então

supp(Dα(φn − φ)) ⊂ supp(φn − φ) ⊂ K

para algum K ⊂⊂ Ω. Além disso,

Dβ[Dα(φn − φ)] = Dβ+α(φn − φ)

converge para zero em K quando n→ ∞ para cada multi-́ındice β, assim, Dαφn → Dαφ

em D(Ω). Como T ∈ D′(Ω), segue que

DαT (φn) = (−1)|α|T (Dαφn) → (−1)|α|T (Dαφ) = DαT (φ)

em R. Portanto, DαT ∈ D′(Ω).

Mostramos assim que toda distribuição em D′(Ω) possui derivadas de ordem

arbitrárias em D′(Ω) em vista da Definição 2.2.4. Além disso, a aplicação Dα : D′(Ω) →
D′(Ω) é cont́ınua. Assim, se Tn → T em D′(Ω) e φ ∈ D(Ω), então

DαTn(φ) = (−1)|α|Tn(D
αφ) → (−1)|α|T (Dαφ) = DαT (φ).

Exemplo 2.2.3. Seja δx0 ∈ D′(Ω) a distribuição delta de Dirac definido no Exemplo

2.2.2, então Dαδx0 é dado por

Dαδx0(φ) = (−1)|α|Dαφ(x0).
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Exemplo 2.2.4. Sejam Ω = R e H ∈ L1
loc(R) a função de Heaviside definida por

H(x) =

{

1, se x ≥ 0

0, se x < 0,

então a derivada (TH)
′ é δ0 do Exemplo 2.2.2. De fato, para φ ∈ D(R) com suporte

contido no intervalo [−a, a], então

(TH)
′(φ) = −TH(φ′) = −

∫ a

0

φ′(x)dx = φ(0) = δ0(φ).

2.3 Integração Vetorial

Apresentaremos nesta seção conceitos e resultados da teoria de integração ve-

torial. Para isto, definiremos alguns tipos de funções e demonstraremos o Teorema de

Bochner e suas consequências. Para tal consideremos um espaço de Banach X e um

espaço de medida (I,Σ, µ) onde I ⊂ R, µ é a medida de Lebesgue e para cada conjunto

mensurável A ∈ Σ, a função caracteŕıstica de A é denotada por XA.

Definição 2.3.1. Uma função ϕ : I → X é uma função simples mensurável se existem

conjuntos mensuráveis A1, ..., Ak ∈ Σ com µ(Aj) <∞ para j = 1, . . . , k, tais que Ai∩Aj =

∅ sempre que i 6= j, e vetores b1, . . . , bk ∈ X tais que

ϕ =
k
∑

i=1

XAi
bi.

Definimos a integral de uma função simples mensurável ϕ : I → X por:

∫

I

ϕdt =
k
∑

i=1

µ(Ai)bi.

Definição 2.3.2. Uma função f : I → X é mensurável se existe uma sequência (ϕn)
∞
n=1

de funções simples mensuráveis tais que

ϕn → f µ-quase sempre.

A verificação de que uma função é mensurável pela definição não é tarefa muito

fácil. O teorema abaixo remedia em parte esta dificuldade cuja demonstração encontra-se

em [5].

Teorema 2.3.1 (Teorema da mensurabilidade de Pettis). As seguintes afirmações são

equivalentes para uma função f : I → X.
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i) f é mensurável;

ii) ‖f‖ : I → R é mensurável.

Definição 2.3.3. Dizemos que a função mensurável f : I → X é Bochner-integrável

se existir uma sequência de funções simples mensuráveis ϕn : I → X, n ∈ N, tais que

ϕn → f µ-quase sempre e

lim
n→∞

∫

I

‖ϕn(t)− f(t)‖ dt = 0. (2.2)

Notemos que
∫

I

‖ϕn(t)− f(t)‖ dt

faz sentido, pois a função

‖ϕn − f‖ : I → R

é uma função não negativa e pelo Teorema de Pettis é mensurável.

Lema 2.3.1. Seja f : I → X uma função Bochner-integrável. Então existe um vetor

i(f) ∈ X tal que para toda sequência (ϕn)
∞
n=1 de funções simples mensuráveis que verifica

(2.2), tem-se

lim
n→∞

∫

I

ϕn(t)dt = i(f). (2.3)

o limite (2.3) acima é tomado com respeito à norma de X.

Demonstração. Seja (ϕn)
∞
n=1 uma sequência de funções simples mensuráveis que verifica

lim
n→∞

∫

I

‖ϕn(t)− f(t)‖ dt = 0. (2.4)

Como,

∥

∥

∥

∥

∫

I

ϕn(t)dt−
∫

I

ϕp(t)dt

∥

∥

∥

∥

≤
∫

I

‖ϕn(t)− ϕp(t)‖ dt

≤
∫

I

‖ϕn(t)− f(t)‖ dt+
∫

I

‖ϕp(t)− f(t)‖ dt, (2.5)

a sequência

∫

I

ϕn(t)dt é de Cauchy. Existe, portanto, um vetor i(f) ∈ X que verifica

(2.3), como queŕıamos demonstrar.

Note tais parcelas em (2.5) podem ser tomadas tão pequenas quanto se queira,

uma vez que tal propriedade verifica-se para funções simples mensuráveis. Além disso, tal

limite independe da sequência escolhida, ou seja, qualquer sequência de funções simples
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mensuráveis que verifica (2.2) terá o mesmo limite. De fato, seja (ψn)
∞
n=1 uma outra

sequência de funções simples mensuráveis,

∥

∥

∥

∥

∫

I

ψn(t)dt− i(f)

∥

∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥

∥

∫

I

ψn(t)dt−
∫

I

f(t)dt

∥

∥

∥

∥

+

∥

∥

∥

∥

∫

I

ϕn(t)dt−
∫

I

f(t)dt

∥

∥

∥

∥

+

+

∥

∥

∥

∥

∫

I

ϕn(t)dt− i(f)

∥

∥

∥

∥

≤
∫

I

‖ψn(t)− f(t)‖ dt+
∫

I

‖ϕn(t)− f(t)‖ dt+

+

∥

∥

∥

∥

∫

I

ϕn(t)dt− i(f)

∥

∥

∥

∥

.

(2.6)

Portanto, a sequência

∫

I

ψn(t)dt→ i(f), quando n→ ∞.

Definição 2.3.4. O elemento i(f) constrúıdo no Lema 2.3.1 é chamado de integral de f

em I,

i(f) =

∫

I

f(t)dt = lim
n→∞

∫

I

ϕn(t)dt.

Se I = (a, b) definimos:

∫

I

f(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt.

Se f for uma função com valores reais, definimos:

∫ b

a

f(t)dt = −
∫ a

b

f(t)dt, se a > b.

Para cada conjunto mensurável A ∈ Σ, definimos a integral de Bochner da função

f sobre A por:
∫

A

f(t)dt = lim
n→∞

∫

I

XA(t)ϕn(t)dt.

Teorema 2.3.2 (Bochner). Seja f : I → X uma função mensurável. Então f é integrável

a Bochner se, e somente se, ‖f‖ : I → R é integrável. Além disso,

∥

∥

∥

∥

∫

I

f(t)dt

∥

∥

∥

∥

≤
∫

I

‖f(t)‖ dt.

Demonstração. Se f é integrável a Bochner, então consideremos a sequência de funções

simples (ϕn)
∞
n=1 tal que

lim
n→∞

∫

I

‖ϕn(t)− f(t)‖ dt = 0.

Devemos mostrar que

∫

I

‖f(t)‖ dt <∞.

Como ‖f(t)‖ ≤ ‖ϕn(t)‖ + ‖ϕn(t)− f(t)‖, dessa forma temos que ‖ϕn(t)‖ : I → R é
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integrável, pois se ϕn =
mn
∑

i=1

ϕiXBi
, então

mn
∑

i=1

‖ϕi‖µ(Bi) <∞.

Além disso, ‖ϕn − f‖ : I → R também é integrável, pois como lim
n→∞

∫

I

‖ϕn(t)− f(t)‖ dt =
0 então existe um n0 ∈ N tal que para todo n > n0,

∫

I
‖ϕn(t)− f(t)‖ dt < ∞. Portanto,

‖f(t)‖ é integrável.

Reciprocamente, suponhamos f mensurável e que ‖f(t)‖ é integrável. Seja uma sequência

de funções simples gn : I → R tal que gn → ‖f‖ em L1(I) e ainda |gn| ≤ g para alguma

g ∈ L1(I) ambas as condições valendo em quase toda parte. Seja (ϕn)
∞
n=1 uma sequência

de funções simples mensuráveis ϕn : I → X tal que ϕn → f quase sempre. Então

considere a seguinte sequência de funções dada por

hn =
ϕn |gn|

‖ϕn‖+ 1
n

,

para todo t ∈ I.

Observamos que hn é uma função simples mensurável e integrável com ‖hn‖ ≤ g. De fato,

‖hn‖ =

∥

∥

∥

∥

ϕn |gn|
‖ϕn‖+ 1

n

∥

∥

∥

∥

=
‖ϕn‖

‖ϕn‖+ 1
n

· |gn| ≤ g, quase sempre

e que hn → f em X quase sempre. Seja αn =
|gn|

‖ϕn‖+ 1/n
, assim lim

n→∞
αn = 1. Considere-

mos,

‖hn − f‖ = ‖αnϕn − f‖
= ‖αnϕn − αnf + αnf − f‖
≤ |αn| · ‖ϕn − f‖+ |αn − 1| · ‖f‖
≤ 2 · ‖ϕn − f‖+ |αn − 1| · ‖f‖ .

Portanto, lim
n→∞

‖hn(t)− f(t)‖ = 0.

Como ‖hn − f‖ ≤ ‖ hn‖ + ‖f‖ ≤ g + ‖f‖ ∈ L1(I), então a função ‖hn − f‖ : I → R é

mensurável e integrável.

Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada em R, temos:

lim
n→∞

∫

I

‖hn(t)− f(t)‖ dt =
∫

I

lim
n→∞

‖hn(t)− f(t)‖ dt = 0.
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Portanto, f é integrável no sentido de Bochner. Finalmente,
∥

∥

∥

∥

∫

I

f(t)dt

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

lim
n→∞

∫

I

hn(t)dt

∥

∥

∥

∥

= lim
n→∞

∥

∥

∥

∥

∫

I

hn(t)dt

∥

∥

∥

∥

≤ lim
n→∞

∫

I

‖hn(t)‖ dt

=

∫

I

lim
n→∞

‖hn(t)‖ dt

=

∫

I

∥

∥

∥
lim
n→∞

hn(t)
∥

∥

∥
dt

=

∫

I

‖f(t)‖ dt.

Portanto,
∥

∥

∥

∥

∫

I

f(t)dt

∥

∥

∥

∥

≤
∫

I

‖f(t)‖ dt.

O espaço L1(X) é o espaço das funções f : I → X Bochner - integrável.

Corolário 2.3.1 (Teorema da Convergência Dominada em L1(X)). Seja (ϕn)
∞
n=1 uma

sequência de funções integráveis ϕn : I → X, e sejam f : I → X mensurável e g ∈ L1(I).

Se






‖ϕn(t)‖ ≤ g(t)

lim
n→∞

ϕn(t) = f(t)
para quase todo t ∈ I e ∀n ∈ N

então f é integrável e
∫

I

f(t)dt = lim
n→∞

∫

I

ϕn(t)dt.

Demonstração. Basta mostrar que ‖f‖ é integrável. Por hipótese, sabemos que lim
n→∞

ϕn(t) =

f(t), então lim
n→∞

‖ϕn(t)‖ = ‖f(t)‖, como ‖ϕn(t)‖ ≤ g(t) isso implica que ‖f(t)‖ ≤ g(t) ∈
L1(I). Portanto, ‖f‖ é integrável e pelo Teorema de Bochner, f é integrável. Além disso,

‖ϕn(t)− f(t)‖ ≤ ‖ϕn(t)‖+ ‖f(t)‖ ≤ 2g(t) ∈ L1(I),

isto é, a função ‖ϕn − f‖ : I → R é integrável. Assim, usando o Teorema da Convergência

Dominada, temos

lim
n→∞

∫

I

‖ϕn(t)− f(t)‖ dt =
∫

I

lim
n→∞

‖ϕn(t)− f(t)‖ dt.

Portanto,
∫

I

f(t)dt = lim
n→∞

∫

I

ϕn(t)dt.
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Corolário 2.3.2. Sejam X e Y espaços de Banach e T : X → Y um operador linear

limitado. Se f : I → X é uma função integrável, então a função T ◦ f : I → Y é

integrável e vale

∫

I

(T ◦ f)(t)dt = T

(
∫

I

f(t)dt

)

.

Demonstração. Seja (ϕn)
∞
n=1 uma sequência de funções simples integráveis tais que











lim
n→∞

‖ϕn(t)− f(t)‖ = 0

lim
n→∞

∫

I

‖ϕn(t)− f(t)‖ = 0
quase toda parte.

Aplicando o operador T em cada elemento da sequência obtemos uma nova sequência

(T ◦ϕn)
∞
n=1 que é uma sequência de funções simples e portanto integrável. Pela linearidade

e continuidade de T , temos
∫

I

(T ◦ ϕn)(t)dt =

∫

I

T (ϕn(t))dt

= T

(
∫

I

ϕn(t)dt

)

Portanto, T ◦ f : I → Y é uma função mensurável. Como f é integrável, então ‖f‖
é integrável. Sendo T limitada e ‖T (f(t))‖ ≤ ‖T‖ · ‖f(t)‖ ∈ L1(I), então ‖T (f(t))‖ é

integrável e pelo Teorema de Bochner, T ◦ f também é integrável. Além disso, usando o

fato de que

‖T (ϕn(t))− T (f(t))‖ ≤ ‖T‖ · ‖ϕn(t)− f(t)‖

segue

lim
n→∞

∫

I

‖T (ϕn(t))− T (f(t))‖ dt ≤ lim
n→∞

∫

I

‖T‖ · ‖ϕn(t)− f(t)‖ dt

= ‖T‖ · lim
n→∞

∫

I

‖ϕn(t)− f(t)‖ dt = 0 (2.7)

e pela Definição 2.3.4., temos
∫

I

(T ◦ f)(t)dt = lim
n→∞

∫

I

(T ◦ ϕn)(t)dt

= lim
n→∞

∫

I

T (ϕn(t))dt

= lim
n→∞

(

T

∫

I

ϕn(t)

)

dt

= T

(

lim
n→∞

∫

I

ϕn(t)dt

)

= T

(
∫

I

f(t)dt

)

.
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2.4 A Função Gama e Beta

Nesta seção, apresentaremos algumas definições e propriedades básicas das funções

Gama e Beta de Euler.

Definição 2.4.1. A função Gama de Euler, denotada por Γ(z) é definida pela integral

de Euler de segundo tipo

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt (ℜ(z) > 0) (2.8)

onde tz−1 = e(z−1) log(t). Esta integral é convergente ∀z ∈ C, (ℜ(z) > 0).

Usando integração por partes em (2.8) obtemos a seguinte equação reduzida para

a função gama de Euler

Γ(z + 1) = zΓ(z) (ℜ(z) > 0). (2.9)

A partir de (2.9) a função gama de Euler pode ser estendida para o semi-plano ℜ(z) ≤ 0

por

Γ(z) =
Γ(z + n)

(z)n
(ℜ(z) > −n; n ∈ N; z /∈ Z−

0 := {0,−1,−2, . . . }), (2.10)

onde (z)n é o śımbolo de Pochhammer, definido para todo complexo z ∈ C e não negativo

inteiro n ∈ N0 por

(z)0 = 1 e (z)n = z(z + 1) · · · (z + n− 1), ∀n ∈ N. (2.11)

Combinando as expressões (2.9) e (2.11), temos

Γ(n+ 1) = (1)n = n! n ∈ N0, (2.12)

com 0! = 1. Segue da equação (2.10) que a função gama é anaĺıtica em todo plano com-

plexo, exceto nos pontos z = 0,−1,−2, · · · , onde Γ(z) tem pólos simples e é representado

pela fórmula assintótica

Γ(z) =
(−1)k

z + k
[1 +O(z + k)] (z → −k; k ∈ N0).

Definição 2.4.2. A função beta é definida como a integral de Euler de primeiro tipo dada

por

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt (ℜ(z) > 0,ℜ(w) > 0). (2.13)

É fácil provar que a função beta é simétrica, isto é, B(z, w) = B(w, z). A conexão

entre a função beta e a função gama de Euler é dada pelo teorema a seguir.



16

Teorema 2.4.1. Sejam z, w ∈ C tais que ℜ(z) > 0 e ℜ(w) > 0 então

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
. (2.14)

Demonstração. Da expressão (2.8), temos

Γ(z)Γ(w) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt

∫ ∞

0

sw−1e−sds =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

tz−1sw−1e−(t+s)dtds.

Aplicando a mudança de variáveis t = xy e s = x(1 − y) na integral dupla e observando

que t+ s = x e que 0 < t < ∞ e 0 < s < ∞ então 0 < x < ∞ e 0 < y < 1. O Jacobiano

dessa transformação é dado por

∂(t, s)

∂(x, y)
=

∣

∣

∣

∣

∣

y x

1− y −x

∣

∣

∣

∣

∣

= −xy − x+ xy = −x.

Uma vez que x > 0, então dtds =

∣

∣

∣

∣

∂(t, s)

∂(x, y)

∣

∣

∣

∣

dxdy = xdxdy. Assim, temos

Γ(z)Γ(w) =

∫ 1

0

∫ ∞

0

e−xxz−1yz−1xw−1(1− y)v−1dxdy

=

∫ ∞

0

e−xxz+w−1dx

∫ 1

0

yz−1(1− y)w−1dy = Γ(z + w)B(z, w)

e portanto,

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)

Se fizermos a seguinte mudança de variável t = cos2φ na expressão (2.13), obtemos

B(z, w) =

∫ π/2

0

(cosφ)2z−1( senφ)2w−1dφ, (ℜ(z) > 0,ℜ(w) > 0). (2.15)

Exemplo 2.4.1. Seja z = w =
1

2
, por (2.14), obtemos que

B

(

1

2
,
1

2

)

=
Γ
(

1
2

)

Γ
(

1
2

)

Γ (1)
= Γ

(

1

2

)2

.

Por outro lado, usando a expressão (2.15), temos

B

(

1

2
,
1

2

)

= 2

∫ π/2

0

dφ = 2
π

2
= π.

Portanto,

Γ

(

1

2

)

=
√
π.
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Exemplo 2.4.2. Sejam δ1, δ2 > −1 então a integral
∫ t

0
(t − τ)δ1τ δ2dτ pode ser calculada

através da função beta. De fato, se considerarmos a seguinte mudança de variável τ = ts,

temos que dτ = tds e que τ = 0 e τ = t implicam, respectivamente, que s = 0 e s = 1.

Portanto,

∫ t

0

(t− τ)δ1τ δ2dτ =

∫ 1

0

(t− ts)δ1(ts)δ2tds

= t1+δ1+δ2

∫ 1

0

sδ2(1− s)δ1ds

= t1+δ1+δ2B(δ2 + 1, δ1 + 1). (2.16)

Portanto,
∫ t

0

(t− τ)δ1τ δ2dτ = Ct1+δ1+δ2 ,

onde C = B(δ2 + 1, δ1 + 1).

2.5 Teorema do ponto fixo de Banach

Os teoremas de ponto fixo constituem uma ferramenta muito útil da Análise

Funcional garantindo existência e unicidade de soluções para equações diferenciais, além

de outras aplicações.

Definição 2.5.1. Sejam M1 e M2 espaços métricos. Uma aplicação f :M1 →M2 é uma

contração, se existir uma constante k < 1 tal que

d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) para todo x, y ∈M1.

Teorema 2.5.1 (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam M um espaço métrico com-

pleto e f : M → M uma contração. Então existe um único ponto x0 ∈ M tal que

f(x0) = x0.

Demonstração. Seja k < 1 a constante da contração f . Consideremos o número não

negativo

i = inf {d(f(x), x) : x ∈M} .

Inicialmente verificamos que i = 0. De fato, caso contrário teŕıamos k−1i > i, e então

existiria x ∈M tal que d(f(x), x) < k−1i. Teŕıamos assim

d(f(f(x)), f(x)) ≤ kd(f(x), x) < i

que é incompat́ıvel com o fato de i ser o ı́nfimo. Sabendo que inf {d(f(x), x) : x ∈M} = 0,

podemos tomar uma sequência (xn)n∈N emM tal que d(f(xn), xn) → 0. Pela desigualdade
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triangular, podemos estimar

d(xn, xm) ≤ d(f(xn), xn)) + d(f(xm), xm)) + d(f(xn), f(xm))

≤ d(f(xn), xn)) + d(f(xm), xm)) + kd(xn, xm)

para todos n,m ∈ N. Portanto,

d(xn, xm) ≤
1

1− k
[d(f(xn), xn) + d(f(xm), xm)] → 0,

quando n,m → ∞. Isso prova que (xn)n∈N é uma sequência de Cauchy e, como M

é completo, (xn)n∈N converge para um certo x0 ∈ M . Da continuidade de f temos

f(xn) → f(x0), e da continuidade da métrica segue que

d(f(x0), x0) = lim
n→∞

d(f(xn), xn) = 0,

provando que x0 é um ponto fixo para f . A unicidade segue da seguinte observação: se

x0 e x1 são pontos fixos, então

d(x0, x1) = d(f(x0), f(x1)) ≤ kd(x0, x1).

Se definimos a seguinte sequência recursivamente como sendo x1 = f(x0) e xn+1 =

f(xn) onde f é uma função nas condições das hipóteses do Teorema do Ponto, nessas

condições pode ser provado (ver [2], Teorema 1.1) que x0 = f(x0) e portanto, o ponto fixo

é atrator, isto é, x0 é limite de uma sequência de iteradas.



Caṕıtulo 3

A Equação do Calor

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar a Equação do Calor homogênea e não

homogênea bem como suas soluções no sentido mais clássico, aqui temos como referência

[9]. Falaremos também sobre a função de Green e suas estimativas que serão importantes

no desenvolvimento da demonstração do resultado central deste trabalho.

3.1 A equação do calor Rn

Chamaremos de Equação do calor homogênea e não homogênea, respectivamente,

as seguintes equações:

ut −∆u = 0 (3.1)

e

ut −∆u = f (3.2)

sujeitas às devidas condições iniciais e de contorno. Aqui t > 0 e x ∈ Ω, onde Ω ⊂ Rn é

aberto. A incógnita desconhecida é u : Ω × [0,∞) → R, u = u(x, t), e o Laplaciano ∆ é

tomado no que diz respeito às variáveis espaciais x = (x1, ..., xn): ∆u = ∆xu =
n
∑

i=1

uxixi
.

Em (3.2) a função f : Ω× [0,∞) → R é dada. Por conseguinte, o nosso desenvolvimento

em grande parte é paralelo à teoria correspondente para a equação de Laplace.

Interpretação F́ısica.

A equação do calor, também conhecida como a equação de difusão, em aplicações

t́ıpicas descreve a evolução no tempo da densidade u tais como alguma quantidade de

calor, a concentração qúımica, etc. Se V ⊂ Ω é qualquer sub-região lisa, a taxa de

variação da quantidade total V é igual ao negativo do fluxo ĺıquido através de ∂V :

19
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d

dt

∫

V

udx = −
∫

∂V

F · νdS,

F sendo a densidade de fluxo. Assim,

ut = −divF, (3.3)

pois V é arbitrário. Em muitas situações, F é proporcional ao gradiente de u, mas

com pontos em sentido contrário (uma vez que o fluxo sai a partir de regiões de maior

concentração para de mais baixa):

F = −aDu (a > 0). (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.3), obtemos a seguinte equação diferencial parcial

ut = adiv(Du) = a∆u,

para a = 1 temos a equação de calor (3.1). A equação do calor aparece frequentemente,

por exemplo, no estudo do movimento Browniano.

3.2 Solução Fundamental

3.2.1 Derivação da Solução Fundamental

Observa-se que a equação do calor envolve uma derivada em relação à variável

tempo t, mais duas derivadas com relação às variáveis espaciais xi (i = 1, ..., n). Conse-

quentemente, vemos que, se u resolve (3.1), então o mesmo acontece com u(λ2t, λx) para

todo λ ∈ R. Este scaling indica que o raio
r2

t
(r = ‖x‖) é importante para a equação do

calor e sugere a procura de uma solução de (3.1) que tem a forma u(x, t) = v( r
2

t
) = v(‖x‖

2

t
)

(t > 0, x ∈ Rn), para alguma função v ainda indeterminada.

Embora essa abordagem leve ao que nós queremos, é mais rápido procurar uma

solução u tendo a estrutura especial

u(t, x) =
1

tα
v
( x

tβ

)

, (3.5)

sendo t > 0, x ∈ Rn, e as constantes α, β, bem como a função v : Rn → R a serem

determinadas. Chegamos a (3.5) se olharmos para uma solução u da equação do calor

invariante pelo scaling de dilatação

u(x, t) 7→ λαu(λt, λβx).

Isto é, pedimos que

v(t, x) = λαu(λt, λβx)
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para todo λ > 0, t > 0 e x ∈ Rn. Escreva λ = t−1 derivamos (3.5) e definamos v(y) :=

u(1, y). Vamos inserir (3.5) em (3.1), e posteriormente, calculamos

αt−(α+1)v(y) + βt−(α+1)y ·Dv(y) + t−(α+2β)∆v(y) = 0 (3.6)

para y := t−βx. Para transformar (3.6) em uma expressão envolvendo apenas a variável

y, tomamos β =
1

2
. Em seguida, os termos com t são idênticos, e assim (3.6) se reduz a

αv +
1

2
y ·Dv +∆v = 0. (3.7)

Simplificaremos ainda mais v sabendo que ela é radial, isto é, v(y) = w(|y|) para alguma

w : R → R. Então (3.7) se torna

αw +
1

2
rw′ + w′′ +

n− 1

r
w′ = 0, (3.8)

para r = |y|, ′ =
d

dr
. Agora, se nós ajustamos α =

n

2
, isso simplifica (3.8) e teremos

(

rn−1w′
)′
+

1

2
(rnw)′ = 0.

Assim

rn−1w′ +
1

2
rnw = a.

para alguma constante a. Assumindo lim
r→∞

w, w′ = 0, conclúımos a = 0; de onde

w′ = −1

2
rw,

e para alguma constante b, temos

w = be−
r2

4 . (3.9)

Combinando (3.5), (3.9) e as nossas escolhas para α, β, conclúımos que
b

tn/2
e−

‖x‖2

4t resolve

a equação de calor (3.1).

Este cálculo motiva o seguinte

Definição 3.2.1. A função

Φ(x, t) :=







1
(4πt)n/2 e

−
‖x‖2

4t , x ∈ Rn, t > 0

0, x ∈ Rn, t < 0
(3.10)

é chamada de solução fundamental da equação de calor.

Note-se que Φ é singular no ponto (0, 0). Nós, às vezes, escrevemos Φ(x, t) =

Φ(‖x‖ , t) para enfatizar que a solução fundamental é radial na variável x. A escolha da

constante de normalização (4π)−n/2 é determinada pelo seguinte
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Lema 3.2.1 (Integral da Solução fundamental). Para cada tempo t > 0, temos
∫

Rn

Φ(x, t)dx = 1.

Demonstração. Calculemos
∫

Rn

Φ(x, t)dx =
1

(4πt)n/2

∫

Rn

e−
‖x‖2

4t dx

=
1

πn/2

∫

Rn

e−‖z‖2dz

=
1

πn/2

n
∏

i=1

∫ +∞

−∞

e−z2i dzi

= 1.

3.2.2 O Problema de Valor Inicial

Agora usaremos Φ para obter uma solução para o problema de valor inicial (ou

de Cauchy)
{

ut −∆u = 0, em Rn × (0,∞)

u(x, 0) = u0(x), em Rn × {t = 0}
(3.11)

Notemos a que função (x, t) 7→ Φ(x, t) resolve a equação do calor longe da in-

determinação (0, 0) e, portanto, o mesmo acontece com (x, t) 7→ Φ(x − y, t) para cada

y ∈ Rn fixo. Por conseguinte, a função

u(x, t) =

∫

Rn

Φ(x− y, t)u0(y)dy

=
1

(4πt)n/2

∫

Rn

e−
‖x−y‖2

4t u0(y)dy (x ∈ Rn, t > 0) (3.12)

deve também ser uma solução para equação do calor (3.11).

Teorema 3.2.1 (Solução para o Problema de Valor Inicial). Assuma que u0 ∈ C(Rn) ∩
L∞(Rn), e defina u por (3.12). Então

i) u ∈ C∞(Rn × (0,∞));

ii) ut(x, t)−∆u(x, t) = 0 (x ∈ Rn, t > 0);

iii) lim
(x,t)→(x0,0)

t>0,x∈Rn

u(x, t) = u0(x
0) para cada ponto x0 ∈ Rn.

Demonstração. i) Uma vez que a função

1

tn/2
e−

‖x‖2

4t (3.13)
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é infinitamente diferenciável, com derivadas uniformemente limitadas em todas as ordens

em Rn × [δ,∞) para cada δ > 0, vemos que u ∈ C∞(Rn × (0,∞)).

ii) Observamos que

ut(x, t)−∆u(x, t) =

∫

Rn

[(Φt −∆xΦ)(x− y, t)] u0(y)dy

= 0 (x ∈ Rn)

uma vez que Φ já resolve a equação do calor.

iii) Fixe x0 ∈ Rn, ε > 0. Escolhamos δ > 0 tal que

∣

∣u0(y)− u0(x
0)
∣

∣ < ε se
∥

∥y − x0
∥

∥ < δ, y ∈ Rn. (3.14)

Então se ‖x− x0‖ < δ

2
, temos de acordo com o Lema 3.2.1

∣

∣u(x, t)− u0(x
0)
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∫

Rn

Φ(x− y, t)
[

u0(y)− u0(x
0)
]

dy

∣

∣

∣

∣

≤
∫

B(x0,δ)

Φ(x− y, t)
∣

∣u0(y)− u0(x
0)
∣

∣ dy

+

∫

Rn−B(x0,δ)

Φ(x− y, t)
∣

∣u0(y)− u0(x
0)
∣

∣ dy

:= I + J.

Agora

I ≤ ε

∫

Rn

Φ(x− y, t)dy = ε,

devido a (3.14) e ao Lema 3.2.1. Além disso, se ‖x− x0‖ ≤ δ

2
e ‖y − x0‖ ≥ δ, então

∥

∥y − x0
∥

∥ ≤ ‖y − x‖+ δ

2
≤ ‖y − x‖+ 1

2

∥

∥y − x0
∥

∥ .

Assim, ‖y − x‖ ≥ 1

2

∥

∥y − x0
∥

∥. Consequentemente,

J ≤ 2 ‖u0‖L∞

∫

Rn−B(x0,δ)

Φ(x− y, t)dy

≤ C

tn/2

∫

Rn−B(x0,δ)

e−
‖x−y‖2

4t dy

≤ C

tn/2

∫

Rn−B(x0,δ)

e−
‖y−x0‖2

16t dy

=
C

tn/2

∫ ∞

δ

e−
r2

16t rn−1dr → 0 quando t→ 0+.

Portanto, se ‖x− x0‖ < δ

2
e t > 0 é suficientemente pequeno, |u(x, t)− u0(x

0)| < 2ε.
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Observação 3.2.1. i) Em vista do Teorema 3.2.1 podemos escrever

{

Φt −∆Φ = 0, em Rn × (0,∞)

Φ = δ0, em Rn × {t = 0} .
(3.15)

onde δ0 denota a medida de Dirac no Rn dando unidade de massa para o ponto 0.

ii) Observe que, se u0 é limitada, cont́ınua, u0 ≥ 0, u0 6≡ 0, então

u(x, t) =
1

(4πt)n/2

∫

Rn

e−
‖x−y‖2

4t u0(y)dy (3.16)

é, de fato, positiva para todos os pontos x ∈ Rn e o tempo t > 0. Interpretamos esta ob-

servação dizendo que a equação do calor tem uma pertubação quando a força de velocidade

propaga-se para o infinito. Se a temperatura inicial é não negativa e é em algum lugar

positivo, a temperatura em qualquer momento posterior (não importa quão pequena) é

positiva em toda parte.

3.2.3 O Problema Não Homogêneo

Agora vamos voltar nossa atenção para o problema de valor inicial da equação

do calor não homogênea

{

ut −∆u = f, em Rn × (0,∞)

u0(x) = 0, em Rn × {t = 0} .
(3.17)

Como podemos produzir uma fórmula para a solução? Se lembrarmos a motivação

que leva até (3.12), notamos que a função (x, t) 7→ Φ(x− y, t− s) é ainda uma solução da

equação do calor (para um dado y ∈ Rn, 0 < s < t).

Agora para s fixo, a função

u = u(x, t; s) =

∫

RN

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dy (3.18)

resolve
{

ut(·, s)−∆u(·, s) = 0, em Rn × (s,∞)

u(·, s) = f(·, s), em Rn × {t = s} ,
(3.19)

que é apenas um problema de valor inicial da forma (3.11), com o tempo de partida t = 0

substitúıdo por t = s, e u0 substitúıda por f(·, s). Assim u(·, s) não é, certamente, uma

solução de (3.17).

No entanto Prinćıpio Duhamel consulte [9], afirma que podemos construir uma

solução de (3.17), por meio da integração com respeito a s dentre as soluções teremos

solução de (3.19). A ideia é a de considerar

u(x, t) =

∫ t

0

u(x, t; s)ds (x ∈ Rn, t ≥ 0).
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Reescrevendo, temos

u(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dyds

=

∫ t

0

1

(4π(t− s))n/2

∫

Rn

e−
‖x−y‖2

4(t−s) f(y, s)dyds ∀x ∈ Rn, t > 0. (3.20)

Para confirmar que a fórmula (3.20) funciona, vamos por simplicidade assumir

que f ∈ C2
1(R

n × [0,∞)) e f com suporte compacto.

Teorema 3.2.2 (Solução para o Problema Não homogêneo). Defina u por (3.20). Então

i) u ∈ C2
1(R

n × (0,∞));

ii) ut(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t) (x ∈ Rn, t > 0);

iii) lim
(x,t)→(x0,0)

x∈Rn,t>0

u(x, t) = 0 para cada ponto x0 ∈ Rn.

Demonstração. i) Desde que Φ tem uma singularidade em (0, 0), não podemos justificar

diretamente por meio de derivação sob o sinal de integração. Em vez disso avançaremos

um pouco como na prova do Teorema 2.1.3. Em primeiro lugar, mudaremos as variáveis,

e escrevemos

u(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(y), sf(x− y, t− s)dyds (3.21)

Como f ∈ C2
1([0,∞) × Rn) e tem suporte compacto e Φ = Φ(y, s) é suave perto de

s = t > 0, calculemos

ut(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(y, s)ft(x− y, t− s)dyds+

∫

Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

e

∂2u

∂xi∂xj
(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(y, s)
∂2u

∂xi∂xj
f(x− y.t− s)dyds (i, j = 1, ..., n). (3.22)

Assim ut, D
2
xu e, da mesma forma u, Dxu pertencem a C(Rn × (0,∞)).

ii) Calculemos

ut(x, t)−∆u(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

Φ(y, s)

[(

∂

∂t
−∆x

)

f(x− y, t− s)

]

dyds

+

∫

Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

=

∫ t

ε

∫

Rn

Φ(y, s)

[(

− ∂

∂t
−∆y

)

f(x− y, t− s)

]

dyds

+

∫ ε

0

∫

Rn

Φ(y, s)

[(

− ∂

∂t
−∆y

)

f(x− y, t− s)

]

dyds

+

∫

Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

:= Iε + Jε +K. (3.23)
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Agora

|Jε| ≤
(

‖ft‖L∞ +
∥

∥D2f
∥

∥

L∞

)

∫ ε

0

∫

Rn

Φ(y, s)dyds,

pelo Lema 3.2.1. Integrando por partes, também encontramos

Iε =

∫ t

ε

∫

Rn

Φ(y, s)

[(

∂

∂t
−∆y

)

Φ(y, s)

]

f(x− y, t− s)dyds

+

∫

Rn

Φ(y, ε)f(x− y, t− ε)dy

−
∫

Rn

Φ(y, t)f(x− y, 0)dy

=

∫

Rn

Φ(y, ε)f(x− y, t− ε)dy −K, (3.24)

uma vez que Φ resolve a equação do calor. Combinando (3.23)-(3.24), verificamos

u(x, t)−∆u(x, t) = lim
ε→0

∫

Rn

Φ(y, ε)f(x− y, t− ε)dy

= f(x, t) (x ∈ Rn, t > 0)

o limite quando ε→ 0 é calculado da mesma forma que no Teorema 3.2.1.

iii) Finalmente notemos que ‖u(·, t)‖L∞ ≤ t ‖f‖L∞ → 0.

Observação 3.2.2. Podemos combinar os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 para descobrir que

u(x, t) =

∫

Rn

Φ(x− y, t)u0(y)dy +

∫ t

0

∫

Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dyds

é, de acordo com as hipóteses sobre u0 e f como descrito acima, uma solução de

{

ut −∆u = f, em Rn × (0,∞)

u = u0, em Rn × {t = 0} .

3.3 A função de Green

A função de Green é uma ferramenta muito útil na resolução de Equações Dife-

renciais Parciais. Nesta seção, apresentaremos definições e propriedades que serão úteis

no decorrer do texto.

Consideremos a equação calor, com as condições iniciais e no bordo

ut −∆u = 0

u(x, 0) = f(x) para x ∈ Ω

u(x, t) = 0 para (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ]. (3.25)
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A função de Green associada a esse problema é obtida como solução do seguinte problema

Gt(x, t; ξ, τ)−∆G(x, t; ξ, τ) = δ(x− ξ)δ(t− τ) para x, ξ ∈ Ω, t > τ ∈ R,

G(x, t; ξ, τ) = 0 para x, ξ ∈ Ω, t < τ ∈ R,

G(x, t; ξ, τ) = 0 para x ∈ ∂Ω, ξ ∈ Ω, t, τ ∈ R.

No caso em que Ω = Rn a última condição de bordo é substitúıda pela seguinte condição:

G(x, t; ξ, τ) → 0 quando ||x|| → ∞ para ξ ∈ Ω, e t, τ ∈ R.

Se Ω = Rn, a função de Green G(x, t; ξ, τ) é dada por

G(x, t; ξ, τ) =







(t− τ)−n/2

2nπn/2
e−

|x−ξ|2

4(t−τ) , t > τ

0, t < τ.
(3.26)

Por outro lado, se Ω é um domı́nio limitado, a função de Green G(x, t; ξ, τ) pode

ser expressa através de uma expansão de autofunções, para vermos isto, consideremos o

seguinte problema de autovalores

∆φ+ λφ = 0 em Ω, φ = 0 em ∂Ω. (3.27)

É bem sabido que existe uma sequência positiva de autovalores λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤
λi ≤ · · · para (3.27) com λi → ∞ com i → ∞ cujo correspondente conjunto de auto-

funções reais {φ}∞i=1 é ortogonal e completo. Então a expansão da função em autofunções

(ver [20] pg. 213-214) é dada por

G(x, t; ξ, τ) =
∞
∑

i=1

φi(x)φi(ξ)e
−λi(t−τ),

e satisfaz a seguinte estimativa,

G(x, t; ξ, τ) ≤ (t− τ)−n/2

2nπn/2
e−

|x−ξ|2

4(t−τ) , ∀t > τ, e x, ξ ∈ Ω.

No caso em que Ω = Rn ou Ω é um domı́nio limitado do Rn a função de Green

G(x, t; ξ, τ) definida e cont́ınua para (x, t; ξ, τ) ∈ Ω × Ω × {0 < τ < T}, t > τ , é única,

positiva e para qualquer função f cont́ınua em Ω com suporte compacto, a função

u(x, t) =

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)f(ξ)dξ

é uma solução para o problema (3.25) em Ω× [0, T ].



28

3.4 Estimativas para a função de Green

Nesta seção, provaremos três lemas que serão importantes no desenvolvimento da

demonstração do Teorema central deste trabalho. Começamos provando estimativas para

as Lp-normas da função de Green associada a Equação do Calor num domı́nio limitado Ω

do Rn com a condição homogênea no bordo.

Seja B ( Ω a bola centrada na origem de raio R.

Lema 3.4.1. Seja 1 ≤ p <∞. Então existem constantes C1 e C2 tais que

sup
x∈Ω

||G(x, t; ξ, τ)||Lp(∂B,dσ(ξ)) ≤ C1(t− τ)
n−1
2p

−n
2 , (3.28)

sup
ξ∈∂B

||G(x, t; ξ, τ)||Lp(Ω,dx)) ≤ C2(t− τ)
n
2p

−n
2 , (3.29)

para todo 0 ≤ τ < t.

Demonstração. Tomemos ξ = zR onde z ∈ Sn−1, ξ ∈ ∂B e R é o raio da bola aberta B.

Então dσ(ξ) = Rn−1dσ(z). Além disso, sabemos que

G(x, t; ξ, τ) ≤ (t− τ)−n/2

2nπn/2
e−

|x−ξ|2

4(t−τ) .

Então

sup
x∈Ω

||G(x, t; ξ, τ)||Lp(∂B,dσ(ξ)) ≤ sup
x∈Rn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(t− τ)−n/2

2nπn/2
e−

|x−ξ|2

4(t−τ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lp(∂B,dσ(ξ))

(3.30)

= sup
x∈Rn

(

∫

∂B

((t− τ)−n/2

2nπn/2
e−

|x−ξ|2

4(t−τ)
)p
dσ(ξ)

)1/p

=
(t− τ)−n/2

2nπn/2
sup
x∈Rn

(

∫

∂B

e−
|x−ξ|2

4(t−τ)
pdσ(ξ)

)1/p

=
(t− τ)−n/2

2nπn/2
sup
x∈Rn

(

∫

Sn−1

e−
|x−Rz|2

4(t−τ)
pRn−1dσ(z)

)1/p

=
(t− τ)−n/2

2nπn/2
R

n−1
p sup

x∈Rn

(

∫

Sn−1

e−
|x−Rz|2

4(t−τ)
pdσ(z)

)1/p

(3.31)

Notemos que

∫

Sn−1

e−
|x−Rz|2

4(t−τ)
pdσ(z) é invariante por rotação em x pois a norma é preservada

por rotação. Então, podemos escolher uma direção para tomarmos o supremo da integral,

isto é, sup
x∈Rn

pode ser substitúıdo por sup
x∈A1

, onde

A1 = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn; x1 ≥ 0 e xi = 0, i 6= 1}.

Note ainda que o supremo sobre x ∈ A1∩Bc é atingindo em x ∈ ∂B; sendo assim, o valor

máximo da integral (3.31) é atingindo em algum x ∈ A1 ∩ B. Seja z = (z1, z2, . . . , zn) ∈
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Sn−1 e xd = (Rd, 0, . . . , 0), com 0 ≤ d ≤ 1, o ponto máximo correspondente. Assim,

temos

|xd −Rz|2 = 〈xd −Rz, xd −Rz〉
= 〈(Rd−Rz1,−Rz2, . . . ,−Rzn), (Rd−Rz1,−Rz2, . . . ,−Rzn)〉
= (Rd−Rz1)

2 +R2z22 + · · ·+R2z2n

= R2d2 − 2R2dz1 +R2z21 +R2z22 + · · ·+R2z2n

= R2(d2 − 2dz1 + z21 + · · ·+ z2n)

= R2(d2 − 2dz1 + 1)

= R2(d2 + 1)
(

1− 2d

d2 + 1
z1
)

≥ R2(1− |z1|). (3.32)

Portanto, o segundo membro de (3.31) pode ser majorado por

(t− τ)−n/2

2nπn/2
R

n−1
p sup

x∈A1∩B

(

∫

Sn−1

e−
|x−Rz|2

4(t−τ)
pdσ(z)

)1/p

=
(t− τ)−n/2

2nπn/2
R

n−1
p

(

∫

Sn−1

e−
|xd−Rz|2

4(t−τ)
pdσ(z)

)1/p

≤ (t− τ)−n/2

2nπn/2
R

n−1
p

(

∫

Sn−1

e−
R2(1−|z1|)p

4(t−τ) dσ(z)

)1/p

(3.33)

= C(t− τ)−
n
2R

n−1
p

(

∫ 1

−1

e−( R2p
4(t−τ)

)(1−|s|)(
√
1− s2)n−3ds

)1/p

, (3.34)

onde (3.34) foi obtida usando a mudança de variável no Apêndice D.3 de [14] em (3.33).

Trataremos agora a integral em (3.34) considerando dois casos:

Primeiro caso (n = 2):

Tomemos n = 2 em (3.34). Assim, obtemos

∫ 1

−1

e−( R2p
4(t−τ)

)(1−|s|)(
√
1− s2)n−3ds =

∫ 1

−1

e−( R2p
4(t−τ)

)(1−|s|)(
√
1− s2)−1ds

=

∫ 1

−1

e−(
R2p(1−|s|)

4(t−τ)
)(1− s2)

1
2
−1ds

= 2

∫ 1

0

e−(
R2p(1−s)
4(t−τ)

)(1− s2)−1/2ds, (3.35)

pois |s| é uma função par. Agora, observemos que 1 − s ≤ 1 − s2, ∀s ∈ [0, 1]; Então

(1− s2)−1 ≤ (1− s)−1, ∀s ∈ [0, 1); Portanto, a integral em (3.35) pode ser majorada por

2

∫ 1

0

e−(
R2p(1−s)
4(t−τ)

)(1− s2)−1/2ds ≤ 2

∫ 1

0

e−(
R2p(1−s)
4(t−τ)

)(1− s)−1/2ds.
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Fazendo a seguinte mudança de variável, u = α(1− s) onde α = R2p
4(t−τ)

, temos

2

∫ 1

0

e−(
R2p(1−s)
4(t−τ)

)(1− s)−1/2ds = 2
( R2p

4(t− τ)

)−1+ 1
2

∫
R2p

4(t−τ)

0

e−uu−
1
2du

≤ 2
( R2p

4(t− τ)

)− 1
2

∫ ∞

0

e−uu−
1
2du

= 2

(

4(t− τ)

R2p

)
1
2

Γ

(

1

2

)

= 4
(t− τ)

1
2

Rp
1
2

√
π

= C̃R−1(t− τ)1/2. (3.36)

Agora, a partir das estimativas (3.35) e (3.36) podemos concluir que para n = 2

CR
n−1
p (t− τ)−

n
2

(

∫ 1

−1

e−( R2p
4(t−τ)

)(1−|s|)(
√
1− s2)n−3ds

)1/p

≤ CR
n−1
p (t− τ)−

n
2

×
(

C̃R−1(t− τ)1/2
)1/p

= CC̃
1
pR

2−2
p (t− τ)−1+ 1

2p

= C1(t− τ)−1+ 1
2p . (3.37)

Segundo caso (n ≥ 3):

Observe que 1 + s ≤ 2 para s ≤ 1 e, portanto, uma estimativa para a integral em (3.34)

é dada por

∫ 1

−1

e−( R2p
4(t−τ)

)(1−|s|)(
√
1− s2)n−3ds = 2

∫ 1

0

e−( R2p
4(t−τ)

)(1−s)(
√

(1− s)(1 + s))n−3ds

≤ 2
n−3
2 2

∫ 1

0

e−( R2p
4(t−τ)

)(1−s)(1− s)
n−3
2 ds

= 2
n−1
2

∫ 1

0

e−( R2p
4(t−τ)

)(1−s)(1− s)
n−3
2 ds.

Usando o mesmo argumento de mudança de variável do caso n = 2, temos

2
n−1
2

∫ 1

0

e−( R2p
4(t−τ)

)(1−s)(1− s)
n−3
2 ds = 2

n−1
2

(

R2p

4(t− τ)

)−1−(n−3
2 ) ∫ R2p

4(t−τ)

0

e−uu
n−3
2 du

= 2
n−1
2

(

R2p

4(t− τ)

)−n−1
2
∫

R2p
4(t−τ)

0

e−uu
n−3
2 du

≤ 2
3(n−1)

2

(

(t− τ)

R2p

)
n−1
2
∫ ∞

0

e−uu
n−3
2 du

= CR−(n−1)(t− τ)
n−1
2

∫ ∞

0

e−uu
n−3
2 du

= CR−(n−1)(t− τ)
n−1
2 . (3.38)
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Portanto, a estimativa (3.38) implica

C(t− τ)−
n
2R

n−1
p

(
∫ 1

−1

e−( R2p
4(t−τ)

)(1−|s|)(
√
1− s2)n−3ds

)1/p

≤ C1(t− τ)
(n−1)

2p
−n

2 . (3.39)

Assim, a estimativa (3.28) segue das estimativas (3.31), (3.34) e (3.37) para n = 2 e de

(3.31), (3.34) e (3.39) para n ≥ 3.

Agora, provaremos a desigualdade (3.29). Usando novamente a estimativa da função de

Green, temos

‖G(x, t; ξ, τ)‖Lp(Ω,dx) ≤ sup
ξ∈∂B

∥

∥

∥

∥

(t− τ)−
n
2

2nπn/2
e−

|x−ξ|2

4(t−τ)

∥

∥

∥

∥

Lp(Ω,dx)

≤ sup
ξ∈∂B

∥

∥

∥

∥

(t− τ)−
n
2 e−

|x−ξ|2

4(t−τ)

∥

∥

∥

∥

Lp(Rn,dx)

= (t− τ)−
n
2 sup
ξ∈∂B

(
∫

Rn

e−
|x−ξ|2

4(t−τ)
p

)1/p

= C2(t− τ)
n
2p

−n
2 .

Lema 3.4.2. Sejam 1 < d ≤ r̃, q̃ <∞. Então existem constantes C3, C4 tais que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

G(x, t; ξ, τ)ϕ(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lr̃(Ω,dx)

≤ C3(t− τ)−
n
2

(

1
d
− 1

r̃

)

||ϕ||Ld(Ω), (3.40)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

G(x, t; ξ, τ)ϕ(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lq̃(∂B,dσ(x))

≤ C4(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2

(

1
d
− 1

q̃

)

×max
{

1, (t− τ)
1
2

(

1
q̃
− 1

d
+1
)

}

||ϕ||Ld(Ω)(3.41)

para todo 0 ≤ τ < t e ϕ ∈ Ld(Ω).

Demonstração. Observemos que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

G(x, t; ξ, τ)ϕ(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lr̃(Ω)

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Rn

(t− τ)−
n
2 e−

|x−ξ|2

4(t−τ) |XΩ(ξ)ϕ(ξ)|dξ
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lr̃(Ω)

.

Seja 1 ≤ l <∞ tal que
1

r̃
=

1

l
+

1

d
− 1; Então usando a desigualdade de Young, temos

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Rn

(t− τ)−
n
2 e−

|x−ξ|2

4(t−τ) |XΩ(ξ)ϕ(ξ)|dξ
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lr̃(Ω)

≤ C

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(t− τ)−
n
2 e−

|x|2

4(t−τ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ll(Rn)

||XΩϕ||Ld(Rn).

Usando agora a estimativa (3.41) do Lema 3.4.1, temos

C

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(t− τ)−
n
2 e−

|x|2

4(t−τ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ll(Rn)

||XΩϕ||Ld(Rn) ≤ C3(t− τ)−
n
2
+ n

2l‖ϕ‖Ld(Ω)

= C3(t− τ)−
n
2
(− 1

l
+1)‖ϕ‖Ld(Ω)

= C3(t− τ)−
n
2
( 1
d
− 1

r̃
)‖ϕ‖Ld(Ω).
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Para provar a estimativa (3.14), tomamos desta vez
1

q̃
=

1

l
+

1

d
− 1. Do Lema 3.4.1,

sabemos que a integral sobre Ω da função de Green é limitada. Portanto, usando o

Teorema 2.1.1, temos

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

G(x, t; ξ, τ)ϕ(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lq̃(∂B,dσ(x))

≤ Cmax

{

sup
ξ∈Ω

||G(x, t; ξ, τ)||Ll(∂B,dσ(x)), sup
x∈∂B

||G(x, t; ξ, τ)||Ll(Ω,dx)

}

||ϕ||Ld(Ω)

≤ Cmax
{

C1(t− τ)
n−1
2l

−n
2 , C2(t− τ)

n
2l
−n

2

}

||ϕ||Ld(Ω)

≤ C4 max
{

(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 (1− 1

l ), (t− τ)−
n
2 (1−

1
l )
}

||ϕ||Ld(Ω)

≤ C4 max
{

(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 ( 1

d
− 1

q̃ ), (t− τ)−
n
2 (

1
d
− 1

q̃ )
}

||ϕ||Ld(Ω)

= C4 max
{

1, (t− τ)
1
2(

1
q̃
− 1

d
+1)
}

(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 ( 1

d
− 1

q̃ )||ϕ||Ld(Ω).

Lema 3.4.3. Sejam 1 < d ≤ q̃, r̃ <∞. Então existem constantes C5, C6 tais que

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)ϕ(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lr̃(Ω,dx)

≤ C5 max
{

1, (t− τ)
1
2

(

1
r̃
− 1

d
+1
)

}

×(t− τ)−
1
2
−n−1

2

(

1
d
− 1

r̃

)

||ϕ||Ld(∂B), (3.42)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)ϕ(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lq̃(∂B,dσ(x))

≤ C6(t− τ)−
1
2
−n−1

2

(

1
d
− 1

q̃

)

||ϕ||Ld(∂B), (3.43)

para todo 0 ≤ τ < t e ϕ ∈ Ld(∂B).

Demonstração. Tomemos 1 ≤ l < ∞ satisfazendo
1

r̃
=

1

l
+

1

d
− 1. Aplicando o Teorema

2.1.1 e o Lema 3.4.1 obtemos,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)ϕ(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lr̃(∂B,dσ(x))

≤ Cmax

{

sup
x∈Ω

||G(x, t; ξ, τ)||Ll(∂B,dσ(ξ), sup
ξ∈∂B

||G(x, t; ξ, τ)||Ll(Ω,dx))

}

||ϕ||Ld(∂B)

≤ Cmax
{

C1(t− τ)
n−1
2l

−n
2 , C2(t− τ)

n
2l
−n

2

}

||ϕ||Ld(∂B)

≤ C5 max
{

(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 (1− 1

l ), (t− τ)−
n
2 (1−

1
l )
}

||ϕ||Ld(∂B)

≤ C5 max
{

(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 ( 1

d
− 1

r̃ ), (t− τ)−
n
2 (

1
d
− 1

r̃ )
}

||ϕ||Ld(∂B)

= C5 max
{

1, (t− τ)
1
2(

1
r̃
− 1

d
+1)
}

(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 ( 1

d
− 1

r̃ )||ϕ||Ld(∂B).
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Agora para provar a estimativa (3.16), tomamos
1

q̃
=

1

l
+

1

d
− 1, e usando novamente o

Teorema 2.1.1, temos

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)ϕ(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lq̃(∂B,dσ(x))

≤ Cmax

{

sup
x∈∂B

||G(x, t; ξ, τ)||Ll(∂B,dσ(ξ)), sup
ξ∈∂B

||G(x, t; ξ, τ)||Ll(∂B,dσ(ξ))

}

||ϕ||Ld(∂B).

Observe que ∂B ⊂ Ω, pois B ⊂ Ω e além disso, G(x, t; ξ, τ) é uma função cont́ınua em

seus argumentos. Portanto,

Cmax

{

sup
x∈∂B

||G(x, t; ξ, τ)||Ll(∂B,dσ(ξ)), sup
ξ∈∂B

||G(x, t; ξ, τ)||Ll(∂B,dσ(ξ))

}

||ϕ||Ld(∂B)

≤ Cmax

{

sup
x∈Ω

||G(x, t; ξ, τ)||Ll(∂B,dσ(ξ)), sup
ξ∈Ω

||G(x, t; ξ, τ)||Ll(∂B,dσ(ξ))

}

||ϕ||Ld(∂B)

≤ Cmax
{

C1(t− τ)
n−1
2l

−n
2 , C1(t− τ)

n−1
2l

−n
2

}

||ϕ||Ld(∂B)

= C6(t− τ)
n−1
2l

−n
2 ||ϕ||Ld(∂B)

= C6(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 (1− 1

l )||ϕ||Ld(∂B)

= C6(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 ( 1

d
− 1

q̃ )||ϕ||Ld(∂B).



Caṕıtulo 4

A Equação do Calor Semilinear com

uma Fonte Não-Linear Localizada

Seja T > 0 e Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado com fronteira suave ou o espaço todo

Rn, n ≥ 2. Consideremos a bola aberta B = {x ∈ Rn; |x| < R} de raio R, centrada

na origem com fronteira ∂B e tal que B ( Ω. Consideremos também XB(x) a função

caracteŕıstica do conjunto B e seja ν(x) o vetor normal unitário em x ∈ ∂B apontando

para dentro da bola. Estamos interessados em estudar o problema de valor inicial para a

equação do calor com uma fonte localizada não linear:







ut −∆u =
∂XB(x)

∂ν
f(u(x, t)) em Ω× (0, T ]

u(x, 0) = u0(x) em Ω
(4.1)

complementado com a condição homogênea no bordo

{

u(x, t) = 0 em ∂Ω× (0, T ], ou

u(x, t) → 0 quando |x| → ∞, 0 < t ≤ T,
(4.2)

dependendo do tipo de domı́nio Ω. Em (4.1), o vetor normal ν(x) pode ser estendido a

um campo de vetores definido em todo espaço Ω, consulte [7].

Neste caṕıtulo estudaremos a existência e unicidade de soluções para a equação

(4.1) e a condição no bordo (4.2) usando o argumento do ponto fixo de Banach. Assu-

miremos que u0 ∈ Lr(Ω), isto nos permite considerar uma classe maior de dados inici-

ais e assim, somos capazes de tomar dados não cont́ınuos. Assumiremos também que

f : R −→ R satisfaz

f(0) = 0 e |f(a2)− f(a1)| ≤ η|a2 − a1|
(

|a2|ρ−1 + |a1|ρ−1
)

para todo a1, a2 ∈ R onde 0 < ρ < ∞ e η é uma constante positiva. Esta escolha f é

motivada pela correspondência com a Equação do Calor não homogênea.

34
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Usando o Prinćıpio de Duhamel, integração por partes e o Teorema da Di-

vergência, obtemos a formulação integral para o problema (4.1)-(4.2):

u(x, t) =

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ +

∫ t

0

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)f(u(ξ, τ))dξdτ. (4.3)

Agora, descrevemos o espaço funcional onde provaremos a existência de solução

para o problema (4.1)-(4.2). Em vista da formulação integral (4.3) e da natureza da fonte

não linear localizada
∂XB(x)

∂ν
, precisamos de um espaço que incluem informações sobre

u restrita ao bordo de B. De acordo com nosso interesse de tomar dados u0 ∈ Lr(Ω),

consideraremos um espaço sem exigir regularidade positiva. Sejam 1 < q, b <∞ e B ( Ω

como acima. Considere os espaços de medidas (Ω,LΩ, dx) e (∂B,L∂B, dσ), onde dx é

a medida de Lebesgue em Rn e dσ é a medida (n − 1)-Hausdorff em ∂B. Seja A o

conjunto das funções f : Ω → R tal que f e f |∂B são funções mensuráveis em LΩ e L∂B,

respectivamente. Para f, g ∈ A definimos a seguinte relação de equivalência, f ∼ g se,

e somente se, f(x) = g(x) q.t.p. em (Ω,LΩ, dx) e f |∂B = g|∂B q.t.p. em (∂B,L∂B, dσ).

Definimos o espaço Xb,q como o conjunto de todas f ∈ A/ ∼ tal que

||f ||Xb,q
=

(
∫

Ω

|f(x)|bdx
)

1
b

+

(
∫

∂B

|f(x)|qdσ(ξ)
)

1
q

(4.4)

= ||f ||Lb(Ω) + ||f ||Lq(∂B) <∞.

O espaço Xb,q com a norma (4.4) pode ser identificado isometricamente isomorfo com o

espaço Lb(Ω)× Lq(∂B) e que o par (Xb,q, ||f ||Xb,q
) é um espaço de Banach.

Definimos agora, o espaço funcional dependente do tempo, onde procuraremos por

soluções para a expressão (4.3). Denotamos α = 1
2
+ n−1

2

(

1
r
− 1

q

)

, para 1 < r, q, b < ∞.

Sejam β ≥ 0 e εr,Tb,q o espaço de Banach das funções mensuráveis u : (0, T ) → Xb,q

Bochner-integráveis tal que

tβ ∈ C((0, T );Lb(Ω)) e tα ∈ C((0, T ) : Lq(∂B)),

equipado com a norma

||u||εr,Tb,q
= sup

0<t<T
tβ||u(·, t)||Lb(Ω) + sup

0<t<T
tα||u(·, t)||Lq(∂B).

Na sequência, provaremos que o problema de valor inicial (4.1)-(4.2) admite

solução.
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Teorema 4.0.1 (FERREIRA;VILLAMIZAR-ROA). Suponha que n ≥ 2, 1 < r < b, q <

∞ e 1 < ρ < min
{

1
α
, 2r+n−1

r+n−1
, q
(

1
n−1

+ 1
b

)}

com β ≥ n
2

(

1
r
− 1

b

)

e β >
(

r+n−1
2r

ρ − b+n−1
2b

)

.

Seja f : R → R satisfazendo f(0) = 0 e |f(a2) − f(a1)| ≤ η|a2 − a1|
(

|a2|ρ−1 + |a1|ρ−1
)

para todo a1, a2 ∈ R e u0 ∈ Lr(Ω). Então,

i) (Existência e Unicidade): Existe T ∗ = T ∗(u0) > 0 e uma única solução u para o

problema (4.3) pertencendo a εr,T
∗

b,q .

ii) (Dependência cont́ınua das condições iniciais): Se u0(x) e v0(x) são condições ini-

ciais em Lr(Ω), então as respectivas soluções u(x, t) e v(x, t) satisfazem

||u− v||
εr,T

∗

b,q
≤ C||u0 − v0||Lr(Ω)

iii) (Positividade): Assumindo que f(z) ≥ 0 onde z ≥ 0. Se u0 ≥ 0 q.t.p. em Ω, então

u(x, t) ≥ 0 q.t.p em Ω e t ∈ (0, T ∗).

4.1 Existência e Unicidade

Para provar a existência de solução em εr,Tb,q , usaremos o argumento de contração

para encontrarmos um ponto fixo. Para u ∈ εr,Tb,q , seja Φ : εr,Tb,q → εr,Tb,q um operador linear

definido por

Φ(u)(x, t) =

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ +

∫ t

0

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)f(u(ξ, τ))dξdτ. (4.5)

Portanto,

||Φ(u)(·, t)||Lb(Ω) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ +

∫ t

0

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)f(u(ξ, τ))dξdτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lb(Ω)

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lb(Ω)

+

∫ t

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)f(u(ξ, τ))dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lb(Ω)

dτ.
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Sabendo que 1 < r, q
ρ
< b, q < ∞, então podemos usar as estimativas (3.40) e (3.42) do

Lema 3.4.2 e Lema 3.4.3, respectivamente, na desigualdade acima; Logo,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lb(Ω)

+

∫ t

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)f(u(ξ, τ))dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lb(Ω)

dτ

≤ C3t
−n

2

(

1
r
− 1

b

)

||u0||Lr(Ω)

+C5

∫ t

0

max
{

1, (t− τ)
1
2(

1
b
− ρ

q
+1)
}

(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 ( ρ

q
− 1

b )||f(u(τ))||
L

q
ρ (∂B)

dτ

≤ C3t
−βtβ−

n
2

(

1
r
− 1

b

)

||u0||Lr(Ω)

+C5 max
{

1, t
1
2(

1
b
− ρ

q
+1)
}

∫ t

0

(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 ( ρ

q
− 1

b )||u(τ)||ρLq(∂B)dτ

≤ C3t
−βtβ−

n
2

(

1
r
− 1

b

)

||u0||Lr(Ω)

+C5 max
{

1, t
1
2(

1
b
− ρ

q
+1)
}

∫ t

0

(t− τ)−
1
2
−

(n−1)
2 ( ρ

q
− 1

b )τ−ραdτ

×
(

sup
0<τ<t

τα||u(τ)||Lq(∂B)

)ρ

(4.6)

≤ C3t
−βtβ−

n
2

(

1
r
− 1

b

)

||u0||Lr(Ω)

+C̃1C5 max
{

1, t
1
2(

1
b
− ρ

q
+1)
}

t−βt
1
2
+β−ρα−

(n−1)
2 ( ρ

q
− 1

b )
(

sup
0<τ<t

τα||u(τ)||Lq(∂B)

)ρ

,(4.7)

onde em (4.6) usamos o fato de que ρ < q
(

1
n−1

+ 1
b

)

. temos −1
2
− n−1

2

(

ρ
q
− 1

b

)

> −1 e de

ρ < α−1, temos que −ρα > −1. Portanto, podemos usar o fato de que
∫ t

0
(t− τ)δ1τ δ2dτ =

Ct1+δ1+δ2 para δi > −1 e obter a desigualdade (4.7). Assim, temos que

tβ||Φ(u)(·, t)||Lb(Ω) ≤ C3t
β−n

2

(

1
r
− 1

b

)

||u0||Lr(Ω)

+C̃1C5 max
{

1, t
1
2(

1
b
− ρ

q
+1)
}

t
1
2
+β−ρα−

(n−1)
2 ( ρ

q
− 1

b )

×
(

sup
0<τ<t

τα||u(τ)||Lq(∂B)

)ρ

. (4.8)

Observemos que ρ < q
(

1
n−1

+ 1
b

)

e β ≥ n
2

(

1
r
− 1

b

)

implicam, respectivamente, que

1

2

(

1

b
− ρ

q
+ 1

)

> 0 e
1

2
+ β − n− 1

2

(

ρ

q
− 1

b

)

> 0.

Portanto, podemos tomar o supremo na desigualdade (4.8) com 0 < t < T ; logo,

sup
0<t<T

tβ||Φ(u)(·, t)||Lb(Ω) ≤ C3T
β−n

2

(

1
r
− 1

b

)

||u0||Lr(Ω)

+C̃1C5 max
{

1, T
1
2(

1
b
− ρ

q
+1)
}

T
1
2
+β−ρα−

(n−1)
2 ( ρ

q
− 1

b )

×
(

sup
0<t<T

tα||u(t)||Lq(∂B)

)ρ

. (4.9)
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Por outro lado, observemos que

||Φ(u)(·, t)||Lq(∂B) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ +

∫ t

0

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)f(u(ξ, τ))dξdτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lq(∂B)

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lq(∂B)

+

∫ t

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)f(u(ξ, τ))dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lq(∂B)

dτ,

e como ρα < 1 segue que 1 <
q

ρ
< q <∞. Então, a partir das estimativas (3.41) e (3.43)

do Lema 3.4.2 e Lema 3.4.3, respectivamente, aplicadas na desigualdade acima, obtemos
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lq(∂B)

+

∫ t

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)f(u(ξ, τ))dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lq(∂B)

dτ

≤ C4 max
{

1, t
1
2

(

1
q
− 1

r
+1
)

}

t−
1
2
−

(n−1)
2

(

1
r
− 1

q

)

||u0||Lr(Ω)

+C6

∫ t

0

(t− τ)−
1
2
−n−1

2

(

ρ
q
− 1

q

)

||f(u(τ))||
L

q
ρ (∂B)

dτ

≤ C4 max
{

1, t
1
2

(

1
q
− 1

r
+1
)

}

t−α||u0||Lr(Ω) + C6

∫ t

0

(t− τ)−
1
2
−n−1

2

(

ρ
q
− 1

q

)

||u(τ)||ρLq(∂B)dτ

C4 max
{

1, t
1
2

(

1
q
− 1

r
+1
)

}

t−α||u0||Lr(Ω)

+C6

(
∫ t

0

(t− τ)−
1
2
−n−1

2

(

ρ
q
− 1

q

)

τ−ραdτ

)(

sup
0<τ<t

||u(τ)||Lq(∂B)

)ρ

≤ C4 max
{

1, t
1
2

(

1
q
− 1

r
+1
)

}

t−α||u0||Lr(Ω)

+C̃2C6t
−αt

1
2
−(ρ−1)α−

(n−1)
2

(

ρ−1
q

)

(

sup
0<τ<t

||u(τ)||Lq(∂B)

)ρ

,

logo,

tα||Φ(u)(·, t)||Lq(∂B) ≤ C4 max
{

1, t
1
2

(

1
q
− 1

r
+1
)

}

||u0||Lr(Ω)

+C̃2C6t
1
2
−(ρ−1)α−

(n−1)
2

(

ρ−1
q

)

(

sup
0<τ<t

||u(τ)||Lq(∂B)

)ρ

, (4.10)

Agora, observemos que α < 1
ρ
< 1 e ρ < 2r+n−1

r+n−1
. Assim, temos que

1

2

(

1

q
− ρ

r
+ 1

)

> 0 e
1

2
− (ρ− 1)α− (n− 1)

2

(

ρ− 1

q

)

> 0.

Portanto, podemos tomar o supremo na desigualdade (4.10) com 0 < t < T ; logo,

sup
0<t<T

tα||Φ(u)(·, t)||Lq(∂B) ≤ C4 max
{

1, T
1
2

(

1
q
− 1

r
+1
)

}

||u0||Lr(Ω)

+C̃2C6T
1
2
−(ρ−1)α−

(n−1)
2

(

ρ−1
q

)

(

sup
0<t<T

||u(t)||Lq(∂B)

)ρ

. (4.11)

Seja Λ ∈ R fixado tal que Λ = C̃(T )||u0||Lr(Ω) e consideremos a bola fechada

B2Λ =
{

u ∈ εr,Tb,q ; ||u||εr,Tb,q
≤ 2Λ

}

,
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onde C̃(T ) = C3T
β−n

2

(

1
r
− 1

b

)

+ C4 max
{

1, T
1
2

(

1
q
− 1

r
+1
)

}

> 0. Denotamos

K(T ) = C̃1C5 max
{

1, T
1
2(

1
b
− ρ

q
+1)
}

T
1
2
+β−ρα−

(n−1)
2 ( ρ

q
− 1

b )

+C̃2C6T
1
2
−(ρ−1)α−

(n−1)
2

(

ρ−1
q

)

:= K1(T ) +K2(T ), (4.12)

onde as constantes C̃1, C̃2, C5 e C6 são das desigualdades (4.9) e (4.11). Então,

||Φ(u)(·, t)||εr,Tb,q
≤ sup

0<t<T
tβ||Φ(u)(·, t)||Lb(Ω) + sup

0<t<T
tα||Φ(u)(·, t)||Lq(∂B)

≤ C3T
β−n

2

(

1
r
− 1

b

)

||u0||Lr(Ω)

+C̃1C5 max
{

1, T
1
2(

1
b
− ρ

q
+1)
}

T
1
2
+β−ρα−

(n−1)
2 ( ρ

q
− 1

b )

×
(

sup
0<t<T

tα||u(t)||Lq(∂B)

)ρ

+C4 max
{

1, T
1
2

(

1
q
− 1

r
+1
)

}

||u0||Lr(Ω)

+C̃2C6T
1
2
−(ρ−1)α−

(n−1)
2

(

ρ−1
q

)

(

sup
0<t<T

||u(t)||Lq(∂B)

)ρ

≤ C̃(T )||u0||Lr(Ω) +K(T )

(

sup
0<t<T

||u(t)||Lq(∂B)

)ρ

≤ 2C̃(T )||u0||Lr(Ω) = 2Λ, (4.13)

provando assim que para T > 0 suficientemente pequeno temos u ∈ B2Λ, e portanto

Φ(B2Λ) ⊂ B2Λ. Agora, basta provarmos que a restrição de Φ sobre B2Λ é uma contração.

Para provar isto, tome u, v ∈ B2Λ, logo,

||Φ(u)(·, t) + Φ(v)(·, t)||Lb(Ω) ≤
∥

∥

∥

∥

∫ t

0

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)|(f(u)− f(v))(ξ, τ)|dξdτ
∥

∥

∥

∥

Lb(Ω)

≤
∫ t

0

∥

∥

∥

∥

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)|(f(u)− f(v))(ξ, τ)|dξ
∥

∥

∥

∥

Lb(Ω)

dτ

≤ C

∫ t

0

∥

∥

∥

∥

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)|u(ξ, τ)− v(ξ, τ)|
(

|u(ξ, τ)|ρ−1 + |v(ξ, τ)|ρ−1
)

dξ

∥

∥

∥

∥

Lb(Ω)

dτ (4.14)

usando a estimativa (3.42) do Lema 3.4.3 em (4.14), obtemos

||Φ(u)(·, t) + Φ(v)(·, t)||Lb(Ω)

≤
∫ t

0

(

C5 max
{

1, (t− τ)
1
2

(

1
b
− ρ

q
+1
)

}

(t− τ)−
1
2
−n−1

2

(

ρ
q
− 1

b

)

×
∥

∥|u(τ)− v(τ)|
(

|u(τ)|ρ−1 + |v(τ)|ρ−1
)∥

∥

L
q
ρ (∂B)

)

dτ, (4.15)
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note que,

∥

∥|u(τ)− v(τ)|
(

|u(τ)|ρ−1 + |v(τ)|ρ−1
)∥

∥

L
q
ρ (∂B)

=

(
∫

∂B

|u(τ)− v(τ)|
q
ρ
(

|u(τ)|ρ−1 + |v(τ)|ρ−1
)

q
ρ dσ(x)

)
ρ
q

(4.16)

≤
(

(
∫

∂B

|u(τ)− v(τ)|
q
ρ
ρdσ(x)

)
1
ρ
(
∫

∂B

(

|u(τ)|ρ−1 + |v(τ)|ρ−1
)

q
ρ

ρ
ρ−1 dσ(x)

)
ρ−1
ρ

)

ρ
q

= ‖u(τ)− v(τ)‖Lq(∂B)

(
∫

∂B

(

|u(τ)|ρ−1 + |v(τ)|ρ−1
)

q
ρ−1 dσ(x)

)
ρ−1
q

= ‖u(τ)− v(τ)‖Lq(∂B)

∥

∥|u(τ)|ρ−1 + |v(τ)|ρ−1
∥

∥

L
q

ρ−1 (∂B)

≤ ‖u(τ)− v(τ)‖Lq(∂B)

(

∥

∥u(τ)ρ−1
∥

∥

L
q

ρ−1 (∂B)
+
∥

∥v(τ)ρ−1
∥

∥

L
q

ρ−1 (∂B)

)

= ‖u(τ)− v(τ)‖Lq(∂B)

(

‖u(τ)‖ρ−1
Lq(∂B) + ‖v(τ)‖ρ−1

Lq(∂B)

)

, (4.17)

onde em (4.16) usamos a Desigualdade de Hölder com ρ e ρ
ρ−1

sendo os conjugados de

Lebesgue. Combinando a desigualdade (4.17) com (4.15) obtemos,

||Φ(u)(·, t) + Φ(v)(·, t)||Lb(Ω)

≤
∫ t

0

(

C5 max
{

1, (t− τ)
1
2

(

1
b
− ρ

q
+1
)

}

(t− τ)−
1
2
−n−1

2

(

ρ
q
− 1

b

)

×‖u(τ)− v(τ)‖Lq(∂B)

(

‖u(τ)‖ρ−1
Lq(∂B) + ‖v(τ)‖ρ−1

Lq(∂B)

)

)

dτ

≤ C5 max
{

1, t
1
2

(

1
b
− ρ

q
+1
)

}

∫ t

0

(

(t− τ)−
1
2
−n−1

2

(

ρ
q
− 1

b

)

τ−ρατ ρα

×‖u(τ)− v(τ)‖Lq(∂B)

(

‖u(τ)‖ρ−1
Lq(∂B) + ‖v(τ)‖ρ−1

Lq(∂B)

)

)

dτ

≤ C5 max
{

1, t
1
2

(

1
b
− ρ

q
+1
)

}

(
∫ t

0

(t− τ)−
1
2
−n−1

2

(

ρ
q
− 1

b

)

τ−ραdτ

)(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

×
[

(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)‖Lq(∂B)

)ρ−1

+

(

sup
0<t<T

tα ‖v(t)‖Lq(∂B)

)ρ−1
]

≤ K1(T )t
−β
[

(2Λ)ρ−1 + (2Λ)ρ−1
]

(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

= t−β2ρK1(T )Λ
ρ−1

(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

,

portanto,

tβ||Φ(u)(·, t) + Φ(v)(·, t)||Lb(Ω) ≤ 2ρK1(T )Λ
ρ−1

(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

. (4.18)
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Analogamente, temos

||Φ(u)(·, t) + Φ(v)(·, t)||Lq(∂B)

≤ C6

∫ t

0

(t− τ)−
1
2
−n−1

2 ( ρ−1
q ) ‖u− v‖Lq(∂B)

(

‖u‖ρ−1
Lq(∂B) + ‖v‖ρ−1

Lq(∂B)

)

dτ

≤ C6

(
∫ t

0

(t− τ)−
1
2
−n−1

2 ( ρ−1
q )τ−ραdτ

)(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

×
[

(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)‖Lq(∂B)

)ρ−1

+

(

sup
0<t<T

tα ‖v(t)‖Lq(∂B)

)ρ−1
]

≤ t−αK2(T )

(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

[

(2Λ)ρ−1 + (2Λ)ρ−1
]

= t−α2ρK2(T )Λ
ρ−1

(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

,

e assim, obtemos que

tα||Φ(u)(·, t) + Φ(v)(·, t)||Lq(∂B) ≤ 2ρK2(T )Λ
ρ−1

(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

. (4.19)

Somando as estimativas (4.18) e (4.19) e usando (4.12), obtemos

tβ||Φ(u)(·, t) + Φ(v)(·, t)||Lb(Ω) + tα||Φ(u)(·, t) + Φ(v)(·, t)||Lq(∂B)

≤ 2ρK(T )Λρ−1

(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

≤ 2ρK(T )Λρ−1

(

sup
0<t<T

tβ ‖u(t)− v(t)‖Lb(Ω) + sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

.

Portanto,

||Φ(u)(·, t) + Φ(v)(·, t)||εr,Tb,q
≤ 2ρK(T )Λρ−1 ‖u(t)− v(t)‖εr,Tb,q

. (4.20)

Tomando T = T ∗ > 0 suficientemente pequeno tal que 2ρK(T )Λρ−1 < 1, conclúımos a

partir de (4.20) que Φ : B2Λ → B2Λ é uma contração. Assim, Φ admite um único ponto

fixo em B2Λ o qual é solução de (4.3) em εr,T
∗

b,q .

4.2 Dependência Cont́ınua em relação aos Dados Ini-

ciais

Suponhamos que u, v ∈ εr,T
∗

b,q sejam duas soluções de (4.3) associadas aos dados

iniciais u0 e v0 respectivamente, então

u(x, t)− v(x, t) =

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)(u0 − v0)(ξ)dξ

+

∫ t

0

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)(f(u)− f(v)(ξ, τ))dξdτ,
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logo,

‖u(x, t)− v(x, t)‖
εr,T

∗

b,q
≤

∥

∥

∥

∥

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)(u0 − v0)(ξ)dξ

∥

∥

∥

∥

εr,T
∗

b,q

+

∥

∥

∥

∥

∫ t

0

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)(f(u)− f(v)(ξ, τ))dξdτ

∥

∥

∥

∥

εr,T
∗

b,q

. (4.21)

Usando os mesmos argumentos usados para provar as estimativas (4.18) e (4.19), obtemos

que

∥

∥

∥

∥

∫ t

0

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)(f(u)− f(v)(ξ, τ))dξdτ

∥

∥

∥

∥

εr,T
∗

b,q

≤ 2ρK(T ∗)Λρ−1

×
(

sup
0<t<T

tα ‖u(t)− v(t)‖Lq(∂B)

)

≤ 2ρK(T ∗)Λρ−1 ‖u− v‖
εr,T

∗

b,q
, (4.22)

onde K(T ∗) é definido em (4.12) e 2ρK(T ∗)Λρ−1 < 1.

Por outro lado,
∥

∥

∥

∥

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)(u0 − v0)(ξ)dξ

∥

∥

∥

∥

εr,T
∗

b,q

= sup
0<t<T ∗

tβ
∥

∥

∥

∥

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)(u0 − v0)(ξ)dξ

∥

∥

∥

∥

Lb(Ω)

+ sup
0<t<T ∗

tα
∥

∥

∥

∥

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)(u0 − v0)(ξ)dξ

∥

∥

∥

∥

Lq(∂B)

≤ T ∗βC3T
∗−n

2

(

1
r
− 1

b

)

||u0 − v0||Lr(Ω)

+T ∗αC4T
∗− 1

2
−

(n−1)
2

(

1
r
− 1

q

)

×max
{

1, T ∗ 1
2

(

1
q
− 1

r
+1
)

}

||u0 − v0||Lr(Ω). (4.23)

Como α = 1
2
+ (n−1)

2

(

1
r
− 1

q

)

segue de (4.21) - (4.23) que

||u− v||
εr,T

∗

b,q
≤
C3T

∗−n
2

(

1
r
− 1

b

)

+ C4 max
{

1, T ∗ 1
2

(

1
q
− 1

r
+1
)

}

1− 2ρK(T ∗)Λρ−1
||u0 − v0||Lr(Ω),

provando a dependência cont́ınua em relação aos dados iniciais.

4.3 Positividade

A existência da solução u ∈ εr,T
∗

b,q para (4.3) foi obtida através do argumento do

ponto fixo para contrações. Portanto, u é limite de uma sequência de iteradas, isto é,

u1(x, t) =

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ

uk+1(x, t) =

∫

Ω

G(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ +

∫ t

0

∫

∂B

G(x, t; ξ, τ)f(uk(ξ, τ))dξdτ, k ∈ N.
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Como a função de Green G(x, t; ξ, τ) > 0 para todo (x, t) ∈ Ω × (τ, T ]. Segue que

u1(x, t) ≥ 0, assumindo que uk(x, t) ≥ 0 para k ∈ N, conclúımos usando indução sobre k

que uk+1(x, t) ≥ 0 pois f(z) ≥ 0 para z ≥ 0. Assim, o limite u da sequência uk verifica

u(x, t) ≥ 0 pois a convergência na norma ‖ · ‖
εr,T

∗

b,q
preserva positividade.
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