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Resumo

Neste trabalho, dissertamos sobre o artigo “A Semilinear Heat Equation with
a Localized Nonlinear Source and Non-continuos Initial Data” devido a Lucas Ferreira
e Elder Villamizar-Roa. Neste artigo eles consideram o problema de Cauchy para a
Equagao do Calor semilinear com um termo nao linear apresentando uma fonte nao linear
centrada em uma regiao fechada de um dominio espacial. Nestas condigoes, eles provam
que este problema admite solucao local e que esta solucao depende continuamente dos

dados iniciais e é positiva.

Palavras-chave: Equacao do Calor semilinear, Funcao de Green, Existéncia e unicidade.



Abstract

In this paper, we discussed the article "The Semilinear Heat Equation with a
Localized Nonlinear Source and Non-Continuous Initial Data”due to Lucas Ferreira and
Elder Villamizar-Roa. In this paper they consider the Cauchy problem for the Semili-
near Heat Equation with a nonlinear term presenting a nonlinear source centered on a
closed region of a spatial domain. Under these conditions, they prove that this problem
admits local solution and that this solution depends continuously on the initial data and

is positive.

Keywords: Nonlinear heat equation; Green function, Existence and uniqueness.
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Notacao

X4 funcdo caracteristica definida por X4(x) = 1,sex € Ae Xy(x) =0,se v ¢ A;
E o fecho do subconjunto E no espaco topolégico X

) dominio limitado do R";

Ur = (0,T] x £

C:#(Ur) ={u:Ur = R;u, Dyu, D?u,u; € C(Ur)};

Q fecho de © em RV;

w CC sew Cew compacto;

8u—u—@—d—u'

N T
ou

U = Uy, .

N g2
A — .

; o3’
Ce(Q) = C.(2,R) ou C.(Q,C);

Cb(Q) = Cb(Q,R) ou Cb(Q, C),

C(Q) o espago das funcdes continuas Q@ — R (ou Q — C). C(Q) é um espago

de Banach munido com a norma L°°;

D(2) = C(2) o espago de Fréchet de C* das fungoes 2 — R (ou 2 — C) com

suporte compacto em {2, equipado com a topologia da convergéncia uniforme com todas
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as derivadas com subconjuntos compactos em €2;

Co(Q)) o fecho de D(Q) em L>®(Q);

D'(Q2) o espago das distribui¢oes em €2, sendo o dual topoldgico de D(S);



Capitulo 1
Introducao

As Equacoes Diferenciais Parciais tém um papel relevante na ligacao e interacao
com outras Ciéncias, desde sua origem em problemas ligados a Fisica e recentemente como
ferramenta indispensavel a Biologia. Em particular, as equagoes parabdlicas ocorrem em
importantes problemas da Teoria da Combustao, em Medicina e Biologia. Esta interagao
¢ amplamente estudada e podemos destacar os trabalhos de Bebernes et al., Childress et
al. e Bellman.

O objetivo deste trabalho consiste em obter solugoes locais para o problema de
valor inicial
&XGLy(x)f(u(x,t)) em ) x (0,7T]

u(z,0) = wup(z) em €

uy — Au =

(1.1)

com B a bola centrada na origem de raio R tal que B C Q e Q um dominio limitado

espacial complementado com a condi¢ao homogénea no bordo

u(z,t)= 0 em 002 x(0,7], ou
{ u(z,t) - 0 quando |z| — 00,0 <t <T.

Pretendemos estudar a existéncia da solugao local usando o argumento do ponto
fixo de Banach, quando ug é dada. Nos baseamos no trabalho “A Semilinear Heat Equa-
tion with a Localized Nonlinear Source and Non-continuos Initial Data” desenvolvido por
Lucas Ferreira e Elder Villamizar-Roa.

No capitulo 3 serao apresentados um estudo sobre alguns resultados cléssicos
de analise funcional, sobre integracao vetorial, bem como suas defini¢oes e propriedades
para integrabilidade. Ainda no capitulo 1, serd apresentada as funcoes Gama e Beta de
Euler que serao tteis nas demonstragoes do teorema de existéncia de solucao. Por fim,
apresentamos o Teorema do ponto fixo de Banach que nos auxiliard na demonstracao
deste teorema.

No capitulo 4, abordaremos a equacao do calor em R™ dando énfase a sua noto-

riedade em problemas fisicos. Construiremos a solucao fundamental, indispensavel para
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tratar de casos mais gerais. Faremos uma apresentacao sobre o problema de valor inicial,
para casos homogéneos e nao homogeéneos, construindo suas respectivas solugoes. Com-
plementamos esse capitulo com a defini¢ao e propriedades da funcao de Green bem como
suas estimativas.

O capitulo 4 é destinado ao teorema de existéncia de solucao local para o problema
(1.1). Apresentamos também a demonstracao da unicidade, dependéncia continua em

relacoes aos dados iniciais e a positividade dessa solucao.



Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo apresentamos defini¢oes e nocoes basicas de Analise Funcional e de
Anaélise nao linear, bem como alguns teoremas e proposicoes que nos auxiliarao como pré-
requisitos necessarios para melhor compreensao dos capitulos subsequentes. Desse modo,
nao nos preocuparemos nas demonstracoes de possiveis resultados utilizados preliminar-

mente, pois mencionaremos as referéncias bibliograficas onde poderao ser encontradas.

2.1 Resultados de Analise Funcional

Proposicao 2.1.1 (Desigualdade de Young). Seja f € LP(R™) e g € LI(R™) tal que
1 1 1

—4+—-—=—4+1com1<p,qr <oco. Entao

p q T

1f * glle < [1£ 11119l
onde f g € a convolucao de f e g.
Demonstracao. Veja [6]. O

Proposicao 2.1.2 (Desigualdade de Hoélder). Sejam p,q > 1 tais que i—i—é =1le
(X, M, ) um espago de medida. Se f € LP(X,M,pu) e g € LUX, M, u), entio f-g €
LYX, M, u) e

LS - gl < 11 A1lp - lgllg

Demonstracao. Veja [5]. O

Teorema 2.1.1. Suponha que (X,M,u) e (Y,N,v) sao espacos de medida o-finito e

1 < q < . Seja K uma funcdo mensurdvel definida em X XY tal que, para algum



C > 0, temos [K(x,-)|, < C para x € X qtp e [K(y)l, < Cparay €Y qtp. Se
I1<p<ooefell(v) aintegral

Tf(z) = / K (e, ) f (4)d(y)

converge absolutamente para x € X q.t.p, e o operador T" assim definido é do tipo fraco
(1,q) e tipo forte (p,r) para todo p,r tal que 1 <p<r<ooep'+q¢'=r"1+1. Mais

precisamente, exite uma constante B, independente de K tal que
T < Bl flh: NTAl < BLlIfIl, (0> =p~ +q7 ' =1>0).

Demonstracao. Veja [11]. O

2.2 Distribuicoes e Derivadas Fracas

Nesta se¢ao, apresentamos uma breve descricao dos aspectos da teoria das distri-
buicoes que sao relevantes para o nosso proposito. Daremos atencao especial a nocao de

derivada fraca de uma funcao integravel.

Definicao 2.2.1. Seja 2 um dominio em R”. Uma sequéncia de fungdes {¢,} € C5°(Q2)
converge no sentido de D(2) para a funcao ¢ € C§° quando as seguintes condi¢oes sao

satisfeitas:
i) Quando existe K CC  tal que supp(¢, — ¢) C K para todo n € N;

i) nh_)rrolo D%p,(x) = D*¢(x) converge uniformemente em K para cada multi-indice «.

Existe uma topologia localmente convexa no espago vetorial C§° em relagao a
qual um funcional linear 7" é continuo se, e somente se, T'(¢,) — T(¢) em R sempre
que ¢, — ¢ no sentido de D(Q2). Este espaco vetorial topoldgico D(€2) é denominado
espaco das funcoes testes em €) e seus elementos sao chamados de fungoes testes. Uma
observacao a ser feita sobre D(2) é que este espac¢o nao é normado. Para mais detalhes,

consulte [19].

Definigao 2.2.2. O espago dual D'(Q2) de D(2) é dito espago das distribui¢oes ou espago
de Schwartz D'(€2). Em resumo, as operagoes de espago vetorial e convergéncia de opera-
dores em D’'(Q2) sao definidas do seguinte modo: Se S,T,T,, € D'(Q)) e ¢ € R, entao

(S+T)(¢) = S@)+T(¢), ¢€DE)
(€T)(¢) = cT(9) ¢ € D(2),

T, — T em D'(Q) se, e somente se, T,,(¢) — T(¢) em R para todo ¢ € D(Q).



Definicao 2.2.3. Uma funcao u definida em quase toda parte em () é dita localmente

integravel em € se u € L'(A) para todo conjunto mensurdvel A CC €. Neste caso,

1
escrevemos u € L (Q).

Exemplo 2.2.1. Para cada u € L} () existe uma distribuigao T, € D'(Q2) associada a

loc

u, definida por
T.(¢) = / u(@)d(x)dr, ¢ € D(Q). 2.1)

Podemos verificar que T,,, assim definido, é um funcional linear em D(2). Para verificar
que T, ¢é continuo, consideremos ¢, — ¢ em D({2), entdo, exite K CC € tal que supp(¢p,,—
¢) C K paran =1,2, ..., assim,

zeK

Tu(6n) = Tu(@)] < sup () — H(x)| / juz) | da.

Quando n — oo temos que sup |¢p,(z) — ¢(x)| — 0 e assim, ¢, — ¢ uniformemente em

rzeK
K.

Lema 2.2.1 (de Du Bois Raymond). Seja u € L}, (Q). Entao T, = 0 se, e somente se

u =0 quase sempre em Q.
Demonstragao. Ver [17]. O

Exemplo 2.2.2. Seja zyp um ponto de Q2 e definamos a funcao d,, : D(2) — R dada por

0zo(¢) = ¢(0).

E f4cil verificar que 9., é uma distribuicao, conhecida por Distribuicao de Dirac. No
entanto, a distribui¢ao d,, nao é definida por (2.1) com u € L},.(Q). De fato, suponha

que 0, seja definida por (2.1) para alguma fungao u € L, .(Q2). Entao

loc

by (6) = / w(2)p(z)dr = d(zy) V6 € D(Q).

Seja ¢ € D(2) definida por
p(x) = llz — ol [p(x)

temos,

(20) = ban(i9) = / u(@)||z — 2ol Pé(z)dz =0 ¥ € D(Q).

Pelo lema de Du Bois Raymond temos que u(z)||x — z¢||> = 0 quase sempre em €, logo
u(z) = 0 quase sempre em 2. Assim, d,,(¢) = ¢(xo) = 0 para toda ¢ € D(2), que é uma

contradigao.



Seja u € C1(Q) e ¢ € D(N). Uma vez que ¢ é identicamente nula fora de algum

subconjunto compacto de €2, usando integracao por partes na varidvel x;, obtemos

/Q (a%ju(x)) o(z)dx = —/Qu(.r) (a%jgs(x)) dr.

Similarmente, se u € C'/(Q) entdo, usando integracdo por partes |a| vezes, temos

[ (@) o(a)dz = (1) [ u()D*o(a)ds.
Q Q
Isto motiva seguinte definicao da derivada de uma distribuicao:

Definicao 2.2.4. Seja T' € D'(f2) e a um multi-indice. A derivada de ordem v de T' é a
aplicagao linear DT definida em D(€2) dada por

(DT)(¢) = (—1)*IT (D).

Proposicao 2.2.1. Se D*¢ € D(Q2) onde ¢ € D(Q) entao DT é uma distribuicao sobre
Q.

Demonstragao. Claramente, DT é um funcional linear sobre D(£2). Mostraremos que

DT é continuo. Para isso, suponha que ¢,, — ¢ em D(2). Entao

supp(Da(¢n - (b)) - supp(¢n - (b) CK
para algum K CC €. Além disso,
DP[D*(¢n — )] = D" (¢ — 9)

converge para zero em K quando n — oo para cada multi-indice 3, assim, D%p,, — D“¢
em D(2). Como T € D'(R2), segue que

D°T(¢,) = (—~1)'T(D*¢,) — (—1)*IT(D*¢) = DT (9)
em R. Portanto, D*T € D'(Q). O

Mostramos assim que toda distribuicdo em D’(2) possui derivadas de ordem
arbitrarias em D’(€2) em vista da Definigao 2.2.4. Além disso, a aplicagao D : D'(Q2) —
D'(2) é continua. Assim, se T, — T em D'(2) e ¢ € D(Q2), entao

DT,(6) = (~1)'T,(D"6) — (~ )T (D) = D*T(9).

Exemplo 2.2.3. Seja d,, € D'(2) a distribuicao delta de Dirac definido no Exemplo
2.2.2, entao D“0,, é dado por

D640(¢) = (=1)1*1 D¢ (ap).



Exemplo 2.2.4. Sejam Q=R e H € L} (R) a funcio de Heaviside definida por

loc

Hiz) 1, se >0
€Tr) =
0, se x<0,

entdo a derivada (Tx)" é &y do Exemplo 2.2.2. De fato, para ¢ € D(R) com suporte

contido no intervalo [—a, a], entao

(Tu)(6) = ~Tu(d) = / " §(@)dr = 6(0) = 5o(9).

2.3 Integracao Vetorial

Apresentaremos nesta secao conceitos e resultados da teoria de integracao ve-
torial. Para isto, definiremos alguns tipos de funcoes e demonstraremos o Teorema de
Bochner e suas consequéncias. Para tal consideremos um espaco de Banach X e um
espago de medida (7,3, u) onde I C R, p é a medida de Lebesgue e para cada conjunto

mensuravel A € 3, a fungao caracteristica de A é denotada por Xjy.

Definicao 2.3.1. Uma funcao ¢ : I — X é uma funcao simples mensuravel se existem
conjuntos mensuraveis Ay, ..., A, € ¥ com p(A;) < coparaj =1,...,k, tais que A;NA; =

& sempre que ¢ # j, e vetores by, ..., b € X tais que

k
p=> Xab.
i=1

Definimos a integral de uma funcao simples mensuravel ¢ : [ — X por:

k
I i=1

Defini¢ao 2.3.2. Uma funcao f : I — X é mensurdvel se existe uma sequéncia (,)>

de fungoes simples mensuraveis tais que

Yn — [ p-quase sempre.

A verificacao de que uma funcao é mensuravel pela definicao nao é tarefa muito
facil. O teorema abaixo remedia em parte esta dificuldade cuja demonstracao encontra-se
em [5].

Teorema 2.3.1 (Teorema da mensurabilidade de Pettis). As sequintes afirmagoes sao

equivalentes para uma funcao f: I — X.
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i) f € mensurdvel;
ir) ||fll : I — R é mensurdvel.

Definicao 2.3.3. Dizemos que a funcao mensuravel f : I — X é Bochner-integravel
se existir uma sequéncia de fungoes simples mensuraveis ¢, : I — X, n € N, tais que

vn — [ p-quase sempre e

ggﬁmz— ) dt = 0. 2.2
Notemos que
a0 = s at
faz sentido, pois a funcao
lon = fII: T =R

¢ uma funcao nao negativa e pelo Teorema de Pettis é mensuravel.

Lema 2.3.1. Seja f : I — X wuma funcao Bochner-integrdvel. Entdo existe um vetor

i(f) € X tal que para toda sequéncia ()5, de fungoes simples mensurdveis que verifica
(2.2), tem-se
lim [ @, (t)dt =i(f). (2.3)
n—oo I

o limite (2.3) acima é tomado com respeito a norma de X.

Demonstracao. Seja (¢,)5, uma sequéncia de fungoes simples mensuraveis que verifica

tim [ llea(t) ~ @)t =0, (2.4)

Como,

[%wﬁ—z%wﬁﬂgl/wn (0] d

f;[wm> |w+/wp Wlldt,  (25)

a sequéncia [ ¢,(t)dt é de Cauchy. Existe, portanto, um vetor i(f) € X que verifica

I
(2.3), como queriamos demonstrar. O

Note tais parcelas em (2.5) podem ser tomadas tao pequenas quanto se queira,
uma vez que tal propriedade verifica-se para fun¢oes simples mensuraveis. Além disso, tal

limite independe da sequéncia escolhida, ou seja, qualquer sequéncia de funcoes simples
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mensuraveis que verifica (2.2) terd o mesmo limite. De fato, seja (1,)32, uma outra
sequéncia de funcoes simples mensuraveis,
(t)dt—/f(t)dt” +
I

1 I%@ﬁ—[ﬂmﬂ+
[%@ﬁ—wﬂ

J )= sl e+ [ lleao) = e+
[%@ﬁ—mﬁy

Portanto, a sequéncia /wn(t)dt — i(f), quando n — oo.
I

uw-wﬂ\s

IN

(2.6)

Defini¢ao 2.3.4. O elemento i(f) construido no Lema 2.3.1 é chamado de integral de f

em [,

_/f(t)dt_ lim [ ,(t)dt.
I n—oo I

AWW:Lv@ﬁ

Se f for uma funcao com valores reais, definimos:

b a
dt = — d a b.
Lf@t Af@t% >

Para cada conjunto mensuravel A € 33, definimos a integral de Bochner da fungao

Se I = (a,b) definimos:

f sobre A por:
/ f(t)dt = lim XA(t)gon(t)dt.

Teorema 2.3.2 (Bochner). Seja f : I — X uma fung¢ao mensurdvel. Entao f € integrdvel

a Bochner se, e somente se, ||f|| : I — R € integravel. Além disso,

[ﬂwﬂszwwwt

Demonstracao. Se f é integravel a Bochner, entao consideremos a sequéncia de funcoes

simples ()22, tal que
lim ||<Pn( ) = f(®)ldt = 0.

n—oo

Devemos mostrar que / | f ()] dt < 0.

I
Como ||[f()| < llen(®)]] + llon(t) = f(t)]], dessa forma temos que [|@,(t)|| : I — R é
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integravel, pois se ¢, = Zn ;i Xp,, entao Zn il (B;) < 0.
i=1 i=1

Além disso, ||¢n, — f]| : I — R também é integravel, pois como nh_)rrolo /1 llon(t) — f(8)|| dt =
0 entao existe um ng € N tal que para todo n > ng, [, |l¢n(t) — f(t)| dt < co. Portanto,
| f(t)]| é integravel.

Reciprocamente, suponhamos f mensurédvel e que || f(t)|| é integravel. Seja uma sequéncia
de fungoes simples g, : I — R tal que g, — || f]| em L'(I) e ainda |g,| < g para alguma
g € L'(I) ambas as condigoes valendo em quase toda parte. Seja (p,,)S%; uma sequéncia
de funcgoes simples mensuraveis ¢, : I — X tal que ¢, — f quase sempre. Entao

considere a seguinte sequéncia de fungoes dada por

Pn |gn‘

hn = )
lnll + &

para todo t € I.

Observamos que h,, é uma fungao simples mensuravel e integravel com ||k, || < g. De fato,

lhall = |ty
lenll + 5
Pn
HgoH!lell “|gn| < g, quase sempre
e que h, — f em X quase sempre. Seja o, = L, assim lim «, = 1. Considere-
lenll +1/n n—o0

mos,

1o = fII = llanen = f]]

lomen — anf +anf — [l

< lanl - [l = fII =+ lom = 1] [[£]]
2+ Jlon = fll + o = 1 [I£I]-

IN

Portanto, le |hn(t) — f(t)]] = 0.

Como [l — Il < | hall + £ < g+ 1]l € L(1), entiio a funcio b, — f]| : T = R &
mensuravel e integravel.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada em R, temos:

i [ [ (6) = Ol e = [ T (6 = o) @t =0,

n—oo
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Portanto, f é integravel no sentido de Bochner. Finalmente,

f(t)dtH — | tim /hn(t)dtH
= lim t)dt H
n—oo

< hm/”h )| dt

_ /lim ()] dt
ITL_>OO

J
S ALCIRE

/ f(t)dtH < [l

O espago L'(X) é o espacgo das fungoes f : I — X Bochner - integravel.

lim A, ( H dt

n—oo

Portanto,

Corolério 2.3.1 (Teorema da Convergéncia Dominada em L'(X)). Seja (p,)32, uma
sequéncia de fungoes integrdveis @, : I — X, e sejam f : I — X mensurdvel e g € L*(I).
Se

len (@) < g(t)

lim @, (t) = f(t)

n—oo

para quase todot € I eVn € N

entao f € integrdvel e

/f(t)dt = lim [ ¢,(t)dt.

n—oo I

Demonstragao. Basta mostrar que || f|| é integravel. Por hipdtese, sabemos que lim ¢, (t) =
n—oo
(1), entao lim [pn(8)]| = [|f(2)]], como [[@n ()] < g(t) isso implica que [[f(#)]| < g(t)

LY(I). Portanto, ||f|| é integravel e pelo Teorema de Bochner, f ¢ integravel. Além disso,

len(®) = FOI < llea®l + 11O < 29(2) € L),

isto é, a fungao ||, — f|| : I — R é integrdavel. Assim, usando o Teorema da Convergéncia

Dominada, temos

i [ llea() = Fde = [ Tim [loutt) = S0 dt.

n—o0

Portanto,

/f(t)dt: lim [ ¢, (t)dt.
I n—oo I
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Corolario 2.3.2. Sejam X e Y espacos de Banach eT' : X — Y um operador linear
limitado. Se f : I — X € uma funcao integrdvel, entao a fungcao T o f : I — Y €

integrdvel e vale

/I(To Htydt =T (/If(t)dt> _

Demonstragao. Seja (¢,)52; uma sequéncia de fungoes simples integraveis tais que

Tim [lgn(t) ~ ()] =0

' quase toda parte.
tim [ floutt) = £0) =0

Aplicando o operador T" em cada elemento da sequéncia obtemos uma nova sequéncia
(Top,)22; que é uma sequéncia de fungoes simples e portanto integravel. Pela linearidade
e continuidade de T', temos

/ (Top)(t)dt = / T(ult))dt

1 I

_ T(K@ﬁmg

Portanto, T'o f : I — Y é uma fungdo mensurdavel. Como f é integravel, entao ||f||
é integravel. Sendo T limitada e ||[T(f(¢))|| < || T - [|f ()| € LY(I), entao [|T(f(t))]] ¢
integravel e pelo Teorema de Bochner, T' o f também é integravel. Além disso, usando o
fato de que

[T (pn(t) =T AN < [T - len(t) — F(B)]]

segue

IN

lim / IT(put)) — T(F(1))]] dt

n—oo

tim [T eu(t) = )]
71t [ lleutt = f@lae =0 (2)

e pela Definicao 2.3.4., temos

(/Hbfﬂﬂﬁ = lim [(Top,)(t)dt

I n—o0 I

= lim [ T(en(t))dt

n—o0 I

= lim (T /I gon(t)) dt
_ Tag&z%ﬁmﬁ
_ T([f@ﬁ).
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2.4 A Funcao Gama e Beta

Nesta se¢ao, apresentaremos algumas defini¢oes e propriedades basicas das fungoes

Gama e Beta de Euler.

Definigao 2.4.1. A funcdo Gama de Euler, denotada por I'(z) é definida pela integral
de Euler de segundo tipo

I'(z) = /OO t*~le7tdt  (R(z) > 0) (2.8)

0

onde t*~! = e(>=D1os(t)  Fgta integral é convergente Vz € C, (R(z) > 0).

Usando integragao por partes em (2.8) obtemos a seguinte equagao reduzida para
a fungao gama de Euler
['(z+1)==zI'(z) (R(z) >0). (2.9)

A partir de (2.9) a fungdo gama de Euler pode ser estendida para o semi-plano R(z) <0

por
(R(z) >—n; neNjz¢Zy ={0,-1,-2,...}), (2.10)

onde (z), é o simbolo de Pochhammer, definido para todo complexo z € C e nao negativo

inteiro n € Ny por
(2)o=1 e (2)p=2(2+1)---(24+n—-1),VneN. (2.11)
Combinando as expressoes (2.9) e (2.11), temos
I'n+1)=(1),=n! neNy, (2.12)

com 0! = 1. Segue da equagao (2.10) que a fungao gama é analitica em todo plano com-
plexo, exceto nos pontos z = 0,—1,—2,---, onde I'(z) tem pdlos simples e é representado

pela féormula assintotica

I'(z) = (z_—&)/: 1+0(z+k)] (z— —k keNy).

Definicao 2.4.2. A funcao beta é definida como a integral de Euler de primeiro tipo dada

por

B(z,w) = /01 1 =) tdt (R(2) > 0, R(w) > 0). (2.13)

E fécil provar que a funcio beta é simétrica, isto ¢, B(z,w) = B(w, z). A conexao

entre a funcao beta e a funcao gama de Euler é dada pelo teorema a seguir.
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Teorema 2.4.1. Sejam z,w € C tais que R(z) > 0 e R(w) > 0 entao
B(z,w) = =————=. (2.14)

Demonstragao. Da expressao (2.8), temos

F(z)F(w):/ tz_le_tdt/ sw_le_sds:/ / 7L L= () gt
0 0 o Jo

Aplicando a mudanga de varidveis t = zy e s = (1 — y) na integral dupla e observando
quet+s=zequel<t<owel<s<owentao 0 <z <ooel<y<1. O Jacobiano

dessa transformacao é dado por

Yy x
l—y —=x

=—ry—Tr+xYy=—x.

o(t, s
Uma vez que x > 0, entao dtds = ‘M

drdy = rdrdy. Assim, temos
I(z,y)

1 00
[Fz)MN(w) = /o /o e T2y a1 — ) Hdady
00 1
= / e_xx”w_ldx/ v (1 — )y = T'(2 + w)B(z,w)
0 0

e portanto,

]

Se fizermos a seguinte mudanga de varidvel ¢ = cos?¢ na expressao (2.13), obtemos

/2
B(z,w) = /0 (cos #)* (sen @) tdp, (R(z) > 0,R(w) > 0). (2.15)

1
Exemplo 2.4.1. Seja z = w = 5 por (2.14), obtemos que

Y (% %> - (%r)g)(%) - @)

Por outro lado, usando a expressao (2.15), temos

11 /2 T
B(=2)=2 —9of
(2’2> /0 dp =25 =m

Portanto,



17

Exemplo 2.4.2. Sejam d;,d, > —1 entdo a integral fot(t — 7)%7%d7 pode ser calculada
através da funcao beta. De fato, se considerarmos a seguinte mudancga de variavel 7 = ts,

temos que dr = tds e que 7 = 0 e 7 = t implicam, respectivamente, que s =0 e s = 1.

Portanto,
t 1
/(t—7)51752d7 = / (t—ts)ﬁl(ts)‘;?tds
0 0
1
= ¢lHate / s%2(1 — 5)ds
0

= IR, + 1,0, + 1). (2.16)

Portanto,

¢
/ (t — )0 7%2dr = CtHHo+oe,
0

onde C'= B(d2+ 1,01 + 1).

2.5 Teorema do ponto fixo de Banach

Os teoremas de ponto fixo constituem uma ferramenta muito ttil da Analise
Funcional garantindo existéncia e unicidade de solugoes para equagoes diferenciais, além

de outras aplicagoes.

Definigao 2.5.1. Sejam M; e M, espacos métricos. Uma aplicagao f : My — My é uma

contragao, se existir uma constante k < 1 tal que
d(f(x), f(y)) < kd(z,y) para todo z,y € M.

Teorema 2.5.1 (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam M um espago métrico com-

pleto e f : M — M uma contragao. Entao existe um iunico ponto xro € M tal que

f(ﬂﬁo) = Xo-

Demonstracao. Seja k < 1 a constante da contragao f. Consideremos o nimero nao
negativo

i=inf{d(f(z),z):x€ M}.

Inicialmente verificamos que ¢ = 0. De fato, caso contrério terfamos k=17 > i, e entdo

existiria z € M tal que d(f(z),z) < k™. Teriamos assim

d(f(f(x)), f(x)) < kd(f(z),2) <1

que é incompativel com o fato de i ser o infimo. Sabendo que inf {d(f(z),z):x € M} =0,

podemos tomar uma sequéncia (z,)n,eny em M tal que d(f(z,), z,) — 0. Pela desigualdade
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triangular, podemos estimar

IN

d(xp, Tm)

d(f(zn), 0)) +d(f(Tm), 2m)) +d(f(2n), f(Tm))
< d(f(xn)v In)) + d(f(xm)a xm)) + kd(xna Im)

para todos n,m € N. Portanto,

1
d(ZEn, xm) S m [d(f(xn)v xn) + d(f(ilfm), xm)] - 07
quando n,m — oo. Isso prova que (z,)neny ¢ uma sequéncia de Cauchy e, como M
é completo, (z,),eny converge para um certo xg € M. Da continuidade de f temos
f(zn) = f(x), e da continuidade da métrica segue que

d(f(z0), z0) = lim d(f(zn),z,) =0,

n—oo

provando que xg é um ponto fixo para f. A unicidade segue da seguinte observacao: se

X € 1 sao pontos fixos, entao

d(wo, 1) = d(f (o), f(z1)) < kd(z0,21).
L]

Se definimos a seguinte sequéncia recursivamente como sendo z7 = f(zg) € Tp41 =
f(x,) onde f é uma funcao nas condigbes das hipdteses do Teorema do Ponto, nessas
condigbes pode ser provado (ver [2], Teorema 1.1) que xg = f(z0) e portanto, o ponto fixo

é atrator, isto é, xy é limite de uma sequéncia de iteradas.



Capitulo 3
A Equacao do Calor

O objetivo deste capitulo é apresentar a Equagao do Calor homogénea e nao
homogénea bem como suas solucoes no sentido mais classico, aqui temos como referéncia
[9]. Falaremos também sobre a func¢ao de Green e suas estimativas que serdo importantes

no desenvolvimento da demonstracao do resultado central deste trabalho.

3.1 A equacao do calor R”

Chamaremos de Equacgao do calor homogeénea e nao homogénea, respectivamente,

as seguintes equagoes:

u— Au =0 (3.1)

u—Au=f (3.2)

sujeitas as devidas condigoes iniciais e de contorno. Aquit > 0 e z € 2, onde 2 C R" é

aberto. A incégnita desconhecida é u :  x [0,00) — R, u = u(x,t), e o Laplaciano A é
n

tomado no que diz respeito as varidveis espaciais x = (21, ..., Z,): Au = Au = g Ug,z; -
i=1

Em (3.2) a fungao f: Q x [0,00) — R é dada. Por conseguinte, o nosso desenvolvimento

em grande parte é paralelo a teoria correspondente para a equacao de Laplace.

Interpretacao Fisica.

A equacao do calor, também conhecida como a equacao de difusao, em aplicagoes
tipicas descreve a evolucao no tempo da densidade u tais como alguma quantidade de
calor, a concentracao quimica, etc. Se V C () é qualquer sub-regiao lisa, a taxa de

variagao da quantidade total V é igual ao negativo do fluxo liquido através de OV:

19
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i udx:—/ F-vdS,
dt Jy ov

F sendo a densidade de fluxo. Assim,
up = —divF, (3.3)

pois V' é arbitrario. Em muitas situacoes, F' é proporcional ao gradiente de u, mas
com pontos em sentido contrario (uma vez que o fluxo sai a partir de regides de maior

concentragao para de mais baixa):
F = —aDu (a > 0). (3.4)
Substituindo (3.4) em (3.3), obtemos a seguinte equagao diferencial parcial
w = adiv(Du) = aAu,

para a = 1 temos a equagao de calor (3.1). A equagao do calor aparece frequentemente,

por exemplo, no estudo do movimento Browniano.

3.2 Solugao Fundamental

3.2.1 Derivacao da Solugcao Fundamental

Observa-se que a equacao do calor envolve uma derivada em relagao a variavel
tempo ¢, mais duas derivadas com relagao as varidveis espaciais z; (i = 1,...,n). Conse-

quentemente, vemos que, se u resolve (3.1), entao o mesmo acontece com u(A?t, \z) para
T
todo A € R. Este scaling indica que o raio n (r = ||x||) é importante para a equagao do

2
calor e sugere a procura de uma solugao de (3.1) que tem a forma u(z,t) = v(?) = v(@)
(t > 0,z € R™), para alguma fungao v ainda indeterminada.
Embora essa abordagem leve ao que nds queremos, ¢ mais rapido procurar uma

solucao u tendo a estrutura especial

u(t,z) = tlav (%) ) (3.5)

sendo t > 0,z € R", e as constantes «, 3, bem como a funcao v : R" — R a serem
determinadas. Chegamos a (3.5) se olharmos para uma solugdo u da equagao do calor

invariante pelo scaling de dilatagao
u(z,t) = Nu(\t, Nx).

Isto é, pedimos que
v(t, z) = Xu(M, \x)
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para todo A > 0, ¢t > 0 e x € R™. Escreva A = t~! derivamos (3.5) e definamos v(y) :=

u(1,y). Vamos inserir (3.5) em (3.1), e posteriormente, calculamos
at™ @ o(y) + gt~y - Du(y) + 1) Av(y) = 0 (3.6)

para y := t °x. Para transformar (3.6) em uma expressao envolvendo apenas a variavel

1
y, tomamos [ = 7 Em seguida, os termos com ¢ sao idénticos, e assim (3.6) se reduz a

1
av + SY Dv + Av = 0. (3.7)

Simplificaremos ainda mais v sabendo que ela é radial, isto é, v(y) = w(|y|) para alguma
w: R — R. Entéo (3.7) se torna

1 —1
aw + 57‘@0' b+ Ty = 0, (3.8)
, d L n . S
parar = |y|,’ = o Agora, se nés ajustamos a = 5 isso simplifica (3.8) e teremos
r
n—1_ 1/ 1 n, N\ __
(r" ') + 3 (r"w) =0

Assim

-1 7 1n
T w—l-ér w = a.

para alguma constante a. Assumindo lim w, w’ = 0, concluimos a = 0; de onde

r—yoo
w' = —lrw
T
e para alguma constante b, temos
w=be T (3.9)

IEd]

b
Combinando (3.5), (3.9) e as nossas escolhas para «, 3, concluimos que t"76_ it resolve

a equacgao de calor (3.1).

Este calculo motiva o seguinte

Definicao 3.2.1. A funcao

[l=]2

1 - n
(a,t) = { @mpr¢ Mo TERLIZ0
0, reR" <0

(3.10)

é chamada de solugao fundamental da equagao de calor.

Note-se que ® ¢ singular no ponto (0,0). Nés, as vezes, escrevemos P(x,t) =

®O(||z],t) para enfatizar que a solugdo fundamental ¢ radial na variavel z. A escolha da

—n/2

constante de normalizacao (4) é determinada pelo seguinte
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Lema 3.2.1 (Integral da Solucao fundamental). Para cada tempo t > 0, temos

/n B, ) = 1.

Demonstracao. Calculemos

1 B
o t)d = ——0 T4t
/n (z,t)dx (47775)”/2/]1@6 a dr
_ 1/2/ ol g,
™ n

1 o [ .
= T/zn/ e " dz;
T
j=1Y —>®

=1

3.2.2 O Problema de Valor Inicial

Agora usaremos ® para obter uma solu¢ao para o problema de valor inicial (ou
de Cauchy)

{ u — Au= 0, em R" x (0, 00) (3.11)

u(z,0) = wuo(z), em R™x {t=0}
Notemos a que funcao (z,t) — ®(x,t) resolve a equacao do calor longe da in-
determinagao (0,0) e, portanto, o mesmo acontece com (x,t) — ®(z — y,t) para cada

y € R" fixo. Por conseguinte, a funcao

u(z,t) = /n O(x — vy, t)up(y)dy

1 llz—yl?

T (4mt)n2 /Rn e u(y)dy (zeR"t>0) (3.12)

deve também ser uma solugao para equagao do calor (3.11).

Teorema 3.2.1 (Solugao para o Problema de Valor Inicial). Assuma que ug € C(R™) N
L>(R™), e defina u por (3.12). Entdo

i) u € C=(R™ x (0,00));
it) w(z,t) — Au(z,t) =0 (x € R", ¢t >0);

iii)  lim  w(x,t) = ug(2®) para cada ponto x° € R™.
(z,t)—(x,0)
t>0,zERM

Demonstragao. i) Uma vez que a fungao

1 |2
m@in‘lg (313)
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¢ infinitamente diferenciavel, com derivadas uniformemente limitadas em todas as ordens
em R"™ x [0, 00) para cada d > 0, vemos que u € C°(R™ x (0, 00)).

i1) Observamos que

w(z,t) — Au(x,t) = /" (D — ALD)(x — y, )] uo(y)dy
= 0 (xzeR"

uma vez que P ja resolve a equacgao do calor.

ii1) Fixe 2° € R" ¢ > 0. Escolhamos ¢ > 0 tal que
]uO(y) - uo(xo)‘ <e se ||y - xOH <9, yeR"™ (3.14)

J
Entao se ||z — 29| < 2 temos de acordo com o Lema 3.2.1

‘u(x,t) — uo(xo)‘ =

[ @ =00 fuoly) — wofa”)] dy

IA

/ Bz — y,1) [uo(y) — wo(a®)] dy
B(=Y,6)

+/ O(r —y,t) ‘Uo(y) - U0($0)‘ dy
n—B(xY,)
= I+ J

Agora
I gs/ O(x —y,t)dy = ¢,

J
devido a (3.14) e ao Lema 3.2.1. Além disso, se ||z — 2°|| < 5 ¢ ly — 2% > 6, entao
0 0 1 0
o=l < lly =+ 2 <y = ol + 5 fly —a°]

Assim, ||y — x| > % ||y — 2°||. Consequentemente,

< 2ulis [ @ty
n—B(z9,5)

R
< %/ e,u ul dy
1= Jrn_B(a05)

—20|?
e =
- {n/2
R —B(z9,5)

c [ _.2
= / e " dr -0 quandot — 0.
5

e

4]
Portanto, se ||z — 2°|| < 5 € t > 0 ¢ suficientemente pequeno, |u(x,t) — uo(x?)| < 2e. O
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Observacao 3.2.1. i) Em vista do Teorema 3.2.1 podemos escrever

O, — AP = 0,em R" x (0,00)
(3.15)
® = dp,em R" x {t =0}.
onde Jy denota a medida de Dirac no R" dando unidade de massa para o ponto 0.
i1) Observe que, se ug é limitada, continua, uy > 0, ug #Z 0, entao
w(,t) = —— / e L ()d (3.16)
) - (47Tt)n/2 Rn 0 y y .

é, de fato, positiva para todos os pontos z € R™ e o tempo ¢t > 0. Interpretamos esta ob-
servacao dizendo que a equacao do calor tem uma pertubacao quando a forga de velocidade
propaga-se para o infinito. Se a temperatura inicial é nao negativa e é em algum lugar
positivo, a temperatura em qualquer momento posterior (ndo importa quao pequena) é

positiva em toda parte.

3.2.3 O Problema Nao Homogéneo

Agora vamos voltar nossa atencao para o problema de valor inicial da equacao

do calor nao homogénea

{ w— Au = f, em R" x (0, 00) (3.17)

up(z) =0, em R" x {t =0}.

Como podemos produzir uma férmula para a solucao? Se lembrarmos a motivacao
que leva até (3.12), notamos que a funcao (z,t) — ®(z —y,t — s) é ainda uma solucao da
equagao do calor (para um dado y € R",0 < s < t).

Agora para s fixo, a funcao

u=u(x,t;s) = /RN O(x—y,t —s)f(y,s)dy (3.18)

resolve

{ (-, 8) — Au(-,s) = 0,em R™ x (s, 00) (3.19)

u(-,s) = f(-,s),em R" x {t = s},
que é apenas um problema de valor inicial da forma (3.11), com o tempo de partida ¢t = 0
substituido por ¢ = s, e ug substituida por f(-,s). Assim u(-, s) ndo é, certamente, uma
solucado de (3.17).
No entanto Principio Duhamel consulte [9], afirma que podemos construir uma
solucao de (3.17), por meio da integragdo com respeito a s dentre as solugdes teremos

solucdo de (3.19). A ideia é a de considerar

¢
u(z,t) = / u(z,t;s)ds (x € R™ ¢t >0).
0
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Reescrevendo, temos
o) = [ [ 8= ut= o) )duds

lz—y)2
= - “4(t—s) dud R" ¢ ' 9
[:Mﬂp_@wﬂA;G fly,s)dyds Yz € Rt >0. (3.20)

Para confirmar que a férmula (3.20) funciona, vamos por simplicidade assumir

que f € C3(R™ x [0,00)) e f com suporte compacto.

Teorema 3.2.2 (Solugao para o Problema Nao homogéneo). Defina u por (3.20). Entdo
i) u e CHR™ x (0,00));
i) u(x,t) — Au(z,t) = f(z,t) (x € R™,¢t>0);

ii)  lim  wu(z,t) =0 para cada ponto x° € R".
(2,t)—(x0,0)
zERM t>0
Demonstragao. i) Desde que ® tem uma singularidade em (0,0), ndo podemos justificar
diretamente por meio de derivagao sob o sinal de integracao. Em vez disso avangaremos
um pouco como na prova do Teorema 2.1.3. Em primeiro lugar, mudaremos as variaveis,

e escrevemos
u(z,t) / / y),sf(x —y,t — s)dyds (3.21)
Como f € C?([0,00) x R™) e tem suporte compacto e ® = ®(y,s) é suave perto de

s =1t >0, calculemos

Ai/né@ﬁﬂxw—%t—ﬁmmy+/ 050/ (@ — 1.0y

&'Ec?m]xt //n (.5

Assim u;, D?u e, da mesma forma u, Dﬁu pertencem a C(R™ x (0,00)).

f(x—yt—s)dyds (i,7=1,..,n). (3.22)

i1) Calculemos

() — Az, 1) // (. s K——A)f(a:—y,t—s)}dyds
+ [ st - 1.0y
B A
Lo [( -} o-o] o

+ [ Bw.0f - .00y
= L.+ J.+ K (3.23)
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Agora _
| < (||ft||Loo+HD2fHLoo)/0 /Rncb(y,s)dyds,

pelo Lema 3.2.1. Integrando por partes, também encontramos

L= [ ] e [(5-8) w0 st - vt - e
+ [ ey -y
- [ ew.0f@ - .00
= / O(y,e)flz —y,t —e)dy — K, (3.24)
uma vez que ® resolve a equagao do calor. Combinando (3.23)-(3.24), verificamos

U(l‘, t) - AU(:L’,t) = lli% . (I)(y,g)f(l‘ -y, t— E)dy

= f(x,t) (v €R"t>0)

o limite quando £ — 0 é calculado da mesma forma que no Teorema 3.2.1.

iii) Finalmente notemos que |[u(-, )| ;0 <t/ f]l e — O.

Observacgao 3.2.2. Podemos combinar os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 para descobrir que

(1) = / Bz — y, uo(y)dy + /Ot / Bz — gt — 5)f(y, s)dyds

é, de acordo com as hipoteses sobre ug e f como descrito acima, uma solugao de

u— Au=f,em R" x (0, 00)
u= ug,emR"x {t =0}.

3.3 A funcao de Green

A funcao de Green é uma ferramenta muito util na resolucao de Equacoes Dife-
renciais Parciais. Nesta secao, apresentaremos defini¢bes e propriedades que serao uteis
no decorrer do texto.

Consideremos a equacao calor, com as condic¢oes iniciais e no bordo
w—Au = 0

u(z,0) = f(x) parazeQ
u(z,t) = 0  para (z,t) € 9Q x [0,T]. (3.25)



27

A funcao de Green associada a esse problema é obtida como solucao do seguinte problema

Gz, t;6,7) — AG(z,t;&,7) = 0(x—&)0(t—71) para z,§£€Qt>T17€R,
G(z,t;€,7) = 0 para z,£€Qt<TeR,
G(z,t;¢,7) = 0 para z€00&e€Qt,TeR.

No caso em que €2 = R" a iltima condicao de bordo é substituida pela seguinte condicao:
G(z,t;¢,7) - 0 quando ||z|| > 00 para £€Q, e t,7€R.

Se 0 = R", a funcdo de Green G(z,t; ¢, 7) é dada por

E=—1)"" el
Gz, t:€,7) = iz ’ T (3.26)

0, t<r.

Por outro lado, se € é um dominio limitado, a fungao de Green G(z,t; £, 7) pode
ser expressa através de uma expansao de autofuncgoes, para vermos isto, consideremos o

seguinte problema de autovalores
Ap+Xp=0 em Q ¢=0 em Of. (3.27)

E bem sabido que existe uma sequéncia positiva de autovalores Ay < Ay < --- <
Ai < -+ para (3.27) com \; — 0o com i — oo cujo correspondente conjunto de auto-

fungoes reais {¢}2, é ortogonal e completo. Entao a expansao da fungao em autofungoes
(ver [20] pg. 213-214) é dada por

G(x,t;€,7) quz i(€)e M),

e satisfaz a seguinte estimativa,

(t . 7_)—n/z |z—g2

Gz, t;¢,7) < Sy € TaEn . Mt>T1, e x,£ €.

No caso em que €2 = R" ou €2 é um dominio limitado do R™ a fungao de Green
G(z,t;&,7) definida e continua para (x,t;6,7) € Q x Q x {0 < 7 < T},t > 7, é tnica,

positiva e para qualquer funcao f continua em 2 com suporte compacto, a funcao

ula, 1) = / G, 1:€,0) f(€)de

¢ uma solucado para o problema (3.25) em Q x [0, 7.
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3.4 Estimativas para a funcao de Green

Nesta secao, provaremos trés lemas que serao importantes no desenvolvimento da
demonstracao do Teorema central deste trabalho. Comecamos provando estimativas para
as LP-normas da funcao de Green associada a Equacgao do Calor num dominio limitado 2
do R™ com a condi¢ao homogénea no bordo.

Seja B C 2 a bola centrada na origem de raio R.

Lema 3.4.1. Seja 1 < p < oo. Entao existem constantes Cy e Cy tais que

Sug |G (2, &, 7)||r@oBdoe)y < Ch(t — )% %, (3.28)
FAS
sup [|G(z, 4,7l rany) < Colt —7)% 2, (3.29)
¢eoB

para todo 0 < 7 < t.
Demonstracao. Tomemos £ = zR onde z € S !, £ € OB e R é o raio da bola aberta B.
Entao do(§) = R"'do(z). Além disso, sabemos que

_ A\ /2

Gz, t;€,7) <

- ongn/2

Entao

_ \—n/2 R
“2;)/26_ L1(75—‘57")
n/n-n

IN

(3.30)

sup

sup ||G(z,t; &, 7)|| v (9B.do )
z€eQ) RSN

LP(0B,do(£))

1/p
(t— 7)™ _lo=ep?
— mseuﬂg (/33 (—2n7rn/2 e 4(t—7—))pd0_(€>
1/p
t— —n/2 B \x—§|2
— % Sup / e 4(t—7‘)pd0'(§)
PACE U OB
1/p
(t —7)~"/2 / R
= ——~2 _sup e W "R do(z
ngn/2 2€RP gn1 ( )

(t— T)*”/2 n—1 lo—Rz|? Hp
= Y VR Tae-n P 3.31
e Y O SO IR )

reR™

_lz—Rz? . , . ) ,
- o Vi Vi
Notemos que e 1t Pdo(z) é invariante por rotacao em x pois a norma é preservada
Snfl
por rotagao. Entao, podemos escolher uma direcao para tomarmos o supremo da integral,

isto é, sup pode ser substituido por sup, onde
zER™ r€A;

Ay ={(z1,29,...,2,) ER" 21 >0 e x;=0,i#1}.

Note ainda que o supremo sobre x € A; N B¢ é atingindo em x € JB; sendo assim, o valor

méximo da integral (3.31) é atingindo em algum = € A; N B. Seja z = (21, 20, ..., 2,) €
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S e xy = (Rd,0,...,0), com 0 < d < 1, o ponto mdximo correspondente. Assim,
temos
|zg — Rz|? (xg — Rz,xq4 — Rz)
= ((Rd— Rz,—Rz,...,—Rz,),(Rd — Rz;,—Rzs,...,—Rz,))
= (Rd— Rz)*+ R*25 + -+ R*22
= R?d* - 2R%dz + R*2} + R*2 + -+ + R*2?
= R*d*—2dz + 27+ +22)
= ( — 2d21 + 1)
2d
— Rt
= R¥(d®+1)(1— d2+121)
> R2(1-|al). (3.32)
Portanto, o segundo membro de (3.31) pode ser majorado por
1/p
t— )2 _le—Rz|2
%R”l sup / e P do(2)
2nm 2€ANB \ J/Sn—1
1/p
—n/2 = .
_ o) e ot RT>‘2Pdg( )
2”71’”/2 Sn—1
1/p
(t — T)in/2 n—1 _R2(1t—\21|)p
U 53
. 1 R2, 1/p
= C(t—7) 2R 7 / e (aa=m) (1= ISI)( 1— 32)"3ds> : (3.34)
-1

onde (3.34) foi obtida usando a mudanga de varidvel no Apéndice D.3 de [14] em (3.33).

Trataremos agora a integral em (3.34) considerando dois casos:

Primeiro caso (n = 2):

Tomemos n = 2 em (3.34). Assim, obtemos

6—(%)(1—|s\>(m)n_3ds

/.

pois |s| é uma funcao par.
(1-s)1<(1—-s)"t

1 _(R2p(1—s)
2 e 4(t—T)
0

/ 4(t f) (1= |S|)(M)—1d8

/ _(R4(pt(lﬂs>)(1 — 5
0

R2p(1 R2p(—|s)) )

1
A=) — 5327 s

)"Y2ds,  (3.35)

Agora, observemos que 1 —s < 1 — s% Vs € [0,1]; Entao
,Vs € [0,1); Portanto, a integral em (3.35) pode ser majorada por

1
(1= $)~12ds < 2/ e
0

RZp(1-s)
4(t—T)

(1= s)"V2ds.



Fazendo a seguinte mudanca de varidvel, u = a(1 — s) onde o = (R

1 7(R2p(173)
2 e 4(t—T1)
0

)(1_

s) Vs = 2

30

=r) temos

2

1 B
—1+3 = . 1
) e “u 2du
0

2 _1 00
< 2< "D ) ’ / e "u"2du
At — 7 0
1
_ 9 4t — 1) r 1
R2?p 2
(t — 7')%
— 4 NG
Rp%
= CRYt—1)V2 (3.36)
Agora, a partir das estimativas (3.35) e (3.36) podemos concluir que para n = 2
. 1 2, 1/p »
CRP(t—T)3</ 6(4““)“'8')(\/1—752)"%) < CR%(t—n) %
-1
x (éRfl(t )
— CC»R5 (t—7)
= Ci(t—7) . (3.37)

Segundo caso (n > 3):

Observe que 1+ s < 2 para s < 1 e, portanto, uma estimativa para a integral em (3.34)

é dada por

R2

1 1
/ e ~(afi45)01-1s D1 =) 3ds = 2/ e~ (m=n)0- V(1= s)(1+ )" 3ds
- 0

1
, 1
2"7 2 / e
0
n—1 1 R2p n—3
22/ e~ @=n) 1791 — 5)* 7 ds.
0

Usando o mesmo argumento de mudanca de variavel do caso n = 2, temos

1 2 2
2" / e_(%)(l_s)(l — s)%ds tp

n—1
(-
23(n 1) ( t

R2

< 4<t7f;>)(1_s)(1 — s)ansds

R2

>—1—(”23) /Zl(t—pf) ot
)

n—3
w2 du

n—1

4(t ‘r) _ n—3
“Yuz du

4(t — 1
OO
u2du

u2du

CR ™Vt —r (3.38)
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Portanto, a estimativa (3.38) implica

. 1 2, 1/p )
Clt—r) R ( / e<457>><18|>(m%3d5> < Oyt—r) 5 (3.39)
-1

Assim, a estimativa (3.28) segue das estimativas (3.31), (3.34) e (3.37) paran = 2 e de
(3.31), (3.34) e (3.39) para n > 3.
Agora, provaremos a desigualdade (3.29). Usando novamente a estimativa da funcao de

Green, temos

(t— 7')*% _la—gp?
Gz, t; €1 < su =
|| ( 5 )HLP(Q@:{;) 568% ongn/2 Le(5,d3)
n _lo—€?
< sup ||(t — 1) 2e @D
£€dB LP(R™,dx)

a lo—g)2 1/p
= (t—7)"2 sup e at—nP
ccoB \Jrn

Lema 3.4.2. Sejam 1 < d < 7,q < co. Entao existem constantes C3, Cy tais que

para todo 0 < 7 <t e o € LYQ).

1

/Q G, t:6,7)p(E)de < Gyt — 7 3D gl ey, (3.40)

L7(Q,dx)

/Q Gl €, 7)pl€)de

Li(8B,do(x))

Demonstracao. Observemos que

[caunenpd|  <|| [ -t g

L)
1

1
Seja 1 <[ < oo tal que — = 7 + i 1; Entao usando a desigualdade de Young, temos
T

Usando agora a estimativa (3.41) do Lema 3.4.1, temos

L7(Q)

no__lz®
(t—7)"2e @D || Xawl|La@n)-

LI(R™)

n _lz—g?
/ (t = 7) e 00 | e 0(6) e

<C

L7(Q)

_n =B
(t—71) 2e 3D

C Xl pa@ny < Cs(t—7)" 2 2 ||o|| Lo

LY(R™)

_n(_1
= Cs(t—7)" 2T o]l Laq
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1 1

Para provar a estimativa (3.14), tomamos desta vez — = — + — — 1. Do Lema 3.4.1,

sabemos

Teorema

(VAN VAN VAN

Lema 3.

l

q [ d
que a integral sobre () da funcao de Green é limitada. Portanto, usando o
2.1.1, temos

/Q Gl €, 7)pl€)de

Li(0B,do(z))
C'max {SUP HG(%t; §>T)HLl(aB,da(z)), Slg% HG(% t; €, T)HLZ(Q,dz)} HSOHLd(Q)

Cmax {Co(t —7)T 3, Colt = 1) %} flpllae

Cy max {(t - T>_%_(n;1) <1_%)a (t — T)_%(l_%)} ]| Lae
Comax { (¢ =)+ (70, (6= 1) 726D L gl e
{

1_(n=1)

L YURES S S ol 2 ot

4.3. Sejam 1 < d < ¢,7 < 0o. Entao existem constantes Cs, Cq tais que

l

/a Glatig ()

< (Csmax {1, (t — T)%(%_éﬂ) }

/a Glatig (el

L7(Q,dx)

x(t — )3 )|l Laomy, (342)

< ot — )3 D) gl o), (343)

Li(dB,do(z))

para todo 0 < 7 <t e p € LYOB).

1 1

1
Demonstracao. Tomemos 1 < [ < oo satisfazendo — = — + — — 1. Aplicando o Teorema

21.1eo0

H/ (€. 7)o (€) e
OB

INIA

IA

T [ d
Lema 3.4.1 obtemos,

L7(8B,do(z))

CmaX{SUPHG(JC t;&, )| L oB,do(e)s SUP HG(%t;ﬁ,T)HLl(Q,dm))} el

e

n n

Cmax {Cy(t - )7~ 02<t—7>a—f}||so||m<33>

Cymax { (¢ — )74~ 00, ¢ = ) 730D g aop)

Cymax {(t )77 9, (¢ = )72 678 ol o)
{1 =i} =) T D ol agn.
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11 1

Agora para provar a estimativa (3.16), tomamos — = 7 + i 1, e usando novamente o
q

Teorema 2.1.1, temos

l

< Cmax { sup ||G(z, €, 7)|| 08,0 (¢)), SUP ||G<x7t§§7T)HLZ(OB,dU(f))} || Laom)-
2€0B ¢coB

/8 RECATR P

Li(dB,do(x))

Observe que 0B C €2, pois B C Q e além disso, G(z,t;£,7) é uma fungao continua em

seus argumentos. Portanto,

C max { sup ||G (2,6 &, 7)|| LvoB,d0(e)): sup ||G(z, t;§77)||Ll(8B,da(§))} ]| Lacam)
2€OB ccoB

< Cmax {sug G (€, 7) || 105,006 sup G (z, t;€, T)||Ll<aB,da(s>>} lellza@m)
S €
< Cmax{Ci(t—7)T 1,01t = 7)5 5 gl s

n-1_mn
= Cs(t—7) 2 " 2||o|[eam)
17(77,71)

1 1
= Cg(t—7)72 2 (1 ’)||60||Ld(aB)

1_1

= Cg(t—7)72" > (@ ‘7)HSOHLd(aB)-



Capitulo 4

A Equacao do Calor Semilinear com

uma Fonte Nao-Linear Localizada

Seja T'> 0 e 2 C R™ um dominio limitado com fronteira suave ou o espago todo
R™,n > 2. Consideremos a bola aberta B = {x € R";|z| < R} de raio R, centrada
na origem com fronteira OB e tal que B C €. Consideremos também Xp(r) a funcio
caracteristica do conjunto B e seja v(z) o vetor normal unitdrio em = € 9B apontando
para dentro da bola. Estamos interessados em estudar o problema de valor inicial para a

equacao do calor com uma fonte localizada nao linear:

X
u — Au = 0 ;V(x)f(u(x,t)) em € x (0,7T] (4.1)
u(z,0) = wup(z) em €
complementado com a condigao homogénea no bordo
w(z,t)= 0 em 0Qx(0,7], ou (4.2)
u(z,t) - 0 quando |z| — 00,0 <t < T, '

dependendo do tipo de dominio 2. Em (4.1), o vetor normal v(x) pode ser estendido a
um campo de vetores definido em todo espago €2, consulte [7].

Neste capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solugoes para a equacao
(4.1) e a condigao no bordo (4.2) usando o argumento do ponto fixo de Banach. Assu-
miremos que uy € L"(2), isto nos permite considerar uma classe maior de dados inici-
ais e assim, somos capazes de tomar dados nao continuos. Assumiremos também que

f R — R satisfaz

f(0)=0 e [f(az) = f(a1)] < mlag — ar|(Jaz|”™" + Jas]”7T)

para todo aj,as € R onde 0 < p < oo e n é uma constante positiva. Esta escolha f é

motivada pela correspondéncia com a Equagao do Calor nao homogénea.

34



35

Usando o Principio de Duhamel, integracao por partes e o Teorema da Di-

vergéncia, obtemos a formulac@o integral para o problema (4.1)-(4.2):

ula, 1) = /Q G, €, 0o €)de + /0 /a Glanti€r)(ule )i (4.3)

Agora, descrevemos o espacgo funcional onde provaremos a existéncia de solucao

para o problema (4.1)-(4.2). Em vista da formulagao integral (4.3) e da natureza da fonte
8XB (l‘)

nao linear localizada , precisamos de um espaco que incluem informacoes sobre
u restrita ao bordo de B. De acordo com nosso interesse de tomar dados uy € L"(2),
consideraremos um espago sem exigir regularidade positiva. Sejam 1 < ¢,b < oo e B C ()
como acima. Considere os espagos de medidas (2, Lg,dx) e (0B, Lyp,do), onde dx é
a medida de Lebesgue em R" e do é a medida (n — 1)-Hausdorff em 0B. Seja A o
conjunto das fungoes f : Q — R tal que f e f|op sdo fungdes mensurdveis em Lq e Log,
respectivamente. Para f,g € A definimos a seguinte relagdo de equivaléncia, f ~ g se,
e somente se, f(z) = g(z) q.t.p. em (2, Lq,dz) e flop = glop q.t.p. em (0B, Lo, do).

Definimos o espago X}, como o conjunto de todas f € A/ ~ tal que

Iile, = ([ If(x)|bdx);+( /aBlf(x)Pda(f)); (4.4

= |[fllze) + [1fllzaam) < o0

O espaco X, com a norma (4.4) pode ser identificado isometricamente isomorfo com o
espaco L*(€2) x LI(OB) e que o par (X, 4,[|f||x,,) ¢ um espago de Banach.

Definimos agora, o espaco funcional dependente do tempo, onde procuraremos por
solugoes para a expressao (4.3). Denotamos o = % + "T_l <% — %), para 1 < 7,q,b < o0.
Sejam [ > 0 e 5Z:qT o espaco de Banach das funcoes mensuraveis u : (0,7) — X,

Bochner-integraveis tal que
7€ C((0,T); LX) e t*e€C((0,T): LYIB)),
equipado com a norma
lullpr = sup P|[ul-, )|y + sup t]Jul,t)l|zsm)-
4 0<t<T 0<t<T

Na sequéncia, provaremos que o problema de valor inicial (4.1)-(4.2) admite

solugao.
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Teorema 4.0.1 (FERREIRA;VILLAMIZAR-ROA). Suponha quen > 2,1 <r < b,q <
oo ¢ 1< p < min {2t gL+ )} com 52 3(E- 1) 08> (- )

Seja f : R — R satisfazendo f(0) = 0 e |f(az) — f(a1)] < nlag — a1|(]a2|p_1 + |a1|p_1)
para todo ay,as € R e ug € L™(R2). Entao,

i) (Existéncia e Unicidade): Existe T* = T*(uy) > 0 e uma dnica solu¢do u para o

problema (4.3) pertencendo a z—:Z:qT*.

ii) (Dependéncia continua das condigoes iniciais): Se ug(x) e vo(x) sao condi¢oes ini-

ciais em L"(2), entdo as respectivas solugoes u(x,t) e v(x,t) satisfazem

||U—U E;,T* S C”UO —Uo||Lr(Q)
'q

iii) (Positividade): Assumindo que f(z) >0 onde z > 0. Se ug > 0 ¢.t.p. em 2, entdo

w(z,t) >0 gt.pem Qete (0,TF).

4.1 Existéncia e Unicidade

A - T -
Para provar a existéncia de solugao em ¢, , usaremos o argumento de contragao
T . T T :
para encontrarmos um ponto fixo. Para u € g, seja ® : g/, — ¢;’, um operador linear

definido por

(u)(r, 1) = /Q G €, 0o €)dé + /0 /83G(:v,t;&f)f(U(&T))dé“dT- (4.5)

Portanto,

(), )l ooy = /QG(I,t;&O)Uo(é)der/o 8BG(%t;é,T)f(u(éyT))dédT

t
+/

LY Q)

/6 Glanti€ T (ue, )

IN

/ G, ;€. 0)uo €)de
Q

LP(Q)

Lb(Q)

dr.
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Sabendo que 1 < r,% < b,q < 00, entdao podemos usar as estimativas (3.40) e (3.42) do

Lema 3.4.2 e Lema 3.4.3, respectivamente, na desigualdade acima; Logo,

/
0

LY ()

dr
Lh(@)

H/ 2, €, 0)uo(&)dE /83 Gz, t:8,7) f(u( 7))d¢

IA
9
|
w3
—~
5=
|
Sl
~—
=
2
=
=

+
2
O\

o~
o
i
—
—_
e
~
|
9
S~—
ol
—~
S
|
Qe
+
=
N—
——
Yoy
~
|
\]
N—
N
(]
—_
Qe
N—
=
—
—~
N—
-
o
>
)
=

IA
Q
@4\
Q
~
=
N3
—~
3
<=
~—
s
=
=
5

Cyt %Bff(?*ﬂ)nuoumm

<
t —
+C5 max {1’ t%(%_g_‘—l)} / (t — 7—)_%_%71)(5_%%-*904(17
0
p
< (s Yol ) (4.6
0<r<t
< Gt 0D ugl
- (n-1) P
+C1Cs max {1,15%(%_5“)}t’ﬁt%Jrﬁ_pa_Tl(g_%) ( sup TQHU(T)HLq(aB)) (4.7)
0<r<t
onde em (4.6) usamos o fato de que p < ¢ (=15 + ). temos —3 — 251 (g — %) > —1lede

p < a1 temos que —pa > —1. Portanto, podemos usar o fato de que fot(t —7)070%2dr =

Ct'+91%%2 para §; > —1 e obter a desigualdade (4.7). Assim, temos que

]| (u) (-, Ol < C’stﬁ_i(%—z)HuOHU
+C'1C5max{1 30— Z“)}tﬁﬁ—pa—%(g—g)

< (s o) (4.9

o<r<t

Observemos que p < q (ﬁ + %) el > %(l — %) implicam, respectivamente, que

1/1 »p n—1/(p 1
- -—=+1 — — - — - .
2(1) q+)>0 e —l—ﬁ (q b)>0

Portanto, podemos tomar o supremo na desigualdade (4.8) com 0 < ¢t < T’ logo,

sup )10() (s Olley < G5 G g1
o<t<T

+C’105max{1 Tz(% 5 1)}T%+B—pa—@(ﬁ_;)

X < sup t“||u(t)||Lq(aB)>p. (4.9)

0<t<T
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Por outro lado, observemos que

N2(u)(, )l Laomy = /QG(CEJ;&O)Uo(ﬁ)dﬁJr/O 8BG(ﬂf,t;ﬁﬁ)f(U(&T))dédT

t
+/
0

La(dB)

La(dB)

/a Glanti€ T (ule, )

IN

/ G, 1 €, 0)uo €)de
Q

e como pa < 1 segue que 1 < K q < co. Entao, a partir das estimativas (3.41) e (3.43)
P

do Lema 3.4.2 e Lema 3.4.3, respectivamente, aplicadas na desigualdade acima, obtemos

t
‘ [ewucom@as|  + [ | [ canenuen| o
@ ra@gpy 0 ||/9B L4(0B)
< Oy maX{l té(_ﬂ)} _%_%(;_mw@llu(m
¢ ,;,n;l(g,;)
#Co =0 EDI g 07
t
< Comax {16 G Y uglloy + Co [ (0= 15T D Juo)lad
0
C4maX{1,t5(5_’l"+1)}t_“||Uo|ILT(Q)
t 1 nfl(p 1) P
10 (/ (t—7)"2 "% i g T_”"dT) (sup ||U(T)||Lq(33))
0 o<r<t
< C4max{1 tz(f_ +1) }t*“Huo\ Lr(Q)
5 g i—(p-Tja— 50 (=1) g
+CyCyt 2 q sup ||u(7)||zeom) |
o<r<t
logo,

1RGOl lom < Comax {1,286 gl

~ l,(p,l)a,M(L—l) ?
+CoCit 2 \a sup ||u(7)|Le@my | 5 (4.10)

o<r<t

Agora, observemos que « < <lep< . Assim, temos que

1L/1 »p 1 (n—1) (p—1
Sl (| S (p—1a~— .
2<q r+)>0 ¢ 3 (p—1Da 5 ( . >0

Portanto, podemos tomar o supremo na desigualdade (4.10) com 0 < ¢ < T’; logo,

2r+n 1
+n—

1(1_1
sup t*[[®(w) (-, ?)[|zaon) < C4max{1,T2(q T+1)}||U0||LT(Q)

o<t<T

~ l_(p_l)a_w(f’;l> P
+CyCeT? 2 \a sup ||u(t)||ra@ny | - (4.11)

0<t<T

Seja A € R fixado tal que A = C(T)||uo||1-(q) e consideremos a bola fechada

Bm:{UG%WHMLT<Z%

La(9B)

dr,
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1_1

onde C(T) = CgT'B_i(?_E) + Cy max {1,T5(;i+1)} > 0. Denotamos

1 (n—1)

K(T) = C,Csmax {1, T%(%*ﬁﬂ)} patB—pa— D (2-1)
LGy oD (27
= KD+ (), (4.12)
onde as constantes C, Cy, Cy5 e Cy sdo das desigualdades (4.9) e (4.11). Entao,

12@)( O)llor < sup 7]|@(u) (-, t)l o) + sup | @(u)(-,t)||Lacon)
q 0<t<T 0<t<T

_n(1_1
S CgTﬂ 2(7‘ b)||UO||LT(Q)
+C’1C’5 maX{l,T%(%_gﬂ)}T%Jrﬂ—ﬂa—("z;l)(g_%)
p
X ( sup to‘||u(t)||Lq(aB))
0<t<T
1(1
+Cy max{l,Tz(q_Hl)}||u0||LT(Q)

0<t<T

P
~ (n=1) ( p—1
+ Gy Da- 5 (23) (sup HU(t)HLq(am)

IN

- P
(D)ol rey + K (T) ( sup ||u<t>||Lq<aB>)

0<t<T

< 20(T) gl 1) = 24, (4.13)

provando assim que para T > 0 suficientemente pequeno temos u € Bsy, e portanto

O (Byp) C Bay. Agora, basta provarmos que a restrigao de ® sobre By é uma contragao.

Para provar isto, tome u,v € Bay, logo,

12(u)(,t) + () (- Dllr@) < /LBG(%t;é,T)l(f(U)—f(v))(é,T)\dde

0 Lb(Q)
< / Gl ts &0 (f(w) — F)ETE|
0 9B L ()
< ¢ / / Gl 1€, (€, 7) — o€, )| (ju(€ P + [oE DY de| dr (4.14)
0 9B LY (Q)

usando a estimativa (3.42) do Lema 3.4.3 em (4.14), obtemos

12 (u)(-, 1) + (0) (- D] e(e)

< /Ot <C5 max {1, (t — T)%(%-%Jrl) }(t _ T)—é—anl(g_%)

X H|u(7’) — (1) (|u(7)|”_1 + |U(T)|”_1) HL%(é)B) )dT, (4.15)
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note que,

IN

= ) = ooy ([ ()P + o)) do) )
=

(

(
< u(r) -

(

|[u(T) = o()] (Ju(m)]P" + [o(r) P L4 @)

Qo

- ( /8 fulm) = ()7 (ju(r) ! + [u(r)|P1)? do(w)) (4.16)

QR

<(/aB ’u(T)_"’(T”ZPdU(x)); (/aB(’u(T)’MH”( )P~ 1)Zf’lda<x)>”p1)

p—1
q

7) = o) gagomy [P+ @y o
U(T “Lq OB) (H P lHLp I(6B) + ||U P 1||Lp 1(33))
= 1) = o) gegomy (100 by + 10 ) (.17

onde em (4.16) usamos a Desigualdade de Hélder com p e ;iLl sendo os conjugados de

Lebesgue. Combinando a desigualdade (4.17) com (4.15) obtemos,

IN

IN

IN

IN

D (u) (-, t) + 2(0) (-, )| o)

/t (6’5 rnax{l (t—1)2 (1 Z*l) }(t _ T)—%—"T_l<§—%)
() = () sagomy (180 aim + ()2 83)))
(s max {1,15;(1175“) } /t ((t — T)_%—nTl(g_%)T perpe

Cs max{u%(i—;’ﬂ)} (/Ot(t_f)—%—T(Z—i)T padT) ( sup ¢ [|u(t) —v(t)||Lq(aB))

0<t<T

p—1 p—1
X [( sup t* Hu(t)HLq(aB)) + ( sup t* Hv(t)HLq(aB)> ]
0<t<T o<t<T

Ki(T)2 [(20)P7 + (20)°771] ( sup ¢ ||u(t) — v(t)HLq(aB))

0<t<T

t PP K (T)AP? ( sup t ||lu(t) — U(t)HLQ(BB)) ’

0<t<T

portanto,

11D () (-, t) + D), )l o) < zpzcl(T)Ap—l(sup ta||u<t>—v<t>||m@3>)- (4.18)

0<t<T
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Analogamente, temos
[P (w)(+ ) + P(v) (-, V)||Le(am)

t _1_n-1(p-1 -1 —1
< Go [ (=15 ) =l (Il + ol o) d

4 (/Ot( )IM(‘:I)T—padT> <0i1tl£Tta [ (t) —v(t)||Lq(aB))

p—1 p—1
X [( sup t° ||u(t)|qu(aB)> + ( sup 1 Hv(t>||Lq<aB>) ]
o<t<T o<t<T

< tTYK(T) ( sup t* |Ju(t) — v(t)||Lq(8B)) [(2A)71 + (2A)"71]

0<t<T

IN
~
|
2
N
N

= t 2Ky (T)A! ( sup t* [Ju(t) — v(t)HLq(ﬁB)> )

0<t<T

e assim, obtemos que

| @(u)(-,) + @) (- Ollzaon < 2°Ka(T)A ( sup 1% [[u(t) —v(t)Hm(aB))- (4.19)

o<t<T

Somando as estimativas (4.18) e (4.19) e usando (4.12), obtemos
t7[|@ () (-, 1) + () (-, )| o) + | @(w) (-, 1) + () (- )| oo

< PK(T)A! ( sup % [Ju(t) — U(f)HLq(aB))

0<t<T

< 2PK(T)A < sup 7 u(t) — v(t)|| ) + sup ¢ [lu(t) —v(t)lqu(aB>) :
0<t<T o<t<T

Portanto,
18() (1) + @) Dllr < PETAT ult) (@) (420)

Tomando T' = T* > 0 suficientemente pequeno tal que 2°K(T)A?~! < 1, concluimos a

partir de (4.20) que ® : Boy — Bop é uma contragao. Assim, ¢ admite um dnico ponto

fixo em Byy o qual é solucao de (4.3) em gz:qT*.

4.2 Dependéncia Continua em relacao aos Dados Ini-
ciais

Suponhamos que u,v € 522‘; sejam duas solugoes de (4.3) associadas aos dados

iniciais ug e vg respectivamente, entao
u(z,t) —v(x,t) = / G(z,t;€,0)(ug — vo)(€)d€
Q

+/0 . Gz, t;:&,7)(f(u) — f(v)(&, 1))dédr,
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logo,

||U($7t)_'l}(l',t)“€£,qT* < ‘

/Q G 1€, 0) (g — v0) (€)d

ST,T*
b,q

+‘/Ut /88 G, 66, 7)(f(u) = fv) (&, 7))dEdT (4.21)

r,T*
€

Usando os mesmos argumentos usados para provar as estimativas (4.18) e (4.19), obtemos

que

< 2PK(TH)AP!
r,T*
ab:q

/o /aB G(,8:€,7)(f(u) = f(v)(&,7))dEdr

X ( sup t||u(t) — U(t)HLq(aB))

0<t<T

< K(T)N 7 u — v e, (4.22)
b,q

onde K (T*) é definido em (4.12) e 2° K (T*)AP~! < 1.

Por outro lado,

/G(ﬂc,t;é,O)(uO—vo)(ﬁ)dﬁ = sup tﬁ‘/G(fv,t;é,O)(uO—vo)(ﬁ)dé
Q EquT* o<t<T* Q Lb()
+ sup 1| [ Gt 0)(uo — o) )
0<t<T™ Q L1(OB)
< T*C T*_%(%_%)IIUO — ol L)

+T*0<C4T**%*T<?*g)
xmax {17 G H ) g — vl (423)

—~
N
|
—_
—
~—
=3 =
|=

q) segue de (4.21) - (4.23) que

1_1

CgT*_E (;_3) + 04 max {1, T*% (%7%+1)
= 2K(T7) A Ilto = vollzr e,

provando a dependéncia continua em relagao aos dados iniciais.

4.3 Positividade

A existéncia da solugdo u € 6Z’qT* para (4.3) foi obtida através do argumento do

ponto fixo para contragoes. Portanto, v é limite de uma sequéncia de iteradas, isto é,

ui(x,t) = /QG(x,t;f,O)uo(f)dg

Upsr(x,t) = /QG(x,t;f,O)uo({)dﬁ%—/O aBG(:c,t;g,r)f(uk(gm))dgdr, k € N.
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Como a funcdo de Green G(z,t;€,7) > 0 para todo (z,t) € Q x (r,7]. Segue que
uy(z,t) > 0, assumindo que ug(z,t) > 0 para k € N, concluimos usando indugao sobre k
que ugyq(z,t) > 0 pois f(z) > 0 para z > 0. Assim, o limite u da sequéncia uy, verifica

u(z,t) > 0 pois a convergéncia na norma || - || - preserva positividade.
5 e
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