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RESUMO

O objetivo deste trabalho é contribuir no ambito académico com o tema, para tanto,
o trabalho é fundamentado em uma pesquisa bibliografica que toma por base um olhar
critico acerca do ensino tradicional da Matemaética, com enfoque na Trigonometria. Assim,
serao apresentadas as principais concepgoes sobre a Modelagem Matematica, bem como o
contexto historico e fundamentacao tedrica da Trigonometria, além de apresentadas duas
propostas préticas de modelagem para sala de aula, sob perspectiva dessa metodologia de

ensino.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Aprendizagem significativa. Trigonometria.



ABSTRACT

The objective of this work is to spread the discussion on the subject in the academic
environment. Thereunto, the work is based on a literature search that is based on a critical
eye on the traditional mathematics teaching, with a focus on trigonometry. Thus, the
main concepts will be presented on Mathematical Modeling and the historical context and
theoretical foundation of Trigonometry, and present two practical proposals for modeling

for the classroom.

Keywords: Mathematical Modeling. Motivating learning. Trigonometry.
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1 INTRODUCAO

As praticas do ensino tradicional da Matematica cada vez mais vao se evidenci-
ando pouco eficientes, principalmente, porque abordam conceitos alheios ao cotidiano dos
estudantes, o que implica no distanciamento dos mesmos com a matéria. Por essa razao,
devem ser trazidas para sala de aula novas metodologias e tecnologias, que aproximem os

conteudos matematicos de suas aplicabilidades e, consequentemente, dos alunos.

A sociedade exige que as escolas habilitem os seus alunos para que estes, de
forma autonoma, sejam capazes de se perceberem como agentes capazes de raciocinar com
base nos conhecimentos ja adquiridos e refletir por si s6, sem a necessidade de decorar
assuntos que na maioria das vezes sao vistos como utilizdveis apenas para responder

provas.

A Modelagem Matematica é uma metodologia de ensino que aborda situagoes
reais e as traduzem para linguagem matematica, porém enquanto alternativa pedagdgica,
ainda é pouco difundida no meio académico, destarte o objetivo deste trabalho é apresen-
tar as concepgoes de Modelagem Matematica, com intuito de proporcionar aos professores

o conhecimento dessa tendéncia de ensino, com enfoque na Trigonometria.

A Trigonometria é um dos tépicos mais antigos da matemadtica, e sua apli-
cabilidade em problemas do cotidiano foi peca fundamental para o desenvolvimento da
humanidade. Por meio de sua premissa bésica, a relagao entre as medidas dos angulos
de um triangulo e seus lados, que hoje pode-se calcular grandes distancias. Também foi
com base nos conhecimentos de Trigonometria que se pautaram as grandes navegacoes
que se aventuravam em mar aberto, utilizando instrumentos nauticos, como o astrolabio

e a bussola, que funcionavam baseando-se nas estrelas ou no sol.

Um exemplo atual da contribuicao da Trigonometria sao as rotas tracadas por
computadores para que um aviao chegue ao seu destino, estes computadores utilizam os

mesmos principios que os pioneiros neste ramo da Matematica. Antes as referéncias eram

as estrelas, hoje sao os GPS e satélites (LOPES, CAVICHIOLO et al).

Dessa maneira, por entender que a Modelagem Matematica é capaz de agucar a



13

criatividade dos alunos, torna-los agentes centrais do seu proprio aprendizado e evidenciar
a aplicabilidade da Matematica no cotidiano, serao apresentados conceitos de Modelagem
Matematica e propostas sua aplicabilidade no ensino da Trigonometria aos professores

que desejarem aprimorar suas metodologias, saindo do comodismo das aulas tradicionais.

No capitulo 2 é caracterizada a Modelagem Matematica, onde sao apresentadas
suas principais concepgoes. Além de esclarecer o significado dos modelos no processo,
também serao evidenciados seus beneficios, assim como as barreiras encontradas durante

sua aplicacao nas escolas.

No capitulo 3 é apresentada a fundamentacao tedrica acerca da Trigonometria,
onde sao expostos contetidos de Trigonometria no ensino basico, iniciando pelo contexto
histérico e em seguida sao apresentados conceitos e propriedades da Trigonometria no
triangulo, no circulo e das fungoes trigonométricas, conhecimentos estes, necessarios para

abordagem das propostas de modelagens.

No Capitulo 4 inicia-se o enfoque a parte pratica do trabalho, onde serao
propostas duas atividades que se iniciam com abordagem de um tema nao-matemaético
que serd investigado. Na primeira atividade, “medindo alturas com o teodolito artesanal”,
é confeccionando um medidor de angulos que serd peca fundamental no calculo das alturas
dos objetos ao redor da escola. Na segunda atividade, “A trigonometria no horario de

verao”, o professor usa a interdisciplinaridade entre Matematica e Geografia.
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2 A MODELAGEM MATEMATICA

Nesse capitulo serao apresentados conceitos de Modelo Matematico, Modela-
gem Matemaética e o processo para obtencao de um modelo, proposto por Biembengut.
As principais referéncias sao: Almeida, Silva e Vertuan (2012), Barbosa (2004), Bassa-
nezi (2011), Biembengut e Hein (2011), Herminio (2009), Nogueira, Martins e Brenziko-
fer(2008), Ribeiro (2008) e Silva (2014).

2.1 Modelos e Modelagem Matematica

Em decorréncia dos avancos tecnolégicos e cientificos, a sociedade vive em um
processo continuo de transformacao, e a escola, como agente participe fundamental a
sociedade, com a proposta de formar cidadaos criativos e autonomos, deve acompanhar
tais mudancas, que cada vez mais exigirao dos educandos capacidades e conhecimentos

inerentes a esse Processo de avanco.

A Modelagem Matematica, usada como metodologia de ensino, visa suprir es-
sas necessidades, visto que a mesma é baseada na desmistificagao do professor como agente
central no ensino, entregando este posto aos discentes. Sob o enfoque da Modelagem Ma-
tematica, o professor se torna mediador entre o conhecimento e os alunos, estes por meio
de atividades investigativas e interdisciplinares, “‘comandam” o ensino-aprendizagem, e

ao final do processo sao desenvolvidas criatividade, autonomia e conhecimento.

Antes de versar sobre a Modelagem Matematica, é importante entender o que
¢ um modelo matematico. A palavra “modelo”, apesar de ser um termo com diversos
significados, remete a uma definicao empirica: “aquilo que serve de exemplo”, ou seja,

algo que representa um padrao ideal.

Nesse aspecto, a concepcao de um modelo nao se limita apenas a Matematica,
mas a uma gama de areas do conhecimento, tais como economia, biologia, arte, literatura
etc, e embora o objetivo dos modelos nessas areas possa ser diferente, a esséncia é sempre

a mesma: descrever as caracteristicas de algo.
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De acordo com Bassanezi (2011, p. 19): “quando se procura refletir sobre
uma porc¢ao da realidade, na tentativa de explicar, de entender, ou de agir sobre ela - o
processo usual ¢ selecionar no sistema, argumentos ou parametro considerados essenciais

e formaliza-los através de um sistema artificial: o modelo”.

No ambito matematico, utilizamos modelos para explicar situagoes que podem
ser externas a disciplina, com proposito de descreveé-las e interpreta-las com linguagem

Matemética.

Almeida, Silva e Vertuan (2012, p. 13) ainda acrescentam: “um modelo ma-
tematico é um sistema conceitual, descritivo e explicativo, expresso por meio de linguagem
Matematica ou estrutura Matematica e que tem por finalidade descrever ou explicar o

comportamento de outro sistema, podendo realizar previsoes sobre este outro sistema”.

Como exemplos de Modelagem Matematica, pode-se citar as seguintes si-
tuagoes: elaboracao do orcamento para construcao de uma casa; a quantidade de suco
que pode ser produzido com uma certa quantidade de maracujas; a forma de determinar

o crescimento populacional de determinada comunidade, entre outros.

Diante dessas situagoes, pode-se, através do emprego do conhecimento ma-
tematico adequado e de interpretagoes voltadas a outras dreas, determinar modelos (lin-
guagem matematica) e utiliza-los como forma de realizar previsdes. No entanto, os resul-
tados nao se restringem apenas a uma situacao especifica, pois os mesmos, futuramente,

podem vir a servir de base para outras hipdteses.

Biembengut e Hein (2011, p. 12) ressaltam que um modelo nao se limita a uma
equacao ou féormula: “um modelo pode ser formulado em termos familiares, utilizando-
se expressoes numéricas ou formulas, diagramas, graficos ou representagoes geométricas,

equacoes algébricas, tabelas, programas computacionais etc”.

Aceitando essa concepgao, Bassanezi (2011, p.17-18) divide o modelo, quanto

a forma de representar um sistema, em dois tipos:

Modelo objeto - é a representagao de um objeto ou fato concreto; suas ca-
rateristicas predominantes sao a estabilidade e a homogeneidade das variaveis.
Tal representagao pode ser pictéricas (um desenho, um esquema compartimen-
tal, um mapa etc), conceitual ou simbdlica.

Modelo tedrico - é aquele vinculado a uma teoria geral existente - serd sem-
pre construido em torno de um modelo objeto com um cddigo de interpretagao.
Ele deve conter as mesmas caracteristicas que o sistema real, isto é, deve re-
presentar as mesmas variaveis essenciais existentes no fenomeno e suas relagoes
sao obtidas através de hipdteses ou de experimentos.
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Em termos mais explicitos, a Modelagem Matemaética é a vertente pela qual se
chega ao modelo. Aceitando essa concepcao apresentada por Almeida, Silva e Vertuan a
modelagem ¢é o processo da busca por determinada solucao, na qual chegamos ao modelo.

(ALMEIDA, SILVA e VERTUAN, 2012, p. 15).

Bassanezi (2011, p. 16) acrescenta: “a Modelagem Matematica consiste na
arte de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los in-

terpretando suas solugoes na linguagem do mundo real”.

Almeida, Silva e Vertuan (2012, p. 12) acreditam que a modelagem parte
de uma situacao inicial denominada “situagao-problema” e caminha para uma situacao
final que representa uma solu¢ao, denominada “modelo matematico”, utilizando-se de um
conjunto de procedimentos capazes de ligar a situacao inicial a final. E ainda ilustram

seus entendimentos:

Modelagem Matematica

Situagdo inicial Procedimentos Situagdo final
(problematica) 1 (Solucdo para a problemética)

Figura 2.1: A situagao inicial e a situacao final na Modelagem Matemadtica.

[lustrando os conceitos apresentados com um modelo matematico: investigacao
da quantidade de mercurio liberado para o meio ambiente em funcao de uma lampada

fluorescente quebrada.

Situacao Inicial: mercurio contido em lampada fluorescente e contaminagao do

ambiente onde sao descartadas.
t

1
Modelo Matemético: Q(t) = (43200 — 8400v/2)(5)2 + 8400v/2 + 16800.
Conhecimento matematico: para obtencao desse modelo é necessario utilizar

da soma de PG finita, progressao geométrica, funcao exponencial e recorréncia.

Tomando por base as definicoes apresentadas é de imediata percepcao que
a finalidade de todas as concepcoes supracitadas é a obtencao do modelo. Contudo, o
processo de modelagem nao se finda exatamente nesse ponto. Apds a “descoberta” do
modelo, este ainda passara pelo processo de validacao, que é o momento de constatacao

de fidedignidade, para tanto, a situacao real sera retomada e verificada.
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Nesse momento, pode-se aplicar a demais situacgoes oriundas do problema ini-
cial, a fim de obter previsoes, projecoes e estratégias. Dessa maneira, outra vantagem do
uso de modelos ¢é a economia, uma vez que as conclusoes obtidas poderao ser validas para

cada situacao particular (NOGUEIRA, MARTINS e BRENIKOFER, 2008, p.15).

Flemming, Luz e Mello (2005, p. 26) completam: “Diante de um problema
do mundo real é possivel selecionar variaveis e delinear o modelo. Por sua vez, o modelo

produz informagoes importantes para a criacao de alternativas de solugao”.

Alguns pesquisadores, diante de suas experiéncias, indicam algumas etapas
metodoldgicas para a Modelagem Matematica. Sera explicada uma dessas etapas em

outra sessao.

2.2 Modelagem na Educacao Matematica

Ao buscar novos caminhos para educacao, utilizam-se praticas diferenciadas
das habituais, e diante dos éxitos em sala de aula, esses caminhos vao cada vez mais se
consolidando e tornando-se tendéncias. Com a perspectiva da utilizacao da Modelagem
Matematica no contexto educacional, a mesma é considerada uma tendéncia na Educacao

Matemética.

Para Lopes e Borba (1994, apud Flemming, Luz e Mello, 2015, p.15) uma
tendéncia é uma forma de trabalho que surgiu fundamentada na busca de solucoes para
os problemas da Educacao Matematica. A partir do momento que é usada por muitos
professores ou, mesmo que pouco utilizada, resulte em experiéncias bem sucedidas, es-
tamos diante de uma tendéncia, os autores exemplificam com a Educacao Matematica
critica, a etnomatematica, a Modelagem Matemaética, o uso de computadores e a escrita

na Matemaética.

E vélido destacar que a Modelagem Matemaética voltada a educacao possui

influéncia significativa da Matematica Aplicada.

Segundo Miola e Silveira (2008, p. 58 apud Silva, 2014, p. 19):

A Modelagem Matematica tem sua origem na Matemaética aplicada, sendo
utilizada entre os matematicos aplicados como um meio para obtencao de um
modelo matemadtico (férmulas, equagoes, graficos, tabelas, etc) que expliquem
uma situagao da realidade.
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Blum (1989 apud Bassanezi, 2011, p.19) faz a seguinte correlagao:“o termo
aplicacao de Matematica denota o fato de utilizar seus conceitos para entendimento de
fenomenos do mundo real. Eventualmente, modelos matematicos, ou mais geralmente,
todo argumento matematico que é ou pode ser, de alguma forma, relacionado com a

realidade, pode ser visto como pertencente a Matematica Aplicada”.

Através dos proprios aspectos da modelagem matematica, é possivel perceber
que suas raizes encontram-se na Matematica Aplicada, considerando que esta se utiliza
dos conceitos matematicos para alcancar outros tipos de conhecimentos, no entanto, ao
se destacar como um instrumento de apoio pedagdgico, a Modelagem Matematica se
desconecta da Matematica Aplicada e se expande para a educacao matematica, tracando,

assim, um caminho proprio.

Para Flemming, Luz e Mello (2005, p. 24): “A Modelagem pode ser utili-
zada em dois contextos especificos: como ferramenta na resolucao de problemas e como

metodologia para o processo ensino-aprendizagem da Matematica”.

2.3 Modelagem Matematica em sala de aula

Em virtude da literatura ser repleta de variadas concepgoes acerca do tema,
cabe ao docente analisar esses conceitos e interpreta-los a fim de fundamentar suas aulas.
Além disso, a Modelagem Matematica, por se tratar de uma pratica que exige contex-
tualizacao, interdisciplinaridade, conhecimentos historicos, entre outras habilidades, é de

fundamental importancia, o continuo aperfeicoamento por parte do professor.

Um dos quesitos essenciais para o professor implementar a Modelagem Ma-
tematica é ter desejo de modificar suas préticas de ensino, se predispor a pesquisar e
embasar-se em modelos cldssicos e outras experiéncias no ensino (BIEMBENGUT; HEIN,

2011, p. 29).

Alerta-se que quando as concepcoes tedricas se desencontram das praticas, o
professor pode equivocar-se, ao presumir que esta ensinando por meio da modelagem. Um
exemplo evidenciado por Biembengut em sua dissertacao “Modelacao Matematica como
método de ensino-aprendizagem de Matemaética em cursos de 1° e 2° graus” expoe um

caso em que um professor propoe que os alunos descubram quanto custa para construir
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uma casa. Para tanto, os educandos fazem levantamento do material e prego, realizam os
célculos, porém nao chegam a nenhum modelo matemético (BIEMBENGUT, 1990 apud
BARBOSA, 2001, p. 2).

A constante busca pelo conhecimento em relacdo ao tema por parte do edu-
cador é fundamental e a experiéncia se obtém de maneira gradual e estd diretamente
relacionada ao tempo de planejamento das atividades. Muito embora nao seja apenas
a auséncia de confianca e habilidade dos professores para desenvolver a Modelagem Ma-

tematica em sala de aula, o entrave na expansao dessa metodologia.

As principais dificuldades na implantacao da modelagem que impossibilitam a

maior difusao dessa metodologia de ensino sao:

1 - o programa dos cursos regulares que muitas vezes sao cronologicamente
apertados, e como a modelagem pode ser demorada, pode implicar no nao cumprimento

do conteiido programatico;

2 - 0 nao preparo dos alunos para essa pratica, pois nao sao acostumados a
serem os principais agentes do processo de ensino-aprendizagem, além da heterogeneidade

de uma sala de aula;

3 - algumas atividades de Modelagem Matematica no decorrer do processo
podem exigir conhecimentos que nao foram tratados naquela série, sendo assim, o aluno

nao poderia ter conhecimento suficiente para desenvolver a atividade;

4 - inexisténcias de disciplinas que tratem da Modelagem Matematica na
formacao inicial do professor, bem como auséncia de predisposicao para a formacao conti-
nuada nessa area (RIBEIRO 2008, BASSANEZI 2011, ALMEIDA, SILVA E VERTUAN
2012, BARBOSA, 2001).

Em relacao ao tempo da atividade de Modelagem Matematica, cabe mencionar
que nem sempre o cumprimento do curriculo garante aprendizagem concreta, o professor
por meio de planejamento pode delimitar o tempo de uma atividade de Modelagem Ma-
tematica, podendo se estender por semanas, algumas aulas ou até mesmo em uma tnica

aula.

Seria um equivoco e uma visao muito simplista determinar qual o tempo de
duragao para o processo de Modelagem Matemaética, porque as caracteristicas das ativi-

dades estao intimamente ligadas a cada situacao de maneira particular, sendo assim, s6
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cabe ao professor adaptar a pratica com as condigoes que lhes sao impostas.

As barreiras naturais do ensino tradicional tém influéncia significativa no des-
preparo por parte dos educadores no emprego da modelagem em suas metodologias pro-
postas em plano de aula, pois assim como os alunos, alguns professores vivem em uma

zona de conforto, preferindo as situagoes previsiveis que o ensino tradicional oferece.

Herminio (2009, p. 17) reforca esse entendimento:

Para professores que nunca trabalharam com essa estratégia pedagogica, é
dificil dar o passo inicial, pois o trabalho com a Modelagem em sala de aula
exige que o docente esteja preparado para possiveis imprevistos, principalmente
quando o tema escolhido para o desenvolvimento do trabalho parte do aluno.
Dessa forma, ao se decidir trabalhar com a Modelagem, o professor estard mi-
grando para a zona de risco.

Outro aspecto é a familiarizacao do estudante com a Modelagem Matemética,
em algumas situagoes o aluno pode ser apatico a realizacao do processo, isso porque ele ja
estd acostumado com a metodologia na qual sao receptores do conhecimento transmitido
pelo professor, novamente, cabe ao professor adotar métodos que despertem o interesse

do aluno.

Segundo Bassanezi (2011) esse é o esquema no ensino de um determinado teo-
rema na educacao tradicional: “enunciando — demonstragao — aplicagao”. No processo

de modelagem, segundo ele, seria o inverso, onde “aplicacao” seria a motivacgao.

Para Ribeiro (2008, p. 71): “Diferentemente num projeto de Modelagem ma-
tematica, os alunos veem-se obrigados a produzir novos conhecimentos a medida que

levantam hipdteses, fazem questionamento, resolvem problemas e avaliam solugoes”.

Para vencer a apatia dos alunos é importante a selecao de temas voltados aos
seus interesses e a primeira abordagem do tema deve ser caracterizado tal qual um convite

ao conhecimento.

Almeida, Silva e Vertuan (2012, p. 26) dividem em trés momentos o contato
com os estudantes e a Modelagem Matemdtica, no primeiro, o professor os coloca em
contato com informacgoes necessarias; no segundo, uma situacao problema é sugerida pelo
professor e por fim, no terceiro momento, divididos em grupos, os alunos sao responsaveis

pela conducao da atividade, ganhando total autonomia.

O fundamental da Modelagem Matematica no contexto educacional é desen-

cadear a formacao de novos conhecimentos e conceitos, além de ser uma atividade desa-
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fiadora e prazerosa.

Maria Sallet Biembengut, estudiosa e pesquisadora em educacao Matemaética
com foco em Modelagem Matematica, possui diversos artigos e livros publicados, além
de ser referéncia nacional e internacional na area. A mesma defende a ideia de utilizar a
Modelagem Matematica, com fins educacionais, em trés etapas que podem ser agrupadas:

Interacao, Matematizacao e Modelo Matematico.

Segundo a autora, na Interacao, ocorre o reconhecimento da situagao-problema
e a familiarizacao do assunto a ser modelado, respectivamente, ocorre o momento de
entender o que de fato se quer alcancar com o tema escolhido; fase de busca de referencial

tedrico para expandir o conhecimento a cerca do tema e percebé-lo em sua realidade.

J&4 a Matematizacao se subdivide em formulagao e resolugao do problema em

termos matematicos. Na formulacao do problema é o momento de transcrever a situagao
em linguagem matematica, classificar as informacoes, identificando quais sao relevan-
tes, fazer levantamento de hipdteses, selecionar conhecimentos matematicos apropriados,
determinar variaveis e descrever a situacdao em termos matematicos. A resolucao do
problema é a etapa em que se analisa os problemas resolvidos, podendo ter auxilio de

softwares ou outros recursos computacionais.

A etapa do Modelo Matematico se divide em interpretacao da solugao e va-

lidacao do modelo. Ocorre o momento de verificar que nivel as solugoes encontradas
se aproximam da situacao-problema e em seguida, retomar a situagao inicial e analisar

as implicagoes decorrentes das solucoes encontradas e a confiabilidade da sua utilizacao

(BEIMBENGUT e HEIN, 2011).

A autora ainda afirma: “ao concluir o modelo, se o0 mesmo nao atender as
exigéncias da terceira etapa, retoma-se a segunda etapa, para realizacao dos devidos

ajustes (ajustando hipdteses, variaveis etc)”.
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Figura 2.2: Esquema de processo de Modelagem Matematica proposto por Biembengut

Existem outros métodos propostos por diversos autores, porém o modelo de
Biembengut e Hein, sera aquele utilizado no capitulo que tratara das propostas de Mo-

delagem Matematica.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA DA
TRIGONOMETRIA

Nesse capitulo serao apresentados contetidos de Trigonometria abordados
na educacao basica: Trigonometria no triangulo retangulo, no circulo e funcoes trigo-
nomeétricas, bem como um breve historico do desenvolvimento da Trigonometria no pro-
cesso da evolugdo humana. Para este capitulo o referencial bibliografico sdo: Boyer (1996),
Flemming, Luz e Mello (2005), Giovanni e Bonjorno (200), Iezzi (1978), Mol (2013), Oli-
veira (2015) e Paiva (2004).

3.1 Breve histérico da Trigonometria

A Trigonometria, assim como a propria Matematica, se desenvolveu a partir da neces-
sidade do ser humano em compreender o universo. Considerada um dos ramos mais
antigos da Matematica, evoluiu ao longo da histéria de maneira ramificada, nao podendo
ser atribuida sua descoberta a um tnico povo. No entanto, registros histéricos apontam
que os primeiros a utilizarem, de maneira rudimentar, as nocoes de Trigonometria foram

sumérios que repassaram seus conhecimentos aos antigos egipcios e babilonios.

Segundo Oliveira (2015, p. 36):

Por volta de 2000 a.C. os sumérios, que viveram ao sul da Mesopotamia, na
regiao do atual Iraque, impulsionados pela busca de solugoes nas dreas da Na-
vegagao, Geografia, Arquitetura e Astronomia, desenvolveram estudos ligados
ao ramo da Matematica hoje conhecido como Trigonometria. Tendo a cultura
dos sumérios sido repassada aos babilonios e egipcios, estes aperfeicoaram os
estudos da Matematica para a aplicacao na determinacgao de distancias ina-
cessiveis, rotas de navegacao, no estabelecimento de calendérios, na previsao
de eclipses, etc.

O chamado “Papiro Rhind” é uma famosa escritura matematica, encontrada
no Egito, de aproximadamente 1650 a.C., é escrito em hieratico, possui a forma de um
manual e contém a resolucao de 85 problemas matemaéaticos dos mais variados campos,

incluindo a Trigonometria, especificamente no problema 56 (OLIVEIRA, 2013).
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Figura 3.1: Papiro Rhind

O Problema 56 possui conhecimentos primitivos de Trigonometria e uma te-
oria de triangulos regulares. Os egipcios tinham especial interesse no tema, devido a

necessidade das piramides possuirem uma inclinacao constante das faces.

Atualmente, para medir o grau de inclinagao de uma reta por uma razao entre
os segmentos verticais e horizontais, que é equivalente a maneira usada pelos egipcios,
onde o afastamento horizontal de uma reta obliqua em relagao ao eixo vertical para cada
variacao de unidade de altura, era chamada de seqt. A unidade de cumprimento utilizada
era o cubito, no caso da distancia horizontal, a unidade de medida era a “mao” medindo

um sétimo do cibito (BOYER, 1996, p. 13).

O problema 56 pede o seqt de uma piramide que tem 250 cubitos de altura e

uma base quadrada com lado de 360 cibitos.

250 cubitos

360 cabitos

Figura 3.2: Ilustragao Piramide do problema 56 do papiro Rhind I.
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Na resolucao, o seqt é a razao entre o afastamento horizontal pela altura, o
1

1 1
escriba comeca a dividir 360 por 2, depois divide o resultado por 250, obtendo 3 + = + =0

Como a medida horizontal é dada em mao, ele multiplica o resultado por 7,

126 1
obtendo ——. Resultado 5 % maos por cubitos.

F - ——
L 'y
N
*
s
I i =
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H e

360 cabitos

Figura 3.3: Ilustracao Piramide do problema 56 do papiro Rhind II.

|

Do triangulo retangulo pode-se obter a rela¢ao trigonométrica cot(o) =

® <

Essa é a relagao usada pelos egipcios, onde a cotangente do angulo formando pela face e

pela base da piramide é o seqt.

Outro aspecto encontrado no antigo Egito, no qual sao notadas concepcoes de
Trigonometria é a medicao das piramides por meio da sombra projetada no chao, para
isso os egipcios fincavam uma vara vertical no ponto extremo da sombra e associava sua
altura com as horas do dia. Assim, o pequeno triangulo formado pela sombra da vara
era semelhante ao triangulo maior, cuja base era o segmento que ia do ponto fincado pela

vara e o centro da piramide. E utilizando a nocao intuitiva de semelhanca de triangulos,

eles calculavam a altura da piramide.

Figura 3.4: Medicao da altura das Piramides
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Muitos dos registros dos babilonios se perderam com o decorrer do tempo. No
entanto, um notavel registro dos conhecimentos desse povo foi encontrado por arquedlogos
com cerca de 400 tabuas de barros, alguma delas continham textos que auxiliavam no re-
sultado dos estudos dos astronomos babilonios, hoje, alguns desses registros sao conhecidos

como tabuas trigonométricas. Na figura 3.5, encontra-se ilustrada a Plimpton 322.

Figura 3.5: Plimpton 322

O astronomo grego Hiparco de Nicéia criou a primeira tabela trigonométrica,
e por esse feito, ganhou o titulo de pai da Trigonometria. Antes dele, matematicos gregos
como Hipdcrates e Eratostenes estudaram a relagao entre retas e circulos, e aplicaram na

astronomia, porém seus estudos nao resultaram em uma Trigonometria sistematica.
Boyer (1996, p. 110-111) sugere:

Nao se sabe bem quando penetrou na matematica o uso sistematico do circulo
de 360°, mas parece dever-se em grande parte a Hiparco através de sua tabela
de cordas. E possivel que ele a tenha tomado de Hipsicles, que anteriormente
tinha dividido o dia em 360 partes, subdivisao que pode ter sugerida pela
astronomia babilonica. Como Hiparco fez a tabela nao se sabe, pois suas obras
se perderam.

Indiscutivelmente, com seus estudos, Hiparco contribuiu de maneira notoéria
para a astronomia, em especial em seu observatério na ilha de Rodes, onde fez o famoso
catdlogo de estrelas, 850 no total, no qual determinava sua posicao e a magnitude de seu

brilho, além disso, fez calendarios e previsao de eclipse (OLIVEIRA, 2013).
Roque e Carvalho (2012 apud Oliveira, 2015, p. 18) completam:

Hiparco tem sido considerado como o primeiro a determinar com precisao o
nascer e o acaso de vérias estrelas, usando para isso uma tabela de cordas por ele
calculada. Suas tabelas foram construidas para serem usadas na Astronomia,
e suas principais contribuigoes neste campo foram: a organizagao dos dados
empiricos babilonicos; a confecgao de um catdlogo de estrelas e; a descoberta
precessao dos equindcios.
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Outro feito que vale ressalva, provindo do uso do circulo de 360 graus, foi
a introdugao o termo “1 grau” e consequentemente “1 min” (1 grau divido por 60). No
entanto, a mais significativa obra relativa a Trigonometria foi “syntazis matemdtica”, com

cerca de 13 livros, teve como autor Ptolomeu de Alexandria.

Em razao da obra ser considerada de longe superior em comparagao com as
outras que ja haviam sido produzidas, mais tarde na Arabia o livro foi batizado de “Al-

magesto” que significa “o maior”.

" PTOLEMALL

MATH[:METIDE'
. conftructionds Liber primus

graece B Lacine
ain:m..

ADDITE EKELI(‘ATIHH!: ALls
fooremdBERA SO RUEIHe
HOL T Salsefdmfl,

'l.l"l."l‘l‘TFI!-FFH".AF e
Ex Oficina lohannis Luffr,
ANMO
Iydg

Figura 3.6: Almagesto

O periodo em que viveu Ptolomeu é impreciso, mas alguns historiadores afir-
mam que o método de cordas no circulo de Hiparco, serviu de base para o Almagesto,

assim como o catalogo de posicao estelar.

Ao contrario de muitas obras da antiguidade o Almagesto sobreviveu a pas-
sagem implacavel do tempo. Por tanto, suas proposicoes sao conhecidas e evidenciadas,
assim como os métodos usados para chegar nelas, e uma das mais importantes e usadas
até hoje é o “Teorema de Ptolomeu” no qual cita: “se um quadrildtero convexo ABCD é
inscrito num circulo, entao AB.C'D + BC.DA = AC.BD, ou seja, a soma dos produtos

opostos de um triangulo inscritivel é igual ao produto das diagonais”.

O que levou Ptolomeu a estudar os movimentos estrelares e planetarios foi o
interesse de compreender a esfericidade do céu, diante desse fato, era motivado a encon-
trar ferramentas para o estudo da geometria, especialmente o circulo e na esfera. Como

exemplo desse pensamento, Mol (2013, p. 56) cita:
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Hiparco de Nicéia construiu uma tabela de cordas do circulo e, no século I
d.C, Menelau de Alexandria criou a chamada trigonometria esférica e estudou
sistematicamente as propriedades de triangulos esféricos. Ptolemeu estendeu
os trabalhos de Hiparco e de Menelau, criando um procedimento para o calculo
de cordas subentendidas por arcos de um circulo.

Outro grego que teve relevante participagao na construcao do ramo da Ma-
tematica que hoje denominamos Trigonometria foi Pitagoras. Apesar de ser improvavel a
autoria do teorema que leva o seu nome, ¢é atribuido a ele o teorema: “em todo triangulo
retangulo a area do quadrado constituido sobre a hipotenusa é igual a soma das areas
dos quadrados construidos sobre os catetos”, com esse teorema foi possivel demonstrar a

relagao trigonométrica fundamental.

3.2 Trigonometria no Triangulo

3.2.1 Relacoes Métricas no Triangulo Retangulo

Definigao 3.1. Dado um triangulo retangulo AABC, conforme a figura 3.7.

C

=

| I T T T T T
]

Figura 3.7: Elementos notéveis no triangulo retangulo

Tomando as seguintes informacoes do triangulo:

e a ¢ b sao os catetos

e ¢ ¢ a hipotenusa
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e h é a altura relativa a hipotenusa

e m e n sao as projecoes ortogonais dos catetos b e a, respectivamente.

Pelo caso AAA, temos que os triangulos AABC, ACBH e AACH sao seme-

lhantes.

Colocando os triangulos de maneira que facilite cada correspondéncia de lados

e angulos, tém-se descrito na figura a seguir:

/ B 5/ \‘E A/ S Ac

Figura 3.8: Triangulo retangulo (relagoes métricas)

Entao:

O produto dos catetos ¢ igual ao produto da hipotenusa pela altura relativa a

ela, conforme mostra a figura 3.8.

h_b_ c_b (3.1)

Um cateto ao quadrado € igual a hipotenusa pela projecao ortogonal do cateto.

b

A L & (3.2)

m b m m

EZE:Q_CLZE:CL2:E (33)
a c n

Altura ao quadrado é igual ao produto das projecoes ortogonais dos dois ca-

tetos.
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3.2.2 Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo

Seja um angulo qualquer de medida « e considerando 4 (quatro) dentre um infinidade de
triangulos retangulos que podem se formandos de medida a de um de seus angulos, que

sao representado pela figura 3.9, a seguir:

Figura 3.9: Triangulos formados sob um angulo «

E possivel observar que os triangulos OAB, OCD, OEF, OGH sao semelhantes,
portanto, a razao entre os dois lados quaisquer de um dos triangulos é igual a razao de

dois lados correspondentes dos demais, como segue:

AB CD EF GH _

OA_OO“OE_OG_R1 (3.5)
OB OD OF OH

OA~-0C ~OE oqg ' (3.6)
AB_@LJW_GH_& (37)

OB OD OF OH
As constantes Ry, R, R3 dependem exclusivamente do angulo « para serem

obtidos. Assim, como os infinitos triangulos criados sob o angulo b sao semelhantes,

tomando apenas um dentre os infinitos, pode-se encontrar as constantes.
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Cateto
opostoaa

Cateto adjacente a o

Figura 3.10: Triangulo retangulo formado sob um angulo «

_ Cateto Oposto a

R
! Hipotenusa

Cateto Adjacente a «
Ry =

Hipotenusa

Cateto Oposto a «

57 Cateto Adjacente a «

As razoes trigonométricas mostradas, Ry, R, R3 sao respectivamente, seno do

angulo a (sen «), cosseno de a (cos «) e tangente de « (tg «).

3.2.3 Lei dos Senos

Definicao 3.2. Seja um triangulo ABC, no qual suas medidas dos lados sao AB =c,

BC=ae AC=b. Entao: ¢ b €

— = = 2R, em que R é o raio da circunferéncia
senA  senB  senC

circunscrita ao triangulo.

Demonstracao. No caso em que o centro O da circunferéncia é ponto interior ao triangulo
ABC, ou seja, em que o angulo oposto ao maior lado do triangulo é menor que 90°,

conforme a figura 3.11.

Figura 3.11: Triangulo inscrito
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Sendo BD o diametro da circunferéncia, temos que o angulo BAD é reto, pois

estd inscrito em uma semicircunferéncia, assim:

. AB
D=—
sen 5D
- c
D=—
sen R

Observa-se que os angulos D e C sao congruentes, pois determinam o mesmo

arco AB. Logo, vem:

. . c c
senD = senC = — = 2R = ~
2R senC

Tragando por A um diametro AD’; obtém-se analogamente 2R =

senB
Tragando por C um adiamento AD”, obtém-se 2R = ¢
senA
Por fim, chega-se a conclusao que:
b
¢ _ - ° —9R (3.8)

senA  senB  senD

3.2.4 Lei dos Cossenos

Teorema 3.2.1. Dado um triangulo ABC e sejam a, b e ¢ medidas de um triangulo

qualquer e seja o 0 dngulo oposto ao maior lado que mede a. Entdo: a® = b*+c*—be.cosa.

Demonstragdo. Considerando h = AP (altura do triangulo em relacdo a base BC). Exis-

tem duas possibilidades, conforme ilustra a figura 3.12, existem duas possibilidades:
1. x < 90° (P pertence ao segmento BC')

2. x >90°(P nao pertence ao segmento BC).

P B G

Figura 3.12: Triangulos formados partir da perspectiva de um ponto P
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No primeiro caso, seja x = BP = c.cosB. Aplicando o teorema de Pitagoras

nos triangulos ABP e APC, obtém-se as igualdades:

= h*+ 2? (3.9)

b =h*+(a—2)* =h*+2° +a® — 2ax

v = h? + 2° + a® — 2ac.cosB (3.10)

Comparando (3.9) e (3.10), obtém-se:

a? = b + & — be.cosB (3.11)

A

No segundo caso, tém-se que x = BP — c.cos(m — B) = —c.cosB.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras nos triangulos APB e APC, vem:

= h*+ x? (3.12)

bV =h*+(a—2)® =h*+ 2% +a® — 2ax

b* = h? + 22 + a® — 2ac.cosB (3.13)

Comparando (3.12) e (3.13), tém-se:

a? = b + & — be.cosB (3.14)

Portanto, a Lei dos Cossenos vale para qualquer triangulo.
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3.3 Trigonometria na Circunferéncia

3.3.1 Circunferéncia Trigonométrica

A circunferéncia trigonométrica é representado em um plano cartesiano, onde o Centro
da circunferéncia encontra-se no centro dos eixos coordenados e o raio da circunferéncia

unitario, ou seja, o raio ¢ 1.

Dessa maneira, os eixos do sistema de coordenadas cartesianas dividem a cir-
cunferéncia em 4 partes iguais, que sao denominados quadrantes. O sentido positivo é o

anti-horario e o negativo é anti-horario e a origem é no ponto A(1,0).

E

Y

Figura 3.13: Circunferéncia de raio 1

Cada um dos quatro quadrantes possui as seguintes extremidades, dadas em

grau.

4

Figura 3.14: Circunferéncia dividida por quadrantes
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Arcos da Circunferéncia

Definicao 3.3. Arco de circunferéncia é cada uma das partes em que uma circunferéncia

fica dividida por dois de seus pontos.

Alguns arcos que merecem destaque, visualizados nas figuras 3.15, 3.16 e 3.17:

B A A=B
A=B
Figura 3.15:  Arco Figura 3.16: Semicir- Figura 3.17: Arco de
Nulo cunferéncia uma volta

Arcos e angulo e angulo central da circunferéncia

Ao dividir uma circunferéncia em 360 partes iguais, cada parte serd um arco de 1°. Isso

significa que a circunferéncia possui 360°.

Figura 3.18: Arco Figura 3.19: Arco Figura 3.20: Arco Figura 3.21: Arco
de 360° de 180° de 90° de 270°

Lembrando que a medida do grau de um arco ¢ igual a medida do seu angulo

central.

Exemplo na figura 3.22:
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Figura 3.22: Arco de 55°

Portanto, o angulo AOB e 0 arco AB medem 55°.

Unidades de medidas

Radiano (denotado: rad) é o arco cujo comprimento é igual a medida do raio da circun-

feréncia que a contém.

Para se determinar a medida de um arco basta dividir o comprimento do arco

(1) pela medida do raio da circunferéncia que o contém (7).

Exemplo 3.1. Medida de um arco AB de comprimento 10 cm.

) _ 10cm

Med(AB) = - = = 2rad

T Hem

Figura 3.23: Arco de 2 rad

Ao comparar as medidas em graus e radiano, tém-se:

Unidade de Medida Amplitudes
Grau 0° [ 90° | 270° | 180° | 360°

3
Radiano 0 g s g 27

Tabela 3.1: Unidades de medidas da circunferéncia
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3.3.2 Seno, Cosseno e Tangente no Circulo Trigonométrico
Seno e cosseno

Considerando um circulo trigonométrico de raio 1, seja um ponto P, que é imagem do

numero real x, conforme indica a figura 3.24.

Figura 3.24: Ponto P na circunferéncia

E considerando, ainda, o arco AP, que corresponde ao angulo central de me-
dida a. Seja OP o raio da circunferéncia e P, e P, as projecoes do ponto P nos eixos y e

x. Do triangulo retangulo OP, P, tém-se:
PP

senq = entao sena = OP,

Py

or

Desse resultado, conclui-se que:

cosa = entao cosa = OF,
sen « é a ordenada do ponto P, ou seja, o eixo y é o eixo dos senos.
cos « é a abscissa do ponto P, ou seja, o eixo x é 0 eixo dos cossenos.

Diante dessa nova definicao, pode-se abranger o estudo trigonométrico, para

angulos de qualquer medida.

Destarte sera analisado o comportamento do seno e do cosseno para os demais

quadrantes do circulo trigonométrico, com base nas figuras 3.25, 3.26 e 3.27.
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@]

cosa P\.r A

Figura 3.25: Segundo Qua- Figura 3.26: Terceiro Qua-

drante sen>0 e cos<( drante cos<0 e sen<(

Tangente

senda

-—— =

Figura 3.27: Quarto Qua-

drante cos>0 e sen<(

Considerando o ciclo trigonométrico da figura e T a interseccao da reta OP com o eixo

das tangentes (reta perpendicular ao eixo x, que passa pelo ponto A).

f\.,"r '[.
P 4!
6 i h
0 [ O T

Figura 3.28: Comportamento do seno e cosseno nos quadrantes

Observando a figura 3.28, tém-se o triangulo retangulo AOT A, onde verifica-se

que:
0@ PqQ
AOPQ ~ AOTA 1 —rx__ %
OPQ O 0go 10 - TA
Portanto,

cosf  senb senb

T g0 ..thZE,comcose#O,i.e.,x#g—i-lmr

A partir desse resultado conclui-se que a tangente do angulo 6 (ou do arco

1?}5) é a ordenada do ponto T.
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tgl

— AT (3.15)

As figuras seguintes ilustram a tangente nos demais quadrantes do ciclo trigo-

nométrico.

Figura 3.30:

Figura 3.29: Segundo Qua-
drante tg 6 <0

3.4 Funcoes trigonométricas

3.4.1 Funcao Seno

drante tg 0 >0

Terceiro Qua-  Figura 3.31: Quarto Qua-

drante tg 6 <0

Definicao 3.4. Dado um numero real z, seja P sua imagem no circulo. Chamamos de

seno de x a ordenada OF, do ponto P em relagao ao sistema xOy. Denominamos fungao

seno a fungao f: R — R que associa a cada real z o real OP, = sen(x), isto é:

F(z) = sen(x)

v

(3.16)

Figura 3.32: Ponto P e sua projecao ortogonal no eixo das ordenadas
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Grafico da funcao seno

Considerando a f(x) = sen(x), ao fazer x variar no interno [0, 27|, obtém-se uma curva

denominada sendide, ilustrada na figura 3.33.

Figura 3.33: Gréfico da fungao sen(x)

propriedade 3.4.1.

I. A imagem da fungao seno é o intervalo [-1,1], ou seja, —1 < sen(z) < 1, para todo z

real.

I1. Se x pertencer ao primeiro ou segundo quadrante, entao sen(z) é positivo.
III. Se x pertencer ao terceiro ou quarto quadrante, entao sen(zx) é negativo.
IV. Se z percorre o primeiro ou quarto quadrante, entdo sen(x) é crescente.
V. Se x percorre o segundo ou terceiro quadrante, entdo sen(z) é decrescente.

VI. A funcao seno é periddica e seu periodo é 2.

3.4.2 Funcgao Cosseno

Definicao 3.5. Dado um numero real z e seja P sua imagem no ciclo. Denominamos
cosseno de x a abcissa OF, do ponto P em relacao ao sistema xOy e fungao cosseno a

funcao f : R — R que associa a cada real x o real OP, = cos(x), isto é:

F(z) = sen(x) (3.17)
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Figura 3.34: Ponto P e sua projecao ortogonal no eixo das abcissas

Grafico da funcao cosseno

Considerando a fungao f(x)=cos(x) e atribuindo valores a x, no intervalo [0, 27| obtém-se

uma curva chamada cossendide.

propriedade 3.4.2.

Figura 3.35: Grafico da fungao cos (x)

I. A imagem da fungao seno é o intervalo [-1,1], ou seja, -1 < cos(z) <1, para todo x real.

II. Se z pertencer ao primeiro ou quarto quadrante, entao cos(x) é positivo.

III. Se z pertencer ao segundo ou terceiro quadrante, entao cos(x) é negativo.

IV. Se z percorre o terceiro ou o quarto quadrante, entdo cos(z) é crescente.

V. Se z percorre o primeiro ou o segundo quadrante, entdo cos(z) é decrescente.
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VI. A funcao seno é periddica e seu periodo é 2.

3.4.3 Funcao Tangente
Definicao 3.6. Dado um ntimero real z,
™
x # 5t km (3.18)

Seja P sua imagem no circulo, consideramos a reta h = OP sua interseccao
com o eixo das tangentes. Denominamos tangente de z a medida algébrica do seguimento
h = AT e funcao tangente a funcao f : D — R que associa a cada real z, x # 7 + k7, o

real AT = tgx, isto é:

F(z) =tg(z) (3.19)

Figura 3.36: Ponto T e sua intersecao com o eixo das tangentes

Grafico da funcao tangente

Atribuindo valores ao arco x da funcao f(x)=tg(x), obtemos uma curva denominada tan-

genoide, ilustrada na figura 3.37.
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Figura 3.37: Gréfico da fungao tg (z)

propriedade 3.4.3.
I. O dominio da fungio tangente é D € R/x # g + k.

II. A imagem da func@o tangente é R, isto é, para todo y real existe um z real tal que

tg(z) =y.

III. Se x pertencer ao primeiro ou terceiro quadrante, entdo tg(x) é positivo.
IV. Se z pertencer ao segundo ou quarto quadrante, entdo tg(z) é negativo.
V. Se z percorre qualquer um dos 4 quadrante, entao tg(z) é crescente.

VI. A fungao tangente é periddica e seu periodo é .

3.4.4 Relagao Trigonométrica Fundamental
Teorema 3.4.1. Para todo x real, vale a relacdo: sen® + cos® =1

Demonstragcao. Considerando o circulo trigonométrico da figura 3.38:
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Figura 3.38: Ciclo trigonométrico e o ponto M

Teém-se que:

OM =1

OM' = cosz

OM" = MM' = sen(z)

No triangulo retangulo, OMM’, através do teorema de Pitagoras, obtém-se:
(MM')* + (OM')?> = (OM)* => (senx)? + (cosx)® = 1 , escrevendo de outra forma,

conclui-se:

sen? + cos® =1
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4 PROPOSTAS DE MODELAGEM MATEMATICA
PARA O ENSINO DA TRIGONOMETRIA NA
EDUCACAO BASICA

Embora os egipcios nao possuissem recursos tecnolégicos que possuimos hoje, conseguiam
calcular alturas inacessiveis, essa proeza se dava em decorréncia do emprego do conheci-

mento matematico adequado e alguns mecanismos artesanais simples.

Com o proposito de evidenciar que nem sempre sao necessarios os conhecimen-
tos formais da Matematica e, assim como fizeram os egipcios e outros povos da antigui-
dade, com um pouco de criatividade e intuicao, é possivel extrair defini¢oes das préprias

praticas e aprender a Matemética de uma maneira diferente da usual.

Neste capitulo serao apresentadas algumas propostas de Modelagem Matematica
no ensino da Trigonometria, com elas o referencial tedrico abordado no capitulo 3, sera

revisto sob a otica da Modelagem Matematica.

Na proposta “medindo alturas com o teodolito artesanal” sera investigada a
razao trigonométrica tangente em um triangulo retangulo, onde sera verificado que com
o material concreto pode ser estudado a razao trigonométrica e o comportamento dos
angulos agudos. Na proposta “trigonometria no horario de verao” sera abordada a fungao
trigonométrica cosseno, com énfase nos conceitos de imagem, periodo, deslocamento ver-
tical e horizontal, para isso serd tratado o solsticio de verao e sua relagao com as fungoes

periddicas.

As principais referéncias deste capitulo sao: Almeida, Silva e Vertuan (2012),

Almeida et al (2010), Ana Franca (2016), Santos (2015) e Souza et al (2012).
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4.1 Medindo alturas com o teodolito artesanal

4.1.1 Contextualizacao do problema

Com base nos mesmos principios adotados pelos povos antigos, até hoje muitas profissoes
utilizam o conhecimento da Trigonometria no desenvolvimento de suas atividades. Du-
rante um longo periodo os astros eram os norteadores de localizagao na terra, hoje, os
satélites instalados pelos préprios homens no espaco, concomitante a utilizacao dos GPS’s

que capitam sinais emitidos pelos satélites, determinam as localizagoes com precisao.

No caso do agrimensor que é o profissional que tem por principal funcao a
demarcacao dos limites territoriais, Oliveira (2013, p. 98) evidencia o reconhecimento da

profissao quando lembra:

Os avancos tedricos e tecnoldgicos mediante a milendria arte de conhecer e
demarcar limites do territério vem evoluindo junto a sociedade, e hoje se mos-
tra como uma profissdo cuja missao é prover a informacao necessaria para o
conhecimento material e cultural do territério, nao foi em vao que a nave es-
pacial destinada a viajar além de nosso sistema solar para prover a informagao
cultural cientifica do espago sideral foi batizada como Surveyor (Agrimensor).

Para a realizacao da agrimensura sao necessarios instrumentos de medidas e
sa0 inumeros os instrumentos criados pelo homem ao longo de sua histéria. Alguns,
embora criados no inicio das civilizagoes, até hoje sao utilizados, é o caso do teodolito,
capaz de medir areas e alturas, criado pelas civilizagoes egipcia e romana, é utilizado na
topologia e Agrimensura. E um instrumento 6tico usado para medir angulos verticais e
horizontais, com base na triangulagao, que consiste em um método que usa a semelhanca

de triangulos e relacoes trigonométricas.

O homem ¢ capaz de medir desde a espessura de uma folha de caderno ao
diametro da lua, dependendo da dimensao do objeto, outros instrumentos e procedi-
mentos podem ser utilizados. Alguns instrumentos de medi¢cao que podem ser citados
respectivamente pelas dimensoes capazes de medir sao: micrometro, parquimetro régua,

fita métrica, trena, teodolito, altimetro etc.

Para calcular altura de prédios, monumentos, arvores etc, pode-se utilizar o
teodolito, com ele, basicamente, é possivel medir o angulo formado por um ponto e o topo
do objeto que se quer medir e com alguns conhecimentos matematicos simples, calcular

sua altura.
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Conforme Santos (2015, p. 62) assim é caracterizado um teodolito:

O teodolito é montado num tripé, com indicadores de nivel, permitindo uma
total liberdade de rotacao horizontal ou vertical. A composicao bésica do te-
odolito consiste em duas partes, a Optica e a mecanica. Utilizam-se de lentes
e prismas no seu interior que ao desviar o raio de luz permite uma rapida e
simples leitura dos limbos graduados em graus, minutos e segundos.

Comparado com os primeiros tipos de teodolitos criados, o mesmo sofreu uma

grande evolucao, como as figuras 4.1 e 4.2 podem demonstrar.

Figura 4.1: Teodolito ou Circulo de Figura 4.2: Teodolito

borda estacao total

Considerando o interesse em entender o funcionamento de um teodolito, propoe-
se a criagao, pelos proprios alunos, de um teodolito artesanal experimental, visando es-
tabelecer a relacao do angulo encontrado e altura de um objeto que se tenha na escola
(na atividade pode-se trabalhar com objetos, como uma arvore, uma cesta de basquete
da quadra, a prépria altura da escola, entre outros, o que vale a criatividade dos alunos

e do professor).

A utilizacao desse material concreto, nao tera funcao apenas ilustrativa, a
producao do conhecimento serd intrinseca a realizacao das atividades, abordando a razao

trigonométrica tangente.

4.1.2 Criacao do teodolito experimental

Os materiais necessarios para a constru¢ao nao sao oneroso e alguns se encontram na lista

de material escolar pedido em algumas escolas.
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O teodolito experimental consiste em um barbante preso a um transferidor,
cuja base estd proxima a um canudo e pendurado ao outro lado do barbante um peso,

que pode ser uma borracha ou uma pequena pedra.

Sendo assim sao necessarios: transferidor de 180°, barbante, canudo, pedaco

de papelao, papel cartao, fita adesiva transparente, régua, caneta e uma borracha.

Figura 4.3: Materiais necessarios para construgao do teodolito artesanal

Primeiro passo: com a fita adesiva transparente cobrir o papelao com o papel

cartao, em seguida, com a fita adesiva, prender o transferidor no papelao ja encapado.

Figura 4.4: Confecgao do teodolito I

Segundo passo: prender o canudo em cima do diametro do transferidor, indo

do angulo de 0° ao de 180°.

Figura 4.5: Confecgao do teodolito II

Terceiro passo: fixar o barbante no centro do transferidor, precisamente no

angu rau e na outra extremi rban marrar um r um
angulo de 0° grau e na outra extremidade do barbante, amarra; eso (pode se a
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borracha, uma pedrinha etc), por fim, do angulo de 90° até o final do papelao tracar uma

reta com a régua.

Figura 4.6: Teodolito pronto

Com o teodolito pronto, mostrado na figura 4.6, chega-se o momento da uti-

lizacao.

4.1.3 Medindo com teodolito artesanal

Nessa etapa, o professor pode sugerir que os alunos megam objetos inacessiveis dentro ou
fora da escola.
Supondo a escolha de uma arvore, para iniciar a atividade, algumas indicagoes

do uso do teodolito sao essenciais:

1. Para medir a altura da arvore, deve-se olhar o seu topo através do canudo do

teodolito.

2. Com a inclinacao do canudo, o barbante ird determinar um angulo no transferidor,

o angulo de interesse da atividade é o complementar ao angulo indicado.

Figura 4.7: Angulo apontado pelo teodolito
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3. E necessario ter o conhecimento prévio da altura da pessoa que esta observando.

4. Deve-se medir a distancia entre o observador e a base da arvore.

De posse dessas informacgoes, para melhor visualiza-las, pode ser 1util a uti-

lizacao de uma tabela nos moldes da tabela 4.1:

Altura do ob- | Distancia entre Angulo do me- Angulo comple- | Altura do ob-

servador (a) o objeto (d) didor (x) mentar (90-x) | jeto (H)

Tabela 4.1: Informacoes obtidas através do teodolito

Ap6s os elementos anotados, os alunos em seus grupos devem fazer o esboco
da situacao pratica, esse momento sera crucial para determinacao do conhecimento ma-

tematico necessario para solucao do problema e posteriormente na determinacao do Mo-

delo Matemaético.

T
hl

350 ;

T 3 '
1,5:an hy
- pemm----- 5M rm=mm==n=- n

Figura 4.8: Esquema de observacao da arvore

Diante do esquema o esperado é que todos percebam que a altura sera cal-

culada em duas etapas, primeiramente achando h;, onde serd necessario usar a relacao

trigonométrica tangente, como segue:

ha
(90 —

g( ) g
ha
tg35° = 2
g 5
hy
0,7= 2+
’ 5
h1:3,5m

Como H = hy + hy , tém-se:

H=h+a= H=3,5+1,60—= H =5,10m
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Nesses termos, encontra-se que a altura da arvore em questao é 5,10 m. No
entanto, estd é uma solucao particular e o objetivo desta atividade de modelagem é
determinar um modelo que sirva para qualquer situacao, sendo assim, sera necessario

definir alguns elementos gerais:
Altura do observador = A
Distancia do objeto = d
Angulo marcado = «
H = hy + hoy = Altura do objeto

A partir de entao basta realizar os calculos utilizando os elementos gerais, dai

segue o sistema:

hl

tg(90—2) =5 (1)

H=h +A (II)
Isolando hy em (I) e substituindo em (II), obtém-se:
H =tg(90 — 2)D + A

Portanto, o modelo que pode ser utilizado em todos os casos que se utilize o

teodolito artesanal para medir altura de qualquer objeto é:

H=Tg(90 —z)d+ A

Com esse material concreto é possivel explorar a trigonometria de varias for-
mas, podendo inverter o problema, como exemplo, em vez de descobrir a altura de um
objeto, pode-se descobrir a altura do observador, nesse caso ja possuindo o conhecimento

da altura do objeto, para isso pode-se usar a relagao trigonométrica seno.

4.1.4 Sintese da atividade
e Interacao

— Reconhecimento da situagao-problema

x Curiosidade: Como é possivel medir a altura de algum objeto com o uso

do teodolito artesanal?
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— Familiarizacao do assunto a ser modelado

* Busca de informagoes sobre o que ¢ o teodolito

x Construcao do teodolito artesanal

e Matematizagao

— Formulagao do problema

* Como determinar a altura de um objeto com base no angulo indicado pelo

teodolito artesanal?

— Resolucao do problema em termos matematicos

O esquema do observador e o objeto que se quer medir pode ser representado
por um triangulo retangulo, entao conhecendo a distancia entre quem observa
e o objeto, bem como a altura do observador é possivel calcular a altura do

objeto usando a relacao trigonométrica tangente.

* Definicao de elementos gerais
Altura do observador = A
Distancia do objeto = d
Angulo marcado = «

H = hy 4+ hy = Altura do objeto

* Modelo Matemaético
H=1g(90° —a)d+ A

* Conhecimento matematico

Medicao e relacao trigonométrica tangente
e Modelo

— Interpretacao do modelo

x A equacao obtida permite determinar a altura de um objeto qualquer,
apenas com o conhecimento da altura do observador e sua distancia até o
objeto.

— Validacao

x A validacao consiste em usar o teodolito para medir alturas de um objeto

em diversas distancias diferentes e comparar os resultados.
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4.2 'Trigonometria no horario de verao

4.2.1 Interdisciplinaridade entre Matematica e Geografia

O horario de verao, que consiste em adiantar o relégio em uma hora, ¢ uma medida adotada
pelo Estado brasileiro, para reducao do consumo de energia. Em um determinado periodo,
para aproveitar a iluminacao solar altera-se o horério, gerando economia nos horarios de

pico.

Para isso, é verificado o periodo em que a iluminacao solar dura mais, ou seja,
momento em que os dias sao mais longos que as noites. Este fenomeno é estudado na
disciplina de Geografia, é o chamado solsticio de verao, porém esse evento é mais evidente

em regioes mais afastadas da linha do equador.

Como pode ser visualizado na figura 4.9, as regioes do Brasil mais afastadas
da linha do Equador sao: Sul, Sudeste Centro-Oste, sao essas que atualmente adotam o

horario de verao.

15
?_f"- - Linha do Equador
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Figura 4.9: Linha do Equador

Nao é apenas o Brasil que utiliza esse artificio para proveito da iluminagao
solar, quanto mais ao sul do hemisfério terrestre uma determinada regiao se encontra,
mais longo os dias sao em relacao as noites. Inclusive, em alguns lugares do mundo ocorre
um fenomeno chamado sol da meia noite, onde é possivel ver a luz do sol no horario de
meia noite, no entanto, devido ao extremo frio, a maioria sao locais nao habitados, mas
alguns paises habitados podem desfrutar desse fenomeno durante alguns dias do solsticio

de verao, como Canadd, Russia, Noruega, etc.
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4.2.2 Coleta das informacoes iniciais

Com intuito de despertar o interesse dos alunos, é importante que as atividades de mo-
delagem sejam com fatores mais proximos da realidade do aluno, no caso do estudo do

horario de verao, seria ideal usar informacoes da prépria cidade dos estudantes.

Nessa proposta, nao foi escolhida a cidade de Sao Luis, tendo em vista a
pouca diferenca da duragao dos dias entre si, em virtude da cidade ser proxima a linha
do equador (mesma razao pelo Brasil ndao adotar hordrio de verao nas reunides norte e
nordeste). Considerando tal premissa, foi escolhida a capital do estado mais meridional

do pais, Porto Alegre - Rio Grande do Sul.

Apos a escolha da cidade, o proximo passo é delimitar a investigacao, coletando

na tabela 4.2 o horario do nascer e do por do sol em Porto Alegre, o ano escolhido foi

2015.

Para que o trabalho nao se torne excessivo, em vez de coletar todos os dias do
ano, coleta-se a cada 10 dias durante todo o ano, sendo assim, obtém-se, segundo o site

calendario-365, o comportamento descrito na tabela abaixo:

Data Nascer do Sol | Pér do Sol | Duragao do dia
01/jan/15 06:29 20:30 14h 1m
11/jan/15 06:35 20:31 13h 56m
21/jan/15 06:44 20:29 13h 45m
01/fev/15 06:53 20:23 13h 30m
11/fev/15 07:02 20:16 13h 14m
21/fev/15 07:10 20:07 12h 57m
01/mar/15 06:16 18:59 12h 43m
11/mar/15 06:23 18:47 12h 24m
21/mar/15 06:29 18:35 12h 06m
01/abr/15 06:36 18:22 11h 46m
11/abr/15 06:41 18:10 11h 29m
21/abr/15 06:48 17:59 11h 11m
01/mai/15 06:54 17:50 10h 56m
11/mai/15 07:00 17:42 10h 42m
21/mai/15 07:06 17:36 10h 30m
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01 /jun/15 07:13 17:33 10h 20m
11/jun/15 07:17 17:32 10h 15m
21/jun/15 07:20 17:33 10h 13m
01/jul/15 07:22 17:36 10h 14m
11/jul/15 07:20 17:40 10h 20m
21/jul/15 07:17 17:46 10h 29m
01/ago/15 07:11 17:52 10h 41m
11/ago/15 07:03 17:58 10h 55m
21/ago/15 06:53 18:04 11h 11m
01/set/15 06:41 18:10 11h 29m
11/set/15 06:29 18:15 11h 46m
21 /set/15 06:16 18:20 12h 04m
01 /out/15 06:04 18:26 12h 22m
11/out/15 05:52 18:32 12h 40m
21 /out/15 06:41 19:39 12h 58m
01/nov/15 06:30 19:47 13h 17m
11/nov/15 06:23 19:55 13h 32m
21/nov/15 06:18 20:04 13h 46m
01/dez/15 06:16 20:12 13h 56m
11/dez/15 06:17 20:19 14h 02m
21/dez/15 06:20 20:25 14h 05m
31/dez/15 06:26 20:29 14h 05m

Tabela 4.2: Horario do nascer do sol em Porto Alegre-RS
no ano de 2015

Com o intuito de melhor visualizacao da duragao dos dias, é aconselhavel

incluir na tabela a duracao de cada dia, preferencialmente em horas.

O professor deve atribuir essa tarefa aos alunos, separando-os em dupla ou
grupos, dependendo do tamanho da turma, os quais utilizando uma simples regra de trés,

obterdo a tabela 4.3:
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Data Nascer Por do | Duracao t Duracao do dia
do Sol Sol do dia em horas D (t)
01/jan/15 | 06:29 20:30 14h 1m 0 14,10
11/jan/15 | 06:35 20:31 13h 56m 1 13,93
21/jan/15 | 06:44 20:29 13h 45m 2 13,75
01/fev/15 | 06:53 20:23 13h 30m 3 13,50
11/fev/15 | 07:02 20:16 13h 14m 4 13,23
21/fev/15 | 07:10 20:07 12h 57m 5 12,95
01/mar/15 | 06:16 18:59 12h 43m 6 12,72
11/mar/15 | 06:23 18:47 12h 24m 7 12,40
21 /mar/15 | 06:29 18:35 12h 06m 8 12,10
01/abr/15 | 06:36 18:22 11h 46m 9 11,77
11/abr/15 | 06:41 18:10 11h 29m 10 11,48
21/abr/15 | 06:48 17:59 11h 11m 11 11,18
01/mai/15 | 06:54 17:50 10h 56m 12 10,93
11/mai/15 | 07:00 17:42 10h 42m 13 10,70
21/mai/15 | 07:06 17:36 10h 30m 14 10,50
01/jun/15 | 07:13 17:33 10h 20m 15 10,33
11/jun/15 | 07:17 17:32 10h 15m 16 10,25
21/jun/15 | 07:20 17:33 10h 13m 17 10,22
01/jul/15 | 07:22 17:36 10h 14m 18 10,23
11/jul/15 | 07:20 17:40 10h 20m 19 10,33
21/jul/15 | 07:17 17:46 10h 29m 20 10,48
01/ago/15 | 07:11 17:52 10h 41m 21 10,68
11/ago/15 | 07:03 17:58 10h 55m 22 10,92
21/ago/15 | 06:53 18:04 11h 11m 23 11,18
01/set/15 | 06:41 18:10 11h 29m 24 11,48
11/set/15 | 06:29 18:15 11h 46m 25 11,77
21/set/15 | 06:16 18:20 12h 04m 26 12,07
01/out/15 | 06:04 18:26 12h 22m 27 12,37
11/out/15 | 05:52 18:32 12h 40m 28 12,67
21/out/15 | 06:41 19:39 12h 58m 29 12,97




Coleta das informacgoes iniciais 57

01/nov/15 | 06:30 19:47 13h 17m 30 13,28
11/nov/15 | 06:23 19:55 13h 32m 31 13,53
21/nov/15 | 06:18 20:04 13h 46m 32 13,77
01/dez/15 | 06:16 20:12 13h 56m 33 13,93
11/dez/15 | 06:17 20:19 14h 02m 34 14,08
21/dez/15 | 06:20 20:25 14h 05m 35 14,33
31/dez/15 | 06:26 20:29 14h 05m 36 14,05

Tabela 4.3: Horario do nascer do sol em Porto Alegre -

RS no ano de 2015 com duragao dos dias

Diante das informacoes coletadas, depara-se com o seguinte problema: como
determinar a duracao de um dia em relacao aos dias do ano de 2015 em Porto Alegre -

RS?

Para solucionar, deve-se determinar qual o conhecimento matemético necessario
para chegar a solucao. Para visualizacao do comportamento dos dias, pode-se transcrever
as informagcoes obtidas em uma func¢ao e em seguida construir o grafico. Por meio dele é
possivel visualizar de maneira eficiente o comportamento dos dias no decorrer do ano em

questao. Para tanto, deve-se definir as variaveis da funcao.

e t - tempo € a variavel que se associa aos dias.

e D(t) - duracdo do dia, dada em horas.

Com base nos dados obtidos e nas variaveis determinadas, tém-se a repre-
sentacao no plano cartesiano, onde o eixo das abscissas é representado por t e das orde-

nadas, por D(t):

A variacao dos dias no decorrer dos anos é periddica, além disso, a curva de
tendéncia encontradas, tem semelhanca aproximada com a fungao cosseno, conforme a

figura 3.4.2, na pagina 41.

Com a compressao do conhecimento matemaético que deve ser aplicado, através
da Modelagem Matematica sera encontrado o modelo que consiste numa fungao cosseno

que representa a duragao dos dias em Porto Alegre no ano de 2015.
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1+ D(t)

Figura 4.10: Representagao grafica da duragao dos dias em Porto Alegre em 2015

Em seguida sera realizada, a validagao do modelo, ao verificar-se qual o periodo

ideal para horario de verao e compara-lo com periodo do solsticio de verao.

Para iniciar o processo, sera considerada o modelo que expressa, de um modo
geral, os fendmenos periddicos representados pela fun¢ao cosseno que é F(t) = B +
Acos(Ct + D), onde A, B, C e D sdo nimeros reais, com base nessa forma geral serao
encontrados os valores de A, B, C e D, necessarios para que o modelo passe pelos pontos

do grafico, ou que pelo menos se aproxime ao maximo deles.

Na investigacao dessa atividade serd necessario a utilizacao de um software
para a construcao dos gréaficos que auxiliara na interpretagao dos parametros. Portanto,
nos proximos graficos sera utilizado o Geogebra que é um software livre de facil mani-

pulagao e layout didatico.

4.2.3 Investigacao dos parametros

Antes de abordar conceitos matematicos do que venham a ser cada parametro, é funda-
mental que os alunos tentem construir seus préprios conceitos, para isso, a medida que os

parametros sao testados, devem ser analisados o comportamento grafico da funcao.

Antes dos testes, ressalta-se a importancia de definir alguns elementos funda-

mentais para encontrar o modelo: imagem e o periodo da fungao cosseno.

A imagem da func¢ao corresponde aos valores maximos e minimos que a duragao

dos dias podem assumir.
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O minimo da funcao corresponde ao dia cuja duracao é mais curta, o que

ocorre no dia 21/06, duragao de 10,22 horas.

O méximo da fungao, cuja duragao do dia é mais longa, ocorre no dia 21/12,

duracao de 14,33 horas.
Portanto, a imagem da fungao é Im = [10, 22; 14,33].

O periodo entre os dias mais longos e o dia mais curto, no caso em questao,

obtém-se: 18 dias. Logo o periodo entre os dias mais duradouros é 36 dias.

Inicia-se a investigagao, sendo o parametro A o primeiro a ser estudado, onde

valores serao atribuidos a ele e sua influéncia analisada.

Considerando a fungao f(z) = Acos(z). Adota-se f(x) = cos(x), g(zx) =

1
4.cos(x), h(x) = —2cos(x) e p(x) = icos(zv), representados na figura 4.11.

Figura 4.11: Teste do parametro A

61Y fix)
g (x)
—
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A interpretagao da figura, sugere que a amplitude de cada funcao varia a

medida que a mesma ¢é multiplicada por um valor qualquer.

A amplitude corresponde a média entre o valor maximo e minimo, com base
nessa defini¢ao, verifica-se o comportamento da amplitude nas fungoes adotadas, como

segue:
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f(z) = cos(z) Im =[-1,1] A = 1_2(_1) =1
g(x) = 4cos(z) Im =[-4,4] A = A _5_4) =4
h(z) = —2cos(z) Im =[-2,2] A = 2 _2(_2) =2
—1 1
1 1 -, 5 5
q(z) = €052 Im —[5, 7] A= =5

Conclui-se que ao multiplicar um nimero a uma fungao cosseno, equivale-
se a multiplicar este nimero a sua imagem e consequentemente altera-se a amplitude da
fungao. Ou seja, de um modo genérico, verificou-se que a imagem da fungao f(t) = Acos(t)
corresponde a Im=[-A, A}, sendo assim, o parametro A estd relacionando com a amplitude

da funcao.

Na situagao do horério de verao em que a imagem obtida é Im = [10, 22; 14,33,
para encontrar a amplitude, deve-se encontrar diferenca entre os maximos e minimos, em

seguida dividir o resultado por 2, como segue:
14,33 — 10,22

Amplitude = 5 = 2,055.

Obtemos, portanto, que D(t) = 2,055cos(t).

O proéximo passo é identificar o parametro “B” da func¢ao D(t) = B+2,055cos(t).

Considerando a funcao f(x) = B + cosz, adotam-se as fungoes: f(z) = cosz,
g(x) =1+ cosz, h(z) = 3+ cosx e p(t) = —2 + cosz, para estudar o comportamento das

mesimas.
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Figura 4.12: Teste do parametro B

Na figura 4.2.3 observa-se um deslocamento vertical no grafico, que altera a

imagem nas fungoes, como segue:
f(x) = cos (x); Im=[-1,1]
g(x) =1+ cos (x); Im = [0,2]
h(x) = 3 + cos (x); Im = [2,4]
q(x) = -2 + cos (x); Im = [-3,1]

Com essa relagao, pode-se assim considerar que ao somar um nimero a funcao
cosseno, equivale a somar este nimero a sua imagem, portanto, de um modo generalizado,

conclui-se que a imagem da funcdo f(t) = B + cos(t) corresponde a Im= [-14+-B, 14B].

[—2,055 + B; 2,055 + B] = I'm = [10,22; 14, 33]

Logo B é 12,16 e a fungao encontrada é D(t) = 12,275 4 2,055co0s(t).

Agora o teste serd realizado com o parametro C, considerando a fungao f(z) =

cos(Cx). Adota-se f(x) = cos(z), g(x) = cos(4z), h(z) = cos(ix).
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Figura 4.13: Teste do parametro C

Como pode ser visualizado por meio da figura 4.1.3, ocorre alteracao apenas
em relacao ao eixo x, provocando o “esticamento” e “encolhimento” das fungoes, nao

alterando a imagem, mas apenas o periodo, sendo assim, tém-se:

O periodo da fung¢ao é o menor valor possivel para p, onde f(z) = f(x + p),
para todo x. E pode ser verificado através do grafico dos exemplos adotados o periodo da

1
funcao f(x) = cosx é 2m, g(z) = cos(4x) é g, h(z) = cos(ix) é 8.

Portanto, chega-se a expressao que relaciona o periodo da funcao com o parametro

2w
C:p=—.
| C|
Na situacao do “Horario de verao” o periodo encontrado ¢ de 36 dias, dai
segue:

t
Obtém-se a funcao D(t) = 12,275 + 2, 055008(1—7;).

Por fim, sera investigado o parametro D, que é aquele somado a varidavel da
fungao cosseno. A priori, verifica-se a representacao grafica de f(zr) = cosz, g(t) =

cos(x + ) e h(t) = cos(x — g)
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—_—(x)
—zlx

h{x)

Figura 4.14: Teste do parametro D

Em andlise ao grafico observa-se que a imagem da funcao nao se altera, e ao
tomar como referéncia a funcao f(x), verifica-se o deslocamento horizontal das fungoes,
no caso da fungao g(x) o deslocamento é para a esquerda com medida 7, ja em relagdo a

T
fungao h(x) o deslocamento é para a direita com medida 5

Para encontrar o parametro D, deve-se tomar dois pontos quaisquer da tabela
4.3, por exemplo (17; 10,22) e considerando a funcao D(t) = 12,275 42,055 cos(t% + D)

é possivel construir a equagao:

17
10,22 = 12,275 + 2, 06003(1—; + D)

17
—9.06 = 2, 06003(1—; + D)

17
—-1= cos(l—éT + D)

177
= —+4D
cosm = cos( T )
177
_ T .p
us 13 +
D="
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Diante do exposto, encontra-se o modelo mateméatico que representa a duragao

dos dias no ano de 2015 na cidade de Porto Alegre, que é dado por F(t) = 12,275 +
T T
ti

2,055¢c0s( 13 + E> para t dado em horas, onde 0 < t < 36, com representagao grafica:
F(t)

18
16

/f,—m-
12
10 e
8
6
4
0

-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 t

Figura 4.15: Gréfico do modelo encontrado

Em seguida a obtencao do modelo, pode-se determinar qual o periodo ideal

para aplicacao do hordario de verao na cidade.

Almeida et al (2010, p. 10) esclarecem:

Os dias do inicio e término do horario de verao correspondem aqueles em que
a variacdo da duracdo do dia cresce mais lentamente (inicio) ou diminui mais
lentamente (término). Em outras palavras, esses dias correspondem aqueles
em que a duragdo do dia passa ser maior que a média anual (inicio) ou o menor
que a média anual (término).

Sob a luz do esclarecimento de Almeida et al, para determinar o periodo ideal
para aplicacao do horario de verao na cidade em questao, faz-se necessario encontrar a

média anual da duracao dos dias no decorrer do ano.

Considerando a média dos pontos maximos e minimos da funcao, tém-se:

14,33 4 10,22
2

= 12,28
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Para resolver o problema basta resolver a equagdo do modelo, onde F(t) =

12,28:

T T
12,28 = 12,2 2 t— + —
, 28 ,28 4+ 2, 055¢0s( 18+18)
T T
0=2,055 t— + —
, 055¢cos( 18+18>
T T
COS(tTg+E)_O
s s 3T s
I L S Tt 1)=t+1=27t=26

18 18 2 18

ou

m m m m
= — = —

— + — t+1)=t+1=9..1t=
18+18 2 18<+) T ) ;

Logo, t=08 e t=26 que correspondem, respectivamente, a 21 mar e 21 set, sao

as datas ideais para o término e inicio de verao.

1

18 F{t}

Figura 4.16: Grafico do modelo e pontos de inicio e término do horario de verao
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4.2.4 Sintese da atividade

Com intuito de evidenciar as fases da Modelagem Matematica sugeridas por Biembengut.

Estas sao as etapas da proposta apresentada:

e Interacao

— Reconhecimento da situacao-problema
x Pesquisa sobre os temas: solsticio de verao e horéario de verao.
— Familiarizacao do assunto a ser modelado.

x Coleta dos dados;

x Analise dos dados coletados sobre a duragao dos dias do ano de 2015 em

Porto Alegre.

e Matematizagao

— Formulacao do problema

* Como determinar a duracao dos dias no decorrer do ano de 2015 na cidade

de Porto Alegre?

x Qual o perfodo ideal para aplicacao do horario de verao na cidade?

— Resolucao do problema em termos matematicos

A duracao dos dias no decorrer dos anos é uma fungao periddica, por essa
razao pode ser representada através de uma funcao trigonométrica, no caso

uma funcgao cosseno.

x Definicao das variaveis
t - representacao dos dias do ano de 2015;

D(t) - duracao do dia em horas no dia t.

* Modelo Matematico

T T
F(t) =122 2 t— + —
(t) ,275 42,055 cos( 18 + 18

* Conhecimento matematico

)

Regra de tres

Fungao trigonométrica cosseno

e Modelo
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— Interpretacao do modelo
x A funcao trigonométrica obtida permite descrever a duracao dos dias do
ano de 2015 em Porto Alegre - RS.

x Por tratar-se de um fenomeno periddico, a duracao dos dias repete-se em
intervalos regulares, sendo assim, o modelo encontrado também é 1til para

realizar previsoes para os anos seguintes.
— Validacao
* Determinacao dos dias 21 de marco e 21 de setembro como datas ideais
para o término e inicio de verao, respectivamente.

x O modelo também pode ser validado determinado o periodo ideal para o

horario de verao em outros anos, além de 2015.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A escolha do tema se deu pela minha fascinagao pelo assunto, que me despertou desde a
graduacgao, porque percebi que as particularidades da Modelagem Matematica sao capazes
de desmitificar a Matematica, que hoje tem o titulo de umas piores disciplinas do curriculo

escolar.

A Modelagem Matemética como ferramenta pedagdgica é um desafio para os
alunos, pois é capaz de tira-los da “zona de conforto” e leva-los a construir novos saberes,
sem definicoes decoradas e atividades quase mecanicas desvinculadas de aplicagao. Com
essa metodologia ¢é possivel suprir a caréncia dos jovens que concluem o ensino bésico

tanto precisam: autonomia no pensar.

Na atividade com o teodolito artesanal, ha que ser enaltecido o uso do ma-
terial concreto na pratica pedagdgica, especialmente quando o material é confeccionado
pelos préprios alunos. Geralmente nos livros didaticos a "aplicagao”” da trigonometria
proposta é que se calcule a altura do objeto com base no angulo, na altura do observador
e distancia do objeto, nesse caso a atividade nao é sélida, entao o aluno parte para os
calculos mecanicos, que por vezes nao tem significados, justamente porque nao despertam
o interesse do aluno. Com a utilizacao do material concreto, a atividade é palpavel e
as duvidas e interesses vao surgindo no decorrer do processo, entao a atividade ganha

significado e dinamismo.

Outro ponto que merece destaque é a importancia do uso de tecnologia nas
metodologias de ensino da matematica, o que foi evidenciado na atividade “Trigonometria
e o horario de verao”, visto que sem o uso do Geogebra durante a atividade, a mesma
se tornaria mais extensa, além de nao garantir um aprendizado tao qualitativo em com-
paracao com o uso do software. Nesta atividade, também foi evidenciando que aluno
nao necessariamente deve ter o conhecimento prévio dos conceitos matematicos, visto que
é possivel que os alunos criem seus proprios conceitos a medida que os parametros sao

analisados graficamente.

Por fim, vale frisar que aqueles professores que se sentirem a vontade para

abragar essa metodologia, é de fundamental importancia o aprimoramento continuo, vi-
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sando seu proprio desenvolvimento e auto-confianca na conducao desses conteudos em

sala de aula.

Entendo que a principal motivacao dos professores que optam por utilizar a
Modelagem Matematica como quebra de paradigma do ensino tradicional da Matematica
¢ observar o entusiasmo dos alunos, troca de experiencias e assimilacao das aulas, além

de outros beneficios.
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Angulo Cosseno Angulo Cosseno

0 1,0 46 0,6946583705
1 0,9998476952 47 0,6819983601
2 0,999390827 48 0,6691306064
3 0,9986295348 49 0,656059029
4 0,9975640503 50 0,6427876097
5 0,9961946981 51 0,629320391
6 0,9945218954 52 0,6156614753
7 0,9925461516 53 0,6018150232
8 0,9902680687 54 0,5877852523
9 0,9876883406 55 0,5735764364
10 0,984807753 56 0,5591929035
11 0,9816271834 57 0,544639035
12 0,9781476007 58 0,5299192642
13 0,9743700648 59 0,5150380749
14 0,9702957263 60 0,5

15 0,9659258263 61 0,4848096202
16 0,9612616959 62 0,4694715628
17 0,956304756 63 0,4539904997
18 0,9510565163 64 0,4383711468
19 0,9455185756 65 0,4226182617
20 0,9396926208 66 0,4067366431
21 0,9335804265 67 0,3907311285
22 0,9271838546 68 0,3746065934
23 0,9205048535 69 0,3583679495
24 0,9135454576 70 0,3420201433
25 0,906307787 71 0,3255681545
26 0,8987940463 72 0,3090169944
27 0,8910065242 73 0,2923717047
28 0,8829475929 74 0,2756373558
29 0,8746197071 75 0,2588190451
30 0,8660254038 76 0,2419218956
31 0,8571673007 i 0,2249510543
32 0,8480480962 78 0,2079116908
33 0,8386705679 79 0,1908089954
34 0,8290375726 80 0,1736481777
35 0,8191520443 81 0,156434465
36 0,8090169944 82 0,139173101
37 0,79863551 83 0,1218693434
38 0,7880107536 84 0,1045284633
39 0,7771459615 85 0,0871557427
40 0,7660444431 86 0,0697564737
41 0,7547095802 87 0,0523359562
42 0,7431448255 88 0,0348994967
43 0,7313537016 89 0,0174524064
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44

0,7193398003

90

0,0

45

0,7071067812

Tabela 5.1: Tabela Trigonométrica Cosseno



